
Kapitel 9Zentralkräfte - Das Wassersto�atom
Das Atom ist seinem Wesen na
h ni
ht ein materielles Gebilde in Raum undZeit, sondern gewissermaÿen nur ein Symbol, bei dessen Einführung die Na-turgesetze eine besonders einfa
he Form annehmen.Werner Heisenberg, 1947Als besonders wi
htige Anwendung für die quantenme
hanis
he Bere
hnung von Ener-gieeigenwerten betra
hten wir wassersto�ähnli
he Atome. Als wassersto�ähnli
he Atomebezei
hnet man Systeme aus einem Kern mit Ladung Ze und einem Elektron, wie etwa H,He+, Li2+ usw. Das Spektrum des Wassersto�atoms spielte bei der Entwi
klung der Quan-tenme
hanik eine wi
htige Rolle. Als das einfa
hste aller Atome ist es der Theorie unddem Experiment glei
hermaÿen zugängli
h und eignet si
h hervorragend als Testobjektfür physikalis
he Theorien. Immer genauere spektroskopis
he Untersu
hungen lieferten inder Vergangenheit den Anstoÿ dazu, theoretis
he Modelle neu zu entwi
keln und zu ver-feinern. Heutzutage dient die Spektroskopie am Wassersto�atom hauptsä
hli
h dazu, dieQuantenelektrodynamik (QED) als derzeit präziseste aller physikalis
hen Theorien sehrgenau zu testen. Für die Übergangsfrequenz des Zweiphotonen-Übergangs vom 1s in den

2s Zustand1 fanden Häns
h und Mitarbeiter den Wert
f1s−2s = 2 466 061 102 474 851(25)Hz, (9.1)die genaueste Messung einer Frequenz im UV-Berei
h2 [47℄.In dieser Vorlesung über ni
htrelativistis
he Quantenme
hanik werden wir nur dieGrobstruktur des Spektrums bere
hnen. Sie rührt von der Coulomb-We
hselwirkung zwi-1Für Zweiphotonen-Übergänge gilt ni
ht die Auswahlregel ∆ℓ = ±1, sondern ∆ℓ = 0,±2.2vgl. http://www.mpq.mpg.de/∼haens
h/hydrogen/h.html.185



9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.1. Elektronen im Zentralfeld 186s
hen dem als spinlos geda
hten Proton und Elektron des Wassersto�atoms. Auf die nö-tigen vorwiegend relativistis
hen Korrekturen werden wir am Ende dieses Kapitels undin der Vorlesung Quantenme
hanik II zurü
kkommen. Im ersten S
hritt betra
hten wirbeliebige radialsymmetris
he Potentiale und werden uns erst in der zweiten Hälfte desKapitels auf das Coulomb-Potential eins
hränken.9.1 Elektronen im ZentralfeldDie zu einem stationären Zustand eines Teil
hens (Elektrons) in einem Potential gehörendeWellenfunktion löst die zeitunabhängige S
hrödingerglei
hung mit Hamilton-Operator
H =

p2

2µ
+ V

Ort
= − ~

2

2µ
△ + V (x ), (9.2)wobei wir in diesem Kapitel die Masse mit µ bezei
hnen, um eine Verwe
hslung mit dermagnetis
hen Quantenzahl m zu vermeiden.Wir stellen zuerst eine Beziehung zwis
hen der für ein drehinvariantes Potential erhal-tenen Grösse L2 und dem Lapla
e-Operator her, wobei wir die Relationp = x̂ (x̂ · p) − x̂

r
∧ L mit x̂ =

x
r
, x̂ · p =

h

i

∂

∂r
(9.3)benutzen. Mit Hilfe von (8.49) und den Vertaus
hungsregeln zwis
hen Ort und Impulsfolgen die Beziehungen

(x̂ ∧ L)2 = L 2 , x̂ · (x̂ ∧ L) = 0

(x̂ ∧ L) · x̂ = 2i~ , [∂r,L] = 0,und damit die gesu
hte Relation zwis
hen ∆ und L2,p2 = −~
2△ = −~

2

(

∂2
r +

2

r
∂r

)

+
L2

r2
. (9.4)Um die explizite Form des Di�erentialoperators L2 in der Ortsdarstellung zu gewinnen,bere
hnen wir den Lapla
e-Operator in Kugelkoordinaten. In diesen Koordinaten hat dasLängenelement die Form

ds2 = dr2 + r2
(

dθ2 + sin2 θdϕ2
) (9.5)
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.1. Elektronen im Zentralfeld 187und damit sind die Determinante und die Inverse der Metrik
√
g = r2 sin θ und gij = diag (

1, r−2, r−2 sin−2 θ
)

.Deshalb lautet der Lapla
e-Operator in Kugelkoordinaten
△ =

1√
g
∂i

(√
ggij∂j

)

= ∂2
r +

2

r
∂r +

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
. (9.6)Der Verglei
h mit (9.4) ergibt folgende Form für das Quadrat des Drehimpulses,L2 = −~

2

(

1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)

. (9.7)Nun können wir H folgendermaÿen ums
hreiben:
H = − ~

2

2µr2

∂

∂r

(

r2 ∂

∂r

)

+
L2

2µr2
+ V (x ). (9.8)Wir wollen nun ein drehinvariantes Potential V = V (r) betra
hten. V könnte zum Bei-spiel die We
hselwirkung von zwei Elektronen oder eines Proton-Elektron-Systems inRelativkoordinaten bes
hreiben. Für ein kugelsymmetris
hes Potential kommutieren dieOperatoren H, L2, L3 und P . Die gemeinsamen Eigenfunktionen dieser verträgli
hen Ob-servablen bezei
hnen wir mit |Eℓm〉,

H|Eℓm〉 = E|Eℓm〉L2|Eℓm〉 = ~
2ℓ(ℓ+ 1)|Eℓm〉

L3|Eℓm〉 = ~m|Eℓm〉.Sie sind glei
hzeitig Eigenfunktionen des Paritätsoperators, P |Eℓm〉 = (−)ℓ|Eℓm〉. In derOrtsdarstellung haben sie die Form
ψEℓm(x ) = 〈x |Eℓm〉 = fEℓ(r)Yℓm(θ, ϕ), (9.9)wobei wir s
hon vorweggenommen haben, daÿ die Radialfunktionen fEℓ(r) ni
ht von dermagnetis
hen Quantenzahl abhängen.Setzen wir die Funktionen (9.9) in die S
hrödingerglei
hung mit Hamilton-Operator(9.8) ein, so reduziert si
h diese auf folgende gewöhnli
he Di�erentialglei
hung zweiter
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.1. Elektronen im Zentralfeld 188Ordnung für die Radialfunktionen,
(

1

2µ
p2

r +
~

2

2µ

ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ V (r) − E

)

fEℓ(r) = 0, wobei pr =
~

i

1

r

∂

∂r
r (9.10)der auf L2(R

+, r2dr) hermites
he Radialimpuls ist. Setzen wir fEℓ = uEℓ/r, dann erfüllendie uEℓ die etwas einfa
here gewöhnli
he Di�erentialglei
hung
(

− ~
2

2µ

d2

dr2
+

~
2

2µ

ℓ(ℓ+ 1)

r2
+ V (r) − E

)

uEℓ(r) = 0. (9.11)Die Glei
hungen (9.10) und (9.11) haben die Form von eindimensionalen S
hrödinger-Glei
hungen, allerdings ist 0 ≤ r <∞. Bei der Lösungssu
he für die radiale S
hrödinger-Glei
hung gilt es allerdings zu bea
hten, dass für jedes ψEℓm ∈ L2(R 3) die Integrale in
‖ψEℓm‖2 =

∞
∫

0

|fEℓ|2r2dr =

∞
∫

0

|uEℓ|2dr (9.12)endli
h sein müssen. Wegen der Zentrifugalbarriere ℓ(ℓ + 1)/r2 in der radialen S
hrö-dingerglei
hung werden ganz ähnli
h wie in der klassis
hen Me
hanik Teil
hen mit ℓ > 0vom Ursprung ferngehalten. Wellenfunktionen von Teil
hen mit Drehimpuls unglei
h Nullsollten am Ursprung vers
hwinden. Etwas allgemeiner wird die Wellenfunktion ψEℓm nurquadratintegrierbar sein, wenn uEℓ in der Nähe des Ursprungs ni
ht zu singulär ist. Diesist der Fall wenn es eine positive Zahl ǫ gibt, so dass
|uEℓ(r)| < crǫ− 1

2 für r → 0 (9.13)mit einer positiven Konstanten c gilt. Für groÿe Abstände vom Ursprung müssen dieradialen Wellenfunktionen von gebundenen Zuständen s
hneller als uEℓ ∼ r−
1

2 abfallen.Verhalten der Lösungen für groÿe und kleine Radien: Wenn wir annehmen,dass
∞

∫

0

(

r + r2)V (r)dr <∞gilt, dann können die im Folgenden abgeleiteten asymptotis
hen Abs
hätzungen für dieLösungen der radialen S
hrödingerglei
hung streng bewiesen werden. Insbesondere solltedas Potential am Ursprung ni
ht zu singulär werden und im Unendli
hen genügend s
hnellgegen Null streben. Der hiermit ausges
hlossene Fall eines Coulombpotentials wird an-s
hlieÿend gesondert behandelt.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.1. Elektronen im Zentralfeld 189Da für groÿe r das Potential vers
hwindet, gilt
~

2

2µ
u′′Eℓ + EuEℓ ∼ 0 für r → ∞.Die asymptotis
he Form der Lösungen ist daher

uEℓ ∼
{

e±ikr für E = +~
2k2/2µ > 0

e−kr für E = −~
2k2/2µ < 0. (9.14)Für ein ni
ht-negatives Potential ist H ni
ht-negativ,

(ψ,Hψ)
(9.2)
=

1

2m
(pψ,pψ) + (ψ, V ψ) ≥ 0und die Energie-Eigenwerte sind alle gröÿer glei
h Null. Ein Teil
hen in einem ni
ht-negativen und im Unendli
hen vers
hwindenden Potential hat keine gebundenen Zustände.Für kleine r hat jede Lösung der Fu
hss
hen Di�erentialglei
hung (9.11) die Entwi
k-lung

uℓ(r) ∼ rα
(

1 + a1r + . . .).Setzen wir dies in die radiale S
hrödingerglei
hung ein, so folgt für r2V (r)
r→∞→ 0 dieBedingung

(

(

α− 1
2

)2 − (ℓ+ 1
2
)2

)

rα−2 + o
(

rα−2
)

= 0,mit den beiden Lösungen
α = ℓ+ 1 und α = −ℓ. (9.15)Für die zweite Wahl α=−ℓ ist die Wellenfunktion am Ursprung singulär, ψEℓm ∼ r−ℓ−1.Für ℓ > 0 ist sie ni
ht mehr normierbar und für ℓ = 0 ist der Hamilton-Operator ni
htwesentli
h selbstadjungiert, wenn uEℓ für r → 0 ni
ht s
hneller als √

r vers
hwindenwürde3. Also ist nur die erste Lösung in (9.15) realisiert und
uEℓ ∼ r1+ℓ (1 + a1r + . . .) oder fEℓ ∼ rℓ (1 + a1r + . . .) . (9.16)Wie erwartet vers
hwinden am Ursprung alle Lösungen mit ℓ > 0.3Vgl. das Bu
h von S. Gruÿmann über Funktionalanalysis.
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.2. Elektron im kugelförmigen Potentialtopf 1909.2 Elektron im kugelförmigen PotentialtopfSetzen wir für positive Energien wie in (9.14) E = ~
2k2/2µ mit Wellenzahlvektor k, dannlautet für V = 0 die radiale S
hrödingerglei
hung (9.10) (wir unterdrü
ken den Index E)

f ′′
ℓ (r) +

2

r
f ′

ℓ(r) −
ℓ(ℓ+ 1)

r2
fℓ(r) + k2fℓ(r) = 0. (9.17)Setzen wir in dieser Di�erentialglei
hung vom Fu
hss
hen Typ x = kr, dann erhalten wirdie Bessels
he Di�erentialglei
hung:

x2f ′′
ℓ (x) + 2xf ′

ℓ(x) +
(

x2 − ℓ(ℓ+ 1)
)

fℓ(x) = 0. (9.18)Die Lösungen sind die sphäris
hen Besselfunktionen der ersten und zweiten Art:
fℓ(x) =

{

jℓ(x) = +(−1)ℓxℓ
(

1
x

d
dx

)ℓ (

sin x/x
)

yℓ(x) = −(−1)ℓxℓ
(

1
x

d
dx

)ℓ (

cosx/x
)

.
(9.19)Die expliziten Formeln auf der re
hten Seite gehen auf Rayleigh zurü
k. Die sphäris
henBesselfunktionen zu kleinen Bahndrehimpulsen haben die Form:

j0 =
sin x

x
y0 = −cos x

x

j1 =
sin x

x2
− cosx

x
y1 = −cosx

x2
− sin x

x

j2 =

(

3

x3
− 1

x

)

sin x− 3

x2
cosx y2 = −

(

3

x3
− 1

x

)

cosx− 3

x2
sin xDie regulären Lösungen jℓ sind in der folgenden Figur für ℓ = 0, 1, 2 geplotted. Bis auf j0vers
hwinden alle Lösungen am Ursprung und bes
hreiben gedämpfte S
hwingungen.
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.2. Elektron im kugelförmigen Potentialtopf 191Unter Benutzung der Di�erentialglei
hung zeigt man, dass die Wronski-Determinante die-ser Lösungen ni
ht vers
hwindet,
jℓ
dyℓ

dx
− djℓ
dx
yℓ =

1

x2
,und damit bilden die jℓ und yℓ ein linear unabhängiges System (ein Fundamentalsystem)von Lösungen. In der Nähe des Ursprungs verhalten si
h diese Lösungen wie folgt,

jℓ(x) ∼ xℓ

1 · 3 · 5 · · · (2ℓ+ 1)

yℓ(x) ∼ −1 · 3 · 5 · · · (2ℓ− 1)

xℓ+1
. (9.20)Für groÿe Radien oder groÿe x gilt

jℓ(x) ∼
1

x
sin

(

x− ℓπ

2

) und yℓ(x) ∼ −1

x
cos

(

x− ℓπ

2

)

, (9.21)in Übereinstimmung mit unseren Resultaten über die asymptotis
he Form der Lösungenim allgemeinen Fall.Wir bemerken, dass die yℓ für r → 0 divergieren. Deshalb sind für das freie Teil
hennur die Lösungen jℓ zugelassen. Dies gilt au
h für ein ni
ht-vers
hwindendes Potential,falls dieses in der Nähe des Ursprungs gegen eine Konstante strebt. Für groÿe Radienoszillieren beide Lösungen jℓ und yℓ. Sie streben wie jede Kugelwelle in 3 Dimensionenwie 1/r gegen Null. Wir können au
h Linearkombinationen von jℓ und yℓ bilden. Hierbieten si
h die sphäris
hen Hankelfunktionen
hℓ(x) = jℓ(x) + iyℓ(x) und h̄ℓ(x) = jℓ(x) − iyℓ(x), (9.22)an. hℓ bes
hreibt eine auslaufende Kugelwelle,
hℓ(x) ∼

1

x
exp

(

i
(

x− [ℓ+ 1]π/2
)) für x→ ∞, (9.23)und h̄ℓ eine einlaufende Kugelwelle. Die sphäris
he Besselfunktion jℓ = (hℓ + h̄ℓ)/2 be-s
hreibt als Überlagerung von aus- und einlaufender Welle eine stehende Welle.Es sei nun

V (r) =

{

0 für r ≤ a

∞ für r > a
(9.24)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 192ein kugelsymmetris
her Potentialtopf. Für r ≤ a bewegt si
h das Teil
hen frei. Ein Zu-stand mit festem Bahndrehimpuls und magnetis
her Quantenzahl wird daher dur
h dieWellenfunktion
ψEℓm = Ajℓ(kr)Yℓm(θ, ϕ), E =

~
2k2

2µ
(9.25)bes
hrieben. Für r ≥ a vers
hwindet die Wellenfunktion und aus Stetigkeitsgründen folgt

jℓ(ka) = 0.Wir bezei
hnen die na
h ihrer Gröÿe geordneten Nullstellen von jℓ mit xnℓ, n = 1, 2, . . ..Damit wird die Stetigkeitsbedingung bei r=a zu
Enℓ =

~
2

2µa2
x2

nℓ. (9.26)Die Zustände mit Hauptquantenzahl n und Bahndrehimpuls ℓ bezei
hnet man mit
nℓ, wobei ℓ = {0, 1, 2, 3, . . .} ∼ {s, p, d, . . .}.Also ist der 1s Zustand derjenige mit Hauptquantenzahl n = 1 und Bahndrehimpuls

ℓ = 0 usw. Die Bezei
hnungen s, p, d, f, g, . . . für die Zustände mit Bahndrehimpulsen
0, 1, 2, 3, 4, . . . stammen aus der Spektroskopie und sind die Abkürzungen für �s
harf�,�prinzipal�, �di�us�, �fundamental� usw. In der folgenden Tabelle sind die Nullstellen an-gegeben, die zu den se
hs tiefsten Zuständen Anlass geben:Zustand 1s 1p 1d 2s 1f 2p

xnℓ 3.142 4.493 5.763 6.283 6.988 7.725
(9.27)9.3 Wassersto�atom - diskretes SpektrumDas Wassersto�atom ist ein Zweiteil
hensystem und seine Wellenfunktion ψ(t, x1, x2)hängt von der Position x1 des Protons und der Position x2 des Elektrons ab. Dann ist

∫

d3x1|ψ(t, x1, x2)|2
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 193die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte dafür, das Elektron bei x2 zu �nden, unabhängig davon wosi
h das Proton aufhält. Wir haben dabei die Normierungsbedingung
‖ψ‖2 =

∫

d2x1d
3x2 |ψ(t, x1, x2)|2 = 1 (9.28)vorausgesetzt. Den Observablen ordnen wir hermites
he Operatoren zu, zum Beispiel denOrten und Impulsen der beiden Teil
hen die Operatoren xi und pi. In der Ortsdarstellungwerden die Impulse dur
h −i~∇i dargestellt. Da man den Ort des Protons und den Impulsdes Elektrons glei
hzeitig s
harf messen kann, müssen die entspre
henden Operatorenvertaus
hen, [x1,p2] = 0. In der Ortsdarstellung ist dies o�ensi
htli
h der Fall, da

[x1,∇2] = [x2,∇1] = 0gelten. Da bei einer Drehung die Orte beider Teil
hen gedreht werden,
ψ(x1, x2) −→ ψ

(

R−1x1, R
−1x2

)

= (Γ(R)ψ) (x1, x2), (9.29)ist der Drehimpuls des Zweiteil
hensystems
d

dθ
ψ

(

eθΩex1, e
θΩex2

)
∣

∣

θ=0
=
i

~
(e · L) ψ(x1, x2) (9.30)die Summe der Drehimpulse der individuellen Teil
hen, L = L1 + L2.Wir erinnern an die Verallgemeinerung auf N-Teil
hensysteme: In der Ortsdarstellungwird dem Ort und Impuls des i'ten Teil
hens der hermites
he Operator xi und pi = −i~∇izugeordnet. Die Wellenfunktion ψ(t, x1, . . . , xN) ist die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude fürdas Au�nden von Teil
hen 1 am Ort x1, Teil
hen 2 am Ort x2 usw. Der Gesamtdrehimpulsist die Summe der individuellen Drehimpulse (dies bleibt au
h wahr für Teil
hen mitSpin). Die zeitli
he Änderung des Zustandvektors |ψ(t)〉 wird dur
h die zeitabhängigeS
hrödingerglei
hung

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉 (9.31)bestimmt, wobei der Hamilton-Operator für spinlose und we
hselwirkende Teil
hen (ohneäuÿeres Magnetfeld) die folgende Form hat

H =
N

∑

i

p2
i

2µi

+
∑

i<j

V (xi − xj). (9.32)
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 1949.3.1 Separation der S
hwerpunktsbewegungFür das Zweiteil
hensystem Wassersto�atom ist
H =

p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
+ V (x1 − x2) (9.33)und entspre
hend lautet die S
hrödingerglei
hung

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉. (9.34)In der Orstsdarstellung ist dies eine partielle Di�erentialglei
hung in sieben �Dimensio-nen�. Wie in der klassis
hen Me
hanik vereinfa
ht si
h das Problem enorm, wenn wirS
hwerpunkts- und Relativkoordinaten einführen,x = x1 − x2 , MX = m1x1 +m2x2P = p1 + p2 , Mp = m2p1 −m1p2, (9.35)wobei M =m1 + m2 die Gesamtmasse des Proton-Elektron-Systems bezei
hnet. Da dieseine kanonis
he Transformation ist lauten die ni
ht-vers
hwindenden Kommutatoren

[X i, Pj] = i~δi
j und [xi, pj ] = i~δi

j . (9.36)Im Ausdru
k für den Hamiltonoperator in S
hwerpunkts- und Relativkoordinaten,
H =

P2

2M
+
p2

2µ
+ V (x ) = Hsp +Hrel, (9.37)tritt die reduzierte Masse µ = m1m2/M auf. Das Potential hängt nur von den Relativko-ordinaten zwis
hen Kern und Elektron ab und deshalb vertaus
hen H und P und damitau
h die Hamiltonoperatoren Hrel und Hsp für Relativ- und freie S
hwerpunktsbewegung.In der Ortsdarstellung ist p =

~

i
∇x und P =

~

i
∇X . (9.38)Setzen wir ψ(t, x1, x2) = φ(t, x ,X ), dann lautet die zeitabhängige S
hrödingerglei
hung

i~
∂

∂t
φ(t, x ,X ) =

(

− ~
2

2M
△X − ~

2

2µ
△x + V (x )

)

φ(t, x ,X ). (9.39)
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 195Dies ist ein separable Glei
hung und Lösungen können als Produkt von zwei Funktionenangesetzt werden,
φ(t, x ,X ) = f(t,X )ψ(t, x ). (9.40)Die Gültigkeit dieses Produktansatzes folgt au
h aus [Hrel,P ] = 0. Die S
hrödingerglei-
hung spaltet in zwei Glei
hungen auf,

i~
∂

∂t
f(t,X ) = − ~

2

2M
△Xf(t,X ) (9.41)

i~
∂

∂t
ψ(t, x ) =

(

− ~
2

2µ
△x + V (x )

)

ψ(t, x ). (9.42)Die Wellenfunktion f(t,X ) ist die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude dafür, den S
hwerpunktam Ort X zu �nden. Sie erfüllt die freie S
hrödinger-Glei
hung. Ma
hen wir den S
hwer-punktsimpuls s
harf, dann sind die Eigenfunktionen für die freie S
hwerpunktsbewegung
f(t,X ) = exp

(

i

~

(P ·X − P2t

2M

))

.Die Glei
hung für die Relativbewegung ist ein Einteil
henproblem für ein Teil
hen mitMasse µ im �äuÿeren� Potential V (x ). Der s
hwierigere Teil der Aufgabe wird sein, dieDynamik der Relativbewegung zu lösen.Angenommen, wir hätten die stationäre Glei
hung für die relative Bewegung,
− ~

2

2µ
△ψ(x ) + V (x )ψ(x ) = Eψ(x ) (9.43)gelöst. Hier istE die Energie der Relativbewegung. Dann haben die Energie-Eigenzuständedes Gesamtsystems die Form

ψ(t, x1, x2) = exp

(

i

~
P ·X)

· exp

(

− i

~

(

E +
P2

2M

)

t

)

· ψ(x ).Die Gesamtenergie des Systems ist E +P2/2M .9.3.2 Dynamik der RelativbewegungDie bisherigen Resultate gelten für ein allgemeines Zweikörperproblem mit Hamilton-Operator (9.33). Jetzt wollen wir uns auf die We
hselwirkung zwis
hen zwei ni
htrela-tivistis
hen geladenen Punktteil
hen bes
hränken, zum Beispiel ein Elektron und den������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 196positiv geladenen Kern eines wassersto�ähnli
hen Atoms. Diese We
hselwirkung wird inguter Näherung dur
h das Coulomb-Potential
V (x ) = V (r) = −Ze

2

r
(9.44)bes
hrieben. Z ist die Kernladung. Sie ist 1 für das Wassersto�atom, kann aber gröÿer 1sein für mehrfa
h ionisierte Atome wie Li++.Da V drehinvariant ist, können wir, wie im letzten Abs
hnitt bespro
hen, L2 und L3diagonalisieren, so daÿ die Eigenfunktionen die folgende Form annehmen,

ψEℓm(x ) =
uEℓ(r)

r
Yℓm(θ, ϕ). (9.45)Die uEℓ erfüllen dann die radiale S
hrödingerglei
hung mit dem Coulomb-Potential

(

~
2

2µ

d2

dr2
− ~

2

2µ

ℓ(ℓ+ 1)

r2
+
Ze2

r
+ E

)

uEℓ(r) = 0. (9.46)Es ist zwe
kmäÿig, in dieser Glei
hung zu dimensionslosen Gröÿen überzugehen. Dazuführen wir die natürli
he atomare Längeneinheit, den Bohrs
hen Radius
a =

~
2

µe2
∼ 5.291 8 · 10−9
m (9.47)ein, sowie die atomare Energieeinheit

Ea =
e2

a
=
µe4

~2
∼ 27.197 013 2 eV. (9.48)Wir messen den Radius und die Energien in Einheiten von a und Ea

ρ =
r

a
und ǫ =

E

Ea
(9.49)bezügli
h wel
her die radiale S
hrödingerglei
hung folgende einfa
he Form annimmt,

(

d2

dρ2
+ 2ǫ+

2Z

ρ
− ℓ(ℓ+ 1)

ρ2

)

uEℓ(ρ) = 0. (9.50)Die gebundenen Zustände haben negative Energien, und es ist angebra
ht bei der Unter-su
hung des diskreten Spektrums
ǫ =

E

Ea
= −1

2
κ2 (9.51)������������A. Wipf, Quantenme
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 197zu setzen. Für groÿe Radien, d.h. groÿe ρ, ist die asymptotis
he Lösung von (9.50)
uEℓ(ρ) ∼ ae−κρ + beκρ.Damit die Lösung normierbar ist, muss b Null sein. Wir separieren das asymptotis
heVerhalten ab, und setzen

uEℓ(ρ) = e−κρF (ρ), wobei F (ρ) = ργ
∑

n

anρ
nist. Wir haben oben gesehen, dass in der Nähe des Ursprungs uEℓ ∼ rℓ+1 gelten muss.Also ist γ = ℓ+ 1 und wir s
hreiben

uEℓ = e−κρρℓ+1
∑

k

akρ
k. (9.52)Nun setzen wir diesen Ansatz in die radiale S
hrödingerglei
hung (9.50) mit 2ǫ = −κ2ein. Dies führt auf folgende Rekursionsformel für die Entwi
klungskoe�zienten:

an+1 =
2
(

κ(n+ ℓ + 1) − Z
)

(n + ℓ+ 2)(n+ ℓ+ 1) − ℓ(ℓ+ 1)
an. (9.53)Würde diese Reihe ni
ht abbre
hen, dann wäre für groÿe n

an+1 ∼
2κ

n
an ∼ (2κ)n+1

n!
a0und entspre
hend

∑

akρ
k ∼ a0e

2κρ.Damit würde uEℓ für groÿe Radien gegen Unendli
h streben. Also muss die Potenzreihein (9.52) abbre
hen. Die Reihe bri
ht bei dem Glied mit n = nr ab, falls
κ(nr + ℓ + 1) = Zist. Wir s
hlieÿen also, daÿ

E

Ea
= ǫ = −κ

2

2
= − Z2

2(nr + ℓ+ 1)2
. (9.54)Die Gröÿe n = nr + ℓ + 1 = 1, 2, . . . heiÿt Hauptquantenzahl, da sie die Energie der������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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En = − Z2

2n2
Ea = −Z

2

n2

µe4

2~2
= −Z

2

n2
· 13.6 eV. (9.55)Wieder benutzt man die spektroskopis
he Bezei
hnung nℓ für die gebundenen Zustände,wobei man anstelle von ℓ die Bu
hstaben s, p, d, . . . verwendet. In der nä
hsten Tabellesind die Quantenzahlen der tiefsten 14 Zustände gelistet.

n ℓ nr Bezei
hnung Entartung1 0 0 1s 12 0 1 2s 12 1 0 2p 33 0 2 3s 13 1 1 3p 33 2 0 3d 5Das Terms
hema des Wasserto�atoms sieht damit folgendermassen aus:Kontinuumgebundene Zustände
E(eV)

ℓ

n = 1

n = 2

n = 3

−13.6

0

1s

2s 2p

3s 3p 3d

Spektrum des ni
htrelativistis
hen Wassersto�atomsDa die Nebenquantenzahl ℓ die Werte 0, 1, . . . n− 1 dur
hläuft, gehören zu jedem Niveau������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 199mit Hauptquantenzahl n
n−1
∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) = n2 (9.56)Zustände. Die Hauptlinien des Wassersto�spektrums entstehen dur
h Übergänge zwis
henZuständen mit vers
hiedenen Hauptquantenzahlen. Die Balmer-Linien dur
h Übergängezwis
hen Zuständen mit n = 2 und denjenigen mit n > 2 und die Lyman-Linien dur
hÜbergänge zwis
hen dem Grundzustand mit n = 1 und den Zuständen mit n > 1.Da die Aufsteige- und Absteigeoperatoren L+ und L− mit einem drehinvarianten Hvertaus
hen, haben Zustände mit demselben ℓ und vers
hiedenem m immer dieselbe Ener-gie. Für jedes V = V (r) hat ein Niveau also mindestens die Entartung 2ℓ + 1. Die weitgröÿere Entartung im Coulombfeld ist Ausdru
k einer gröÿeren Symmetrie als der Dre-hinvarianz. In der Tat, die S
hrödingerglei
hung mit Coulomb-Potential ist invariant ge-genüber vierdimensionalen Drehungen aus O(4). Diese gröÿere Symmetrie gestattet einerein algebrais
he Bestimmung der Energieniveaus im Coulomb-Potential4.Für ein Leu
htelektron in einem Alkali-Atom tritt na
h entspre
henden Näherungen(z.B. der Thomas-Fermi Näherung, die im nä
hsten Semester bespro
hen wird) anstelledes Coulombpotentials das kugelsymmetris
he e�ektive Potential
V (r) = −(Z −N)e2

r
g(r), (9.57)für ein Atom mit Kernladungszahl Z und N Rumpfelektronen, d.h. Elektronen in den voll-besetzten inneren S
halen. Auÿerhalb des Rumpfes ist g = 1. Deshalb ist das Energieniveau-S
hema der Leu
htelektronen wassersto�ähnli
h. Allerdings ist wegen g 6= 1 innerhalb desRumpfes die Entartung bezügli
h ℓ aufgehoben. Die Energie-Eigenwerte hängen ni
ht nurvon der Kombination nr + ℓ, sondern von nr und ℓ getrennt ab. Solange V drehinvariantist, liegt aber no
h eine (2ℓ+ 1)-fa
he Entartung vor.Bei der Abzählung der mögli
hen Elektronenzustände muss man unbedingt bea
hten,daÿ jedes Elektron 2 Spinzustände einnehmen kann. Wegen des Pauli-Prinzips könnensi
h deshalb 2 Elektronen im 1s-Zustand aufhalten, ein Elektron mit Spin na
h oben undein Elektron mit Spin na
h unten. Zu einer Elektronens
hale der Hauptquantenzahl nim Coulomb-Potential gibt es also 2n2 Zustände. Diese Zahl 2n2 ist aber au
h genau dieAnzahl der Elemente in einer Periode des Periodensystems.4Für eine rein gruppentheoretis
he Ableitung des H-Spektrums verweise i
h auf [48℄.

������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 200Die na
h der Formel (9.55) bere
hnete Frequenz des 1s− 2s Übergangs,
ν2s→1s =

Ea

2h

(

1 − 1

4

)

=
3

8
· 6.576206075 · 1015 Hz = 2.466077278 · 1015 Hz (9.58)erfährt mehrere Korrekturen:

• Mi
helson undMorley beoba
hteten 1887 die Feinstruktur , eine dur
h den Elek-tronenspin verursa
hte kleine Aufspaltung der Spektrallinien. Dieser relativistis
heE�ekt wird von der Dira
s
hen Theorie des Elektrons ri
htig bes
hrieben (sieheQuantenme
hanik II). Allerdings ist bei Berü
ksi
htigung der endli
hen Protonen-masse das relativistis
he Problem ni
ht mehr exakt lösbar, es lässt si
h ni
ht einmalein Zweiteil
hen-Hamilton-Operator für das Gesamtsystem angeben. Die Lösung desProblems erfolgt deshalb nur störungstheoretis
h dur
h eine Reihenentwi
klung inder Feinstrukturkonstanten α. Das Ergebnis wird in der Form
EDirac = R∞ · f

(

n, j, α,
mp

me

)ges
hrieben, wobei die Dira
-Energien f eingeführt wurden. Als Argumente tretendie Hauptquantenzahl n, die Quantenzahl j des Gesamtdrehimpulses des Elektrons,die Feinstrukturkonstante und das sehr genau bekannte Massenverhältnis mp/meauf.
• Mit der Dira
-Theorie war erstmals eine fast perfekte Übereinstimmung von spektro-skopis
hen Experimenten und theoretis
hen Vorhersagen gelungen. Dies änderte si
hs
hlagartig, als 1947 Lamb und Retherford mit Methoden der Radiofrequenz-Spektroskopie eine Aufspaltung von etwa 1GHz der Niveaus 1S1/2 und 2P1/2 (inder relativistis
hen Benennung der Zustände nLJ) entde
kten, die klassis
he Lamb-Vers
hiebung. Diese Aufspaltung gab den Anstoÿ zur Entwi
klung der Quantenelek-trodynamik (QED) dur
h Feynman, S
hwinger und Tomonaga. Sie hat ihreUrsa
he in der We
hselwirkung des Elektrons mit den Fluktuationen des elektro-magnetis
hen Feldes. De�nitionsgemäÿ werden au
h die eigentli
h ni
ht quanten-elektrodynamis
hen E�ekte, die dur
h den endli
hen Protonenradius entstehen, derLamb-Vers
hiebung zugeordnet. Deshalb geht au
h der ungenau bekannte Proto-nenradius in den Theoriewert für die Lamb-Vers
hiebung mit ein.
• Die We
hselwirkung von Kernspin und Gesamtdrehimpuls des Elektrons führt zurAufspaltung in Hyperfeinniveaus. Diese Hyperfeinstruktur wird im kommenden Se-mester bespro
hen werden.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 201Die seit 1970 verfügbare Te
hnik der Laser-Spektroskopie hat die Au�ösung der Linienmerkli
h verbessert, da sie die Anwendung neuer Methoden zur Vermeidung der Doppler-Verbreiterung der Linien ermögli
ht. Die Messungen haben gegenwärtig die Genauigkeitwie in (9.1) und alle aufgezählten Korrekturen zu (9.55) wurden beoba
htet.9.3.3 Eigenfunktionen und ErwartungswerteWir kehren zu den Wassersto�-Eigenfunktionen zurü
k. Im Coulombfeld lauten die radia-len Wellenfunktionen
fnℓ(ρ) =

1

ρ
unℓ(ρ) = e−κρρℓ

nr
∑

k=0

akρ
k, κ =

Z

n
, n = nr + ℓ+ 1, (9.59)die gemäÿ der Vors
hrift

∫

f 2(ρ)ρ2dρ = 1, ρ = r/a, (9.60)normiert sind, für Hauptquantenzahlen n ≤ 3 wie folgtZustand nr f(ρ) Zustand nr f(ρ)

1s 0 2e−ρ 3s 2 2
3
√

3

(

1 − 2
3
ρ+ 2

27
ρ2

)

e−ρ/3

2s 1 1√
2

(

1 − ρ
2

)

e−ρ/2 3p 1 8
27

√
6
ρ

(

1 − 1
6
ρ
)

e−ρ/3

2p 0 1
2
√

6
ρe−ρ/2 3d 0 4

81
√

30
ρ2e−ρ/3Man bea
hte, daÿ nur Elektronen in den s-Zuständen, wel
he keine Zentrifugalbarriere zuüberwinden haben, an den Ort des Kerns gelangen können. Die Quantenzahl nr ist glei
hder Anzahl Nullstellen der radialen Wellenfunktion. Die allgemeine Formel für die na
h(9.60) normierten radialen Eigenfunktionen lautet

fnℓ(ρ) = −Nnℓ e
−Zρ/n

(

2Zρ

n

)ℓ

L
(2ℓ+1)
n+ℓ

(

2Zρ

n

)

, (9.61)mit den zugeordneten modi�zierten Laguerre-Polynomen
L(p)

m ≡ dp

dρp
Lm(ρ), Lm(ρ) = eρ d

m

dρm

(

ρme−ρ
)

. (9.62)
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 202Der Normierungsfaktor in (9.61) ist
N2

nℓ =

(

2Z

n

)3
(n− ℓ− 1)!

2n
[

(n+ ℓ)!
]3 . (9.63)Für Anwendungen ist es oft nützli
h, den Mittelwert von Potenzen von r zu kennen. Es

ρ2f 2
nℓ(ρ)

2 4 6 8 10

.2

.4

.6

ρ

1s

2s2p

ρ2f 2
nℓ(ρ)

4 8 12 16 20

.1

.2

.3

ρ

3p
3d 3s

Abbildung 9.1: Normierte radiale Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten |ρfnℓ(ρ)|2.gilt
〈rp〉 =

∫

drr2rp · f 2
nℓ(r)

∫

drr2 · f 2
nℓ(r)

= ap

∫

dρρp+2f 2
nℓ(ρ), (9.64)
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9. Zentralkräfte - Das Wassersto�atom 9.3. Wassersto�atom - diskretes Spektrum 203wobei wir die Normierung (9.60) für die fnℓ(ρ) voraussetzten. Mit der Formel
∞

∫

0

ρpe−βρdρ =
p!

βp+1
, β > 0,�ndet man dann für die wi
htigsten Erwartungswerte

〈r〉 =
a

2Z

(

3n2 − ℓ(ℓ+ 1)
)

〈r2〉 =
a2n2

2Z2

(

5n2 + 1 − 3ℓ(ℓ+ 1)
)

〈

r−1
〉

=
Z

an2
6= 1

〈r〉
〈

r−2
〉

=
Z2

a2n3(ℓ+ 1
2
)
. (9.65)Der mittlere Abstand vom Kern wä
hst stark mit n an und nimmt mit 1/Z ab. DieWahrs
heinli
hkeitsverteilung im Grundzustand des Wassersto�atoms

w(x ) ∼ d3x e−2r/a = r2e−2r/adrdΩ (9.66)ist maximal bei r = a. Aber wegen des langen �S
hwanzes� der Wellenfunktion ist derErwartungswert von r im Grundzustand 3a/2. Weiter folgt, dass der Mittelwert der po-tentiellen Energie glei
h der doppelten Gesamtenergie ist:
〈V 〉 = −Ze2

〈

1

r

〉

= −Z
2e2

a

1

n2
= 2En. (9.67)In einem Energie-Eigenzustand ist 〈V 〉=−2〈T 〉, im Einklang mit dem Virialsatz für denHamilton-Operator des Wassersto�atoms.
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