Kapitel 9
Zentralkrafte - Das Wasserstoffatom

Das Atom st seinem Wesen nach nicht ein materielles Gebilde in Raum und
Zeit, sondern gewissermaflen nur ein Symbol, bei dessen Einfithrung die Na-
turgesetze eine besonders einfache Form annehmen.

Werner Heisenberg, 1947

Als besonders wichtige Anwendung fiir die quantenmechanische Berechnung von Ener-
gieeigenwerten betrachten wir wasserstoffihnliche Atome. Als wasserstoffihnliche Atome
bezeichnet man Systeme aus einem Kern mit Ladung Ze und einem Elektron, wie etwa H,
He*, Li** usw. Das Spektrum des Wasserstoffatoms spielte bei der Entwicklung der Quan-
tenmechanik eine wichtige Rolle. Als das einfachste aller Atome ist es der Theorie und
dem Experiment gleichermafen zugénglich und eignet sich hervorragend als Testobjekt
fiir physikalische Theorien. Immer genauere spektroskopische Untersuchungen lieferten in
der Vergangenheit den Anstoft dazu, theoretische Modelle neu zu entwickeln und zu ver-
feinern. Heutzutage dient die Spektroskopie am Wasserstoffatom hauptsichlich dazu, die
Quantenelektrodynamik (QED) als derzeit préziseste aller physikalischen Theorien sehr
genau zu testen. Fiir die Ubergangsfrequenz des Zweiphotonen-Ubergangs vom 1s in den
25 Zustand! fanden HANSCH und Mitarbeiter den Wert

Frs—os = 2466061 102474 851(25)Hz, (9.1)

die genaueste Messung einer Frequenz im UV-Bereich? [47].

In dieser Vorlesung iiber nichtrelativistische Quantenmechanik werden wir nur die
Grobstruktur des Spektrums berechnen. Sie riihrt von der Coulomb-Wechselwirkung zwi-

'Fiir Zweiphotonen-Ubergénge gilt nicht die Auswahlregel A¢ = 41, sondern Al = 0, 42.
2vgl. http://www.mpq.mpg.de/~haensch/hydrogen/h.html.
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schen dem als spinlos gedachten Proton und Elektron des Wasserstoffatoms. Auf die né-
tigen vorwiegend relativistischen Korrekturen werden wir am Ende dieses Kapitels und
in der Vorlesung Quantenmechanik II zuriickkommen. Im ersten Schritt betrachten wir
beliebige radialsymmetrische Potentiale und werden uns erst in der zweiten Hélfte des
Kapitels auf das Coulomb-Potential einschrianken.

9.1 Elektronen im Zentralfeld

Die zu einem stationédren Zustand eines Teilchens (Elektrons) in einem Potential gehérende
Wellenfunktion 16st die zeitunabhingige Schrodingergleichung mit Hamilton-Operator
2 h2
H=2 v & Y Ayv(a) (9.2)
21 21
wobei wir in diesem Kapitel die Masse mit p bezeichnen, um eine Verwechslung mit der
magnetischen Quantenzahl m zu vermeiden.

Wir stellen zuerst eine Beziehung zwischen der fiir ein drehinvariantes Potential erhal-
tenen Grosse L? und dem Laplace-Operator her, wobei wir die Relation

~

p:ﬁ:(:c-p)—f/\L mit & =
r

T ap="0 (9.3)

benutzen. Mit Hilfe von (8.49) und den Vertauschungsregeln zwischen Ort und Impuls
folgen die Beziehungen

(ZAL?*=L* , 2-(2AL)=0
(&AL)-&=2ih , [9,L=0,

und damit die gesuchte Relation zwischen A und L2,

L2
p? = —12A = — 2 (a,? + %a) + =

r2’

(9.4)

Um die explizite Form des Differentialoperators L? in der Ortsdarstellung zu gewinnen,
berechnen wir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten. In diesen Koordinaten hat das
Langenelement die Form

ds* = dr® + r* (df” + sin® 6dp?) (9.5)

A. Wipf, Quantenmechanik I



9. Zentralkrifte - Das Wasserstoffatom 9.1. Elektronen im Zentralfeld 187

und damit sind die Determinante und die Inverse der Metrik
Vg=r*sinf und g¢“ = diag (1, =2 r2sin ™2 9) )

Deshalb lautet der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

A—La(\/’ J0;) =07 + 0 L 9 sm@a +;8—2 (9.6)
~ /g W i 2smo o0 90) " r2sin?000% '

Der Vergleich mit (9.4) ergibt folgende Form fiir das Quadrat des Drehimpulses,

1 0 0 1 02
L= -p—= 0 — . .
<sin9 26 <Sm ae) T ST aw) (9.7)
Nun kénnen wir H folgendermafen umschreiben:
0 0 L?
H=— — (= . )
2ur? or (T 8r) * 2412 + V(@) (9:8)

Wir wollen nun ein drehinvariantes Potential V' = V(r) betrachten. V' konnte zum Bei-
spiel die Wechselwirkung von zwei Elektronen oder eines Proton-Elektron-Systems in
Relativkoordinaten beschreiben. Fiir ein kugelsymmetrisches Potential kommutieren die
Operatoren H, L? Lz und P. Die gemeinsamen Eigenfunktionen dieser vertriglichen Ob-
servablen bezeichnen wir mit |E¢m),

H|Etm) = E|Em)
L*|Efm) = R+ 1)|Efm)
Ls|Etm) = hm|E(m).

Sie sind gleichzeitig Eigenfunktionen des Paritéitsoperators, P|E¢fm) = (—)*|E¢m). In der
Ortsdarstellung haben sie die Form

Vpem(®) = (2| Elm) = foi(r)Ym(0,¢), (9-9)

wobei wir schon vorweggenommen haben, daf die Radialfunktionen fg,(r) nicht von der
magnetischen Quantenzahl abhédngen.

Setzen wir die Funktionen (9.9) in die Schrodingergleichung mit Hamilton-Operator
(9.8) ein, so reduziert sich diese auf folgende gewthnliche Differentialgleichung zweiter

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Ordnung fiir die Radialfunktionen,

+V(r)— E) fee(r) =0, wobei p,= %%%r (9.10)

@pr 2/11 7,2

1 h2 00+ 1
( 2, (+1)

der auf Ly(R",72dr) hermitesche Radialimpuls ist. Setzen wir fg; = uge/r, dann erfiillen
die ugy die etwas einfachere gewohnliche Differentialgleichung

K& R+ 1)

Die Gleichungen (9.10) und (9.11) haben die Form von eindimensionalen Schrédinger-
Gleichungen, allerdings ist 0 < r < co. Bei der Losungssuche fiir die radiale Schrédinger-
Gleichung gilt es allerdings zu beachten, dass fiir jedes g, € Lo(R?) die Integrale in

||¢Eem||2:/|fEe|2T2d7’=/|uEe|2d7’ (9.12)
0 0

endlich sein miissen. Wegen der Zentrifugalbarriere ¢(¢ + 1)/7? in der radialen Schro-
dingergleichung werden ganz dhnlich wie in der klassischen Mechanik Teilchen mit ¢ > 0
vom Ursprung ferngehalten. Wellenfunktionen von Teilchen mit Drehimpuls ungleich Null
sollten am Ursprung verschwinden. Etwas allgemeiner wird die Wellenfunktion ¢ g, nur
quadratintegrierbar sein, wenn ugy in der Nidhe des Ursprungs nicht zu singulér ist. Dies
ist der Fall wenn es eine positive Zahl € gibt, so dass

luge(r)| < 2 fiir r—0 (9.13)

mit einer positiven Konstanten c¢ gilt. Fiir groke Abstinde vom Ursprung miissen die
radialen Wellenfunktionen von gebundenen Zustinden schneller als ugp ~ r~2 abfallen.

Verhalten der Lésungen fiir grofie und kleine Radien: Wenn wir annehmen,
dass

7 (r+r*)V(r)dr < oo

gilt, dann kénnen die im Folgenden abgeleiteten asymptotischen Abschétzungen fiir die
Losungen der radialen Schrodingergleichung streng bewiesen werden. Insbesondere sollte
das Potential am Ursprung nicht zu singuldr werden und im Unendlichen geniigend schnell
gegen Null streben. Der hiermit ausgeschlossene Fall eines Coulombpotentials wird an-
schliefsend gesondert behandelt.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Da fiir groffe r das Potential verschwindet, gilt

h2
ﬂu/évg + Buge ~0 fiir r— oo.

Die asymptotische Form der Losungen ist daher

dikr  pm B 5212
ung{e fir £ = +h%k*/2u >0 (9.14)

e kr fir B = —h?k?/2p < 0.
Fiir ein nicht-negatives Potential ist H nicht-negativ,

9.2)

(1) "2 2 (p, p) + (0, Vi) > 0

und die Energie-Eigenwerte sind alle grofer gleich Null. Ein Teilchen in einem nicht-
negativen und im Unendlichen verschwindenden Potential hat keine gebundenen Zustinde.

Fiir kleine r hat jede Losung der Fuchsschen Differentialgleichung (9.11) die Entwick-
lung

ue(r) ~r*(1+air +...).

r—00

Setzen wir dies in die radiale Schrédingergleichung ein, so folgt fiir 72V (r) '— 0 die
Bedingung

(0= =+ 92 10 (72 =0,
mit den beiden Losungen

a=(+1 und a=-—L (9.15)

Fiir die zweite Wahl o= —/ ist die Wellenfunktion am Ursprung singulir, ¥gg, ~ 1.

Fiir ¢ > 0 ist sie nicht mehr normierbar und fiir ¢ = 0 ist der Hamilton-Operator nicht
wesentlich selbstadjungiert, wenn wug, fiir r — 0 nicht schneller als \/r verschwinden
wiirde®. Also ist nur die erste Losung in (9.15) realisiert und

upe ~ (1 +ar+...) oder fpp~rt(I4ar+...). (9.16)

Wie erwartet verschwinden am Ursprung alle Losungen mit ¢ > 0.

3Vgl. das Buch von S. GRUSSMANN iiber Funktionalanalysis.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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9.2 Elektron im kugelféormigen Potentialtopf

Setzen wir fiir positive Energien wie in (9.14) F = h*k?/2u mit Wellenzahlvektor &, dann
lautet fiir V' = 0 die radiale Schrédingergleichung (9.10) (wir unterdriicken den Index E)

7 (r) + %fé(r) - 6(6; 1)fz(7“) + B2 fy(r) = 0. (9.17)

Setzen wir in dieser Differentialgleichung vom Fuchsschen Typ x = kr, dann erhalten wir
die Besselsche Differentialgleichung:

2 (x) + 2z fy(x) + (2° — (€ + 1)) fo(z) = 0. (9.18)

Die Losungen sind die sphdarischen Besselfunktionen der ersten und zweiten Art:

) = {M@ =+ (1) (siao) 9.19)

Die expliziten Formeln auf der rechten Seite gehen auf RAYLEIGH zuriick. Die sphérischen
Besselfunktionen zu kleinen Bahndrehimpulsen haben die Form:

. sin x CoS T
Jo = Yo = —
x T
. sinx cosz cosx sinx
= - Y1 = — -
2 x 2 T
) 3 1\ . 3 3 1 3 .
Jo=|———]sinz — —cosx Yo =—|———|cosx — —sinz
3 x 2 3 2

Die regulidren Losungen j, sind in der folgenden Figur fiir £ = 0, 1, 2 geplotted. Bis auf j,
verschwinden alle Losungen am Ursprung und beschreiben geddmpfte Schwingungen.

1.0 1
0.8 1
0.6 1
041
021
0
—0.2 1

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Unter Benutzung der Differentialgleichung zeigt man, dass die Wronski-Determinante die-
ser Losungen nicht verschwindet,

Cdye  djy 1

ﬂ% - %Z/é = 22
und damit bilden die j, und ¥, ein linear unabhéngiges System (ein Fundamentalsystem)
von Losungen. In der Nihe des Ursprungs verhalten sich diese Losungen wie folgt,

ZL’Z

1-3-5---(20+1)

w@),v.f“35¥4?€_1) (9.20)

je(x) ~

Fiir groke Radien oder grofe z gilt

. 1 . (m 1 (m
Jo(x) ~ —sin (:B - 7) und  y,(z) ~ — - cos (x — 7) , (9.21)

in Ubereinstimmung mit unseren Resultaten iiber die asymptotische Form der Losungen
im allgemeinen Fall.

Wir bemerken, dass die y, fiir 7 — 0 divergieren. Deshalb sind fiir das freie Teilchen
nur die Losungen j, zugelassen. Dies gilt auch fiir ein nicht-verschwindendes Potential,
falls dieses in der Nédhe des Ursprungs gegen eine Konstante strebt. Fiir grofe Radien
oszillieren beide Losungen j, und y,. Sie streben wie jede Kugelwelle in 3 Dimensionen
wie 1/r gegen Null. Wir kénnen auch Linearkombinationen von j, und y, bilden. Hier
bieten sich die sphdrischen Hankelfunktionen

he(x) = je(x) +iye(z) und  he(z) = jo(z) — iye(), (9.22)
an. hy beschreibt eine auslaufende Kugelwelle,
1 : .
ho(z) ~ =exp (i(z — [0+ 1]7/2)) fiir z — oo, (9.23)
x

und hy eine einlaufende Kugelwelle. Die sphirische Besselfunktion j, = (hy + hy)/2 be-
schreibt als Uberlagerung von aus- und einlaufender Welle eine stehende Welle.

Es sei nun

V@)Z{O firr < a (9.24)
oo firr>a

A. Wipf, Quantenmechanik I
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ein kugelsymmetrischer Potentialtopf. Fiir » < a bewegt sich das Teilchen frei. Ein Zu-
stand mit festem Bahndrehimpuls und magnetischer Quantenzahl wird daher durch die
Wellenfunktion

h2k?

,QDEZm = A]Z(kr)nm(9> S0)7 E 2,U

(9.25)

beschrieben. Fiir » > a verschwindet die Wellenfunktion und aus Stetigkeitsgriinden folgt
jg(k’&) =0.

Wir bezeichnen die nach ihrer Grofe geordneten Nullstellen von j, mit x,0, n = 1,2, .. ..
Damit wird die Stetigkeitsbedingung bei r=a zu

h2

By =—=12,
£ 2Ma2$né

(9.26)

Die Zustdnde mit Hauptquantenzahl n und Bahndrehimpuls ¢ bezeichnet man mit
nl, wobei ¢=1{0,1,2,3,...} ~{s,p,d,...}.

Also ist der 1s Zustand derjenige mit Hauptquantenzahl n = 1 und Bahndrehimpuls
¢ = 0 usw. Die Bezeichnungen s,p,d, f,g,... fiir die Zustdnde mit Bahndrehimpulsen
0,1,2,3,4,... stammen aus der Spektroskopie und sind die Abkiirzungen fiir ,scharf,
yprinzipal®, | diffus®, ,fundamental“ usw. In der folgenden Tabelle sind die Nullstellen an-
gegeben, die zu den sechs tiefsten Zustinden Anlass geben:

Zustand | 1s 1p 1d 2s 1f 2p

(9.27)
Tne | 3.142 | 4.493 | 5.763 | 6.283 | 6.988 | 7.725

9.3 Wasserstoffatom - diskretes Spektrum

Das Wasserstoffatom ist ein Zweiteilchensystem und seine Wellenfunktion (¢, z;, @2)
héngt von der Position x; des Protons und der Position x; des Elektrons ab. Dann ist

/ Bl (t, 2, )|

A. Wipf, Quantenmechanik I
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die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, das Elektron bei z; zu finden, unabhéngig davon wo
sich das Proton aufhilt. Wir haben dabei die Normierungsbedingung

[0 = [ s, [olt.m, )P =1 (9.28)

vorausgesetzt. Den Observablen ordnen wir hermitesche Operatoren zu, zum Beispiel den
Orten und Impulsen der beiden Teilchen die Operatoren z; und p;. In der Ortsdarstellung
werden die Impulse durch —iAV; dargestellt. Da man den Ort des Protons und den Impuls
des Elektrons gleichzeitig scharf messen kann, miissen die entsprechenden Operatoren
vertauschen, [z, po] = 0. In der Ortsdarstellung ist dies offensichtlich der Fall, da

(@1, Vo] = [22, V1] = 0
gelten. Da bei einer Drehung die Orte beider Teilchen gedreht werden,

Y(z1, 2) — ¢ (R 'z, R 'a) = (T(R)Y) (21, 22), (9.29)
ist der Drehimpuls des Zweiteilchensystems

d

i (eme 2y, ) }9:0 -

do

?

7(e- L) (@, z) (9.30)

die Summe der Drehimpulse der individuellen Teilchen, L = L, + L.

Wir erinnern an die Verallgemeinerung auf N-Teilchensysteme: In der Ortsdarstellung
wird dem Ort und Impuls des i’ten Teilchens der hermitesche Operator ; und p;, = —ihV;
zugeordnet. Die Wellenfunktion (¢, z, ..., zy) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir
das Auffinden von Teilchen 1 am Ort x;, Teilchen 2 am Ort z; usw. Der Gesamtdrehimpuls
ist die Summe der individuellen Drehimpulse (dies bleibt auch wahr fiir Teilchen mit
Spin). Die zeitliche Anderung des Zustandvektors [¢(¢)) wird durch die zeitabhingige
Schrodingergleichung

. d
ih— (1)) = HIY(1)) (9.31)

bestimmt, wobei der Hamilton-Operator fiir spinlose und wechselwirkende Teilchen (ohne
auferes Magnetfeld) die folgende Form hat

H:Zé’i +3 V(g - g). (9.32)

® 1<j

A. Wipf, Quantenmechanik I
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9.3.1 Separation der Schwerpunktsbewegung

Fiir das Zweiteilchensystem Wasserstoffatom ist
2

pi 5
S« WIS BT Vo 9.33
2m, + 2my +Vim - 2) (9-33)

und entsprechend lautet die Schrodingergleichung

.0
tho 19 (t)) = H|y(t). (9.34)

In der Orstsdarstellung ist dies eine partielle Differentialgleichung in sieben ,Dimensio-
nen“. Wie in der klassischen Mechanik vereinfacht sich das Problem enorm, wenn wir
Schwerpunkts- und Relativkoordinaten einfiithren,

rT=x—x , MX =mixi +moxs

P=p +p , Mp= mepi —nups, (9.35)

wobei M =my + my die Gesamtmasse des Proton-Elektron-Systems bezeichnet. Da dies
eine kanonische Transformation ist lauten die nicht-verschwindenden Kommutatoren

(X', Pj] = ihé; und [z, p;] = ik (9.36)

Im Ausdruck fiir den Hamiltonoperator in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten,

2 2
p
H=—+4+—+4YV = Hy, + H.al, 9.37
tritt die reduzierte Masse p = mymsy/M auf. Das Potential hingt nur von den Relativko-
ordinaten zwischen Kern und Elektron ab und deshalb vertauschen H und P und damit
auch die Hamiltonoperatoren H, und Hg, fiir Relativ- und freie Schwerpunktsbewegung.
In der Ortsdarstellung ist

p= Evm und P = EVX- (9.38)
7 7

Setzen wir ¥(t, @1, 23) = ¢(t, , X ), dann lautet die zeitabhéngige Schrodingergleichung

'ha t,x, X) = h2A h2A V t,z, X 9.39
ZEQS(ama )_(_m X_ﬂ e+ (m))¢(>m> ) ( )

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Dies ist ein separable Gleichung und Losungen kénnen als Produkt von zwei Funktionen
angesetzt werden,

ot z, X) = f(t, X)0(t, z). (9.40)

Die Giiltigkeit dieses Produktansatzes folgt auch aus [H,q, P] = 0. Die Schrodingerglei-
chung spaltet in zwei Gleichungen auf,

L9 =
i (1, X) = —WQAXf(t,X) (9.41)
ih%w(t,m) - (— ;—MAmjLV(a:))w(t,a:). (9.42)

Die Wellenfunktion f(t, X) ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, den Schwerpunkt
am Ort X zu finden. Sie erfiillt die freie Schrodinger-Gleichung. Machen wir den Schwer-
punktsimpuls scharf, dann sind die Eigenfunktionen fiir die freie Schwerpunktsbewegung

oot (px - T1)).

Die Gleichung fiir die Relativbewegung ist ein Einteilchenproblem fiir ein Teilchen mit
Masse p im ,dukeren” Potential V(z). Der schwierigere Teil der Aufgabe wird sein, die
Dynamik der Relativbewegung zu l6sen.

Angenommen, wir hitten die stationdre Gleichung fiir die relative Bewegung,
2

—j—ump(m) V(@) (z) = Bu(z) (9.43)

gelost. Hier ist E die Energie der Relativbewegung. Dann haben die Energie-Eigenzustinde
des Gesamtsystems die Form

O(t, 71, T) = exp (%P . X) exp (-% (E + %) t) ().

Die Gesamtenergie des Systems ist £ + P?/2M.

9.3.2 Dynamik der Relativbewegung

Die bisherigen Resultate gelten fiir ein allgemeines Zweikorperproblem mit Hamilton-
Operator (9.33). Jetzt wollen wir uns auf die Wechselwirkung zwischen zwei nichtrela-
tivistischen geladenen Punktteilchen beschrinken, zum Beispiel ein Elektron und den

A. Wipf, Quantenmechanik I
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positiv geladenen Kern eines wasserstoffihnlichen Atoms. Diese Wechselwirkung wird in
guter Ndherung durch das Coulomb-Potential
7 2
Vig)=V(r)=-"= (9.44)
r
beschrieben. Z ist die Kernladung. Sie ist 1 fiir das Wasserstoffatom, kann aber grofer 1
sein fiir mehrfach ionisierte Atome wie Lit+.

Da V drehinvariant ist, kénnen wir, wie im letzten Abschnitt besprochen, L? und Ls

diagonalisieren, so dafs die Eigenfunktionen die folgende Form annehmen,

Y (L) = uEi(r)Yzm(@, ©). (9.45)

Die ugy erfiillen dann die radiale Schrédingergleichung mit dem Coulomb-Potential

h* d? RO+ 1)  Ze?
—_—— - — E =0. 9.46
(Q,u dr?  2p  r? * r * ) wp(r) (9.46)
Es ist zweckmékig, in dieser Gleichung zu dimensionslosen Gréfien iiberzugehen. Dazu
fiihren wir die natiirliche atomare Langeneinheit, den Bohrschen Radius
h2
a=—5~52918 -10 ’cm (9.47)
e

ein, sowie die atomare Energieeinheit

e et
By = — =5 ~ 2719701326V, (9.48)

Wir messen den Radius und die Energien in Einheiten von a und F,

r E
= — d e=— 9.49
p=— und e B (9.49)

beziiglich welcher die radiale Schrédingergleichung folgende einfache Form annimmt,

( d? 27 L(L+1)

dp? P e ) upe(p) = 0. (9.50)

Die gebundenen Zustdnde haben negative Energien, und es ist angebracht bei der Unter-
suchung des diskreten Spektrums

1
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zu setzen. Fiir grofse Radien, d.h. grofe p, ist die asymptotische Losung von (9.50)
uge(p) ~ ae™"" + be"’.

Damit die Losung normierbar ist, muss b Null sein. Wir separieren das asymptotische
Verhalten ab, und setzen

upe(p) = € F(p), wobei F(p)=p")  anp"

ist. Wir haben oben gesehen, dass in der Nihe des Ursprungs ug, ~ r‘*! gelten muss.
Also ist ¥ = £ 4+ 1 und wir schreiben

gy = e Ppttt Zakpk. (9.52)
k

Nun setzen wir diesen Ansatz in die radiale Schrodingergleichung (9.50) mit 2¢ = —x?
ein. Dies fiihrt auf folgende Rekursionsformel fiir die Entwicklungskoeffizienten:

B 2(k(n+0+1)—Z)
Gl i )+ e+ 1) — (((+1)

. (9.53)

Wiirde diese Reihe nicht abbrechen, dann wire fiir grofle n

2K (2k)" Tt
Ap41 ™~ Zan ~

(%)
n!

und entsprechend

E arp® ~ age®”.

Damit wiirde ug, fiir groke Radien gegen Unendlich streben. Also muss die Potenzreihe
in (9.52) abbrechen. Die Reihe bricht bei dem Glied mit n = n, ab, falls

kn, +0+1)=2
ist. Wir schlieflen also, daf

E k2 Z?
B, T 27 2 tlr1p (9:54)

Die Groke n = n, + ¢+ 1 = 1,2,... heikt Hauptquantenzahl, da sie die Energie der

A. Wipf, Quantenmechanik I
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stationdren Zustande bestimmt

ik 72 et 7?
E,=——F =——F—=——-13.6€V. 9.55
2n? n? 2h? n? ¢ ( )
Wieder benutzt man die spektroskopische Bezeichnung n/ fiir die gebundenen Zusténde,
wobei man anstelle von ¢ die Buchstaben s,p,d, ... verwendet. In der nichsten Tabelle

sind die Quantenzahlen der tiefsten 14 Zustdnde gelistet.

n | ¢ n, | Bezeichnung | Entartung
110 0 1s 1
210 1 2s 1
201 0 2p 3
310 2 3s 1
301 1 3p 3
312 0 3d )

Das Termschema des Wassertoffatoms sieht damit folgendermassen aus:

E(eV)!  3s 3p 3d
0 Kontinuum A ¢
: ‘n =3
23 2p :
: n=2 gebundene Zustinde
1s
136 ————n=1

Spektrum des nichtrelativistischen Wasserstoffatoms

Da die Nebenquantenzahl ¢ die Werte 0,1,...n — 1 durchliuft, gehoren zu jedem Niveau
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mit Hauptquantenzahl n

i
L

(20+1) =n? (9.56)

~
Il

Zustinde. Die Hauptlinien des Wasserstoffspektrums entstehen durch Uberginge zwischen
Zustianden mit verschiedenen Hauptquantenzahlen. Die Balmer-Linien durch Uberginge
zwischen Zustdnden mit n = 2 und denjenigen mit n > 2 und die Lyman-Linien durch
Uberginge zwischen dem Grundzustand mit n = 1 und den Zustéinden mit n > 1.

Da die Aufsteige- und Absteigeoperatoren L, und L_ mit einem drehinvarianten H
vertauschen, haben Zustédnde mit demselben ¢ und verschiedenem m immer dieselbe Ener-
gie. Fiir jedes V' = V/(r) hat ein Niveau also mindestens die Entartung 2¢ + 1. Die weit
grofere Entartung im Coulombfeld ist Ausdruck einer gréferen Symmetrie als der Dre-
hinvarianz. In der Tat, die Schrodingergleichung mit Coulomb-Potential ist invariant ge-
geniiber vierdimensionalen Drehungen aus O(4). Diese grofere Symmetrie gestattet eine
rein algebraische Bestimmung der Energieniveaus im Coulomb-Potential?.

Fiir ein Leuchtelektron in einem Alkali-Atom tritt nach entsprechenden Naherungen
(z.B. der Thomas-Fermi Nédherung, die im néchsten Semester besprochen wird) anstelle
des Coulombpotentials das kugelsymmetrische effektive Potential

2

vin = -Z= %) (9.57)
fiir ein Atom mit Kernladungszahl Z und N Rumpfelektronen, d.h. Elektronen in den voll-
besetzten inneren Schalen. Auferhalb des Rumpfes ist g = 1. Deshalb ist das Energieniveau-
Schema der Leuchtelektronen wasserstoffahnlich. Allerdings ist wegen g # 1 innerhalb des
Rumpfes die Entartung beziiglich ¢ aufgehoben. Die Energie-Eigenwerte hiingen nicht nur
von der Kombination n, + ¢, sondern von n, und ¢ getrennt ab. Solange V' drehinvariant
ist, liegt aber noch eine (2¢ + 1)-fache Entartung vor.

Bei der Abzéhlung der moglichen Elektronenzustinde muss man unbedingt beachten,
dak jedes Elektron 2 Spinzustdnde einnehmen kann. Wegen des Pauli-Prinzips konnen
sich deshalb 2 Elektronen im 1s-Zustand aufhalten, ein Elektron mit Spin nach oben und
ein Elektron mit Spin nach unten. Zu einer Elektronenschale der Hauptquantenzahl n
im Coulomb-Potential gibt es also 2n? Zustinde. Diese Zahl 2n? ist aber auch genau die
Anzahl der Elemente in einer Periode des Periodensystems.

4Fiir eine rein gruppentheoretische Ableitung des H-Spektrums verweise ich auf [48].

A. Wipf, Quantenmechanik I



9. Zentralkrifte - Das Wasserstoffatom 9.3. Wasserstoffatom - diskretes Spektrum 200

Die nach der Formel (9.55) berechnete Frequenz des 1s — 2s Ubergangs,

E, 1 3
Vasts = oy (1 — Z) =3 6.576206075 - 10" Hz = 2.466077278 - 10" Hz ~ (9.58)

erfahrt mehrere Korrekturen:

e MICHELSON und MORLEY beobachteten 1887 die Feinstruktur, eine durch den Elek-
tronenspin verursachte kleine Aufspaltung der Spektrallinien. Dieser relativistische
Effekt wird von der Diracschen Theorie des Elektrons richtig beschrieben (siehe
Quantenmechanik IT). Allerdings ist bei Beriicksichtigung der endlichen Protonen-
masse das relativistische Problem nicht mehr exakt 16sbar, es ldsst sich nicht einmal
ein Zweiteilchen-Hamilton-Operator fiir das Gesamtsystem angeben. Die Losung des
Problems erfolgt deshalb nur stérungstheoretisch durch eine Reihenentwicklung in
der Feinstrukturkonstanten «. Das Ergebnis wird in der Form

m
EDirac - Roo : f (n>j> «, _p)
me

geschrieben, wobei die Dirac-Energien f eingefiihrt wurden. Als Argumente treten
die Hauptquantenzahl n, die Quantenzahl j des Gesamtdrehimpulses des Elektrons,
die Feinstrukturkonstante und das sehr genau bekannte Massenverhiltnis m,/m,
auf.

e Mit der Dirac-Theorie war erstmals eine fast perfekte Ubereinstimmung von spektro-
skopischen Experimenten und theoretischen Vorhersagen gelungen. Dies &nderte sich
schlagartig, als 1947 LAMB und RETHERFORD mit Methoden der Radiofrequenz-
Spektroskopie eine Aufspaltung von etwa 1GHz der Niveaus 1S5),, und 2P,/ (in
der relativistischen Benennung der Zustande nL;) entdeckten, die klassische Lamb-
Verschiebung. Diese Aufspaltung gab den Anstofs zur Entwicklung der Quantenelek-
trodynamik (QED) durch FEYNMAN, SCHWINGER und TOMONAGA. Sie hat ihre
Ursache in der Wechselwirkung des Elektrons mit den Fluktuationen des elektro-
magnetischen Feldes. Definitionsgemaf werden auch die eigentlich nicht quanten-
elektrodynamischen Effekte, die durch den endlichen Protonenradius entstehen, der
Lamb-Verschiebung zugeordnet. Deshalb geht auch der ungenau bekannte Proto-
nenradius in den Theoriewert fiir die Lamb-Verschiebung mit ein.

e Die Wechselwirkung von Kernspin und Gesamtdrehimpuls des Elektrons fiihrt zur
Aufspaltung in Hyperfeinniveaus. Diese Hyperfeinstruktur wird im kommenden Se-
mester besprochen werden.
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Die seit 1970 verfiighare Technik der Laser-Spektroskopie hat die Auflésung der Linien
merklich verbessert, da sie die Anwendung neuer Methoden zur Vermeidung der Doppler-
Verbreiterung der Linien ermdglicht. Die Messungen haben gegenwértig die Genauigkeit
wie in (9.1) und alle aufgezdhlten Korrekturen zu (9.55) wurden beobachtet.

9.3.3 Eigenfunktionen und Erwartungswerte

Wir kehren zu den Wasserstoff-Eigenfunktionen zuriick. Im Coulombfeld lauten die radia-
len Wellenfunktionen

1 S Z
Faep) = —une(p) = e 0" Y arp¥, k==, n=n+0+1, (9.59)
P k=0 "
die geméf der Vorschrift
[ Fowdo=1. p=r/a (9.60)

normiert sind, fiir Hauptquantenzahlen n < 3 wie folgt

Zustand | n, f(p) Zustand | n, f(p)
s |0 2" 3s | 2 |25 (1—-2p+5p°)er/?
2s L @=8) e 3p | 1| Fep(l—gpe??
2p 0 2—\1/6pe_p/2 3d 0 ﬁp%_p/g

Man beachte, dafs nur Elektronen in den s-Zustinden, welche keine Zentrifugalbarriere zu
iiberwinden haben, an den Ort des Kerns gelangen konnen. Die Quantenzahl n, ist gleich
der Anzahl Nullstellen der radialen Wellenfunktion. Die allgemeine Formel fiir die nach
(9.60) normierten radialen Eigenfunktionen lautet

27p\" 27
fut(p) = —=Npge 22/ <Tp) AR (Tp) : (9.61)

mit den zugeordneten modifizierten Laguerre-Polynomen

dr dm

L) = 5 La(p). Lulo) = ¢ (077) (9.62)
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Der Normierungsfaktor in (9.61) ist

), (2Z\° (n—t-1)
e = ( n) 2n[(n+0)1] 6%

Fiir Anwendungen ist es oft niitzlich, den Mittelwert von Potenzen von r zu kennen. Es

P2 3@(P)

2
1 Bd//—‘\\ 3s
// 3p \\\
i 8 12 16 20 P

Abbildung 9.1: Normierte radiale Wahrscheinlichkeitsdichten |pf,(p)|*.

gilt

_ St fR(r)

"= T )

= [ a0 1), (9.64)
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wobei wir die Normierung (9.60) fiir die f,,(p) voraussetzten. Mit der Formel

_ p!
0

findet man dann fiir die wichtigsten Erwartungswerte

:_Z( — (L +1)) <7’2>:222 (5n* +1—30((+1))
L i 1 7
< > < > < > a2n3(f+%). (9'65)

Der mittlere Abstand vom Kern wéchst stark mit n an und nimmt mit 1/Z ab. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung im Grundzustand des Wasserstoffatoms

w(z) ~ d>x e/ = e~ 2/ drd) (9.66)

ist maximal bei r = a. Aber wegen des langen ,Schwanzes“ der Wellenfunktion ist der
Erwartungswert von r im Grundzustand 3a/2. Weiter folgt, dass der Mittelwert der po-
tentiellen Energie gleich der doppelten Gesamtenergie ist:

1 Z%e* 1
V)y=—Ze*(-)=——— =2E,. 9.67
V) ‘ <r> a n? (5:67)
In einem Energie-Eigenzustand ist (V) =—2(T"), im Einklang mit dem Virialsatz fiir den

Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms.
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