
Kapitel 8Symmetrien in der Quantenmehanik
Symmetrie, ob man ihre Bedeutung weit oder eng faÿt, ist eine Idee, vermögederer der Mensh durh Jahrtausende seiner Geshihte versuht hat, Ord-nung, Shönheit und Vollkommenheit zu begreifen und zu sha�en.Hermann WeylIn der Entwiklung der Physik passierte es oft, dass man die Dynamik eines Systems nihtgenau kannte, die experimentellen Daten aber die Existenz einer erhaltenen Gröÿe anzeig-ten. Erhaltene Gröÿen verdanken ihre Existenz in den meisten Fällen einer Symmetrie desSystems, und die Kenntnis dieser Symmetrie kann hilfreih sein beim Au�nden der kor-rekten Bewegungsgleihungen. In den fundamentalen Theorien sind die Symmetrien meistevident und werden von Anfang an bei der Systembeshreibung implementiert. Zum Bei-spiel wird sih das Spektrum eines Atoms niht ändern, wenn wir dieses in Weimar stattin Jena messen. Wir werden also fordern, dass bei einer Bewegung des physikalishenSystems die Übergangsamplituden oder Eigenwerte von Observablen niht ändern.Allgemein verstehen wir unter einer Symmetrie eine Abbildung Γ, welhe

• eine 1 − 1 Beziehung zwishen den (physikalish realisierbaren) reinen Zuständen,dargestellt durh Einheitsstrahlen im Hilbert-Raum, herstellt und
• Übergangswahrsheinlihkeiten erhält
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.Das wihtige Theorem von Wigner besagt nun, dass Γ entweder linear unitär oder antili-near antiunitär ist1.1für die präzise Voraussetzungen des Theorems und dessen Beweis siehe Kapitel 7 in A. Galindo und157



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.1. Raumspiegelungen 1588.1 RaumspiegelungenUnter einer Raumspiegelung P , auh Paritätsoperation genannt, ändert sih das Vorzei-hen aller Koordinaten. Für ein Teilhen in drei Dimensionen bedeutet das
P : x → −x . (8.1)Für N Teilhen müssen die Ortskoordinaten aller Teilhen umgekehrt werden.

P : {x1, . . . , xN} −→ {−x1, . . . ,−xN}.Es gibt viele physikalishe Systeme, bei denen die Raumspiegelung eine Symmetrietrans-formation ist, bei denen �rehts� und �links� völlig gleihberehtigt sind. Wenn es eineSpiegelungssymmetrie gibt, dann muss nah dem Wignershen Satz ein (anti)unitärenOperator Γ(P ) existieren, der die Symmetrietransformation implementiert,
|ψ′〉 = Γ(P )|ψ〉 , A′ = Γ(P )AΓ(P )−1.Die Wirkung auf Ortseigenzustände ist |x1, . . . , xN〉 → |−x , . . . ,−xN〉. Eine Wellenfunk-tion im Ortsraum geht daher bei einer Spiegelung über in

ψ′(x1, . . . , xN) =
(

Γ(P )ψ
)

(x1, . . . , xN) = ψ(−x1, . . . ,−xN). (8.2)Der lineare Paritätsoperator ist unitär, wie man im Ortsraum leiht nahweist,
x

ψ(x)ψ′(x)

Abbildung 8.1: Die Spiegelung einer Wellenfunktion
〈φ′|ψ′〉 =

∫

d3x1 . . . d
3xN φ̄(−x1, . . . ,−xN)ψ(−x1, . . . ,−xN) = 〈φ|ψ〉,P. Pasual, Quantum Mehanis I, Springer 1990������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.1. Raumspiegelungen 159und Γ2 =1. Deshalb sind die Eigenwerte von Γ(P ) reine Phasen, die zu eins quadrieren,also 1 oder −1. Die Eigenfunktionen zum Eigenwert 1 sind die geraden und diejenigenzum Eigenwert −1 die ungeraden Funktionen:
ψ′(x1, . . . , xN) = ψ(−x1, . . . ,−xN) = ψ(x1, . . . , xN) gerade
ψ′(x1, . . . , xN) = ψ(−x1, . . . ,−xN) =−ψ(x1, . . . , xN) ungerade. (8.3)Wir haben uns früher davon überzeugt, dass für den harmonishen Oszillator die Wel-lenfunktion des Grundzustandes ψ0(x) eine gerade Funktion ist, und diejenige des erstenangeregten Zustands ψ1(x) ungerade. Weil a† eine Linearkombination der Ableitung nah

x und Multiplikation mit x ist, ist a†ψ eine ungerade Funktion, wenn ψ gerade ist undumgekehrt. Deshalb sind die ψn mit geradem n gerade Funktionen und diejenigen mitungeradem n ungerade Funktionen.Diese Eigenshaft der Eigenfunktionen von spiegelsymmetrishen Systemen geltenniht nur für den harmonishen Oszillator. Wir werden beweisen, dass alle Eigenfunk-tionen eines Hamilton-Operators mit geradem Potential
V (x1, . . . , xN) = V (−x1, . . . ,−xN) (8.4)entweder gerade oder ungerade gewählt werden können. Dazu bestimmen wir den gespie-gelten Hamilton-Operator. Impulse wehseln bei einer Raumspiegelung das Vorzeihenund es gilt

Γ(P )H (p1, . . . ,pN , x1, . . . , xN) Γ(P )−1 = H (−p1, . . . ,−pN ,−x1, . . . ,−xN) .Ein hermitesher Vielteilhen-Hamilton-Operator der Form
H =

N
∑

i=1

1

2mi
p2

i + V (x1, . . . , xN) (8.5)vertausht mit dem unitären Paritätsoperator genau dann, wenn des Potential wie in (8.4)gerade ist. Dann können wir H und Γ(P ) gleihzeitig diagonalisieren. Sind die Eigenwertevon H niht entartet, wie beim eindimensionalen harmonishen Oszillator, dann sindseine Eigenfunktionen automatish Eigenfunktionen von Γ(P ), d.h. entweder gerade oderungerade. Andernfalls können die Eigenfunktionen von H immer gerade oder ungeradegewählt werden.
������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.2. Translationen 1608.2 TranslationenNah den Spiegelungen wenden wir uns den wohl einfahsten kontinuierlihen Symmetrienzu, nämlih den Vershiebungen im Raum. Die Vershiebungen oder Translationen desOrtes aller Teilhen, xi −→ xi + a , i = 1, . . . , N (8.6)bilden eine dreidimensionale kontinuierlihe Liegruppe. Zwei beliebige Translationen kom-mutieren und derartige Gruppen nennt man Abelsh. Die Translationsgruppe ist isomorphzum Vektorraum R 3.Wie gewohnt transformieren Zustandsvektoren und Operatoren gemäÿ
|ψ〉 −→ |ψ′〉 = Γ(a)|ψ〉 , A −→ A′ = Γ(a)AΓ(a)−1, (8.7)mit unitären Γ(a). Im Ortsraum ändert eine Wellenfunktionen wie erwartet,

ψ(x1, . . . , xN) −→ (Γ(a)ψ) (x1, . . . , xN) = ψ(x1 + a , . . . , xN + a), (8.8)und die Unitarität der Γ ist manifest. Die Abbildung a → Γ(a) ist eine Abbildung vonder Gruppe R 3 der Translationen in die Gruppe der unitären Operatoren auf dem Hilbert-Raum. Es handelt sih hier um einen Gruppenhomomorphismus,
Γ(a + b) = Γ(a)Γ(b) = Γ(b)Γ(a) und Γ−1(a) = Γ(−a). (8.9)Man spriht in diesen Zusammenhang von einer unitären Darstellung der Translationenauf dem Hilbert-Raum. Die Darstellungseigenshaft impliziert, dass mit den Translationenauh die darstellenden Operatoren Γ(a) untereinander vertaushen,

[Γ(a),Γ(b)] = 0, ∀a , b. (8.10)Sie können deshalb gleihzeitig diagonalisiert werden.Es stellt sih sofort die Frage, wann die Γ(a) mit H vertaushen. Der Hamilton-Operator (8.5) transformiert gemäÿ
Γ(a)H (p1, . . . ,pN , x1, . . . , xN) Γ−1(a) = H (p1, . . . ,pN , x1 + a , . . . , xN + a) (8.11)und ist genau dann translationsinvariant, wenn das Potential invariant ist,

V (x1 + a , . . . , xN + a) = V (x1, . . . , xN) . (8.12)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.3. Periodishe Potentiale 161Für derartige Potentiale können die Operatoren H und Γ(a) simultan diagonalisiert wer-den. Die Translationen werden vom Gesamtimpuls des Systems erzeugt,
Γ(a) = eia ·P/~, P = p1 + . . .+ pN , (8.13)und die Invarianz des Hamilton-Operators

H = eia ·P/~He−ia ·P/~ (8.14)impliziert, dass der gesamte Impuls mit dem Hamilton-Operator kommutiert, [Pi, H ] = 0.Die Diagonalisierung der unitären Translationsoperatoren ist äquivalent zur Diagonalisie-rung des hermiteshen Gesamtimpulses. Genauso wie in der klassishen Mehanik ist fürtranslationsinvariante Systeme der Gesamtimpuls eine zeitlih erhaltene Gröÿe.Hamilton-Operator mit Paar-Wehselwirkungen die nur von den Di�erenzvektorenzwishen den Teilhepaaren abhängen,
H =

∑ 1

2mi
p2

i +
∑

i<j

Vij(xi − xj), (8.15)beshreiben translationsinvariante Systeme. Die Coulomb-Wehselwirkung ist von dieserArt. Für ein Teilhen in einem äuÿeren Potential ist die Invarianzbedingung V (x + a) =

V (x ) nur für konstante Potentiale erfüllt. Nur in Abwesenheit von äuÿeren Kräften istder Hamilton-Operator für ein Teilhen translationsinvariant.8.3 Periodishe PotentialeZahlreihe physikalishe Eigenshaften und Vorgänge in geordneten Festkörpern wer-den durh Elektronen beein�usst oder gar verursaht. Um einen Festkörper zu verste-hen stöÿt man auf die Shwierigkeit der Lösung eines komplizierten Vielkörperproblems.Eine wesentlihe Vereinfahung verspriht - wie beim freien Atom - die Beshränkungder Diskussion auf ein einzelnes Elektron. Die Elektron-Elektron- und Elektron-Kern-Wehselwirkungen werden entweder vernahlässigt oder durh ein auf jedes Elektron glei-hermaÿen wirkendes gemitteltes e�ektives Elektron-Gitterpotential berüksihtigt.Wenn wir noh weiter vereinfahen und das Gitter als unendlih annehmen, so mündetdie angestrebte Reduzierung auf das Einteilhenproblem in der für ein Elektron gültigenShrödingergleihung mit dem e�ektiven Gitterpotential
V (x ) = V (x + a), (8.16)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.3. Periodishe Potentiale 162wobei a ein Gittervektor ist, also zwei beliebige Punkte des Gitters Λ verbindet. Das Gitter
x

V (x)

0 a 2a 3aAbbildung 8.2: Periodishes Potentialwerde von den Gittervektoren a1, . . . ,ad erzeugt. Für ein d-dimensionales kubishes Gitter
Λ wäre ai = aei, a =

∑

i

niai, ni ∈ Z, (8.17)wobei die ei eine Orthonormalbasis im R d bilden und a den Gitterabstand und damit dieTranslationsperiode bezeihnet. Das Verständnis des Energiespektrums im periodishenPotential führt zur Einsiht, warum einige Kristalle Isolatoren und andere Leiter sind.Bei einer Vershiebung mit einem Gittervektor a ändern sih die Wellenfunktionenim Ortsraum gemäÿ
ψ(x ) −→ (Γ(a)ψ) (x ) = ψ(x + a), a ∈ Λ, (8.18)und der e�ektive Einteilhen-Hamilton-Operator

H(p, x ) =
p2

2m
+ V (x )vertausht mit den Vershiebungsoperatoren, wenn das Gitterpotential periodish ist,

V (x ) = V (x + a), a ∈ Λ. (8.19)Im Gegensatz zum vorigen Abshnitt betrahten wir hier nur Vershiebungen die das Kris-tallgitter in sih überführen. Diese Vershiebungen bilden eine diskrete Abelshe Gruppeund die Γ(a) stellen diese Gruppe im Hilbertraum dar. Sie erben die Gruppenstrukturder Gittertranslationen und bilden eine Gruppe von unitären kommutierenden Operato-������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.3. Periodishe Potentiale 163ren. Wir haben es also mit einer unitären Darstellung der Abelshen Gruppe von Git-tertranslationen auf dem Hilbertraum L2(R 3) zu tun. Wegen (8.19) vertaushen für einperiodishes Potential alle Vershiebungsoperatoren mit dem Hamilton-Operator sowieuntereinander. Deshalb können alle Γ(a) gleihzeitig mit H diagonalisiert werden. DieEigenwerte dieser unitären Operatoren sind reine Phasen.8.3.1 BlohwellenWie sehen nun die gemeinsamen Eigenfunktionen der unitären Vershiebungsoperatorenaus? Wegen
(Γ(a)ψ)(x ) = ψ(x ) + ai∂iψ(x ) + . . . = (ea ·∇ψ)(x ) ≡ (eia ·p/~ψ)(x )haben die unitären Vershiebungsoperatoren die Form

Γ(a) = eia ·p/~, a ∈ Λ, (8.20)wobei p der Impulsoperator ist. Die Eigenfunktionen der Vershiebungsoperatoren sinddeshalb ebene Wellen,
Γ(a)eik ·x = eik ·a · eik ·x (8.21)mit zugehörigen Eigenwerten eik ·a . O�ensihtlih ändern sih die Eigenwerte niht, wennwir den Wellenzahlvektor k folgendermaÿen ändernk −→ k + 2π

∑

i

mia∗
i mit (a∗

i ,aj) = δij .Die Vektoren a∗
1 , . . . ,a∗

d bilden die zu den Gittervektoren a1, . . . ,ad duale Basis. Wir dür-fen also annehmen, dass die Wellenzahlvektoren in der Elementarzelle des dualen Gittersliegen. Wegen
Γ(a)(φψ) =

(

Γ(a)φ
)(

Γ(a)ψ
)haben φψ und ψ denselben Eigenwert, falls φ periodish ist, Γ(a)φ = φ. Deshalb sind diesimultanen Eigenfunktionen der Vershiebungsoperatoren

ψn,k(x ) = eik ·xφn,k(x ) mit periodishem φn,k . (8.22)
������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.3. Periodishe Potentiale 164Die zugehörigen Eigenwerte von Γ(a) sind exp(ik · a). Wir können die Eigenfunktionenvon H also immer wie in (8.22) ansetzen, wobei die k in der Elementarzelle des dualenGitters liegen. Die Eigenfunktionen (8.22) sind die nah Felix Bloh benannten Wellen.Die Shrödingergleihung für ψ geht dann in folgende für die φ-Funktionen über:
( p2

2m
+

~k · p
m

+
~

2k 2

2m
+ V

)

φn,k = Eφn,k .Es genügt, die Translationen Γ(ai) in Rihtung der Basisvektoren zu untersuhen, da diesealle anderen Gittertranslationen erzeugen,
Γ(a) = Γ(a1)

n1 . . .Γ(ad)
nd, falls a =

∑

niaiist. Die Eigenwerte der erzeugenden Vershiebungsoperatoren
Γ(ai)ψn,k = eik ·aiψn,khängen nur vom Wellenzahlvektor in der Elementarzelle des dualen Gitters ab. Wie wirgesehen haben, untersheiden sih zwei Blohwellen ψn,k und ψn′,k zum selben Wellen-zahlvektor nur um eine periodishe Funktion.8.3.2 Kronig-Penney-Modell und EnergiebänderAls ein instruktives und lösbares Modell betrahten wir das eindimensionale periodisheund unendlih ausgedehnte Gitter von Delta-Distributionen

V (x) =
∞

∑

n=−∞

V δ(x− na) (a∗ = 1/d). (8.23)In diesem primitiven Modell wird die Wehselwirkung mit den Gitteratomen durh ex-trem kurzreihweitige Delta-Distributionen am Orte der Atome modelliert. Gemäÿ derallgemeinen Theorie suhen wir Lösungen der Shrödingergleihung in Form von Bloh-Wellen,
ψn,k = eikxφn,k (8.24)mit periodishen φn,k. Im einfahen 1-dimensionalen System ist die Elementarzelle desdualen Gitters [−π/a, π/a] und
−π
a
< k ≤ π

a
. (8.25)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.3. Periodishe Potentiale 165Im Intervall 0 < x < a vershwindet das Potential und die Bloh-Wellen sind ebeneWellen,
ψn,k = αeiqx + βe−iqx, mit ~q =

√
2mE. (8.26)Deshalb ist

φn,k(x) = αei(q−k)x + βe−i(q+k)x.Die Konstanten α, β und q sind bestimmt durh folgende Forderungen:
• Jede Lösung ψn,k(x) muÿ stetig sein, da sonst an jeder Sprungstelle die zweite Ab-leitung proportional zur Ableitung der δ-Distribution wäre. Deshalb ist auh φn,kstetig

φn,k(ǫ) = φn,k(−ǫ) = φn,k(a− ǫ) für ǫ→ 0,wobei wir die Periodizität von φn,k benutzten, um wieder in das Intervall [0, a] zugelangen. Dies führt auf die erste Gleihung für die Konstanten
α+ β = αei(q−k)a + βe−i(q+k)a. (8.27)

• Die Bloh-Wellen sollen die Shrödingergleihung lösen,
ψ′′

n,k =
2mV

~2

∑

n

δ(x− na)ψn,k −
2mE

~2
ψn,k. (8.28)O�ensihtlih muÿ ψ′

n,k an den Gitterpunkten springen, damit die δ-Distribution inder Shrödingergleihung erzeugt wird. Wir erinnern daran, dass die Ableitung derStufenfunktion θ(x) gleih der Delta-Distribution ist, θ′(x) = δ(x). Deshalb muÿgelten
ψ′(ǫ) − ψ′(−ǫ) =

2mV

~2
ψ(0) für ǫ→ 0.Wegen der Periodizität von φk ist aber

e−ikxψ′(x) = e−ik(x+a)ψ′(x+ a).Setzen wir hier x=−ǫ, so impliziert die Shrödingergleihung eine zweite Gleihung������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.3. Periodishe Potentiale 166für die Konstanten,
iq

[

α− β − αeia(q−k) + βe−i(q+k)a
]

=
2mV

~2
(α + β). (8.29)Die Gleihungen (8.27,8.29) sind zwei homogene lineare Gleihungen für α und β. Darausgewinnt man durh Elimination folgende Gleihung für die Konstante α in (8.26):

[

cos(ka) − cos(qa) − mV

q~2
sin(qa)

]

α = 0.Der Koe�zient zwishen den ekigen Klammern muss o�ensihtlih vershwinden,
cos(ka) = cos(qa) +

mV a

~2

sin(qa)

qa
, |k| ≤ π

a
, E =

~
2q2

2m
. (8.30)Die Lösungen dieser Gleihung diskutiert man am besten graphish (siehe Fig.8.3): Die

cos(qa)+ mV
~2q

sin(qa)

qa

k=0

ka=π

Lüke Band
Abbildung 8.3: Erlaubte Werte für qrehte Seite, interpretiert als Funktion von qa ist die Summe einer geraden periodishenFunktion und einer geraden gedämpften Shwingung. Für positive V übershieÿt dieseFunktion 1, z.B ist die rehte Seite an der Stelle qa = 0 gleih 1+mV a/~2. Anderseits istdie linke Seite zwishen −1 und 1. Deshalb kann qa immer nur Werte annehmen, für welheder Betrag der rehten Seite ≤ 1 ist. Anderseits gibt es für jedes k im Intervall (−π/a, π/a]unendlih viele q, und damit wegen E = ~

2q2/2m unendlih viele Energieeigenwerte.Als Funktionen von k sehen die Kurven E(k) wie in Fig.8.4 aus und wir shliessen: Dieerlaubten Energien liegen in einem Band, und zwishen den Bändern sind Energie-Lüken.Diese Bänderstruktur mit Lüken zwishen den Bändern ist typish für alle periodishenPotentiale, auh in 3 Dimensionen.
������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.3. Periodishe Potentiale 167

−π/a π/a0

E

k

BandLüke

Abbildung 8.4: EnergiebänderFür einen endlihen Kristall der Länge L = Na gibt es natürlih nur eine endliheAnzahl von Zuständen in einem Band. Mit den einfahen Randbedingungen
ψ(0) = ψ(L) und ψ′(0) = ψ′(L)gelten dann für gerades N
φk(0) = eikLφk(L) =⇒ eikL = 1und der Wellenzahlvektor nimmt diskrete Werte an,
k ∈ π

a

{

1, 1 − 2

N
, . . . ,

2

N
− 1

}

.Wir erwarten also für ein 1-dimensionales Kristall mitN AtomenN vershiedene Zuständein jedem Band. Berüksihtigen wir das Pauli-Prinzip, nahdem zwei identishe Elektronenniht im gleihen Zustand sitzen können, und dass ein Elektron zwei Spinzustände hat,dann haben in jedem Band 2N Elektronen Platz. Im Grundzustand sind die tiefstenZustände mit den Ne Elektronen besetzt. Falls nun genau eine bestimmte Anzahl Bänderbesetzt und die anderen unbesetzt sind, dann verhält sih der Festkörper wie ein Isolator.Ist ein Band nur teilweise gefüllt, dann ist er ein elektrisher Leiter.
������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.4. Drehungen 1688.4 DrehungenNah den Spiegelungen und Gittertranslationen untersuhen wir eine dritte Klasse vonwihtigen Symmetrien vieler physikalisher Systeme, die Drehungen. Im Gegensatz zuden Translationen vertaushen die zugehörigen unitären Operatoren im Allgemeinen nihtmehr und können deshalb niht gleihzeitig diagonalisiert werden.8.4.1 Unitäre Darstellung der DrehungenBei der Diskussion der Drehungen im Raum folge ih den entsprehenden Ausführungenin der Vorlesung �Theoretishe Mehanik�, wie zum Beispiel in meinem Skript dargelegt2.Drehungen im Raum x −→ x ′ = Rx , (8.31)lassen das Skalarprodukt zweier Vektoren invariant,
(Rx , Ry) = (x , y) =⇒ Rt = R−1, (8.32)und bilden die spezielle orthogonale Gruppe SO(3) der eigentlihen Drehungen im Raum.Die Wellenfunktion transformieren gemäÿ

ψ(x1, . . . , xN) −→ ψ
(

R−1x1, . . . , R
−1xN

)

≡ (Γ(R)ψ) (x1, . . . , xN) . (8.33)Wie für alle Symmetrien ist Γ(R) unitär (antiunitär wäre auh erlaubt), weil das Integra-tionsmaÿ im Skalarprodukt
(ψ, φ) =

∫

d3x1 . . . d
3xN ψ̄(x1, . . . , xN)φ(x1, . . . , xN) (8.34)bei Drehungen der xi niht ändert, da die Jakobi-Determinante der Transformation denBetrag Eins hat. Man überzeugt sih shnell, dass die Zuordnung R → Γ(R) eine Dar-stellung der Drehungen ist,

Γ(R1R2) = Γ(R1)Γ(R2), Γ
(

R−1
)

= Γ−1(R) =⇒ Γ(13) = 1H. (8.35)Es ist eine unitäre Darstellung der Drehgruppe SO(3) auf dem Hilbertraum L2(R 3). ZweiDrehungen kommutieren im Allgemeinen niht und deshalb werden zwei unitäre Opera-toren Γ(R1) und Γ(R2) im Allgemeinen niht vertaushen.2Kapitel 2 des Skriptes auf der Seite http://www.tpi.uni-jena.de/∼wipf/leturenotes.html.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.4. Drehungen 169Da sih bei einer Drehung die Länge ri von xi niht ändert, dürfen wir annehmen, dassdie ri konstant sind und die xi auf Kugelober�ähen liegen. Dann wirken die Drehungenauf dem Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen auf S2 × . . .× S2,
(Γ(R)ψ) (x̂1, . . . , x̂N) = ψ

(

R−1x̂1, . . . , R
−1x̂N

)

, x̂i =
xi

ri

.Wir wollen nun untersuhen, wann der Mehrteilhen-Hamilton-Operator (8.5) mit denDrehungen vertausht. Der Operator im transformierten System lautet
Γ(R)H(p1, . . . , x1, . . .)Γ

−1(R) = H(R−1p1, . . . , R
−1x1, . . .). (8.36)Die kinetishen Terme sind drehinvariant und H vertausht mit den Drehungen wenn gilt,

V (x1, . . . , xN) = V (R−1x1, . . . , R
−1xN). (8.37)Zum Beispiel sind Potentiale deren Paarwehselwirkungen nur von den Abständen derTeilhenpaare abhängt,

V =
∑

i<j

Vij (|xi − xj|) , (8.38)drehinvariant. Das Coulomb-Potential ist in diesem Sinne drehinvariant.8.4.2 EinteilhensystemeFür ein Teilhen ist das (dann äussere) Potential drehinvariant, wenn es nur vom Abstand
r = |x | vom Ursprung abhängt,

Γ(R)HΓ(R)−1 = H ⇐⇒ V (x ) = V (r). (8.39)Diesen einfahen Fall werden wir im Folgenden näher untersuhen. Die Verallgemeinerungder gewonnen Resultate auf Mehrteilhensysteme ohne Spin ist dann relativ einfah.Jedes unitäre Γ(R) kann als exp(−iL/~) mit einem hermiteshen Operator L geshrie-ben werden. Für drehinvariante Potentiale kommutiert mit Γ(R) auh L mit H und isteine Konstante der Bewegung. Wir wollen nun untersuhen, was die zu den Drehungengehörenden hermiteshen Operatoren sind. Dazu betrahten wir Drehungen um die Ahsede�niert durh den Einheitsvektor e mit Winkel θ. Aus der Figur 8.5 entnimmt man, dasseine derartige Drehung folgende Form hat:
R(e, θ)x = (e, x )e − e ∧ (e ∧ x ) cos θ + e ∧ x sin θ������������A. Wipf, Quantenmehanik I
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(e, x )e x
e ∧ x

−e ∧ (e ∧ x )

e
θ

R(e, θ)x
0Abbildung 8.5: Drehung um e-Ahse mit Winkel θ

= x + e ∧ x θ +O(θ2). (8.40)Die in�nitesimale Drehung ist
d

dθ
R(e, θ)x ∣

∣

θ=0
= e ∧ x ≡ Ωex , (8.41)wobei wir die reelle und shiefsymmetrishe Matrix

Ωe =





0 −e3 e2
e3 0 −e1
−e2 e1 0



 , (8.42)eingeführt haben. Sie dreht Vektoren in�nitesimal um die Drehahse. Da e ein Einheits-vektor ist, gelten die Identitäten:
Ω2

ex = e ∧ (e ∧ x ) = (e, x )e − x
Ω3

ex = −e ∧ x = −Ωexund deshalb sind alle geraden Potenzen von Ωe proportional zu Ω2
e und alle ungeradenPotenzen proportional zu Ωe,

Ω2n
e = −(−)nΩ2

e, Ω2n+1
e = (−)nΩe, n = 1, 2, . . . .������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.4. Drehungen 171Damit können wir θΩe leiht exponentieren:
eθΩe = 1 + Ωe

(

θ − θ3

3!
+ . . .

)

+ Ω2
e

(

θ2

2!
− θ4

4!
+ . . .

)

= (1 + Ω2
e) − Ω2

e cos θ + Ωe sin θ.Es folgt dann für jeden Vektor
eθΩex = (e, x )e − e ∧ (e ∧ x ) cos θ + e ∧ x sin θ = R(e, θ)xund damit die Matrix-Identität

eθΩe = R(e, θ). (8.43)Die shiefsymmetrishe Matrix Ωe in (8.42) erzeugt also die Drehungen um die Ahse e.8.4.3 DrehimpulsoperatorenNun suhen wir denjenigen hermiteshen Operator Le, der die Drehungen um e im Hil-bertraum erzeugt,
Γ

(

eθΩe

)

= e−iθLe/~. (8.44)Ausgewertet auf Wellenfunktionen im Ortsraum bedeutet dies
ψ

(

e−θΩex)

=
(

e−iθLe/~ψ
)

(x ). (8.45)Wir berehnen nun die Entwiklung der linken Seite in Potenzen von θ,
ψ

(

e−θΩex)

= ψ(x ) − θΩex · ∇ψ(x ) +
θ2

2!
(Ωex · ∇)2 ψ(x ) + . . .

=
(

e−θ(Ωex)·∇ψ
)

(x ).Der Vergleih mit (8.45) ergibt folgende explizite Form für Le,
Le =

~

i
(Ωex ) · ∇ = (e ∧ x ) · p = e · (x ∧ p).Wir �nden die Projektion des Drehimpuls-Operators auf die Drehahse, also
Le = e · L, wobei L = x ∧ p������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.4. Drehungen 172der Drehimpulsoperator ist. Fassen wir zusammen: Die Drehungen um die 3 Koordinaten-ahsen werden durh die 3 Drehimpulsoperatoren
Li = ǫijkxjpk (8.46)im folgenden Sinn erzeugt: Ist eθΩe die Drehung um e mit Winkel θ, dann ist

ψ
(

e−θΩex)

=
(

e−iθe ·L/~ψ
)

(x ). (8.47)Insbesondere erzeugt (e,L) eine in�nitesimale Drehung um e,
d

dθ
ψ

(

e−θΩex) ∣

∣

θ=0
= − i

~
(e · L)ψ(x ). (8.48)Ohne zu rehnen, wissen wir a priori, das die Li hermiteshe Operatoren sein müssen.Vertaushungsregeln: Wir wollen nun die Kommutatoren der Drehimpulsoperatorenmit den Orts- und Impulsoperatoren und mit sih selbst bestimmen. Wegen

Li = ǫijkxjpk�ndet man unter Benutzung der Derivationsregel:
[Li, xj] = ǫipq[xppq, xj ] = ǫipqxp[pq, xj ] = i~ǫijpxp,

[Li, pj] = ǫipq[xppq, pj ] = ǫipq[xp, pj]pq = i~ǫijqpq.Diese Kommutationsregeln kann man nun in den Vertaushungsregeln der Drehimpuls-operatoren untereinander verwenden
[Li, Lj] = ǫjpq[Li, xppq] = ǫjpq

(

xp[Li, pq] + [Li, xp]pq

)

= i~ǫjpqǫiqs

(

xpps − xspp

)

.Mit der nützlihen Identität
ǫabcǫade = δbdδce − δbeδcd (8.49)wird daraus

[Li, Lj ] = i~
(

− δjiδps + δjsδpi

)(

xpps − xspp

)

= i~
(

xipj − xjpi

)

,was nihts anderes ist, als
[L1, L2] = i~L3, [L2, L3] = i~L1, [L3, L1] = i~L2 ⇐⇒ [Li, Lj] = i~ǫijkLk. (8.50)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.4. Drehungen 173Die gefundenen Vertaushungregeln sind also
[e · L, x ] = −i~e ∧ x
[e · L,p] = −i~e ∧ p (8.51)
[e · L,L] = −i~e ∧ L.Für ein radialsymmetrishes Potential vertaushen alle drei Komponenten des Drehim-pulsoperators mit H . Da die Li niht miteinander vertaushen, können sie niht gleih-zeitig diagonalisiert werden. Nur eine Drehimpulskomponente kann gleihzeitig mit Hdiagonalisiert werden.Die Operatoren x ,p und L transformieren unter den Drehimpulsoperatoren alle gleih.Ih überlasse es Ihnen zu zeigen, dass die Kommutationsregeln (8.51) äquivalent sind zu

Γ(R)V Γ(R−1) = R−1V , V ∈ {x ,p,L}. (8.52)Die Operatoren x ,p und L transformieren wie Vektoren unter Drehungen und heissendeshalb Vektoroperatoren. Dagegen ist
Γ(R)HΓ(R)−1 = H und Γ(R)(x · p )Γ(R)−1 = (x · p ),woraus folgt, daÿ

[e · L, H ] = 0 und [e · L, x · p] = 0. (8.53)Drehinvariante Operatoren wie H und x ·p vertaushen mit dem Drehimpuls und heiÿenskalare Operatoren.Die Verallgemeinerung auf N spinlose Teilhen ist niht shwierig. Anstelle von (8.47)tritt
ψ

(

e−θΩex1, . . . , e
−θΩexN

)

=
(

e−iθe ·L/~ψ
)

(x1, . . . , xN). (8.54)Die Entwiklung für kleine θ bestimmt den hermiteshen Generator e · L der Drehungender Zustandsvektoren um die e-Ahse. L ist der gesamte Bahndrehimpuls des Systems,L =

N
∑

i=1

Li, Li = xi ∧ pi (8.55)und die Komponenten von L erfüllen die Kommutationsregeln (8.50).������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.5. Eigenvektoren/werte des Drehimpulses 1748.5 Eigenvektoren/werte des DrehimpulsesNeben dem Bahndrehimpuls L gibt andere Drehimpulse, zum Beispiel der Teilhenspinoder der gesamte Drehimpuls eines zusammengesetzten Systems. Wird der Drehimpulsniht näher spezi�ziert, dann bezeihnen wir ihn mit J . Allen Drehimpulsen gemeinsamsind die Vertaushungsrelationen (8.50) und die Hermizität,
[Ji, Jj] = i~ǫijkJk und J†

i = Ji. (8.56)Wir werden die Eigenfunktionen und Eigenwerte der Drehimpulsoperatoren konstruie-ren, wobei wir nur diese Vertaushungsrelationen und die Hermizität benutzen werden.Deshalb gelten die folgenden Resultate für alle Drehimpulse (Bahndrehimpulse, Spins,gesamte Drehimpulse) gleihermassen.Wir werden versuhen J3 zu diagonalisieren (dann werden J1, J2 notwendigerweisenihtdiagonal sein). Dafür wird es hilfreih sein, anstelle von J1 und J2 die sogenanntenLeiteroperatoren bzw. Auf- und Absteigeoperatoren
J± = J1 ± iJ2, mit J†

− = J+ (8.57)einzuführen. Die Leiteroperatoren und J3 erfüllen die folgenden Vertaushungsrelationen:
[J3, J±] = [J3, J1] ± i[J3, J2] = i~J2 ± ~J1 = ±~(J1 ± iJ2) = ±~J±,

[J+, J−] = i[J2, J1] − i[J1, J2] = 2~J3.Diese Relationen werden eine wihtige Rolle spielen, und wir wollen sie hervorheben:
[J3, J±] = ±~J± , [J+, J−] = 2~J3. (8.58)Die Leiteroperatoren J± sind niht hermitesh und entsprehen keinen Observablen.Zuerst bemerken wir, daÿ J 2 ein skalarer Operator ist und mit den Ji vertausht,
[J 2,J ] = 0, wobei J 2 =

∑

J2
i . (8.59)Wir können also J 2 gleihzeitig mit einer Komponente des Drehimpulses diagonalisie-ren. Übliherweise wählt man die Komponente J3, und wir wollen uns dieser Traditionanshlieÿen. Da das Quadrat jedes hermiteshen Operators niht-negativ ist,

〈ψ|J2
i |ψ〉 = 〈Jiψ|Jiψ〉 ≥ 0,������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.5. Eigenvektoren/werte des Drehimpulses 175ist J 2 als Summe von solhen Operatoren selbst niht-negativ. Ist |ψ〉 eine Eigenfunktionvon J 2 mit Eigenwert λ, dann ist also
〈ψ|J 2|ψ〉 = λ〈ψ|ψ〉 ≥ 0. (8.60)Den nihtnegativen Eigenwert λ können wir als λ = ~

2j(j + 1) shreiben mit j ≥ 0. Dader Drehimpuls die Dimension [~] hat, ist j eine dimensionslose Zahl. Später wird sihzeigen, daÿ 2j ∈ {0, 1, 2, . . .} gelten muss. Die Quantenzahl j heiÿt Drehimpulsquantenzahloder im Wassersto�atom auh Nebenquantenzahl (um sie von der Hauptquantenzahl zuuntersheiden). Die Eigenwerte von J3 seien ~j3, das dimensionslose j3 ist die magnetisheQuantenzahl (sie gibt Auskunft über die Energie eines Elektrons im äuÿeren Magnetfeld),und die gemeinsamen normierten Eigenfunktionen von J 2 und J3 seien |jj3〉,J 2|jj3〉 = ~
2j(j + 1)|jj3〉 und J3|jj3〉 = ~j3|jj3〉. (8.61)Im Folgenden brauhen wir noh die Umformung des Produktes J±J∓:

J±J∓ = J2
1 + J2

2 ∓ i(J1J2 − J2J1) = J 2 − J2
3 ± ~J3. (8.62)Wegen J†

− = J+ gilt auh
〈jj3|J±J∓|jj3〉 = 〈J∓jj3|J∓jj3〉 ≥ 0,worin wir die linke Seite mit Hilfe von (8.62) leiht ausrehnen können,

〈jj3|J∓J±|jj3〉 = 〈jj3|(J 2 − J2
3 ∓ ~J3)|jj3〉 = ~

2c±(j, j3)〈jj3|jj3〉. (8.63)mit Konstanten
c±(j, j3) = j(j + 1) − j3(j3 ± 1) (8.64)Die linke Seite von (8.63) ist nur wie gefordert niht-negativ für

c±(j, j3) ≥ 0 ⇐⇒
(

j +
1

2

)2

≥
(

j3 ∓
1

2

)2

. (8.65)Diese beiden Ungleihungen implizieren
−j ≤ j3 ≤ j. (8.66)Nun benützen wir ähnlihe Argumente wie bei der Bestimmung der Eigenfunktionen und������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.5. Eigenvektoren/werte des Drehimpulses 176Eigenwerte des harmonishen Oszillators mittels der Auf- und Absteigeoperatoren. Wegen(8.58) gilt
J3J±|jj3〉 = J±(J3 ± ~)|jj3〉 = ~J±(j3 ± 1)|jj3〉 = ~(j3 ± 1)J±|jj3〉.Damit hat J±|jj3〉 den J3-Eigenwert ~(j3±1). Allerdings brauhen diese Zustände nihtnormiert zu sein, und wir können nur shlieÿen

J±|jj3〉 = c±|j, j3 ± 1〉,mit j und j3-abhängigen Normierungskonstanten c±. Wir wollen diese Konstanten sowählen, dass die |jj3〉 alle Norm Eins haben. Wegen
〈jj3|J∓J±|jj3〉 = |c±|2〈j, j3 ± 1|j, j3 ± 1〉 (8.63)

= ~
2c±(j, j3) 〈jj3|jj3〉gilt nah geeigneter Wahl der Phasen der Eigenfunktionen die nützlihe Beziehung

J±|jj3〉 = ~

√

c±(j, j3) |j, j3 ± 1〉 (8.67)zwishen den gleih normierten Eigenfunktionen. Ist ~j3 Eigenwert von J3, so sind es auh
~(j3 ± 1), es sei denn, die Wurzeln in (8.67) vershwinden. In der Tat, wegen (8.66) muss
j3 kleiner gleih j sein und deshalb muss für ein j3 ≤ j gelten

c+(j, j3) = 0 ⇐⇒ j3 = ±
(

j +
1

2

)

− 1

2
.Von den zwei Lösungen dieser Gleihung ist wegen (8.66) nur diejenige mit j3 = j erlaubt.Am anderen Ende des Spektrums sollte für ein j3 ≥ −j gelten

c−(j, j3) = 0 ⇐⇒ j3 = ±
(

j +
1

2

)

+
1

2
,damit j3 niht kleiner als −j wird. Die mit (8.66) verträglihe Lösung ist j3 = −j. Damitdie Ungleihungen (8.66) erfüllt sind, müssen also ~j und −~j Eigenwerte von J3 sein. Daaber die Di�erenz zweier Eigenwerte von J3 ein ganzzahliges Vielfahes von ~ ist, muss

j − (−j) = 2j eine ganze Zahl sein:
j = ganz oder halbganz, j3 = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j. (8.68)Für jede Nebenquantenzahl j gibt es dann 2j + 1 vershiedene magnetishe Quantenzah-len j3 und die Entartung von j ist 2j + 1. Da die |jj3〉 normierte Eigenfunktionen der������������A. Wipf, Quantenmehanik I
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−2

−1

0

1

2

j3√

2(2+1)

Abbildung 8.6: Illustration zum quantenmehanishen Drehimpuls für j = 2.hermiteshen Operatoren J 2 und J3 sind, bilden sie ein Orthonormalsystem,
〈jj3|j′j′3〉 = δjj′ δj3j′

3
, (8.69)Wir haben also folgendes Bild vor Augen: Im Zustand |jj3〉 ist die dritte Komponentedes Spins gleih ~j3. Die Länge des Drehimpulsvektors ist ~{j(j+1)}1/2. Die transversaleKomponente des Drehimpulses, (J2

1+J2
2 )1/2 = (J 2−J2

3 )1/2 hat die Länge ~{j(j+1)−j2
3}1/2.Allerdings kennen wir die Rihtung des transversalen Drehimpulses niht, da J1, J2 nihtgleihzeitig mit J3 sharf sein können (die Drehimpulskomponenten kommutieren niht).In der Tat, mit der Heisenbergshen Unshärferelation folgt

〈jj3|(∆J1)
2|jj3〉 〈jj3|(∆J2)

2|jj3〉 ≥
(

~j3
2

)2

. (8.70)Im nähsten Abshnitt werden wir sehen, dass für den Bahndrehimpuls L = x ∧ p diemagnetishe Quantenzahl und damit auh die Nebenquantenzahl immer ganzzahlig seinmuss. Dies folgt aus der Forderung, daÿ die Wellenfunktion einfahwertig sein soll. Übli-herweise bezeihnet man den Bahndrehimpuls mit L, seine magnetishe Quantenzahl j3mit m und seine Nebenquantenzahl j mit ℓ.Der Spinoperator eines Teilhens mit Spin 1
2
, zum Beispiel eines Elektrons, Myons,Quarks oder Protons, lautet S =

~

2
σ, (8.71)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.5. Eigenvektoren/werte des Drehimpulses 178und erfüllt ebenfalls die Kommutationsregeln S ∧ S = i~S . WegenS 2 =
3

4
~

2sind die möglihen Eigenwerte von S3 gleih ±1
2
~.8.5.1 Kugel�ähenfunktionenNun wollen wir die Eigenfunktionen Yℓm(x̂ ) ∈ L2(S

2) des Bahndrehimpulses für ein Ein-teilhensystem in der Ortsdarstellung explizit konstruieren, ähnlih den Eigenfunktionendes harmonishen Oszillators. Wir wählen Kugelkoordinatenx = rx̂ , x̂ =





sin θ cosϕ

sin θ sinϕ

cos θ



 . (8.72)Dann ist die dritte Komponente des Drehimpulses in der Ortsdarstellung
L3 =

~

i
(x1∂2 − x2∂1) =

~

i

∂

∂ϕ
. (8.73)Die Lösungen der Eigenwertgleihung L3Yℓm = ~mYℓm sind Exponentialfunktionen in ϕ,

Yℓm(θ, ϕ) = eimϕPℓm(θ), (8.74)wobei die Pℓm noh unbestimmte Funktionen sind. Die verbleibenden zwei Drehimpulselauten in Kugelkoordinaten
L1 = x2p3 − x3p2 = i~

(

sinϕ
∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)

,

L2 = x3p1 − x1p3 = i~

(

− cosϕ
∂

∂θ
+ cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)

.Daraus folgt die explizite Form für die Leiteroperatoren:
L± = ~e±iϕ

(

± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)

. (8.75)Explizite Form der Kugel�ähenfunktionen.Wir bestimmen zuerst die Eigenfunktion Yℓℓ = eiℓϕPℓℓ(θ) mit maximaler magnetisher������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.5. Eigenvektoren/werte des Drehimpulses 179Quantenzahl m=ℓ. Diese werden vom Aufsteigeoperator L+ annihiliert,
L+Yℓℓ = ~eiϕ

(

∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂ϕ

)

eiℓϕPℓℓ

= ~ei(ℓ+1)ϕ

(

∂θPℓℓ −
ℓ cos θ

sin θ
Pℓℓ

)

= 0.Damit wird
Yℓℓ = c eiℓϕ sinℓ(θ),mit einer Konstante c. Nun können wir die Eigenfunktionen Yℓm durh mehrmaliges An-wenden des Leiteroperators L− generieren,

Yℓm(θ, ϕ) = cℓm(L−)ℓ−mYℓℓ(θ, ϕ).Die Normierungsbedingung für die Kugel�ähenfunktionen lauten
∫

dΩ Ȳℓm(θ, ϕ)Yℓ′m′(θ, ϕ) =

π
∫

0

dθ sin θ

2π
∫

0

dϕ Ȳℓm(θ, ϕ)Yℓ′m′(θ, ϕ) = δℓℓ′δmm′ .Mit Hilfe des Integrals
π

∫

0

(sin θ)2ℓ+1 dθ =
2

2ℓ+ 1

(2ℓℓ!)2

(2ℓ)!
(8.76)ergeben sih die normierten Eigenfunktionen mit maximaler magnetisher Quantenzahl,

Yℓℓ(θ, ϕ) =
(−1)ℓ

2ℓℓ!

√

(2ℓ+ 1)

4π
(2ℓ)! sinℓ θ eiℓϕ, (8.77)wobei der Phasenfaktor (−)ℓ der üblihen Konvention entspriht. Die anderen Kugel�ä-henfunktionen Yℓm können vermittels

Yℓ,m−1(θ, ϕ) =
1

√

ℓ(ℓ+ 1) −m(m− 1)
e−iϕ

(

− ∂θ + i cot θ∂ϕ

)

Yℓm(θ, ϕ)

������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.5. Eigenvektoren/werte des Drehimpulses 180aus Yℓℓ berehnet werden. Diese rekursive De�nition führt zu folgendem orthonormiertenSystem (u = cos θ):
Ylm(θ, ϕ) =

(−1)ℓ

2ℓℓ!

√

2ℓ+ 1

4π

(ℓ+m)!

(ℓ−m)!

eimϕ

sinm θ

(

d

du

)ℓ−m
(

1 − u2
)ℓ
. (8.78)Die Funktionen bis ℓ = 2 sind:

Y00 =
1√
4π

Y10 =

√

3

4π
cos θ, Y1±1 = ∓

√

3

8π
e±iϕ sin θ

Y20 =

√

5

16π

(

3 cos2 θ − 1), Y2±1 = ∓
√

15

8π
sin θ cos θe±iϕ

Y2±2 =

√

15

32π
sin2 θe±2iϕ.Nur Y00 ist kugelsymmetrish. Für m = ℓ, also �Parallelstellung� von Bahndrehimpulsund 3-Ahse, würde sih klassish das Elektron auf einer Kreisbahn in der (1, 2)-Ebenebewegen. Quantenmehanish ergibt sih eine keulenförmige Verteilung für die Aufent-haltswahrsheinlihkeit ∼ |Yℓℓ(θ, ϕ)|2, die um so shlanker wird, je gröÿer ℓ wird. Für

m= 0 ist der Drehimpuls irgendwo senkreht zur 3-Ahse. Wenn man sih das Teilhenauf einer die 3-Ahse enthaltende Bahnebene denkt und dann die Ebene um diese Ahsedreht, sieht man, dass die gröÿte Aufenthaltswahrsheinlihkeit ∼ |Yℓ0|2 bei den Polenliegt.Eigenshaften: Die Kugelfunktionen mit m und −m sind, bis auf eine Phase, komplexkonjugiert:
Yℓ,−m(θ, ϕ) = (−1)mȲℓm(θ, ϕ).Da für ein kugelsymmetrishes Potential neben L3 und L2 auh der Paritätsoperator mitHvertausht, sollten wir nahprüfen, wie die Wellenfunktionen unter der Paritätsoperation

ψ(x ) → ψ(−x ) transformieren: In Kugelkoordinaten ist eine Spiegelung
r → r, θ → π − θ, ϕ→ ϕ+ πund damit

eimϕ → (−1)meimϕ, sin θ → sin θ, cos θ → − cos θ.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.5. Eigenvektoren/werte des Drehimpulses 181Aus (8.78) folgt dann, dass
(PYℓm)(θ, ϕ) = (−1)ℓYℓm(θ, ϕ) (8.79)gilt. Die Zustände mit gerader Nebenquantenzahl sind gerade und diejenigen mit ungera-der Nebenquantenzahl ungerade.Die Operatoren L3,L2 sind auf L2(S

2), dem Raum der quadratintegrablen Funktionenauf der Kugeloberfähe, selbstadjungiert. Die Eigenfunktionen Yℓm bilden deshalb einvollständiges Orthonormalsystem auf diesem Raum. Jede Funktion f(θ, ϕ) ∈ L2(S
2) kannals Linearkombination der Yℓm dargestellt werden:

f(θ, ϕ) =
∑

ℓ,m

αℓmYℓm(θ, ϕ).Die Koe�zienten berehnen sih dann gemäÿ
αℓm =

∫

dΩ Ȳℓm(θ, ϕ)f(θ, ϕ).Diese Vollständigkeit ist äquivalent zur Relation ∑

|ℓm〉〈ℓm|=1, die in der Ortsdarstel-lung folgende Form hat
∞

∑

ℓ=0

ℓ
∑

m=−ℓ

Ȳℓm(θ′, ϕ′)Yℓm(θ, ϕ) = δ(ϕ− ϕ′)δ(cos θ − cos θ′).Wir notieren noh, dass die Kugelfunktionen folgende Summenregel erfüllen:
ℓ

∑

m=−ℓ

|Yℓm(θ, ϕ)|2 =
2ℓ+ 1

4π
.Betrahtet man die Coulomb-Wehselwirkung zwishen Elektronen als Störung, dann istdie folgende �Faktorisierung� des Coulombpotentials nützlih

1

|x − x ′| = 4π
∞

∑

ℓ=0

ℓ
∑

m=−ℓ

1

2ℓ+ 1

rℓ
<

rℓ+1
>

Ȳℓm(θ′, ϕ′)Yℓm(θ, ϕ),wobei r< (r>) den kleineren (gröÿeren) der Radien r und r′ bezeihnet.
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8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.6. Darstellung der Drehungen 1828.6 Darstellung der DrehungenWir haben uns früher davon überzeugt, dass die Operatoren
(Γ(α)ψ) (x ) =

(

e−iα·L/~ψ
)

(x ) = ψ
(

R−1(α)x)

, α = θeeine unitäre Darstellung der Drehgruppe auf dem Hilbertraum L2(S
2) der auf S2 quadra-tintegrablen Funktionen de�nieren,

R(γ) = R(β)R(α) =⇒ Γ(γ) = Γ(β)Γ(α). (8.80)Der (2ℓ+ 1)-dimensionale Unterraum
Yℓ = Span{Yℓm|m = −ℓ, . . . , ℓ

}

⊂ L2(S
2) (8.81)wird durh die Operatoren L3, L± und damit durh die Drehimpulsoperatoren Li auf sihabgebildet. Damit ist jedes Yℓ in der orthogonalen Zerlegung

L2(S
2) = Y0 ⊕ Y1 ⊕Y2 ⊕ . . . =

∞
⊕

ℓ=0

Yℓinvariant unter jeder Potenz von α · L und damit unter jeder Drehung Γ(α),
Γ(α) : Yℓ −→ Yℓ, Γ(α)|ℓm〉 =

ℓ
∑

m′=−ℓ

|ℓm′〉D(ℓ)
m′m(α) (8.82)mit (2ℓ+ 1)-dimensionaler unitärer Matrix

D
(ℓ)
m′m(α) = 〈ℓm′|Γ(α)|ℓm〉. (8.83)Diese Formeln sind äquivalent zu

Yℓm

(

R−1(α)x̂)

=

ℓ
∑

m′=−ℓ

Yℓm′(x̂ )D
(ℓ)
m′m(α). (8.84)Wir wollen uns nun überzeugen, daÿ

R(α) −→ D(ℓ)(α) (8.85)eine (2ℓ+ 1)-dimensionale unitäre Darstellung der Drehgruppe de�niert.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.6. Darstellung der Drehungen 183Die Matrix D(ℓ)(α) ist die Einshränkung des unitären Γ(α) auf den invarianten Teil-raum Yℓ und ist deshalb unitär. Seien nun
D

(ℓ)
m′m(α) = 〈ℓm′|Γ(α)|ℓm〉 und D

(ℓ)
m′m(β) = 〈ℓm′|Γ(β)|ℓm〉die den Drehungen R(α) und R(β) zugeordneten Matrizen und Γ(γ) wie in (8.80) de�-niert. Dann ist

D
(ℓ)
m′m(γ) = 〈ℓm′|Γ(β)Γ(α)|ℓm〉 =

∑

m′′

〈ℓm′|Γ(β)|ℓm′′〉〈ℓm′′|Γ(α)|ℓm〉

=
∑

m′′

D
(ℓ)
m′m′′(β)D

(ℓ)
m′′m(α),beziehungsweise

D(ℓ)(γ) = D(ℓ)(β)D(ℓ)(α). (8.86)Da zusätzlih D(ℓ)(0 ) = 1 gilt haben wir bewiesen, dass (8.85) eine (2ℓ+1)-dimensionaleDarstellung der Drehgruppe SO(3) ist. Diese Darstellungen sind irreduzibel, da vermittelsder Leiteroperatoren jeder Zustand im invarianten Unterraum auf jeden anderen Zustandin diesem Unterraum abgebildet werden kann.Wir wollen noh die Charakteren dieser irreduziblen Darstellungen von SO(3) bestim-men. Wir können als z-Ahse unseres Koordinatensystems immer die Drehahse wählen.Also ist die Drehung um e mit Winkel θ äquivalent zu der Drehung um die z-Ahse mitdemselben Winkel,
R(θ, e) ∼ R(θ, e3) = eθΩ3 =





cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1



 . (8.87)Die zugehörige Darstellungsmatrix
D

(ℓ)
m′m(θ) = 〈ℓm′|e−iθL3/~|ℓm〉 = e−imθδmm′ist diagonal. Damit ist der Charakter χℓ der Darstellung R→ D(ℓ) gleih

χℓ(θ) = Sp (

D(ℓ)(θ)
)

=

ℓ
∑

m=−ℓ

e−imθ =
sin(2ℓ+ 1)θ

sin θ
, ℓ = 0, 1, 2 . . . . (8.88)Diese Charakteren sind uns aus der Vorlesung Mathematishen Methoden der Physikwohlbekannt. Es sind die Charakteren der irreduziblen Darstellungen von SO(3). Die������������A. Wipf, Quantenmehanik I



8. Symmetrien in der Quantenmehanik 8.6. Darstellung der Drehungen 184Darstellungsmatrizen D(ℓ) können mit unseren bisherigen Resultaten berehnet werden.Aus Zeitgründen muss ih allerdings auf die Literatur verweisen.
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