Kapitel 7
Der harmonische Oszillator

Das Einzige was Sie rechnen kdnnen, ist ein Kastenpotential, der Tunneleffekt,
das Wasserstoffatom und vor allem der harmonische Oszillator. Wenn Sie so
einen haben, freuen Sie sich. Wenn nicht, ndhern Sie so lange, bis Sie einen
haben.

aus: Die besten Spriiche von Professoren

In diesem Kapitel werden wir das nach dem freien Teilchen einfachste physikalische Sys-
tem, den harmonischen Oszillator, untersuchen. Ein gutes Verstindnis des quantisierten
Oszillators ist unabdingbar bei der Untersuchung von komplizierteren Quantensystemen.
Viele Ndherungen in der Festkorperphysik, Quantenfeldtheorie usw. beruhen in tiefster
Ordnung auf der Losung fiir den harmonischen Oszillator. Die Maxwellgleichungen im
Vakuum fiihren nach einer Fouriertransformation auf ein System von unendlich vielen
ungekoppelten harmonischen Oszillatoren.

Wir werden die Schrédingergleichung fiir den 3-dimensionalen Oszillator mit Masse m
und Federkonstanten mw]?, 7 =1,2,3, und Hamilton-Operator

. 1
H = ZHj(pj,x]), mit  H;(p,x) = —p° + @wfwz

o 5 (7.1)

j=1

untersuchen. H ist zeitunabhingig und wir diirfen die Zeitabhingigkeit der Wellenfunk-
tionen abspalten,

bt @) = e P (). (7.2)
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Die zeitunabhéngige Funktion ¢ (x) erfiillt die stationdre Schrodingergleichung

Ep(z) = Hy(z) = Zﬂj(pjafﬂj)w(m) (7.3)

mit Energie F. Bei der Losung dieser Eigenwertgleichung fordern wir, dass ¢ (x) quadra-
tintegrierbar ist. Nur quadratintegrierbare i) beschreiben gebundene Zustéinde.

Der Hamiltonoperator ist die Summe von drei kommutierenden eindimensionalen Ope-
ratoren. Diese konnen gleichzeitig diagonalisiert werden. Es folgt, dass die Eigenfunktionen
faktorisieren ¢ (x) = 11 (x')hy(2?)1h3(x3). Deshalb geniigt es, die stationiire Schrodinger-
gleichung fiir den eindimensionalen harmonischen Ostzillator,

2 (U2
Ed(x) = — 2 (2) + " 2 a),

2m
zu 16sen. Dies wird uns im néchsten Abschnitt mit algebraischen Methoden gelingen.

Aus Masse und Kreisfrequenz des Oszillators sowie der Naturkonstanten A kann man
eine Lange bilden,

h
=/ — 7.4
a =/ (7.4)

Misst man die Masse in Kilogramm und die Kreisfrequenz in Sekunden, dann ergibt sich
am] ~ 1071 (mw) 2 (7.5)

Selbst fiir makroskopische Oszillatoren ist o mikroskopisch klein.

7.1 Auf- und Absteigeoperatoren

Um fortzufahren, ist es hilfreich, den dimensionslosen Absteigeoperator a und sein Adjun-
giertes, den Aufsteigeoperator a', einzufiihren:

a:%(§+w‘7p), aT:%(g—%p). (7.6)

Oft nennt man a auch Vernichtungsoperator und a' Erzeugungsoperator. Die Namen fiir
diese Operatoren werden im Verlauf der folgenden Untersuchungen einen Sinn erhalten.
Da Orts- und Impulsoperator nicht kommutieren, [z, p| = A, kommutieren auch Absteige-

A. Wipf, Quantenmechanik I
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und Aufsteigeoperator nicht:

[a,a'] = [ax + Z'L, ar — L]

. .

- 2h

Natiirlich vertauschen a und a' mit sich selbst. Wir fassen die wichtigen Vertauschungre-
lationen fiir Absteige- und Aufsteigeoperator zusammen,

[a,a) = [a",a'] =0 | [a,a']=1. (7.7)

Da weiterhin

. . 2 .
tg — P 0 N a
a'a (asc 2ha) (ozx+ 2ha) a‘z” + (Oha)? + 2h[x,p]

gilt, kann der Hamilton-Operator durch afa ausgedriickt werden
H=hw(dla+3) =hw(N+3). (7.8)

Der Operator N = a'a heifit Besetzungszahloperator. Offensichtlich ist er hermitsch und
nicht-negativ,

0 < (ap|ay) = (Y|N]y).

Im folgenden werden wir die Eigenwerte und Eigenfunktionen von N, und damit auch von
H, mit algebraischen Methoden bestimmen.

7.1.1 Energien und Eigenfunktionen

Wir wollen das Spektrum (die moglichen Eigenwerte E, von H) nur mit Hilfe der alge-
braischen Beziehungen (7.7) und (7.8) finden, ohne dabei die spezielle Darstellung (7.6)
zu benutzen. Lost man sich namlich von dieser Darstellung, dann kann man die folgenden
Resultate zum Beispiel auf die Erzeugung und Vernichtung von Phononen oder Photonen
iibertragen.

Der Zustand mit kleinster Energie, der Grundzustand des harmonischen Oszillators,
muk offensichtlich minimales N haben. Nehmen wir nun an |n) sei Eigenzustand des
hermiteschen und nicht-negativen Operators N,

N|n) = ay|n), wobei a, >0 sein muk.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Die Eigenwerte des Besetzungszahloperators N nennt man Besetzungszahlen. Also hat
|n) die Besetzungszahl a,,. Wegen

[N,d'] = a'aa’ — a'a’a = a'[a,a’] = o

[N,a] = a'aa —aa'a = [a',ala = —a (7.9)
haben af|n) und a|n) die Besetzungszahlen a,, + 1 und a, — 1:

Nda'|n) = a'(N + 1)|n) = (a, + 1)a’|n)

Nal|n) = a(N —1)|n) = (a, — 1)a|n).
a' erhoht und a erniedrigt die Besetzungszahl um Eins. Entsprechend findet man, dass
a'? die Besetzungszahl um p erhéht und a? sie um p erniedrigt.

Wir wollen zuerst die Frage nach dem kleinsten Figenwert von N beantworten. Wegen
(anlan) = (n|N|n) = an(n|n)

ist fiir a,, # 0 mit |n) auch a|n) ungleich dem Nullvektor. Deshalb ist mit a,, # 0 auch a,,—1
Eigenwert von N. Da die Eigenwerte von N aber nicht negativ sind, muf a, € Ny gelten
und deshalb ist der kleinste Eigenwert von NV gleich 0 ist. Der entsprechende Eigenvektor
|0) wird von @ annihiliert,

N|0) = 0 <= a|0) = 0. (7.10)

Damit wire gezeigt, dass |n) ~ a™]0) der Eigenzustand von N mit Besetzungszahl a,, = n
ist. Die Eigenwerte von N sind also die natiirlichen Zahlen Nj.

Es habe nun |n — 1) die Norm 1. Wir wollen den Koeffizienten 3 in |n) = Ba'ln — 1)
so bestimmen, dass auch |n) auf Eins normiert ist:

1= (nn) = |6)>(n —1]aal|n —1)
= |8 (n = 1|(N+1)|n — 1) = n|B[*.

Ist der Grundzustand |0) auf Eins normiert, dann sind die angeregten Zusténde

1 1 1
_ T — 12 — — n
n) = a'ln—1) = a“in=2)=...= a' |0 7.11
ebenfalls auf Eins normiert. Insbesondere sind die Eigenwerte n =0,1,2,... von N nach

oben unbeschrdinkt. Diese Eigenwerte konnen nicht entartet sein. Wiare n namlich entartet,

A. Wipf, Quantenmechanik I
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so gidbe es mindestens zwei unabhéngige Zustidnde

1 1 ~
— tn S\ n
n)y=——a'"l0) und |n)=——a""|0),
) = =0} und () = —=a"[0)
die aus zwei verschiedenen Zustdnden mit Besetzungszahl 0 durch n-malige Wirkung des
Erzeugungsoperators gewonnen wiirden. Wir haben aber bereits gezeigt, dass

al0) =0 und al0) =0

gelten mufk. Wir werden unten beweisen, dass es nur einen Zustand |0) gibt, der von a
annihiliert wird. Also sind die Eigenwerte von N nicht entartet. Wir fassen zusammen:

e Die Eigenwerte von N sind {0, 1,2, ...} und sie sind nicht entartet. Die zugehdrigen
orthonormierten Figenfunktionen kénnen nach (7.11) durch mehrfaches Anwenden
von a' auf den Zustand |0) mit Besetzungszahl 0 erzeugt werden.

Mit dem Spektrum des Besetzungszahloperators kennen wir mit (7.8) auch die Energie-
eigenwerte

Hln) = E,|n) , E,=hw(n+3). (7.12)

Die Operatoren a' und a erhéhen und erniedrigen die Energie um je eine Einheit Aw. Das
Spektrum des harmonischen Oszillators ist dquidistant und a steigt im Spektrum auf und
a steigt ab.

Zur expliziten Konstruktion der Eigenfunktion im Ortsraum, ¢,(x) = (z|n) kehren
wir zur Ortsdarstellung (7.6) fiir den Absteige- und Aufsteigeoperator zuriick. In dieser
Darstellung ist p = ?QE und die Gleichung aiy = 0 fiir den Grundzustand lautet

ahy = <a:)3 + %&C)wo =0.

Die Losung dieser Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Gaufsche Funktion

20&2 1/4 — o222 2 mw
Yo(z) = o € ) o = o (7.13)

und die Eindeutigkeit der Losung impliziert, dass der Grundzustand |0) des harmonischen
Ostzillators eindeutig ist. Die angeregten Zustinde konnen aus

Yn(x) = %(QT)M/JO(‘@) — \/% <%> 1/4 (aa? B %&C)n —ala?

A. Wipf, Quantenmechanik I
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berechnet werden. Zum Beispiel findet man fiir den ersten angeregten Zustand

Y1 () = @ZB ~ o ().

Die hoheren angeregten Zusténde 1, sind proportional zum Grundzustand, multipliziert
mit dem Hermite-Polynom H,(§) vom Grade n,

mw

Un(z) = <7rh>1/4 \/%Hn (x@am) e (7.14)

Die Hermite-Polynome H,, der

niedrigsten Ordnungen lauten

|9 ?
Hy(¢) = 1 n=0
Hy(§) = 2¢ n=1
Hy(€) = 4€6% -2 n=2
2(§) 53 >
H3(§) = 86" —12¢
Hy(€) = 166% — 48¢% + 12
H5(&) = 326° — 160€% 4 120¢ .
In der Abbildung sind die Wahrscheinlichkeitsdichten
11 .
wa(x) = [thn()|? H ()™

a 2l

fiir die Zustdnde mit den 3 kleinsten Energien geplottet. Als angepasste Lingeneinheit
wurde die Wurzel von //mw gewéhlt. Nach Konstruktion bilden die 1), ein vollstédndiges
orthonormiertes Funktionensystem,

(,QZ)rw wm) = 5nm~

Es ist kein Zufall, dass 1, fiir (un)gerades n eine (un)gerade Funktion ist. Wir werden
diesen Sachverhalt spéter fiir die allgemeine Schrodingergleichung diskutieren.

Die Losungen des dreidimensionalen Oszillators (7.3) sind nun einfach Produkte der
Losungen (7.14) des eindimensionalen Oszillatoren,

77Z)TL17TL2,713 (J:) = Yn, (xl)wnz (1'2)77/)% (Ig)a
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mit den Eigenfunktionenen 1, (z*) in (7.14), wobei allerdings die Ersetzungen n —
ni, T — o', w — w; vorzunehmen sind. Die zugehdrigen Energieeigenwerte sind die Summe
der entsprechenden Energien der drei 1-dimensionalen Oszillatoren,

3
By mams = hzwi(ni + %)

1=1

7.1.2 Interpretationen

In diesem Abschnitt werden wir die gewonnen Resultate interpretieren und weiter ergin-
zen. Zuerst invertieren wir die Beziehungen (7.6) um den Orts- und Impulsoperator durch
den Auf- und den Absteigeoperator auszudriicken,

1
xr = 2—(@T +a) und p=iha(a’ —a). (7.15)

a
Damit lassen sich die Erwartungswerte von Ort und Impuls in den Energie-Eigenzu-
stdnden |n) in einfacher Weise bestimmen. Dazu wollen wir uns etwas genauer anschauen,
wie Auf- und Absteigeoperator auf die normierten |n) wirken. In (7.11) haben wir bereits

a'ln)y =vn+1|n+1)

abgeleitet. Um die Wirkung von a auf |n) zu berechnen, multiplizieren wir beide Seiten
dieser Gleichung (wobei wir n durch n—1 ersetzen) mit dem Absteigeoperator: aa’|n—1) =
vnaln). Da aa’ = a'a+ 1= N + 1 ist, fiihrt diese Relation auf

aln) = v/nin —1).
Also noch einmal zusammengefasst:
a'ln)=vn+1|ln+1) und aln)=+nn—1). (7.16)

Da Ort und Impuls linear von a und a' abhiingen, sind z|n) und p|n) Linearkombinatio-
nen von |n — 1) und |n + 1). Die Eigenzustinde |n) bilden ein Orthonormalsystem und
deshalb stehen z|n) und p|n) senkrecht auf |n). Mit anderen Worten, in allen Energie-
Eigenzustinden sitzt ruht der Oszillator im Mittel am Ursprung und hat einen verschwin-
denden mittleren Impuls, (n|z|n) = (n|p|n) = 0. Nun wollen wir noch die mittleren
Schwankungen von Ort und Impuls bestimmen. Wegen

h
2 = (aTaT +aa+a'a + aaT)
2mw
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hmw
p2 = — 5 (aTaT +aa—a'a — aaT)

finden wir folgenden Erwartungswert fiir 22 im n’ten angeregten Zustand,

(nla?ln) = 2 —{nl(ala + aa') )

= %(n\@]\f—k 1)n) = % (n+ %)

und ganz analog
o\ hmw i i 5 1
(n|p*n) = T(n\(aa + aa')|n) = himw (n+ 3) .

Da die Mittelwerte von x und p verschwinden, sind dies genau die Schwankungsquadrate
von Orts- und Impulsoperator im Zustand |n). Thr Produkt ist

(n|(Az)?|n) (n](Ap)*|n) = b (n+1)* > n=01,2,... (7.17)

h2
Z>
Im Grundzustand hat der Oszillators das nach der Unschérferelation kleinstmdogliche Pro-
dukt der Unschérfen, Az - Ap = A/2. Mit wachsender Energie des Zustandes nimmt das
Produkt der Unschérfen jedoch zu, fiir groke Energien proportional zu n.

Uminterpretation: Im harmonischen Potential haben zwei benachbarte Energiewer-
te den Abstand hw, wobei w die Kreisfrequenz der klassischen Schwingungsbewegung
ist. Deswegen konnen wir das System im Zustand |n) als Anregung von n gleichartigen
Schwingungsquanten, jedes mit Energie hw, interpretieren. Dann wird N zum Teilchen-
zahloperator, da er die Quanten zihlt. Wegen a'|n) ~ |n+ 1) erzeugt a' einen Quant und
wegen a|n) ~ |n—1) vernichtet a einen Quant. Deshalb werden a und a auch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren genannt.

Diese Interpretation wird benutzt zur Beschreibung der Schwingungsbewegung der
atomaren Bausteine in Molekiilen, der Gitteratome in Kristallen und bei der Quantisie-
rung des freien elektromagnetischen Feldes. In allen drei Fillen basiert die Beschreibung
auf Systemen ungekoppelter, eindimensionaler harmonischer Oszillatoren, die im Allge-
meinen verschiedene Frequenzen haben. Bei der Diskussion der Hohlraumstrahlung haben
wir dies explizit gesehen. Die durch af,a erzeugten bzw. vernichteten Quanten sind die
Molekiil-Schwingungsquanten, die Phononen und beim Strahlungsfeld die Photonen.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Niitzliche Formeln: Folgende Formeln sind bei der Behandlung von harmonischen
Osrzillatoren hilfreich:

[N,a"] = —pa?, [N,a') = pa'?, [a,a""] = na' =Y.

Sie konnen miihelos aus [a,a’] = 1 und der Definition N = a'a induktiv bewiesen werden.

7.2 Koharente Zustande

Durch Uberlagerung von Eigenfunktionen kénnen Zustinde konstruiert werden, fiir die
der mittlere Ort und Impuls die klassische Bewegung des Oszillators vollfiihren. Solche
kohdrenten Zustdnde bilden die Briicke zwischen der klassischen Mechanik und der Quan-
tenmechanik. Sie wurden bereits von E. SCHRODINGER zu Beginn der Wellenmechanik
eingefithrt [45]. In der zitierten Arbeit untersuchte er nicht-zerfliekende Wellenpakete.
Kohérente Zustédnde haben diese interessante Eigenschaft.

Wir haben gesehen, dass im Grundzustand das Produkt aus Orts- und Impulsunschérfe
minimal ist. Dies gilt auch, wenn wir die Wellenfunktion im Ortsraum verschieben, d.h.

Ve(x) =tho (x —20),  E=ame= 1/%560- (7.18)

Die Zustande 1¢ nennt man kohdrent, und die Eigenschaften dieser Zustdnde wollen wir

fiir

nun untersuchen. Nach der Formel (3.54) verschiebt der unitire Operator exp(inp/h) das
Argument einer Wellenfunktion um 7, und wir konnen deshalb schreiben

(7.15)

V() = e Mg () V= e g (), (7.19)

Wir benutzen die Baker-Campbell-Hausdorff- Formel' zur Umformung des auf den Grund-
zustand wirkenden unitiren Operators. Wegen [a,a’] = 1 gilt nimlich

gfal—€a _ o—€2/2 6ot~

und da a den Grundzustand annihiliert, ist exp(—&a)wy = 1ho und (7.19) vereinfacht sich

zu

be(w) = e € 2es g ().

siehe z.B. mein Mechanik Skript

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Wir 16sen uns nun von der Ortsdarstellung und wechseln zur Diracschen Schreibweise. Die
kohérenten Zustdnde werden mit |£) bezeichnet und haben die Ortsdarstellung (z|¢) =
Ye(x). Erlauben wir noch komplexe Parameter £ in den kohérenten Zustanden, so lauten
diese

€)= e P28 |y, (7.20)

Diese Zustiande sind Eigenzustdnde des nicht-hermiteschen Absteigeoperators. Dies zeigt
man am schnellsten mit Hilfe der Formel

2
e ae™ = a —ylat, a] + %[CLT, [a',a]] +...=a+7 (7.21)

wie folgt,
al) = e 12 (0 + £)[0) = €]¢). (7.22)

Der Eigenwert von |{) ist also gleich dem Parameter £. Entwickeln wir nun die Exponenti-
alfunktion in (7.20) und machen Gebrauch von der Darstellung (7.11) fiir die angeregten
Zusténde des Oszillators, so erhalten wir

—M/z§:vr4n (7.23)

Die kohiirenten Zustinde sind eine Uberlagerung unendlich vieler Energie-Eigenzustinde.

Nun ist es relativ einfach, diejenige Losung der zeitabhingigen Schrodingergleichung
anzugeben, die zur Zeit ¢t = 0 gleich dem kohérenten Zustand |£) ist. Wir brauchen nur
die bekannte Zeitabhéngigkeit der Energie-Eigenzusténde in (7.23) einzusetzen,

— o lE?/2 OO é-—n _iBnt/n _ZWt/2 P2 zwt
90 = 1605 S may = ot (e ET )

Der Ausdruck zwischen den Klammern ist offensichtlich wieder ein kohérenter Zustand,
allerdings mit zeitabhiingigem Parameter £(t) = e~“!£(t). Ein anféinglich kohirenter Zu-
stand bleibt also zu allen Zeiten kohérent,

(1) = e “2le(t)),  £() = (7.24)

Die Wellenfunktion und zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum haben damit
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die folgende Zeitentwicklung,

be(t,x) = (z|&(t)) = e 2y (& — ")
W&(taiﬂ)lz = Wo(l' - :E(t)) }2, :E(t) = Ty coswt.

Diese lisst eine einfache Deutung zu: das anfénglich verschobene Gaufssche Wellenpaket
schwingt harmonisch um den Koordinatenursprung.

7.2.1 Erwartungswerte und Unscharfen

Bei der Berechnung von Erwartungswerten im kohédrenten Zustand |£) benutzt man, dass
al¢) = £|€) gilt. Deshalb findet man fiir den mittleren Ort des Oszillators

(ahe = (elele) 2 - el(a" + a)lé) = e,

und fiir den mittleren Impuls

(e = {€lple) 2 inalela’  a)le) = "

Im letzten Schritt setzten wir fiir o die Definition (7.6) ein. Ein anfénglich kohérenter
Zustand mit Parameter £ entwickelt sich mit der Zeit in einen kohdrenten Zustand mit
Parameter £(¢) in (7.24) und wir finden fiir die Zeitabhéngigkeit des mittleren Ortes und
Impulses

()e(t) = x(t) = xgcoswt und (p)e(t) = —mwrg sinwt = ma(t). (7.25)

Nicht unerwartet ist der mittlere Ort gleich dem Maximum der Wahrscheinlichkeitdichte
im Ortsraum. Er beschreibt die klassische Schwingungsbewegung des harmonischen Oszil-
lators mit Amplitude zy und Kreisfrequenz w. Analog berechnen sich nun mit aa’ +afa =
2a'a + 1 die Erwartungswerte von 22 und p? im kohérenten Zustand,
(2%)e = 1 (a”+2ata+a* + 1), = N (z)?
T 4a? £ (2a)? ¢
2
(p*)e = —(ha)*(a” = 2a'a +a® — 1), = (ha)* + (p),. (7.26)
Die Zeitentwicklung dieser Erwartungswerte erhélt man wieder, wenn man & durch £(t)

aus (7.24) ersetzt. Insbesondere sind fiir die Erwartungswerte rechts das Quadrat der
Mittelwerte (7.25) einzusetzen.
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Im Gegensatz zum mittleren Ort und mittleren Impuls sind Orts- und Impulsunschéarfe
zeitunabhéngig,

(Aa)), = —5 — Ar =/

<(Ap)2>5 = R’a® = Ap =/ @ (7.27)

Die kohdrenten Zusténde zerflieken also weder im Orts- noch im Impulsraum. Das Produkt
der Orts- und Impulsunschérfe ist so klein, wie es nach der Unschérferelation nur sein kann,
h2

(A)%)e - ((Ap)*)e = - (7.28)

Zusammenfassend haben unsere Rechnungen gezeigt, dass die Wellenfunktion ¢ ei-
ne Schwingung mit Kreisfrequenz w und Amplitude xg um den Ursprung beschreibt und
dass sich dabei die Orts- und Impulsunscharfen nicht dndern. Der Zustand ist das quan-
tenmechanische Analogon des schwingenden Massenpunktes der klassischen Mechanik.
Der zusammengesetzte Zustand |€) verdient in der Tat den Namen kohédrenter Zustand.
Betrachten wir zum Beispiel einen makroskopischen Oszillator mit m = 1kg und einer
Schwingungsdauer von 7" = 0.63s. Dies entspricht etwa der Periode eines Pendels der
Linge 10 cm im Erdfeld. Der Oszillator hat o ~ 2 - 10 cm ™! und

Az ~2-100%m sowie Ap~2-10""kgm/s.

Seine Ortsunschérfe ist also etwa drei Grofenordnungen kleiner als ein durchschnittlicher
Kerndurchmesser. Auf eine derartige Genauigkeit kann man keine makroskopische Lénge
messen. Fiir die Beschreibung eines makroskopischen Oszillators sind die Gesetze der
klassischen Mechanik also mehr als ausreichend.

Jeder kohédrente Zustand ist eine Superposition von unendlich vielen Eigenzustéinden
|n). Daher ist weder die Teilchenzahl N noch die Energie in einem kohérenten Zustand
scharf. Die Wahrscheinlichkeit, mit der man den Zustand |n) im koh#renten Zustand
antrifft, ist durch das Betragsquadrat der Koeffizienten «,, in der Entwicklung (7.23)
gegeben,

g
anf? = [{pI€)P = B e = 3 T fan P = 1.

Diese Gleichung zeigt, dass der Anteil des Zustandes |n) mit n Quanten im kohédrenten
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S5

Abbildung 7.1: Die Bewegung des Wellenpakets kann mit der Zeitabhangigkeit des Erwar-
tungswertes der Koordinate samt ihrer Unscharfe veranschaulicht werden. Fiir kohérente
Zustande ist die Unschérfe zeitunabhangig.

Zustand |£) durch eine Poisson- Verteilung gegeben ist. Aus der erzeugenden Funktion

F(z) = <62N>§ _ Z |an|2ezn — 6_& Z (é;f')nezn — %

findet man die mittlere Besetzungszahl als erste Ableitung nach dem Parameter z,

(N)e = nlan|* = F'(0) = &.

Das mittlere Quadrat der Besetzungszahl ist gleich der zweiten Ableitung am Ursprung,

(N?)e = F"(0) = € + (66)* = (N)e + (N)Z.

Die Unschérfe der Besetzungszahl N im kohérenten Zustand |£) ist nach Definition

AN = \[(N2)e = (N)2 = /{N)e = . (7.29)
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und ist dquivalent zu folgender Energieunschérfe

AE = hwAN = hwy/(N)e.

Aus (7.27,7.29) entnehmen wir, dass

1 Ar 1, 1)
AN - Ax = - d —=—-(N
T =50 un o 2( e
gelten, eine fiir kohirente Zustinde charakteristische Form der Unschéirferelationen. Um
das Teilchen im Ortsraum zu lokalisieren, braucht man grofte Besetzungszahlen.

Zwei kohdrente Zustinde sind niemals orthogonal,
<£‘£/> = /7\;0(1‘ - 1’0)1/10(.]7 - 'TE)) = 6_(5_£/)2/27 g = Xy, 5/ = 041'6.

Fiir eine groke Differenz der Parameter ¢ und & wird der Uberlapp aber beliebig klein.
Dann sind die entsprechenden kohirenten Zustinde in guter Naherung orthogonal.

Die kohédrenten Zustinde |£) sind ein Spezialfall der allgemeineren gequetschten Zu-
stinde. Zur Zeit t = 0 hat die Wellenfunktion eines gequetschten Zustandes [£, 5) im
Ortsraum ebenfalls eine Gaufsche Form,

e p(0,7) = (x[¢, B) =~ 7P o),

Ahnlich wie fiir kohéirente Zustinde kann man die Losungen Ve p(t, x) der zeitabhdngigen
Schrodingergleichung explizit berechnen. Wie fiir die kohérenten Zustidnde ist AxAp =
h/2 minimal. Allerdings sind Az und Ap zeitabhéngig. Zu gewissen Zeiten ist die Ortsun-
schérfe sehr klein (und entsprechend die Impulsunschérfe grof) und zu anderen Zeiten ist
die Impulsunschérfe sehr klein (und entsprechend die Ortsunschérfe grofs). Gequetschte
Zusténde finden sich zuerst in den Arbeiten [44]. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion die-
ser interessanten Zusténde des harmonischen Oszillators verweise ich auf [46] oder die
Lehrbiicher iiber Quantenoptik.
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