Kapitel 5
Zeitentwicklung und Bilder

Zeit ist, was verhindert, dass alles auf einmal passiert!

John A. Wheeler

Durch Messungen eines vollstdndigen Satzes vertriglicher Observablen sei ein reiner Zu-
stand [1(to)) zur Zeit to prépariert. Wird das System nicht durch weitere Messungen
oder andere dufsere Einfliisse gestort, dann ist seine Zeitentwicklung durch die lineare
Schrédingergleichung bestimmt,

d
i) = Hlv) (5.1)

Der Zustandsvektor zu spéteren Zeiten hingt offensichtlich linear vom anfinglichen Zu-
standsvektor [¢(to)) ab,

(1)) = U(t, to)[¢(to))- (5.2)

Der Operator U(t, tg) ist von fundamentaler Bedeutung, denn er enthélt die ganze Dyna-
mik des Quantensystems: Wenn man weifs, wie sich der Zustand im Lauf der Zeit &dndert,
so versteht man das betrachtete System offenbar vollstindig. Man iiberldsst das System
zur Anfangszeit ¢, sich selbst, wartet dann (unbeteiligt) bis ¢ und sieht dann nach, was
daraus geworden ist.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist es unumganglich, dass die Norm eines
Zustandes zeitlich konstant ist,

(W) = (¥(to)[¥(t)), (53)

und wir erwarten, dass der Zeitentwicklungs-Operator U (auch Evolutionsoperator oder
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Propagator genannt) unitér sein sollte,
Ul(t, to) = U (2, to). (5.4)

Warten wir von ¢y bis ¢t; und dann von ¢; bis ¢, so ist dies offensichtlich gleichbedeutend
damit, dass wir von ¢y bis ¢ warten,

U(t, t1) U(ty,to) = U(t, to). (5.5)
Wenn wir gar nicht warten, so dndert sich das System nicht,
Ulto, to) = 1. (5.6)
Die beiden letzten Bedingungen lassen sich wie folgt zusammenfassen:
Ul(t,to) = Ut (tg, t). (5.7)

Im folgenden Abschnitt werden wir den Zusammenhang zwischen dem selbstadjungierten
Hamilton-Operator H und dem unitiren Entwicklungs-Operator U(¢,ty) herstellen.

5.1 Dysons Losung der Schrodingergleichung

Setzen wir (5.2) in die zeitabhéngige Schrodingergleichung (5.1) ein, so erhalten wir fol-
gende Gleichung fiir den Zeitentwicklungs-Operator

d
ih=U(t,to) = HOU(t, o). (5.8)

Diese lésst sich mit der Anfangsbedingung (5.6) formal integrieren
t
1
Ult,tg) =1+ g /dtlH(tl)U(tl,to). (5.9)
to

Diese Volterrasche Integralgleichung zweiter Art l6sen wir mittels Iteration. Setzen wir
fiir U(ty,to) auf der rechten Seite wiederum (5.9) ein, so folgt

g

to

t t t1
1 1
to to
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Dies lasst sich offenbar fortsetzen und fiihrt schliefflich auf die von Neumannsche Reihe

Ult.ty) = 1+ U™ (tt) mit
n=1

n—1

U™ (1 t,) = (z’;)n / dt, / dts ... / A HE)H(E) . H(t).  (5.10)

0

Es ergibt sich eine formale Potenzreihe in H. U™ ist die Korrektur n-ter Ordnung in H
zur tiefsten Approximation U©® = 1. Im Ausdruck fiir U™ ist auf die Zeitordnung zu
achten, da zeitabhéngige Hamilton-Operatoren zu verschiedenen Zeitpunkten im Allge-
meinen nicht vertauschen. Der Operator zur frithesten Zeit steht rechts, der zur spitesten
Zeit links.

Zur weiteren Umformung des Zeitentwicklungsoperators fithren wir den Zeitordnungs-
operator ein:

rlaeose) = { i)t . an

Die Zeitordnung des Produktes von mehr als zwei Operatoren wird analog definiert: Der
Operator zur spitesten Zeit steht links, der zur zweitspéitesten Zeit rechts daneben usw.
und der Operator zur friithsten Zeit steht ganz rechts. Wegen

dty ... dt H(t) - H(t)

t>t1>.. >ty >t

_ / oy o H(tony) -~ Hltoim)
1>t5(1)>. -t (n)>to
_ / dtor) - . Aty T (H(t1) .. H(t,))

t1>t5(1)>. b (n)>to

fiir jede Permutation o der Indizes 1,...,n erhdlt man nach Summation iiber alle Permu-
tationen die Dyson-Reihe

/ dtydty . dtyT (H(E)H () . H(b)). (5.12)

to

n 1
Ut to) = i

Setzt man dieses Ergebnis in (5.10) ein, so resultiert die kompakte Darstellung des Zeit-
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entwicklungsoperators im Schrodinger-Bild:

t

Ut o) = T exp (- % / dt’H(t’)). (5.13)

to

Dieses Resultat fiir U(t, ) ist sehr niitzlich, wenn man die Anderung von Zusténden unter
zeitabhéngigen Storungen untersucht. Fiir konkrete Anwendungen benutzt man allerdings
nicht diese elegante Form, sondern die Dysonreihe (5.10). Fiir konservative Systeme ist H
zeitunabhéngig und

U(t, to) = €_iH(t_t0)/h = U(t — to) (514)

hangt nur von der Zeitdifferenz ¢t —ty ab. Fiir jeden selbstadjungierten Hamilton-Operator
ist der Evolutionsoperator offensichtlich unitar.

Bei vielen Anwendungen mit zeitunabhéngigem H geht man wie folgt vor um die
explizite Zeitabhéngigkeit zu finden. Man entwickelt den Anfangszustand |¢(0)) nach den
Eigenzustéinden |n) des Hamilton-Operators,

[(0) = aun),  Hln) = Eqln). (5.15)

Dann lautet die Losung der Schrédingergleichung
() =)o e M ). (5.16)

Dies bedeutet, dass der Evolutionsoperator folgende Spektraldarstellung hat,

Ulty=>Y e ™p, P, =n)nl|. (5.17)

Man beweist leicht, dass der Zustand (5.16) die Schrodingergleichung (5.1) erfiillt und fiir
t = 0 gleich dem Anfangszustand ist. Ist insbesonders [¢)(0)) ein Eigenzustand von H zur
Energie E, dann ist

(t) = e "F7 4(0)). (5.18)

Die Multiplikation eine Vektors mit einer Zahl dndert den durch den Vektor repréisentier-
ten Zustand nicht. Ist ein konservatives System in einem Eigenzustand der Energie, so
andert sich dieser Zustand unter der Zeitevolution nicht.
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5.2 Die Bilder der Quantenmechanik

Bisher haben wir ausschlieflich im sogenannten Schrédinger-Bild gearbeitet, in dem die
Zustandsvektoren zeitabhéingig und die den Observablen entsprechenden Operatoren (ge-
nerisch) zeitunabhingig sind. Wir kénnen mit Hilfe einer zeitabhiingigen unitiren Ahn-
lichkeitstransformation die Zeitentwicklung von den Zustandsvektoren auf die Operatoren
iiberwélzen.

5.2.1 Der Ubergang vom Schrédinger- zum Heisenbergbild

Der Erwartungswert einer Observablen beziehungsweise des entsprechenden Operators A
andert sich mit der Zeit geméls

(A)(t) = (L) Al (1)). (5.19)

Die Zeitabhéngigkeit riihrt von der Evolution des Zustandsvektors. Wir setzen dessen
Zeitentwicklung (5.2) ein und finden

(A)(t) = (U(t, to)v(to) AU (t, to)b(to)) = (W (to)|UT (L, to) AU (L, to)[¥(to))-

Definieren wir nun den zeitabhdingigen Operator Ay (t) und den zeitunabhdngigen Zustand
|g) geméafs

Au(t) = Ut ) AUt to)
) = U'(tto)|e(t) = |(to)), (5.20)

dann schreibt sich der Erwartungswert wie folgt,
(A)(t) = (DulAu(t)[n)- (5.21)
Die Umkehrung von (5.20) lautet

A = Ut ty)Ag(t)U'(t, 1)
[W(t)) = Ut to)|vn). (5.22)

In (5.21) haben wir die Zeitabhéingigkeit von Erwartungswerten auf die Zeitentwicklung
der Operatoren Ag(t) zuriickgefiithrt. Diese neue Art die Zeitentwicklung zu betrachten,
heifst das Heisenberg-Bild. In diesem Bild sind also die Zustandsvektoren zeitunabhén-
gig und die Operatoren zeitabhingig. In dem betrachteten Schridinger-Bild sind dagegen
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die Zustidnde zeitabhéngig und die Operatoren zeitunabhédngig. Man kann entweder ver-
suchen, die Zeitabhingigkeit der Zustédnde im Schrédinger-Bild oder der Operatoren im
Heisenberg-Bild zu 16sen. Zur anfinglichen Zeit ¢y stimmen die Zustédnde und Operatoren
in beiden Bildern iiberein.

Beim Ubergang vom Schrédinger- zum Heisenberg-Bild ist die Formel

(f(A,B,..)y = f(Au,Bu,...) (5.23)

sehr niitzlich. Wegen UUT = 1 gilt sie offensichtlich fiir alle Monome eines Operators,
(A" = UTA"U = UTAUUTA - - - AUTUAU' = (UTAU)" = (An)",

und ebenso fiir Monome A"B™ ... und damit fiir alle Polynome in A, B, .... Aber sie gilt
auch fiir allgemeine Funktionen der Operatoren A, B, .... Insbesonder fiir Kommutator
zweier Operatoren gilt

[A, Blu = [An, Bul. (5.24)

Ist [A, B] proportional dem Einheitsoperator, dann ist [Ay, By| = [A, B]. Kommutieren
zwel Operatoren im Schrédinger-Bild dann kommutieren sie auch im Heisenberg-Bild und
umgekehrt.

5.2.2 Heisenberg-Gleichung und Ehrenfest-Theorem

Im Heisenberg-Bild sind die Operatoren zeitabhingig und gehorchen einer Differential-
gleichung erster Ordnung in der Zeit. Diese Bewegungsgleichung fiir Operatoren ersetzt
die Schrédingergleichung fiir Zustandsvektoren im Schrédinger-Bild. Um sie abzuleiten,
benétigen wir die Zeitableitung des zu U inversen oder adjungierten Operators. Sie folgt
aus

%(UT(t, to)Ul(t,t0)) = 0= U'(t,t0)U(t, to) + UT(t,t0)U(t, to),

durch Aufldsung nach Ut. Es ergibt sich folgende Zeitableitung von Ay

dA(t)
dt

. A )
ih = —hUTUUAU + z'hUTaa—tU + ihUTAU,
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wobei wir eine explizite Zeitabhingigkeit von A im Schrodinger-Bild erlauben. Zum Bei-
spiel ist A = p - t explizit zeitabhéngig. Mit Hilfe von (5.8) folgt dann

dAy(t
z‘hTZU = —UTHUUTAU +ihUT A, U + UTAUUTHU,

also die Heisenberg-Gleichung fiir Operatoren,

m%i(t) = [Ap(t), Hy ()] + ih(Ay ). (5.25)

Kommutiert ein Operator A (der im Schrodinger-Bild nicht explizit von der Zeit abhénge)
mit dem Hamilton-Operator, [A, H] = 0 = [Ay, Hy|, dann ist die zu A gehorende Obser-
vable eine Konstante der Bewegung und alle Erwartungswerte von A sind zeitunabhéngig,

d 1 .
Fiir ein konservatives System vertauscht der zeitunabhingige Hamilton-Operator mit

[ — e—iH(t—to)/n

und deshalb ist Hy = UTHU = H zeitunabhingig. Konservative Systeme haben eine
erhaltene Energie.

Beispiel: Wir betrachten das Potentialproblem
H = p_2 +V(x) (5.27)
2m
mit zeitunabhédngigem Potential. Wir transformieren ins Heisenberg-Bild

1 2
H

wobei wir von (5.23) Gebrauch machten. Um die Notation zu vereinfachen, werden wir
die Zeitabhingigkeit der Operatoren im Heisenberg-Bild nicht mehr explizit schreiben.
Fiir das betrachtete konservative System ist Hy = H zeitunabhéngig. Wegen (5.24) kom-

mutieren zy und V(zy) und es ist [z;5,pju] = ihd;;1. Mit der Derivationsregel folgt
dann

P} PH

2m m
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und damit lautet die Heisenbergsche Bewegungsgleichung (5.25) fiir den Ortsoperator

dzy _ 1
dt

JfH,HH} = be

E[ = (5.29)

eine aus der klassischen Hamiltonschen Mechanik wohlbekannte Beziehung. Da zy und
py die gleichen Vertauschungsregeln wie & und p erfiillen, ist

[pu,V(zw)| = —ihVV (zy),

und der Impulsoperator im Heisenberg-Bild gehorcht der Bewegungsgleichung

dpgt(t) _ %[pH,HH} = —VV(zn). (5.30)

Wir konnen den Ausdruck —VV (zy) auf der rechten Seite als den auf das Teilchen wir-
kenden Kraftoperator interpretieren. In (5.29) und (5.30) erkennen wir die klassischen
Bewegungsgleichungen fiir die kanonisch konjugierten Variablen Ort und Impuls.

Da im Heisenberg-Bild die Zusténde zeitunabhéngig sind, erfiillen die mittlere Position
und der mittlere Impuls eines Teilchens die Bewegungsgleichungen

d 1

E(zH): (pg) und i(pH):—<VV(:BH)>, (EHRENFEST) (5.31)

dt

m
wobei (Ag) = (Vg|Ag|ty) den Erwartungswert von Ay in irgendeinem Zustand bezeich-
net. Die Gleichungen (5.31) bedeuten, dass die Mittelwerte im Wesentlichen die klassi-
schen Hamiltonschen Bewegungsgleichungen erfiillen. Diese Eigenschaft der Mittelwer-
te wurde von EHRENFEST abgeleitet und heisst entsprechend FEhrenfest- Theorem. Wire
(VV(zg)) = VV({zy)), dann wiirden die Erwartungswerte genau die klassischen Hamil-
tonschen Bewegungsgleichung erfiillen. Aber die Differenz

(VV(z)) — VV ((zn)) (5.32)

verschwindet nur fiir sehr einfache Systeme, wie zum Beispiel den harmonischen Oszillator.

5.2.3 Das Wechselwirkungsbild und die Streumatrix
Wir zerlegen den Hamilton-Operator im Schrodinger-Bild geméfs

H=Hy+V, (5.33)
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wobei in vielen Anwendungen Hy der Hamilton-Operator des ungestoérten Systems und V'
eine kleine Storung ist. Oft ist auch H der vollstindige Hamilton-Operator eines Systems
und Hj ein einfaches (moglicherweise unrealistisches) Modell nahe H. Die Dynamik des
zeitunabhéngigen Modell-Hamilton-Operators Hy sei losbar. Im Gegensatz zu Hy kann V'
von der Zeit abhéngen.

Da V klein sein soll, kommt der grofste Anteil der Zeitentwicklung, die im Schrédinger-
Bild durch die Schrédingergleichung

L) = (Ho+ V)I(0) (5:34)

bestimmt ist, von Hy. Wir wollen die entsprechende Zeitabhingigkeit in den Zustdnden
abspalten

[w (8)) = e TNy t)) = U(t — to) (1)) (5.35)

Damit die Erwartungswerte dieselben bleiben, miissen die Operatoren entsprechend trans-
formiert werden

Ay (t) = Ul (t — to) AU (t — t). (5.36)

Insbesondere ist Hoy (t) = Hy zeitunabhéngig. Fiir ¢t =t stimmen die Zustandsvektoren
und Operatoren im Schrédinger- und Wechselwirkungsbild iiberein. Ahnlich wie oben
zeigt man leicht, dass

P2 — 1y, Aw] + (A dw
ih 5 ) = Vielow) (5.37

ist. Dies sind die beiden Diracschen Gleichungen.

Die zweite Diracgleichung kann dhnlich wie die Schrodingergleichung iterativ gelost
werden. Die Losung ist wieder durch die zeitgeordnete Exponentialfunktion gegeben,

[Yw (b)) = S(t,to)\wvv_(to)% mit
S(t,ty) = Texp (—% / dt’VW(t’)). (5.38)

to
Wie im Schrédinger-Bild ist die rechte Seite durch die Reihenentwicklung definiert. In der
entsprechenden Dyson-Reihe sind in jedem Term die Produkte von Viy (t) chronologisch
anzuordnen. Die Formel (5.37) ist der Ausgangspunkt fiir die zeitabhéngige Storungstheo-
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rie. Fermis goldene Regel, die Berechnung von Ubergangswahrscheinlichkeiten und viele
andere physikalisch wichtige Formeln und Grofen konnen (meist storungstheoretisch) aus
ihr abgeleitet werden.

Der unitare Operator

top——o0 S

ist die sogenannte Streumatriz. Ohne Wechselwirkung ist S=1 und es findet keine Streu-
ung statt. Sind

W}ein) = W)W(_OO» und |waus> = W}W(OO))

die kréftefreien Losungen, die zu sehr frithen und sehr spéten Zeiten gegen |¢y (d+00))
konvergieren (die einlaufenden und auslaufenden freien Losungen), dann vermittelt die
Streumatrix zwischen diesen asymptotischen Zustédnden:

|1/}aus> = S|1/}ein>- (540)

5.3 Zeitentwicklung von Gemischen

Es sei p ein statistischer Operator (Gemisch, Dichtematrix) im Schrodinger-Bild

pP= anpn = an|n><n| (5'41)

mit zeitunabhéingigen Wahrscheinlichkeiten p,,. Die normierten Eigenfunktionen |n) des
statistischen Operators dndern sich ohne dufsere Einfliisse gemaf der Schrodingergleichung
und als Folge ergibt sich die Zeitentwicklung

p(t) =Y paln,t)(t,n = U(t, to) p(to) U (¢, to)- (5.42)

Dies ist die Losung der Liouville-von Neumann-Gleichung im Schrodinger-Bild,

i (t) = [H. (1) (5.43)

Fiir zeitunabhéngige Wahrscheinlichkeiten p,, ist der statistische Operator im Heisenberg-
Bild zeitunabhéngig. Im Wechselwirkungsbild hat er die Form

pw = Ul (t — to) p(t) Up(t — to). (5.44)
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und erfiillt die Differentialgleichung

o = UY(H — Ho)o(t)Uy — Ubo(t)(H — Ho)U
= (vlvuo) (Uletto) - (Ulptus) (vlvu).

Auf der rechten Seite stehen die Wechselwirkung und Dichtematrix im Wechselwirkungs-
bild und deshalb finden wir die Liouville-von Neumann-Gleichung
d
ih% = [Viv, pwl, (5.45)
t
in Einklang mit der Zeitentwicklung (5.35) der Zusténde in diesem Bild. Erwartungswerte
sind natiirlich unabhéngig vom gewéhlten Bild, (A),=Sp pA=Sp pw Aw.
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