
Kapitel 5Zeitentwi
klung und Bilder
Zeit ist, was verhindert, dass alles auf einmal passiert!John A. WheelerDur
h Messungen eines vollständigen Satzes verträgli
her Observablen sei ein reiner Zu-stand |ψ(t0)〉 zur Zeit t0 präpariert. Wird das System ni
ht dur
h weitere Messungenoder andere äuÿere Ein�üsse gestört, dann ist seine Zeitentwi
klung dur
h die lineareS
hrödingerglei
hung bestimmt,

i~
d

dt
|ψ〉 = H|ψ〉 . (5.1)Der Zustandsvektor zu späteren Zeiten hängt o�ensi
htli
h linear vom anfängli
hen Zu-standsvektor |ψ(t0)〉 ab,

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉. (5.2)Der Operator U(t, t0) ist von fundamentaler Bedeutung, denn er enthält die ganze Dyna-mik des Quantensystems: Wenn man weiÿ, wie si
h der Zustand im Lauf der Zeit ändert,so versteht man das betra
htete System o�enbar vollständig. Man überlässt das Systemzur Anfangszeit t0 si
h selbst, wartet dann (unbeteiligt) bis t und sieht dann na
h, wasdaraus geworden ist.Für die Wahrs
heinli
hkeitsinterpretation ist es unumgängli
h, dass die Norm einesZustandes zeitli
h konstant ist,
〈ψ(t)|ψ(t)〉 =

〈

ψ(t0)|ψ(t0)
〉

, (5.3)und wir erwarten, dass der Zeitentwi
klungs-Operator U (au
h Evolutionsoperator oder105



5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.1. Dysons Lösung der S
hrödingerglei
hung 106Propagator genannt) unitär sein sollte,
U †(t, t0) = U−1(t, t0). (5.4)Warten wir von t0 bis t1 und dann von t1 bis t, so ist dies o�ensi
htli
h glei
hbedeutenddamit, dass wir von t0 bis t warten,

U(t, t1)U(t1, t0) = U(t, t0). (5.5)Wenn wir gar ni
ht warten, so ändert si
h das System ni
ht,
U(t0, t0) = 1. (5.6)Die beiden letzten Bedingungen lassen si
h wie folgt zusammenfassen:

U(t, t0) = U−1(t0, t). (5.7)Im folgenden Abs
hnitt werden wir den Zusammenhang zwis
hen dem selbstadjungiertenHamilton-Operator H und dem unitären Entwi
klungs-Operator U(t, t0) herstellen.5.1 Dysons Lösung der S
hrödingerglei
hungSetzen wir (5.2) in die zeitabhängige S
hrödingerglei
hung (5.1) ein, so erhalten wir fol-gende Glei
hung für den Zeitentwi
klungs-Operator
i~
d

dt
U(t, t0) = H(t)U(t, t0). (5.8)Diese lässt si
h mit der Anfangsbedingung (5.6) formal integrieren

U(t, t0) = 1+
1

i~

t
∫

t0

dt1H(t1)U(t1, t0). (5.9)Diese Volterras
he Integralglei
hung zweiter Art lösen wir mittels Iteration. Setzen wirfür U(t1, t0) auf der re
hten Seite wiederum (5.9) ein, so folgt
U(t, t0) = 1+

1

i~

t
∫

t0

dt1H(t1) +
1

(i~)2

t
∫

t0

dt1

t1
∫

t0

dt2H(t1)H(t2)U(t2, t0).
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5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.1. Dysons Lösung der S
hrödingerglei
hung 107Dies lässt si
h o�enbar fortsetzen und führt s
hlieÿli
h auf die von Neumanns
he Reihe
U(t, t0) = 1+

∞
∑

n=1

U (n)(t, t0) mit
U (n)(t, t0) =

1

(i~)n

t
∫

t0

dt1

t1
∫

t0

dt2 . . .

tn−1
∫

t0

dtnH(t1)H(t2) . . .H(tn). (5.10)Es ergibt si
h eine formale Potenzreihe in H . U (n) ist die Korrektur n-ter Ordnung in Hzur tiefsten Approximation U (0) = 1. Im Ausdru
k für U (n) ist auf die Zeitordnung zua
hten, da zeitabhängige Hamilton-Operatoren zu vers
hiedenen Zeitpunkten im Allge-meinen ni
ht vertaus
hen. Der Operator zur frühesten Zeit steht re
hts, der zur spätestenZeit links.Zur weiteren Umformung des Zeitentwi
klungsoperators führen wir den Zeitordnungs-operator ein:
T
(

A(t1)B(t2)
)

=

{

A(t1)B(t2) für t1 > t2

B(t2)A(t1) für t2 > t1
(5.11)Die Zeitordnung des Produktes von mehr als zwei Operatoren wird analog de�niert: DerOperator zur spätesten Zeit steht links, der zur zweitspätesten Zeit re
hts daneben usw.und der Operator zur frühsten Zeit steht ganz re
hts. Wegen

∫

t>t1>...>tn>t0

dt1 . . . dtnH(t1) · · ·H(tn)

=

∫

t>tσ(1)>...tσ(n)>t0

dtσ(1) . . . dtσ(n)H(tσ(1)) · · ·H(tσ(n))

=

∫

t>tσ(1)>...tσ(n)>t0

dtσ(1) . . . dtσ(n)T (H(t1) · · · . . .H(tn))für jede Permutation σ der Indizes 1, . . . , n erhält man na
h Summation über alle Permu-tationen die Dyson-Reihe
U (n)(t, t0) =

1

n!

1

(i~)n

t
∫

t0

dt1dt2 . . . dtnT (H(t1)H(t2) . . .H(tn)) . (5.12)Setzt man dieses Ergebnis in (5.10) ein, so resultiert die kompakte Darstellung des Zeit-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.1. Dysons Lösung der S
hrödingerglei
hung 108entwi
klungsoperators im S
hrödinger-Bild:
U(t, t0) = T exp

(

−
i

~

t
∫

t0

dt′H(t′)

)

. (5.13)Dieses Resultat für U(t, t0) ist sehr nützli
h, wenn man die Änderung von Zuständen unterzeitabhängigen Störungen untersu
ht. Für konkrete Anwendungen benutzt man allerdingsni
ht diese elegante Form, sondern die Dysonreihe (5.10). Für konservative Systeme ist Hzeitunabhängig und
U(t, t0) = e−iH(t−t0)/~ = U(t− t0) (5.14)hängt nur von der Zeitdi�erenz t−t0 ab. Für jeden selbstadjungierten Hamilton-Operatorist der Evolutionsoperator o�ensi
htli
h unitär.Bei vielen Anwendungen mit zeitunabhängigem H geht man wie folgt vor um dieexplizite Zeitabhängigkeit zu �nden. Man entwi
kelt den Anfangszustand |ψ(0)〉 na
h denEigenzuständen |n〉 des Hamilton-Operators,

|ψ(0)〉 =
∑

n

αn|n〉, H|n〉 = En|n〉. (5.15)Dann lautet die Lösung der S
hrödingerglei
hung
|ψ(t) =

∑

n

αn e
−iEnt/~ |n〉. (5.16)Dies bedeutet, dass der Evolutionsoperator folgende Spektraldarstellung hat,

U(t) =
∑

n

e−iEnt/~Pn, Pn = |n〉〈n|. (5.17)Man beweist lei
ht, dass der Zustand (5.16) die S
hrödingerglei
hung (5.1) erfüllt und für
t = 0 glei
h dem Anfangszustand ist. Ist insbesonders |ψ(0)〉 ein Eigenzustand von H zurEnergie E, dann ist

|ψ(t) = e−iEt/~ |ψ(0)〉. (5.18)Die Multiplikation eine Vektors mit einer Zahl ändert den dur
h den Vektor repräsentier-ten Zustand ni
ht. Ist ein konservatives System in einem Eigenzustand der Energie, soändert si
h dieser Zustand unter der Zeitevolution ni
ht.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.2. Die Bilder der Quantenme
hanik 1095.2 Die Bilder der Quantenme
hanikBisher haben wir auss
hlieÿli
h im sogenannten S
hrödinger-Bild gearbeitet, in dem dieZustandsvektoren zeitabhängig und die den Observablen entspre
henden Operatoren (ge-neris
h) zeitunabhängig sind. Wir können mit Hilfe einer zeitabhängigen unitären Ähn-li
hkeitstransformation die Zeitentwi
klung von den Zustandsvektoren auf die Operatorenüberwälzen.5.2.1 Der Übergang vom S
hrödinger- zum HeisenbergbildDer Erwartungswert einer Observablen beziehungsweise des entspre
henden Operators Aändert si
h mit der Zeit gemäÿ
〈A〉(t) =

〈

ψ(t)|A|ψ(t)
〉

. (5.19)Die Zeitabhängigkeit rührt von der Evolution des Zustandsvektors. Wir setzen dessenZeitentwi
klung (5.2) ein und �nden
〈A〉(t) =

(

U(t, t0)ψ(t0)|A|U(t, t0)ψ(t0)
)

=
〈

ψ(t0)|U
†(t, t0)AU(t, t0)|ψ(t0)

〉

.De�nieren wir nun den zeitabhängigen Operator AH(t) und den zeitunabhängigen Zustand
|ψH〉 gemäÿ

AH(t) = U †(t, t0)AU(t, t0)

|ψH〉 = U †(t, t0)|ψ(t)〉 = |ψ(t0)〉, (5.20)dann s
hreibt si
h der Erwartungswert wie folgt,
〈A〉(t) =

〈

ψH |AH(t)|ψH〉. (5.21)Die Umkehrung von (5.20) lautet
A = U(t, t0)AH(t)U †(t, t0)

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψH〉. (5.22)In (5.21) haben wir die Zeitabhängigkeit von Erwartungswerten auf die Zeitentwi
klungder Operatoren AH(t) zurü
kgeführt. Diese neue Art die Zeitentwi
klung zu betra
hten,heiÿt das Heisenberg-Bild. In diesem Bild sind also die Zustandsvektoren zeitunabhän-gig und die Operatoren zeitabhängig. In dem betra
hteten S
hrödinger-Bild sind dagegen������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.2. Die Bilder der Quantenme
hanik 110die Zustände zeitabhängig und die Operatoren zeitunabhängig. Man kann entweder ver-su
hen, die Zeitabhängigkeit der Zustände im S
hrödinger-Bild oder der Operatoren imHeisenberg-Bild zu lösen. Zur anfängli
hen Zeit t0 stimmen die Zustände und Operatorenin beiden Bildern überein.Beim Übergang vom S
hrödinger- zum Heisenberg-Bild ist die Formel
(f(A,B, . . .))H = f(AH , BH , . . .) (5.23)sehr nützli
h. Wegen UU † = 1 gilt sie o�ensi
htli
h für alle Monome eines Operators,

(An)H = U †AnU = U †AUU †A · · ·AU †UAU † =
(

U †AU
)n

= (AH)n,und ebenso für Monome AnBm . . . und damit für alle Polynome in A,B, . . .. Aber sie giltau
h für allgemeine Funktionen der Operatoren A,B, . . .. Insbesonder für Kommutatorzweier Operatoren gilt
[A,B]H = [AH , BH ]. (5.24)Ist [A,B] proportional dem Einheitsoperator, dann ist [AH , BH ] = [A,B]. Kommutierenzwei Operatoren im S
hrödinger-Bild dann kommutieren sie au
h im Heisenberg-Bild undumgekehrt.5.2.2 Heisenberg-Glei
hung und Ehrenfest-TheoremIm Heisenberg-Bild sind die Operatoren zeitabhängig und gehor
hen einer Di�erential-glei
hung erster Ordnung in der Zeit. Diese Bewegungsglei
hung für Operatoren ersetztdie S
hrödingerglei
hung für Zustandsvektoren im S
hrödinger-Bild. Um sie abzuleiten,benötigen wir die Zeitableitung des zu U inversen oder adjungierten Operators. Sie folgtaus

d

dt

(

U †(t, t0)U(t, t0)
)

= 0 = U̇ †(t, t0)U(t, t0) + U †(t, t0)U̇(t, t0),dur
h Au�ösung na
h U̇ †. Es ergibt si
h folgende Zeitableitung von AH

i~
dAH(t)

dt
= −i~U †U̇U †AU + i~U †∂A

∂t
U + i~U †AU̇,
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5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.2. Die Bilder der Quantenme
hanik 111wobei wir eine explizite Zeitabhängigkeit von A im S
hrödinger-Bild erlauben. Zum Bei-spiel ist A = p · t explizit zeitabhängig. Mit Hilfe von (5.8) folgt dann
i~
dAH(t)

dt
= −U †HUU †AU + i~U †A,t U + U †AUU †HU,also die Heisenberg-Glei
hung für Operatoren,

i~
dAH(t)

dt
= [AH(t), HH(t)] + i~(A,t )H . (5.25)Kommutiert ein Operator A (der im S
hrödinger-Bild ni
ht explizit von der Zeit abhänge)mit dem Hamilton-Operator, [A,H ] = 0 = [AH , HH ], dann ist die zu A gehörende Obser-vable eine Konstante der Bewegung und alle Erwartungswerte von A sind zeitunabhängig,

d

dt
〈ψH |AH |ψH〉 =

1

i~
〈ψH |[AH , HH]|ψH〉 = 0 für [A,H ] = 0. (5.26)Für ein konservatives System vertaus
ht der zeitunabhängige Hamilton-Operator mit
U = e−iH(t−t0)/~und deshalb ist HH = U †HU = H zeitunabhängig. Konservative Systeme haben eineerhaltene Energie.Beispiel: Wir betra
hten das Potentialproblem
H =

p2

2m
+ V (x ) (5.27)mit zeitunabhängigem Potential. Wir transformieren ins Heisenberg-Bild

H −→ HH =

(

1

2m
p2 + V (x )

)

H

=
p2

H

2m
+ V (xH) , (5.28)wobei wir von (5.23) Gebrau
h ma
hten. Um die Notation zu vereinfa
hen, werden wirdie Zeitabhängigkeit der Operatoren im Heisenberg-Bild ni
ht mehr explizit s
hreiben.Für das betra
htete konservative System ist HH =H zeitunabhängig. Wegen (5.24) kom-mutieren xH und V (xH) und es ist [xiH , pjH] = i~δij1. Mit der Derivationsregel folgtdann

[xH ,
p2

H

2m

]

= i~
pH

m������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.2. Die Bilder der Quantenme
hanik 112und damit lautet die Heisenbergs
he Bewegungsglei
hung (5.25) für den Ortsoperator
dxH

dt
=

1

i~

[xH , HH

]

=
pH

m
, (5.29)eine aus der klassis
hen Hamiltons
hen Me
hanik wohlbekannte Beziehung. Da xH undpH die glei
hen Vertaus
hungsregeln wie x und p erfüllen, ist

[pH , V (xH)] = −i~∇V (xH) ,und der Impulsoperator im Heisenberg-Bild gehor
ht der Bewegungsglei
hung
dpH(t)

dt
=

1

i~

[pH , HH

]

= −∇V (xH). (5.30)Wir können den Ausdru
k −∇V (xH) auf der re
hten Seite als den auf das Teil
hen wir-kenden Kraftoperator interpretieren. In (5.29) und (5.30) erkennen wir die klassis
henBewegungsglei
hungen für die kanonis
h konjugierten Variablen Ort und Impuls.Da im Heisenberg-Bild die Zustände zeitunabhängig sind, erfüllen die mittlere Positionund der mittlere Impuls eines Teil
hens die Bewegungsglei
hungen
d

dt
〈xH〉 =

1

m
〈pH〉 und d

dt
〈pH〉 = −〈∇V (xH)〉, (Ehrenfest) (5.31)wobei 〈AH〉 = 〈ψH |AH |ψH〉 den Erwartungswert von AH in irgendeinem Zustand bezei
h-net. Die Glei
hungen (5.31) bedeuten, dass die Mittelwerte im Wesentli
hen die klassi-s
hen Hamiltons
hen Bewegungsglei
hungen erfüllen. Diese Eigens
haft der Mittelwer-te wurde von Ehrenfest abgeleitet und heisst entspre
hend Ehrenfest-Theorem. Wäre

〈∇V (xH)〉 = ∇V (〈xH〉), dann würden die Erwartungswerte genau die klassis
hen Hamil-tons
hen Bewegungsglei
hung erfüllen. Aber die Di�erenz
〈

∇V (xH)
〉

−∇V
(

〈xH〉
) (5.32)vers
hwindet nur für sehr einfa
he Systeme, wie zum Beispiel den harmonis
hen Oszillator.5.2.3 Das We
hselwirkungsbild und die StreumatrixWir zerlegen den Hamilton-Operator im S
hrödinger-Bild gemäÿ

H = H0 + V, (5.33)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.2. Die Bilder der Quantenme
hanik 113wobei in vielen Anwendungen H0 der Hamilton-Operator des ungestörten Systems und Veine kleine Störung ist. Oft ist au
h H der vollständige Hamilton-Operator eines Systemsund H0 ein einfa
hes (mögli
herweise unrealistis
hes) Modell nahe H . Die Dynamik deszeitunabhängigen Modell-Hamilton-OperatorsH0 sei lösbar. Im Gegensatz zu H0 kann Vvon der Zeit abhängen.Da V klein sein soll, kommt der gröÿte Anteil der Zeitentwi
klung, die im S
hrödinger-Bild dur
h die S
hrödingerglei
hung
i~
d

dt
|ψ(t)〉 =

(

H0 + V )|ψ(t)〉 (5.34)bestimmt ist, von H0. Wir wollen die entspre
hende Zeitabhängigkeit in den Zuständenabspalten
|ψW (t)〉 = ei(t−t0)H0/~|ψ(t)〉 = U

†
0(t− t0)|ψ(t)〉. (5.35)Damit die Erwartungswerte dieselben bleiben, müssen die Operatoren entspre
hend trans-formiert werden

AW (t) = U
†
0(t− t0)AU0(t− t0). (5.36)Insbesondere ist H0W (t) =H0 zeitunabhängig. Für t= t0 stimmen die Zustandsvektorenund Operatoren im S
hrödinger- und We
hselwirkungsbild überein. Ähnli
h wie obenzeigt man lei
ht, dass

dAW

dt
=
i

~
[H0, AW ] + (A,t )W

i~
d

dt
|ψW 〉 = VW |ψW 〉 (5.37)ist. Dies sind die beiden Dira
s
hen Glei
hungen.Die zweite Dira
glei
hung kann ähnli
h wie die S
hrödingerglei
hung iterativ gelöstwerden. Die Lösung ist wieder dur
h die zeitgeordnete Exponentialfunktion gegeben,

|ψW (t)〉 = S(t, t0)|ψW (t0)〉, mit
S(t, t0) = T exp

(

−
i

~

∫ t

t0

dt′VW (t′)

)

. (5.38)Wie im S
hrödinger-Bild ist die re
hte Seite dur
h die Reihenentwi
klung de�niert. In derentspre
henden Dyson-Reihe sind in jedem Term die Produkte von VW (t) 
hronologis
hanzuordnen. Die Formel (5.37) ist der Ausgangspunkt für die zeitabhängige Störungstheo-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.3. Zeitentwi
klung von Gemis
hen 114rie. Fermis goldene Regel, die Bere
hnung von Übergangswahrs
heinli
hkeiten und vieleandere physikalis
h wi
htige Formeln und Gröÿen können (meist störungstheoretis
h) ausihr abgeleitet werden.Der unitäre Operator
S = lim

t0→−∞

t→∞

S(t, t0) = T exp

(

−
i

~

∫ ∞

−∞

dt′ VW (t′)

)

, (5.39)ist die sogenannte Streumatrix. Ohne We
hselwirkung ist S=1 und es �ndet keine Streu-ung statt. Sind
|ψein〉 = |ψW (−∞)〉 und |ψaus〉 = |ψW (∞)〉die kräftefreien Lösungen, die zu sehr frühen und sehr späten Zeiten gegen |ψW (±∞)〉konvergieren (die einlaufenden und auslaufenden freien Lösungen), dann vermittelt dieStreumatrix zwis
hen diesen asymptotis
hen Zuständen:

|ψaus〉 = S|ψein〉. (5.40)5.3 Zeitentwi
klung von Gemis
henEs sei ρ ein statistis
her Operator (Gemis
h, Di
htematrix) im S
hrödinger-Bild
ρ =

∑

pnPn =
∑

pn|n〉〈n| (5.41)mit zeitunabhängigen Wahrs
heinli
hkeiten pn. Die normierten Eigenfunktionen |n〉 desstatistis
hen Operators ändern si
h ohne äuÿere Ein�üsse gemäÿ der S
hrödingerglei
hungund als Folge ergibt si
h die Zeitentwi
klung
ρ(t) =

∑

pn|n, t〉〈t, n| = U(t, t0)ρ(t0)U
†(t, t0). (5.42)Dies ist die Lösung der Liouville�von Neumann-Glei
hung im S
hrödinger-Bild,

i~
d

dt
ρ(t) = [H, ρ(t)]. (5.43)Für zeitunabhängige Wahrs
heinli
hkeiten pn ist der statistis
he Operator im Heisenberg-Bild zeitunabhängig. Im We
hselwirkungsbild hat er die Form

ρW = U
†
0 (t− t0) ρ(t)U0(t− t0). (5.44)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



5. Zeitentwi
klung und Bilder 5.3. Zeitentwi
klung von Gemis
hen 115und erfüllt die Di�erentialglei
hung
i~
d

dt
ρW = U

†
0 (H −H0)ρ(t)U0 − U

†
0ρ(t)(H −H0)U0

=
(

U
†
0V U0

)(

U
†
0ρ(t)U0

)

−
(

U
†
0ρ(t)U0

)(

U
†
0V U0

)

.Auf der re
hten Seite stehen die We
hselwirkung und Di
htematrix im We
hselwirkungs-bild und deshalb �nden wir die Liouville-von Neumann�Glei
hung
i~
dρW

dt
= [VW , ρW ], (5.45)in Einklang mit der Zeitentwi
klung (5.35) der Zustände in diesem Bild. Erwartungswertesind natürli
h unabhängig vom gewählten Bild, 〈A〉ρ =Sp ρA=Sp ρWAW .
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