
Kapitel 4Observable, Zustände undUnbestimmtheit
Entgegen allen rükshrittlihen Bemühungen ... bin ih gewiss, dass der sta-tistishe Charakter der Psi-Funktion und damit der Naturgesetze ... den Stilder Gesetze wenigstens für einige Jahrhunderte bestimmen wird ... Von einemWeg zurük zu träumen, zurük zum klassishen Stil von Newton-Maxwell ...sheint mir ho�nungslos, abwegig ...W. Pauli 1952; Nobelpreis 1945Wir wollen versuhen, die Bedeutung des Messprozess in der Quantenmehanik zu verste-hen. Hier müssen wir zuerst zwishen zwei Klassen von Gröÿen untersheiden: den direktbeobahtbaren Gröÿen und den mittelbaren Gröÿen. Zur ersten Klasse gehören die mess-baren Eigenwerte von hermiteshen Operatoren oder Wahrsheinlihkeiten, zur zweitenKlasse die Zustandsvektoren oder linearen hermiteshen Operatoren. Die folgenden Pos-tulate der Quantenmehanik (Born, von Neumann) sha�en die Verbindung zwishenExperimenten und der Quantentheorie. Die meisten sind naheliegend und wir haben siein unseren bisherigen Betrahtungen auh shon benutzt.4.1 Die Postulate der QuantenmehanikNah dem anfänglihen Raten von Heisenberg und Shrödinger für Einzelfälle wurdeder entsheidende Shritt zur �endgültigen Klärung� der Interpretation der Quantenme-hanik von Max Born in seiner Arbeit über die Quantenmehanik der Stoÿvorgängegemaht [40℄. 94



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.1. Die Postulate der Quantenmehanik 95Einige dieser Postulate haben wir shon diskutiert. Andere sind naheliegend und wur-den shon benutzt.
• Der Messapparatur für eine Observable entspriht ein linearer s.a. Operator.Dieses Postulat haben wir shon früher diskutiert. Es impliziert, dass im Prinzip fürdie interessierenden Gröÿen eine Messapparatur stets realisierbar ist.
• Einem reinen Zustand des Systems entspriht ein Strahl im Hilbertraum,

Rψ = {λ|ψ〉, λ 6= 0}. (4.1)Zwei Vektoren |ψ〉 und λ|ψ〉 mit λ 6= 0 beshreiben also denselben Zustand. Späterwerden wir noh allgemeinere Zustände, die gemishten Zustände, kennen lernen.
• Eine Messung entspriht einer Wehselwirkung zwishen System und Apparatur.Im Gegensatz zur klassishen Physik wird in der Regel eine Messung den Zustandändern, so dass eine anshlieÿende zweite Messung das System in einem anderen Zu-stand antre�en wird. Dies nennt man den Kollaps der Wellenfunktion. VershiedeneMessapparaturen, die vershiedenen Observablen entsprehen, ändern den Zustandauf vershiedene Weise. Es muss durhaus niht dieselben Endresultate geben, wennwir niht vertaushbare Observablen in untershiedliher Reihenfolge messen.
• Die möglihen Messergebnisse sind die Eigenwerte des der Observablen entsprehen-den s.a. Operators A.Die Apparatur sorgt für eine Spektralzerlegung des Zustandes |ψ〉 in Komponentenparallel zu den Eigenzuständen von A. Wird bei der Messung von A ein nihtentar-teter Eigenwert an im diskreten Spektrum gemessen, so �ndet sih das System nahder Messung im Zustand

Pn|ψ〉 = 〈n|ψ〉 |n〉, 〈n|n〉 = 1. (4.2)Bei Messungen im kontinuierlihen Spektrum muss man beahten, dass jede realeMessapparatur den Messwert nur bis auf eine endlihe Breite festlegen kann. Mankann zum Beispiel nie einen sharfen Impuls messen. Dazu müsste man die Wellen-funktionen an allen Raumpunkten bestimmen. Der Ausgangszustand |ψ〉 wird durhdie Messung von A in folgender Weise verändert: Findet man bei der Messung einenWert in ∆, dann �ltert die Messung die Komponente
P∆|ψ〉 ∈ P∆H (4.3)von |ψ〉 heraus.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.1. Die Postulate der Quantenmehanik 96
• Die Wahrsheinlihkeit dafür, für ein System im Zustand |ψ〉 für eine Observable
A = A† ein Messresultat im Intervall ∆ zu �nden, ist

wA,ψ(∆) = 〈ψ|P∆|ψ〉 =
∑

an∈∆

|αn|
2 +

∫

∆

|α(a)|2,worin gemäÿ (3.43) und (3.33) die Koe�zienten auf der rehten Seite gleih denSkalarpodukten der A-Eigenvektoren mit dem betrahteten Zustandsvektor sind,
αn = 〈n|ψ〉 und α(a) = 〈a|ψ〉, 〈ψ|ψ〉 = 1.Insbesondere ist die Wahrsheinlihkeit, im Zustand |ψ〉 den (niht-entarteten) dis-kreten Eigenwert an zu messen, gleih

wA,ψ(an) = |αn|
2 = |〈n|ψ〉|2,wobei αn der Koe�zient von |n〉 in der Entwiklung von |ψ〉 nah den orthonormier-ten Eigenfunktionen von A ist. Mit dieser Interpretation der Entwiklungskoe�zi-enten {αn, α(a)} ergibt sih für den Erwartungswert der Observablen A im Zustand

|ψ〉 der Wert,
〈A〉ψ =

∑

an|αn|
2 +

∫

a |α(a)|2 = 〈ψ|A|ψ〉. (4.4)Ist A = H die Energie, so nannte Born die Wahrsheinlihkeit |αn|
2 die Häu�g-keit dafür, dass in einem Haufen gleiher, niht gekoppelter Atome der Energiewert

En vorkommt. Die Shwankung der Häu�gkeiten bei mehrfaher Wiederholung desExperiments an identishen Systemen wird mit wahsender Anzahl Experimentekleiner. Im Folgenden wollen wir unter einer Gesamtheit, d.h. einem Haufen glei-her Systeme, eine so groÿe Menge von Objekten verstehen, bei der es wegen dergroÿen Anzahl niht auf die genaue Zahl ankommt. Die Wahrsheinlihkeit einerEigenshaft P im Zustand |ψ〉 bedeutet dann die Häu�gkeit, mit der bei einer Mes-sung mit Hilfe einer durh P symbolisierten 'ja-nein-Apparatur' (ein Projektor) derja-E�ekt an der durh |ψ〉 harakterisierten Gesamtheit auftritt. Nah dem letztenPostulat ist die Wahrsheinlihkeit einen Messwert in ∆ zu �nden, gleih Eins, falls
P∆|ψ〉 = |ψ〉 ist.Messen wir für A den Wert an (der niht entartet sei), so kollabiert die Wellen-funktion nah der Messung in |n〉. Bei einer anshlieÿenden zweiten Messung von
A �nden wir mit Siherheit wieder den Wert an. Wegen P(−∞,∞) = 1 ist die Wahr-sheinlihkeit, irgendein Messresultat für A zu �nden, gleih Eins.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.1. Die Postulate der Quantenmehanik 97Wir wenden die Postulate auf die Ortsmessung für ein Teilhen an. Wegen (3.46) istdie Wahrsheinlihkeit dafür, bei der Messung der Position ein Resultat in ∆ ⊂ R dzu �nden, gleih
wx̂ ,ψ(∆) = 〈ψ|P∆|ψ〉 =

∫

∆

dx |ψ(x )|2.Dies ist ein uns wohlbekanntes Ergebnis.Verträglihe Observable: Auf den Ausgangszustand |ψ〉 wenden wir zunähst A unddann B an. Die erste Messung möge den Eigenwert an liefern, die zweite den Eigenwert bm.Seien Pan
und Pbm die zu an und bm gehörenden Projektoren in den Spektralzerlegungenvon A und B. Dann ist

|ψ〉
A

−→ Pan
|ψ〉

B
−→ PbmPan

|ψ〉. (4.5)Wir bezeihnen A und B als verträglih, wenn sie sih bei einer Messung niht stören,so dass es auf die Reihenfolge der Messung von A und B niht ankommt. Das bedeutetinsbesondere, dass in der Anordnung (4.5) eine nohmalige Messung von A mit Siherheitwieder den Messwert an liefert. Der Endzustand ist also gleihzeitig Eigenzustand von Aund B. O�ensihtlih sind zwei Observablen verträglih, wenn sie vertaushen.Ist an niht entartet, dann ist Pan
|ψ〉 ∼ PbmPan

|ψ〉. Findet man bei der Messung von
A den Wert an, dann �ndet man bei der anshlieÿenden Messung der mit A verträglihenObservablen B mit Siherheit den Wert bm. Ist aber an entartet, so ist Pan

H mehrdi-mensional und enthält mehrere Eigenzustände von B mit im Allgemeinen vershiedenenEigenwerten. Durh die nahfolgende Messung von B wird zumindest ein Teil der Un-kenntnis aufgehoben. PbmPan
H ist bereits durh zwei Eigenwerte oder zwei Quantenzah-len harakterisiert. Die gemeinsamen Eigenräume PbmPan

H von A und B können immernoh mehrdimensional sein, und durh Messung von an und bm ist der Systemzustandimmer noh unbestimmt. Dann gibt es eine weitere mit A und B verträglihe Observa-ble C, durh deren Messung PbmPan
H in PcpPbmPan

H kollabiert. Das Verfahren wird solange fortgesetzt, bis ein vollständiger Satz von kommutierenden Observablen zu einereindeutigen Präparation eines Zustands führt:
Pam

PbnPcp · · ·H = |ambncp . . .〉.Der Zustand ist dann durh die Spezi�kation der Quantenzahlen eines vollständigen Satzesverträgliher Observablen bestimmt.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.2. Allgemeine Unbestimmtheitsrelation 984.2 Allgemeine UnbestimmtheitsrelationEs sei nun einer physikalishen Observablen A im Rahmen des Hilbertraum-Formalismusder Quantenmehanik ein selbstadjungierter Operator zugeordnet, den wir mit demsel-ben Symbol A bezeihnen. Was meinen wir nun, wenn wir sagen, eine Observable A seisharf? O�ensihtlih ist eine Observable umso shärfer, je kleiner das Shwankungsqua-drat 〈(∆A)2〉ψ des zugehörigen Operators ist, wobei ∆A = A − 〈A〉ψ1 die Abweihungdes Operators von seinem Mittelwert 〈A〉ψ = 〈ψ|A|ψ〉 bezeihnet. Insbesondere kann dieUnshärfe oder Unbestimmtheit nur vershwinden, wenn
0 = 〈(∆A)2〉ψ ≡

〈

∆Aψ|∆Aψ
〉

=⇒ A|ψ〉 = 〈A〉ψ|ψ〉 (4.6)gilt, d.h. wenn |ψ〉 ein Eigenvektor (eine Eigenfunktion) des zugeordneten Operators ist.Nun seien A und B zwei Observable1. Wir werden für das Produkt ihrer Shwankungs-quadrate
〈

(∆A)2
〉

ψ
·
〈

(∆B)2
〉

ψeine untere Shranke ableiten. Dazu führen wir den Hilfsoperator Q = ∆A + iα∆B mitreellem α und seinem adjungierten Operator Q† = ∆A− iα∆B ein. Natürlih muss
‖Qψ‖2 = 〈Qψ|Qψ〉 = 〈ψ|Q†Q|ψ〉 ≥ 0für alle α sein und das Gleihheitszeihen kann nur gelten, wenn Q|ψ〉 = 0 ist. Nun ist

〈Q†Q〉ψ = 〈(∆A)2〉ψ + α2〈(∆B)2〉ψ + iα〈[∆A,∆B]〉ψ ≡ g(α) ≥ 0, ∀α ∈ R ,wobei der Erwartungswert des Kommutators der beiden symmetrishen Operatoren ∆Aund ∆B imaginär ist. Vershwindet 〈(∆B)2〉ψ, so ist die Funktion g(α) nur dann für alle αniht-negativ, wenn 〈[∆A,∆B]〉ψ = 〈[A,B]〉ψ = 0 ist. Falls 〈(∆B)2〉ψ niht vershwindet,so wird wegen [∆A,∆B] = [A,B] das Minimum von g(α) für
αm = −

i

2

〈[A,B]〉ψ
〈(∆B)2〉ψ1Wir werden im Folgenden eine Observable und den ihr zugeordneten hermiteshen Operator nihtmehr untersheiden.

������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.3. Reine und gemishte Zustände 99angenommen, und es muss
g(αm) = 〈(∆A)2〉ψ +

1

4

〈[A,B]〉2ψ
〈(∆B)2〉ψ

≥ 0sein. Nah Multiplikation mit 〈(∆B)2〉 ergibt sih die allgemeine Unshärferelation
〈

(∆A)2
〉

ψ

〈

(∆B)2
〉

ψ
≥
〈

i
2
[A,B]

〉2

ψ
, (4.7)die auh gilt, wenn B sharf ist.Angewandt auf den Ort und Impuls eines Teilhens �nden wir die bekannten Unglei-hungen

〈

(∆xi)2
〉

ψ

〈

(∆pj)
2
〉

ψ
≥
〈

i
2
[xi, pj ]

〉2

ψ
=

~
2

4
δij. (4.8)Deshalb ist zum Beispiel das Produkt der Unshärfen bei der Messung von x und px immergröÿer oder gleih ~/2. Es gibt keinen Zustand, für welhen x und px gleihzeitig sharfsind. Solhe Observable heiÿen nihtverträglihe Observable im strengen Sinn. Falls [A,B]niht ein Vielfahes der Identität ist kann es unter Umständen Zustände geben, für die

[A,B]|ψ〉 = 0 ist. In diesen speziellen Zuständen können dann A und B beide sharf sein,obwohl sie niht vertaushen. Ist dies der Fall, dann heiÿen A und B unverträglihe Ob-servable im weniger strengen Sinn. Die Heisenbergshen Unbestimmtheitsrelationen (4.8)sind, wie wir früher gesehen haben, eine Konsequenz des Teilhen-Welle-Dualismus in derQuantenmehanik.4.3 Reine und gemishte ZuständeVektoren |ψ〉 im HilbertraumH sind niht allgemein genug, um die physikalish möglihenGesamtheiten zu harakterisieren. Nur wenn ein vollständiger Satz von kommutierendenObservablen gemessen wurde, ist der Zustand vollständig präpariert. In den meisten Si-tuationen ist eine vollständige Präparation praktish unmöglih und unnötig. Für ma-kroskopishe Körper mit etwa 1023 Atomen brauht man niht die exakte Wellenfunktionzu kennen, um makroskopishe Variablen wie Druk, Volumen, freie Energie oder Ma-gnetisierung zu bestimmen. Aber auh für einfahere Systeme kann eine unvollständigePräparation gewollt sein. Man denke nur an die Streuung von unpolarisierten Elektronen.Steht nur ein unvollständiger Satz von Angaben über ein Quantensystem zur Verfügung,so müssen die bisher besprohenen Methoden durh statistishe Verfahren ergänzt werden.Dies wird durh die sogenannte Dihtematrix, auh statistishen Operator oder Gemish������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.3. Reine und gemishte Zustände 100genannt, geleistet. Dihtematrizen sind von zentraler Bedeutung in der Quantenstatistik.Hat man zwei Gesamtheiten |1〉 und |2〉, z.B. zwei Strahlen spinpolarisierter Elektro-nen, so kann man durh Mishen experimentell eine dritte Gesamtheit herstellen: Mannehme aus der ersten Gesamtheit N1 und aus der zweiten N2 Objekte und mishe sie zuder neuen Gesamtheit aus N = N1+N2 Objekten. Die Häu�gkeit für eine ja-nein-Messungirgendeiner Observablen A, z.B. die Frage, ob der Spin in die z-Rihtung zeigt, also dieHäu�gkeit, wie oft bei der Messung von A im Gemish ein Wert im Intervall ∆ liegt, istdann
wA(∆) =

N1

N
wA,1(∆) +

N2

N
wA,2(∆) = λwA,1(∆) + (1 − λ)wA,2(∆), (4.9)wobei wA,i(∆) = 〈i|P∆|i〉 die Häu�gkeiten bei der Messung von A in den Gesamtheiten

|i〉 sind. Da die Ni sehr groÿe Zahlen sein sollen, kann λ praktish alle Werte zwishen 0und 1 annehmen. Gehören |1〉 und |2〉 zu vershiedenen Zuständen, dann hat die Wahr-sheinlihkeitsfunktion wA(∆) niht mehr die Form 〈3|P∆|3〉 mit einem reinen Zustand
|3〉.Wir shreiben nun die Erwartungswerte von Observablen in reinen Zuständen, 〈ψ|A|ψ〉,so um, dass das Symbol für die Gesamtheit linear auftritt, weil wir dann (4.9) leiht zu-sammenfassen können. Dies ist möglih mit Hilfe der Spur eines Operators2Sp (A) =

∑

n

〈n|A|n〉,wobei die |n〉 ein vollständiges Orthonormalsystem, eine orthonormierte Basis, bilden.Bilden die |m〉 ein anderes derartiges System, so folgt mit Hilfe von 1 = |m〉〈m|Sp (A) =
∑

n,m

〈n|A|m〉〈m|n〉 =
∑

m

(

∑

n

〈m|n〉〈n|A|m〉

)

=
∑

m

〈m|A|m〉.Die Spur ist also unabhängig vom gewählten Orthonormalsystem. Sei nun speziell Pψ =

|ψ〉〈ψ| der Projektor auf den Zustand |ψ〉. Dann ist
〈ψ|P∆|ψ〉 =

∑

n

〈ψ|n〉〈n|P∆|ψ〉 =
∑

n

〈n|P∆|ψ〉〈ψ|n〉 =
∑

n

〈n|P∆Pψ|n〉 = Sp (P∆Pψ)und damit ist die Wahrsheinlihkeit, bei der Messung von A im Zustand |ψ〉 einen Wert2Wir wollen im Folgenden immer voraussetzen, dass diese Spuren endlih sind. Dies ist der Fall wenn
A ein Spurklassen-Operator ist, d.h. wenn Sp |A| < ∞ ist. Das Spektrum dieser Operatoren ist diskret.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.3. Reine und gemishte Zustände 101in ∆ ⊂ R zu �nden, gegeben durh
wA,ψ(∆) = Sp (P∆Pψ). (4.10)Entsprehend �ndet man für den Mittelwert von A
〈ψ|A|ψ〉 = Sp (APψ). (4.11)Ein reiner Zustand |ψ〉 kann also immer mit dem orthogonalen Projektor Pψ identi�ziertwerden. Einem reinen Zustand entspriht also ein Strahl im Hilbertraum oder äquivalentein eindimensionaler orthogonaler Projektor. Die Wahrsheinlihkeit, bei der Messung von

A im Zustand Pψ einen Wert in ∆ zu �nden, ist Sp (P∆Pψ), und der Erwartungswert von
A im Zustand Pψ ist Sp (APψ).Da nah De�nition die Spurbildung eine lineare Operation ist, ist die Häu�gkeit, beider Messung von A im Gemish einen Wert in ∆ zu �nden, gleih

wA(∆) = λ Sp (P∆Pψ1
) + (1−λ) Sp (P∆Pψ2

) ≡ Sp (P∆ρ). (4.12)Der Erwartungswert von A im Gemish ist
〈A〉 = λ Sp (APψ1

) + (1−λ) Sp (APψ2
) ≡ Sp (Aρ). (4.13)Der unreine Zustand wird also durh den statistishen Operator

ρ = λPψ1
+ (1−λ)Pψ2

,auh Dihtematrix genannt, beshrieben. Die Formeln (4.10,4.11) für reine Zustände sindidentish mit den entsprehenden Formeln (4.12,4.13) für Gemishe bis auf die Tatsahe,dass ρ im Allgemeinen kein Projektor ist.O�ensihtlih ist der statistishe Operator ρ hermitesh, da die Projektoren Pψi
her-mitesh sind und λ reell ist. Weiter ist ρ positiv

〈ψ|ρ|ψ〉 ≥ 0, ∀ψ,da die Pψi
positiv sind und λ sowie (1 − λ) nihtnegative Zahlen sind. Shlussendlih istdie Spur von ρ gleihSp ρ = λ SpPψ1

+ (1−λ) SpPψ2
= λ+ (1 − λ) = 1.Für zwei beliebige positive hermiteshe Operatoren ρ1 und ρ2 mit Sp ρi = 1 ist der ge-������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.3. Reine und gemishte Zustände 102mishte Operator ρ = λρ1 + (1− λ)ρ2 wieder positiv und hermitesh. Die Menge {ρ} derDihtematrizen bildet also eine konvexe Menge.Umgekehrt kann ein positiv de�niter hermitesher Operator ρ mit Sp ρ = 1 nur niht-negative diskrete Eigenwerte pn haben und ∑ pn = 1. Sind |n〉 die orthonormierten Ei-genfunktionen von ρ, dann ist
ρ =

∑

n

pn|n〉〈n| ≡
∑

n

pnPn. (4.14)Also lässt sih ρ als Gemish von reinen Zuständen mit Gewihten pn shreiben. Das Sys-tem be�ndet sih mit der Wahrsheinlihkeit pn im reinen Zustand |n〉. |n〉 ist einer derdenkbaren Zustände, in denen sih das System, über das wir nur unvollständig informiertsind, be�nden könnte. Wenn sih das System in einem reinen Zustand be�nden würde,dann wäre der Mittelwert von einer Observablen A gleih 〈ψ|A|ψ〉 = Sp (PψA). Die Un-kenntnis über den genauen Zustand des Systems erzwingt eine zusätzlihe statistisheMittelung
〈A〉ρ =

∑

pn〈n|A|n〉 =
∑

pnSp (PnA) = Sp ρA. (4.15)Nun wollen wir noh die Frage beantworten, wann eine Dihtematrix ρ ein reiner Zustandist, d.h. wann sie die gröÿtmöglihe Information enthält. Ein Zustand ist genau dann rein,wenn nur ein pn = 1 ist und alle anderen pm, m 6= n vershwinden. Die reinen Zuständesind die Extremalpunkte der konvexen Menge von Gemishen. Wegen
ρ2 =

∑

n,m

pnpmPnPm =
∑

n

p2
nPnund p2

n < pn für pn < 1, gehört eine Dihtematrix genau dann zu einem reinen Zustand,wenn ρ2 = ρ ist. Wegen Sp ρ2 =
∑

p2
nist die Summe auf der rehten Seite genau dann Eins, wenn genau ein pn = 1 ist und dieanderen vershwinden. Deshalb gilt auhSp ρ2 =

{

1 falls ρ = ρ2 ein reiner Zustand ist
< 1 falls ρ 6= ρ2 ein gemishter Zustand ist.

������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.3. Reine und gemishte Zustände 1034.3.1 Spinpolarisierte ElektronenWir wollen uns einmal überlegen, wie die allgemeinste Dihtematrix ρ : C 2 −→ C 2 aus-sieht. Eine Dihtematrix ist hermitesh und hat die Spur Eins. Da jede zweidimensionalehermiteshe Matrix eine reelle Linearkombination der Identität und der Pauli-Matrizen
σ1 =

(

0 1

1 0

)

, σ2 =

(

0 −i

i 0

) und σ3 =

(

1 0

0 −1

) (4.16)ist, hat sie die Entwiklung
ρ =

1

2

(1+ ξσ
) mit ξσ = ξ1σ1 + ξ2σ2 + ξ3σ3.Die Eigenwerte einer zweidimensionalen hermiteshen Matrix mit positiver Spur sindgenau dann positiv, wenn sie eine positive Determinante hat. Also ist ρ positiv für

4 det(ρ) = 1 − ξ2 ≥ 0. Die Dihtematrizen haben also die Form
ρ =

1

2
(1+ rnσ) , mit n2 = 1 und 0 ≤ r ≤ 1. (4.17)Die Zustände werden durh die Vektoren rn parametrisiert und können mit den Punktender 3-dimensionalen Vollkugel mit Radius 1 identi�ziert werden. Sie bilden eine konvexeMenge.

rn2

rn3

rn1 reine und gemishteZustände im C 2

Gemishreiner Zustandreiner Zustand

������������A. Wipf, Quantenmehanik I



4. Observable, Zustände und Unbestimmtheit 4.3. Reine und gemishte Zustände 104Um die Reinheit von ρ zu testen, berehnen wir
ρ2 =

1

4

(

(1 + r2)1+ 2rnσ
)

= 1
4
(r2 − 1)1+ ρ.Also entsprehen den Punkten auf der Kugelober�ähe mir r = 1 reinen Zuständen. ImGegensatz zu den reinen Zuständen kann ein Gemish (im Allgemeinen auf viel Arten) in

2 reine Zustände zerlegt werden,
ρ =

1

2
(1+ rnσ) = λρ1 + (1 − λ)ρ2, mit

ρi =
1

2
(1+ niσ) und rn = λn1 + (1 − λ)n2.Es liege nun ein Gemish von niht-wehselwirkenden Elektronen vor, von dem wir nurdie Mittelwerte der Spinkomponenten kennen,

〈si〉ρ mit si =
~

2
σi.Die si sind die den Spinkomponenten zugeordneten hermiteshen Operatoren. Wegen

〈si〉ρ = Sp ρsi =
~

4
Sp σi(1+ rnσ) =

~

2
rnilautet dann die entsprehende Dihtematrix

ρ =
1

2
+

1

~

∑

i

〈si〉σi. (4.18)Es gibt genau einen unreinen Zustand für den alle drei Erwartungswerte 〈si〉 vershwin-den. Ein Zustand ist genau dann rein, wenn gilt
〈s1〉

2 + 〈s2〉
2 + 〈s3〉

2 =
~

2

4
.Unshärferelation für gemishte Zustände: Die quadrierte Unshärfe einer Obser-vablen A im Gemish ρ ist

〈(∆A)2〉ρ = Sp ρ(A2 − 〈A〉2ρ
)

, mit 〈A〉ρ = Sp ρA.Wie für reine Zustände kann man nun die Unshärferelation für zwei Observable beweisen,
〈(∆A)2〉ρ · 〈(∆B)2〉ρ ≥

1

4
|〈[A,B]〉ρ|

2. (4.19)������������A. Wipf, Quantenmehanik I


