Kapitel 3
Formalismus der Quantenmechanik

Es ist unmaoglich, die Schonheiten der Naturgesetze angemessen zu vermitteln,
wenn jemand die Mathematik nicht versteht. Ich bedaure das, aber es ist wohl
s0.

R. Feynman; Nobelpreis 1965

In der Quantenmechanik spielen lineare partielle Differentialgleichungen eine grofte Rolle.
Die Schrédinger- und Klein-Gordon-Gleichungen sind zwei Thnen schon bekannte Beispie-
le. Jedoch kommt noch eine vollig neue Komponente hinzu: Die diskrete Struktur von
Observablen in der Mikrophysik erfordert, Aspekte der Funktionalanalysis beim Studium
der entsprechenden Differentialgleichungen zu beriicksichtigen. Grob gesagt geht es dar-
um, die Quantisierung von physikalischen Gréfen im Kontext einer Eigenwerttheorie zu
verstehen, dhnlich zur Situation in der linearen Algebra.

3.1 Hilbertraume und lineare Operatoren

Wir betrachten ein idealisiertes Beugungsexperiment mit Elektronen, die auf eine Blende
mit Doppelspalt fallen. Eine Photoplatte in der Schirmebene hinter dem Doppelspalt ge-
be uns Informationen iiber das von den auftreffenden Elektronen erzeugte Bild. Zunéchst
bleibe jeweils einer der beiden Spalte geschlossen. Sind ¢y und )5 diejenigen Wellenfunk-
tionen, die zu gedffneten Spalt 1 oder Spalt 2 gehoren, dann erhilt man die Verteilungen

wit,z) = [Ya(t, ) und  wy(t, z) = [¢a(t, )|

auf dem Schirm. 6ffnet man beide Spalte, so entsteht ein Interferenzbild mit Verstdrkung
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Abbildung 3.1: Auf dem Schirm liefert der Spalt S; eine Intensitdt proportional zu w;,
1 = 1,2. Sind beide Spalte gleichzeitig gedffnet, so ist die Intensitéit nicht die Summe der
Intensitaten, sondern zeigt das oszillierende Muster, wie es durch Interferenz von 1, und
1o entsteht.

dort, wo die Wegdifferenz A¢ von beiden Spalten ein ganzzahliges Vielfaches der Wellen-
lange ist, Al = nA. Wegen der Interferenz ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung w nicht
die Summe der Verteilungen w; und w,. Man muss, wie aus der Wellenoptik bekannt, die
beiden Wellen iiberlagern, v = a1y + 19, und entsprechend ist die Schirmschwéirzung
proportional zu

w =i = |afwy + |Bws + @B + Bataih.
Zwei Bemerkungen sind hier angebracht:

e Jedes Elektron macht einen lokalen Einschlag, die Schwirzung der Photoplatte durch
ein Elektron ist nicht ausgeschmiert. w ist nicht die Ladungsverteilung des Elektrons,
sondern gibt seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit an.

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung kommt nicht durch Interferenz vieler gleichzeitig
einfallender Elektronen zustande, sondern man erhélt das gleiche Interferenzbild
auch bei sehr kleiner Intensitdt der Quelle, selbst wenn jedes Elektron einzeln ein-
trifft.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Wegen des Superpositionsprinzips miissen die Summe zweier Wellenfunktionen oder das
Produkt einer Wellenfunktion mit einer Zahl wieder eine Wellenfunktion sein. Die s
bilden also einen linearen Raum oder Vektorraum H. Wegen

(f (@) Z/dgm/)(x)x(w) mit  x(z) = f(z))(z)

sollte dies ein linearer Raum mit positiv-definitem inneren Produkt sein,

(6,0) = / 0 3z )b (x). (3.1)

Dieses Skalarprodukt hat folgende evidente Eigenschaften:

hermitesch: (¢, ¢) = (¢, ¢) € C, Vo, € H
sesqui-linear: (¢, a1y + Oéglpg) = 0 (Qb, ¢1) + Oég(gb, ¢2), mit aq,ap € C (32)
positiv:  ||¥]|? = (¥,9) >0, wenn 1 #0 € H.

Es ist nun naheliegend, den Raum der Wellenfunktionen mit dem Vektorraum der quadra-
tintegrierbaren Funktionen zu identifizieren. Das Skalarprodukt definiert eine Norm auf
diesem Raum, ||| = 1/ (¢, ). Vervollstandigt man den Raum beziiglich der von dieser
Norm induzierten Metrik, so ergibt sich ein unendlich dimensionaler, vollstindiger Vek-
torraum mit Skalarprodukt, ein Hilbertraum H. Eine Wellenfunktion ist also ein Vektor
in H. Hat ein Vektor die Norm Null, so ist es der Nullvektor

4] =0 <= ¢ =0.

Den Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen R® — C bezeichnet man mit
Ly(R?). Zwei Wellenfunktionen v, 1’ € Ly(R?*) werden identifiziert, wenn sie sich nur auf
einer Menge mit Mafs Null unterscheiden.

Es wird nun postuliert, dass durch eine Wellenfunktion ¢ € ‘H das physikalische Sys-
tem fiir alle erzielbaren Mefesultate hinreichend vollstédndig beschrieben wird. Wir haben
frither gesehen, dass

die mittlere Position und der mittlere Impuls eines Teilchens sind, falls der Zustandsvektor
auf Eins normiert ist, [w(z) = (¢,%) = 1. Die Komponenten von z und p sind lineare

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Operatoren auf dem Hilbertraum der Zustandsvektoren. Ein Operator A ist linear, wenn

A (a1 + agha) = g Ay + ap Ay

fiir beliebige komplexe Zahlen «; und Vektoren (Wellenfunktionen) ; gilt. Relevante
Beispiele von linearen Operatoren sind

h 0 1,
x, bj = o0 Hy = om P und  f(z). (3-3)

In der Ortsdarstellung sind der erste und letzte Multiplikationsoperatoren, wihrend die
mittleren beiden Ableitungsoperatoren sind. Operatoren kann man linear superponieren
und miteinander multiplizieren,

(A+B)p=Av+ By,  (ad)p=a(Ay),  (AB)Y = A(BY).

Im allgemeinen kommutieren zwei Operatoren nicht, A(Bv) # B(A%), und die Nichtver-
tauschbarkeit wird durch ihr Kommutator charakterisiert

[A,B] = AB — BA = —[B, A]. (3.4)
Zum Beispiel berechnet sich die Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren geméfs
. hoo . hoo S y
[z', pjlY = - (:Blaj — @-:BZ) ) = - (:Blaj — 04 — x’aj) Y = ihd'p
und haben, da 1) beliebig ist, die einfache Form
[, pj] = ihd",. (3.5)
Dagegen kommutieren die z° miteinander und genauso die Impulse:
[2',27] =0 und [p;,p,] = 0. (3.6)
Der Kommutator erfiillt die wichtige Derivations- oder Produktregel

[A, BC] = B[A,C] +[A, B|C
[AB,C] = A[B,C] +[A,C)B, (3.7)

A. Wipf, Quantenmechanik I
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wie man leicht nachrechnet. Mit dieser fiir explizite Rechnungen sehr hilfreichen Regel
folgt zum Beispiel

) 0 n
it = b ()" (3.8)

2, pjl =ihé o,

Wir beweisen diese Formel (die Thnen aus der klassischen Mechanik bekannt vorkommen
sollte) mittels Induktion und unter Hinzunahme der Produktregel. Offensichtlich gilt die
Formel fiir n = 1. Sie gelte auch fiir alle Potenzen von p; bis zur Potenz n. Wegen

[, i = pylat,pf] + (2 pylp) = piihdinp] ! + ihdip}

-3 g n . 0 n+1
= ihd;(n+1)p} = Zhﬁ—pi (p)"™"

gilt sie dann auch fiir die Potenz n 4 1, was zu beweisen war. Ganz analog beweist man

[ps, (29)"] = —z'haii (1'3)" (3.9)

Wegen der Linearitéit des Kommutators kann man die Formeln (3.8,3.9) zuerst auf Poly-
nome und danach auf Funktionen ausdehnen:

[z', Az, p)] = Zthi
[pi, A(z, p)] = —ih%. (3.10)

Die Analogie zu den Poisson-Klammern zwischen Ort bzw. Impuls und Funktionen von
Ort und Impuls springt ins Auge. Wir werden darauf zuriickkommen.

3.1.1 Dirac-Notation

Die Formulierung der Quantenmechanik wird transparenter, wenn wir die Diracschen Bras
und Kets verwenden. In der Dirac-Notation entspricht einem beliebigen 1) im Hilbertraum
das Ket |¢). Die Kets |¢) sind nichts anderes als unsere iiblichen Hilbert-Raum-Vektoren
1. Dabei wird offen gelassen, ob man in der Orts-, Impuls- oder irgend einer anderen
Darstellung arbeitet. Gerade beim iibergang zwischen verschiedenen Darstellungen ist die
abstrakte Formulierung hilfreich.

Die Erklirung der bra-Vektoren (1| ist etwas schwieriger. Am versténdlichsten ist
vielleicht die Folgende: Die bra-Vektoren sind die linearen stetigen Funktionale auf H, d.h.
die Elemente aus H’. Nach dem Satz von Riesz entspricht jedem f € H’ ein eindeutiges

A. Wipf, Quantenmechanik I
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|¢) € H mit f(¢) = (¢]y) fiir alle p € H. Dann bedeutet (¢|i)) nicht anderes als das
Skalarprodukt,

(¢,9) = (0v) = (¥|9). (3.11)

In einem endlich-dimensionalen Vektorraum mit Skalarprodukt ist (nach Wahl einer Basis)
das Ket |¢) ein Spaltenvektor und das Bra (| ein Zeilenvektor.

Dagegen ist der eindimensionale Operator [1))(¢| eine lineare Abbildung H — H.:

)@l Ix) — (o) [¢)-

Eine Eigenwertgleichung A, = a,, mit Eigenwert a, und Eigenfunktion ), schreibt
man dann mit zunehmender Abstraktion

A\%) = M%)
Alan) = anlan)
Aln) = aypln).

Matrixelemente von Operatoren schreiben sich geméf

(0] Al) = (¢, A).

Im Folgenden wollen wir neben der bisherigen Notation auch die in Physikbiichern oft
benutzte Diracsche Notation verwenden.

3.1.2 Symmetrische Operatoren

Wir kehren zu den Erwartungswerten zuriick. (¢|z'|¢) und (¢|p;]1)) konnen gemessen
werden und miissen deshalb reell sein. Davon wollen wir uns iiberzeugen. Zuerst werden
wir zeigen, dass die Orts- und Impulsoperatoren 'iiberwéalzbar’, d.h. hermitesch oder zu
sich selbst adjungiert sind. Der zu einem linearen Operator A adjungierte Operator AT ist
definiert durch

(0Al) = (¢, A¥) = (ATg,y) fiir ¢ € D(A) C H. (3.12)

Ist A beschrinkt, d.h. gilt ()| A|¢) < Konstante - (¢)|¢)) fiir alle Elemente des Hilbert-
Raums, dann ist A auf dem ganzen Hilbertraum definiert und entsprechend ist sein De-
finitionsbereich D(A) gleich dem ganzen Hilbert-Raum. Fiir unbeschrénkte Operatoren,
wie zum Beispiel den Orts- oder Impulsoperator, wiahlt man einen geeigneten Unter-
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raum D(A) C H als Definitionsbereich. Im Folgenden soll der Definitionsbereich dicht im
Hilbertraum liegen. Dann entféllt die Unterscheidung zwischen hermiteschen und sym-
metrischen Operatoren. Wir werden in dieser Vorlesung meistens etwas sorglos mit den
Definitionsbereichen umgehen. Trotzdem lohnt es, an dieser Stelle den Unterschied zwi-
schen symmetrischen und selbstadjungierten Operatoren festzuhalten:

Ein Operator A mit dichtem Definitionsbereich D(A) C H heikt:

o symmetrisch, A C AT, wenn A hermitesch ist und D(A) C D(A') gilt.
e sclbstadjungiert, A = AT, wenn A hermitesch ist und D(A) = D(AT) gilt.

Der Definitionsbereich des adjungierten Operators ist
D(A") = {¢ € H| existiert ¢ € H, so dass (¢, Ax) = (¢, x) fiir alle y € D(A)}.

Da nach Voraussetzung D(A) dicht in H liegt, ist der Vektor ¢ eindeutig und man setzt
At¢ = 7). Jeder beschrinkte symmetrische Operator ist offensichtlich selbstadjungiert.

Die meisten Operatoren der Quantenmechanik sind unbeschrinkt und zu ihrer Cha-
rakterisierung gehort die Angabe ihres Definitionsbereichs. Ist der Operator symmetrisch,
so kann er eine, keine oder auch viele verschiedene selbstadjungierte Erweiterungen haben.
Héaufig hat man es aber mit wesentlich selbstadjungierten Operatoren zu tun. Das sind
Operatoren, fiir die der Abschluss mit dem adjungierten Operator zusammenfillt, A = A,
Ein wesentlich selbstadjungierter Operator hat also genau eine selbstadjungierte Erweite-
rung. In der Quantenmechanik mit Hilbertraum Lo bietet sich oft der Schwartzraum als
Definitionsbereich an. Es gilt der folgende niitzliche

Satz: Es sei A ein symmetrischer Operator. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. A ist wesentlich selbstadjungiert
2. ny = Ker (AT +4) = {0}
3. R(A+1) ist dicht in 'H.

Im dritten Punkt ist R(A 4 ¢) das Bild (range) des Operators A £ i1, also
R(A+i)=(A£i)D(A) C H.

Bei den letzten beiden Charakterisierungen von wesentlich selbstadjungierten Operatoren
miissen jeweils beide Bedingungen erfiillt sein. Zum Beispiel miissen beide Defekt-Indizes
ny und n_ verschwinden.

A. Wipf, Quantenmechanik I



3. Formalismus der Quantenmechanik 3.1. Hilbertraume und lineare Operatoren 78

Im Folgenden mdchte ich die Probleme mit den Definitionsbereichen nicht mehr wei-
ter behandeln. Meistens kann man die formalen Betrachtungen im Nachgang mit den
Methoden der Funktionalanalysis streng begriinden. Wir kehren zu (3.12) zuriick. Aus
der Definition des adjungierten Operators folgt nun

(AB)'¢,v) = (9, ABY) = (Ao, By) = (B'AT¢, ),
oder die wichtige, aus der linearen Algebra bekannte (formale) Identitét
(AB)' = BT AT (3.13)
Man sieht auch leicht, dass die {-Operation antilinear ist.
(aA+ BB)' = aAl + BB (3.14)

Nun wollen wir uns davon iiberzeugen, dass Orts- und Impulsoperator iibergewélzt werden
konnen. Auf dem dichten Schwartzschen Raum der Testfunktionen gelten

(¢, z)) = /dx oz = /dccm_qﬁzp = (zp, 1) und
6pv) = [dedve =2 [ e V6u = (po.0).

i
Also ist jede Komponente der Operatoren £ und p symmetrisch. Beide konnen zu selbst-
adjungierten Operatoren erweitert werden'. Fiir einen symmetrischen Operator gilt offen-
sichtlich

(W|AW) = (v, AY) = (AY, ¢) = (¢, AY) = (Y| AJY)

wobei wir benutzt haben, dass bei Vertauschung der beiden Eintrige das Skalarprodukt
komplex konjugiert wird. Also sind die Matrixelemente (1| A|¢)) eines symmetrischen Ope-
rators fiir alle [¢)) € D(A) reell. Speziell sind der mittlere Teilchenort und Impuls reell.

An dieser Stelle entlehnen wir ein Resultat aus der Funktionalanalysis, nach dem jeder
selbstadjungierte Operator A diagonalisiert werden kann und reelle Eigenwerte hat. Wir
wollen uns jetzt iiberzeugen, dass die Eigenwerte eines s.a. Operators reell sind und die
Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander stehen. Sei also

Aln) = ay|n) und  Alm) = a,,|m).

'Die Defektindizes sind jeweils (0,0).

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Dann folgt nach iiberwilzen von A die Identitéit
(n[Alm) = am(n|m) = @n(n|m).

Fiir gleiche Vektoren |n) = |m) folgt, dass die Eigenwerte a,, reell sein miissen. Fiir ver-
schiedene Eigenwerte a, # a, folgt hingegen, dass die Eigenvektoren senkrecht sind,
(n|m) = (Y, ¥m) = 0. Gibt es mehrere Eigenfunktionen mit demselben Eigenwert a,,
oder in anderen Worten, ist a, entartet, so sind die Eigenfunktionen nicht automatisch
orthogonal. In diesem Fall kénnen wir uns aber mit dem Schmidtschen Verfahren Linear-
kombinationen von Eigenfunktionen mit demselben Eigenwert beschaffen, die orthogonal
zueinander sind. Also, unabhéngig davon ob A entartete Figenwerte hat oder nicht, kon-
nen wir immer annehmen, dass die Eigenfunktionen eines selbstadjungierten Operators
ein orthonormiertes System im Hilbertraum bilden

Aln) = ay|n), |n) orthonormiert.

Nun wollen wir ein weiteres Resultat aus der Funktionalanalysis {ibernehmen, nachdem
die Eigenfunktionen jedes selbstadjungierten Operators in H ein vollstdndiges System
bilden. Ein vollstdndiges normiertes Orthogonalsystem nennt man eine Menge |n) von
Vektoren mit (n|m) = &,,, und mit 32 a,|n) iiberall dicht im Hilbert-Raum; d.h. zu
jedem Vektor |¢) und vorgegebenen € > 0 gibt es Zahlen a,, und N mit

N
[10) =) " anln)|| = en <. (3.15)
n=1
ey wird bei vorgegebenem N am kleinsten, wenn man
an = (n|¢)
wahlt. Daher gilt
[0) =D anln) =Y (n|v)|n). (3.16)
n=1 n=1

Da insbesondere die orthonormiert gewihlten Eigenfunktionen jedes selbstadjungierten
Operators mit diskretem Spektrum ein vollstindiges orthonormiertes System bilden, kon-
nen wir in (3.16) diese Eigenfunktionen wihlen. In anderen Worten: wir konnen jedes
Element |¢) im Hilbertraum nach den Eigenfunktionen eines gegebenen selbstadjungier-
ten Operators entwickeln.

Aus (3.16) leiten wir folgende wichtige Eigenschaft fiir die Entwicklungskoeffizienten

A. Wipf, Quantenmechanik I
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o, in dieser Entwicklung ab:

@) = (ann|amm) = @nam(nlm) =Y Gnmbum = > _ ||

nm

Die Menge der Koeffizientenfolgen {a,,} bilden einen linearen Raum, auf welchem wir das
Skalarprodukt

(Oé, B) = Z QB

definieren konnen. Nach Vervollstindigung erhalten wir den Hilbertraum /5 der quadrat-
summierbaren Zahlenfolgen. Wir haben soeben gezeigt, dass die lineare Abbildung

) — {an = (n)}

von Lo, nach ¢y das Skalarprodukt erhilt. In der Tat ist diese Abbildung ein lingen-
erhaltender Isomorphismus von L, auf /5, also der quadratintegrierbaren Funktionen
auf die quadratsummierbaren Zahlenfolgen. Dieser Isomorphismus ist die Grundlage des
Schrodingerschen Beweises der dquivalenz zwischen seiner Wellen- und Heisenbergs Ma-
trizenmechanik. Ist der Zustandsvektor normiert, (1,%) = 1, so dass |1)(z)|* eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte darstellt, so ist

> an? =1. (3.17)

n

Wir werden spéter argumentieren, dass fiir ein System im ’Zustand’ |¢)) die Wahrschein-
lichkeit, bei der Messung von A den Eigenwert a,, zu finden, gleich |a,|? ist. (3.17) besagt
dann, dass die Wahrscheinlichkeit, irgend einen Messwert zu finden, gleich Eins ist.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem lehrreichen Beispiel. Wir betrachten den Im-
pulsoperator auf der Kreislinie S mit Umfang L und quasiperiodischen Randbedingungen,

_hd
- gdr’

P D(p,0) = {w e C™(5,C) }@Z)(at +L)= eQmew(x)} ) (3.18)

Fiir verschiedene reelle Parameter 6 handelt es sich um verschiedene Operatoren. Obwohl
sich die Impulsoperatoren nur im Definitionsbereich unterscheiden, haben sie unterschied-
liche Spektren.

Diese Operatoren sind symmetrisch, da fiir alle ¢, aus dem im Hilbertraum H =

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Ly (S) dichten Definitionsbereich D(p, 0) gilt

(00) = (o) = [ 2 (60) = Fowl; =0 (3.19)

Die normierten Eigenfunktionen von p sind ebene Wellen mit #-abhéngiger Wellenzahl,

ale) = =, k= T n ), (3.20)

und die zugehorigen Eigenwerte hingen ebenfalls von 6 ab,

Die Eigenfunktionen bilden eine orthonormierte Basis von H. Jede Funktion in H kann
beliebig genau durch eine endliche Linearkombination der v, approximiert werden.

3.2 Eigenfunktionen und Spektralzerlegung

Die normierten Eigenvektoren |n) einer hermiteschen linearen Abbildung (Matrix) A :
V' — V definieren eine Orthonormalbasis des Vektorraums V/,

Aln) = an|n), (njm) = 0nm, an € R

Fiir entartete Eigenwerte muss die Basis der Eigenvektoren eventuell angepasst werden.
Beziiglich der Eigenbasis |n) ist die Matrix A diagonal,

0) =) anln) = APv) = anan|n) =Y an(nv) n).

Beim letzten Schritt benutzten wir a,, = (n|v). Da dies fiir jeden Vektor gilt, folgt sofort
die Spektralzerlegung der linearen Abbildung A,

A= Zan|n><n|

Die Abbildung P, = |n)(n| projiziert orthogonal auf den von |n) aufgespannten eindi-
mensionalen Unterraum von V' und daher ist A eine Linearkombination von orthogonalen
Projektoren, A = > a,P,. Diese Konstruktion wollen wir nun auf lineare selbstadjun-
gierte Operatoren im Hilbertraum ausdehnen. Es ist gerade die delikate Eigenschaft eines
Operators, selbstadjungiert zu sein und nicht lediglich hermitesch, welche die Quanten-
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mechanik fiir Operatoren fordert, denen Observablen zugeordnet werden (siehe unten).
Der Grund dafiir liegt in den Spektraleigenschaften selbstadjungierter Operatoren, die
physikalisch interpretiert werden.

3.2.1 Operatoren mit diskretem Spektrum

Fiir lineare selbstadjungierte Operatoren mit diskretem Spektrum hat die Spektralzerle-
gung die gleiche Form wie in der linearen Algebra. Im Allgemeinen enthalten die auftre-
tenden Summen aber unendlich viele Glieder. Seien |n, &) die orthonormierten Eigenfunk-
tionen eines selbstadjungierten (s.a.) Operators A zu gegebenem Eigenwert a,,,

Aln, a) = ay|n, a).

Abweichend von obiger Notation beriicksichtigen wir nun die mogliche Entartung von
a,, durch eine zusitzliche Quantenzahl «, die endlich viele Werte annehmen kann. Der
Projektor auf den Unterraum von H, auf dem A den Wert a,, hat, ist

I Z |7’L,O./><TL,CY| = Pn|77b> = Z<n>a|¢>|nva>'

«

In der Tat ist jeder Vektor im Unterraum P,H Eigenvektor von A mit Eigenwert a,,

P1 P2 P3 P4 P5 P6 Projektoren

ax az a3 a4 as  ag Eigenwerte
12)

P'H
—PH

/|1,2>

1,1)

Abbildung 3.2: Die P, projizieren auf orthogonale A-Eigenrdume P,’H von H.
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AP |v) =Y (n,al)Aln,a) = anPaly), ¥V [) €H.

«

Da dies fiir beliebige |¢)) € H wahr ist, gilt die Operator-Identitit
AP, = a,P,. (3.22)

Der Unterraum P,’H C H ist also der Eigenraum zum Eigenwert a,, von A. Die Projek-
toren P, auf die Eigenrdume haben die Eigenschaften

> Po=1, P/=P, und PP, =6l (3.23)

n

Die erste Eigenschaft ist gerade die Vollstandigkeitsrelation (3.16). Die beiden anderen Ei-
genschaften bedeuten, dass die Unterrdume P,’H und P,,’H zu verschiedenen Eigenwerten
a, und a,, orthogonal zueinander sind, wie in Abbildung (3.2) skizziert. Dies haben wir
schon frither gesehen, als wir zeigten, dass Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal sind. Der explizite Beweis macht auch davon Gebrauch,

BBy =Y |m,B)(m, BIn, a)(n,a| =0,

al,3

da |n,a) und |m, 3) senkrecht aufeinander stehen. Wegen (3.22) und der Vollsténdigkeits-
relation in (3.23) folgt die wichtige spektrale Zerlegung des s.a. Operators A

A=Y "a,P,. (3.24)

Ist die Spektralzerlegung von A bekannt, so folgt die Spektralzerlegung von Potenzen von
A oder allgemeiner beliebiger Funktionen von A,

AP = Z ab P, oder allgemeiner f(A) = Z flan) Py, (3.25)

Diese Zerlegungen werden bei der Diskussion des Messprozesses von grofser Bedeutung
sein. Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass zwei kommutierende s.a. Operatoren
A und B gleichzeitig diagonalisiert werden konnen. Diese Beobachtung erleichtert oft die
Berechnung der Eigenwerte von Operatoren.

Sei nun |n,«) eine Eigenfunktion von A mit Eigenwert a,, d.h. |n,a) € P,H. Da A
und B vertauschen, ist

AB|n,a) = BA|n,a) = a,B|n, a),

A. Wipf, Quantenmechanik I



3. Formalismus der Quantenmechanik 3.2. Figenfunktionen und Spektralzerlegung 84

und deshalb liegt auch das Bild B|n, «) im A-Eigenraum P,’H. Ist a,, nicht entartet, dann
ist B|n) proportional zu |n),

B|n) = by|n).

Fiir ein entartetes a, ist das Bild B|n,a) im Allgemeinen nicht mehr parallel zu |n, a).
Aber wir kobnnen B : P,H — P,’H auf dem Eigenraum P,’H diagonalisieren. Die entspre-
chenden Eigenvektoren |n, 3) von B sind gleichzeitig Eigenvektoren von A mit Eigenwert
a,. Beziiglich der neuen Basis sind die Operatoren A und B beide diagonal.

3.2.2 Operatoren mit kontinuierlichen Spektren

Das Standardbeispiel eines Operators mit kontinuierlichem Spektrum ist der Impulsope-
rator. Wir wollen uns hier nicht auf 3 Dimensionen beschrianken und untersuchen diesen
Operator in d Dimensionen. Im Ortsraum ist p = ?V und die Eigenfunktionen sind ebene
Wellen

ip. 1 -
V() = KeP /N K= e mit Eigenwert p = (p1,...,pa)-

Die Fourierdarstellung einer quadratintegrierbaren Funktion im Ortsraum hat die Form

b(z) = / dpd(p)iy(e),  D(p) = / 0z Pp(@))() = (p ),

wobei dx und dp fiir die Integrationen iiber die kartesischen Koordinaten im d-dimensionalen
Orts- bzw. Impulsraum stehen. Die Fouriertransformierte ¢ von v ist also gleich dem Ska-
larprodukt von 1, und %, so dass

b(z) = / dp (Y, ) (). (3.26)

Dies sollte mit der Entwicklung (3.16) eines Zustandsvektors nach der vollstéindigen or-
thonormierten Eigenbasis eines s.a. Operators mit diskretem Spektrum verglichen werden:

V() = (b, V) n ().

Ein weiteres Beispiel sind die Eigenfunktionen des eindimensionalen Hamilton-Operators
mit einem Kastenpotential wie in der Abbildung (3.3). Es gibt eine endliche Anzahl nor-
mierbarer Eigenzustéinde des zugehorigen Hamilton-Operators mit F,, < 0 und Eigenzu-
stdnde mit beliebigen F > 0, die Streuzustinde. Die Streuzustiinde haben ein kontinuier-
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V(z) E
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geb.
» Zustande

Vv

Abbildung 3.3: Kastenpotential und das entsprechende Spektrum von H

liches Energiespektrum und sind nicht normierbar.

Wie in diesen Beispielen gilt auch in der allgemeinen Situation, dass die Eigenfunk-
tionen eines selbstadjungierten Operators A im diskreten Teil des Spektrums,

A,lvz)n = an@/)n, an € R (327)
normierbar sind und diejenigen mit Eigenwerten im kontinuierlichen Spektrum,
A, = arhy, a € R, (3.28)

nicht normierbar sind. Die Formeln werden iibersichtlicher, wenn wir wieder die Dirac-
schen Bras und Kets verwenden. In dieser Notation entspricht einem beliebigen 1) im
Hilbertraum das Ket |¢) und fiir die Eigenzusténde schreiben wir

[Yn) ~ [n)  und (o) ~ a).

Die Beziehungen (3.27) und (3.28) schreiben sich dann wie folgt,

Aln) = anln) = f(A)ln) = flan)[n)
Ala) = ala) = f(A)la) = f(a)la). (3.29)

Da die Eigenfunktionen {|n),|a)} ein vollstindiges Funktionensystem bilden, ist jeder
Zustandsvektor [1) eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen,

0 = Y auln)+ [ daata)lo)
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(| = Zo‘zn(n\+/dad(a)<a\. (3.30)

Enthélt das Spektrum nur diskrete Eigenwerte, dann finden wir wieder die Entwicklung
(3.16). Die Koeffizienten {a,, a(a)} bestimmen den Vektor |¢) eindeutig. Mit (3.29) ist
dann

FA) = an flan)n) +/daa(a)f(a)|a>- (3.31)

Friither haben wir bewiesen, dass die quadratintegrierbaren Eigenfunktionen |n) ortho-
normiert gewihlt werden konnen. Wir werden jetzt zeigen, dass die Eigenfunktionen im
kontinuierlichen Spektrum orthogonal zu den gebundenen Zustinden sind und ebenfalls
‘orthonormiert’ gewihlt werden konnen:

(m|n) = dmn, (alby = d(a — b) und (nla) = 0. (3.32)

Diese Normierungsvorschriften fiir die Eigenfunktionen des diskreten und kontinuierlichen
Spektrums bezeichnet man als Normierung auf eine §-Funktion. Die |a) sind nicht nor-
mierbar, da (a|a) formal unendlich ist.

Um die letzte Eigenschaft in (3.32) zu zeigen wihlen wir fiir [¢)) eine beliebige iiberlage-
rung der ungebundenen Zusténde, [¢)) = [ daa(a)|a). Dann ist

(n|AJp) = /daa(a)a<n|a) azal an/daa(a)<n|a).

Wir wollen annehmen, dass die Mengen {a, } und {a} disjunkt sind. Dann impliziert diese
Gleichung, die ja fiir beliebige Koeffizientenfunktionen «(a) gilt, dass die gebundenen
Zusténde senkrecht zu den ungebundenen Zustdnden sind, was zu beweisen war. Die
Identitat

(Bl Al) = / da a(a) albla) “=" b / da o (a){bla).

kann nur gelten wenn (b|a) proportional zu §(b—a) ist. Nun kann man jede Eigenfunktion
|a) mit einer passenden Zahl multiplizieren, so dass die mittlere Beziehung in (3.32) gilt.

Mit den gerade gezeigten Orthogonalititsrelationen (3.32) findet man nun fiir die
Entwicklungskoeffizienten in (3.30) die Formeln

an, = (nlY) und «fa) = (aly), (3.33)
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so dass

6y = S (i) n) + / da ol o) wnd (1) = 3 ool + / dala(a)®  (3.34)

n

ist. Die letzte Gleichung ist die Verallgemeinerung der Parsevalgleichung. Wenn wir die
fiir beliebige Vektoren giiltige erste Formel etwas umschreiben,

— (Z\m(n\ +/da|a)(a|> 1),

dann identifizieren wir den Operator zwischen den runden Klammern als Einheitsoperator,

1= |njinl + /da a)(al. (3.35)

Diese Zerlegung der Eins werden wir im Folgenden sehr oft brauchen.

Wegen (3.31) und (3.32) ist der Mittelwert von f(A) im (normierten) Zustand |¢)
gleich

WA = 3 falonl*+ [ das@lar (330

Fiir einen auf Eins normierten Zustand |¢) legt uns dieses Resultat und die letzte Glei-
chung in (3.34) nahe,

w(A) = Z |an\2+/Adoz\a(a)\2 (3.37)

als Wahrscheinlichkeit dafiir anzusehen, bei der Messung der Observablen A im Zustand
|4) einen Wert in A C R zu finden. Insbesondere ist dann |a,|? die Wahrscheinlichkeit
dafiir, den Wert a, zu messen. Wir kommen darauf zuriick bei der Besprechung des
Messprozels.

3.2.3 Orts- und Impulsoperator

Wir illustrieren das Gelernte anhand des Orts- und Impulsoperators. In R? haben beide
ein kontinuierliches Spektrum und wir bezeichnen die Eigenzustéinde mit |z) und |p),

t|lz) =z|z) , plp)=plp) (3.38)
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Die entsprechenden Zerlegungen der Eins lauten

/da: |lz){(z|=1 und /dp|p)(p| =1. (3.39)

Wir konnen einen beliebigen Zustandsvektor |¢)) nach den Eigenzustdnden des Orts- bzw.
Impulsoperators entwickeln:

hwzfmmwm5/mwwm
wwszwwmszmmm. (3.40)

In der Ortsdarstellung ist der Ortsoperator diagonal und der (abstrakte) Zustandsvektor
|tb) wird durch die Koeffizientenfunktion ¢(z), also die Wellenfunktion im Ortsraum,
charakterisiert. Analog ist ﬂ(p) die Koeffizientenfunktion in der Impulsdarstellung. Die
verallgemeinerte Parsevalgleichung (3.34) geht iiber in die gewohnliche Parsevalgleichung
der Fouriertransformation,

Wity = [ delot@)P = [ anlie)?
Die nach der Gleichung (3.36) gemachten Aussagen bedeuten nun, dass

w(z) = |[¢(e)* und @(p) = |[(p)I’

die Wahrscheinlichkeitdichten dafiir sind, das System im Ortsraum bei  bzw. im Im-
pulsraum bei p zu finden, in iibereinstimmung mit unseren Grundannahmen iiber die
Struktur der Quantenmechanik in Abschnitt (2.1.1).

Der iibergang von der Orts- in die Impulsdarstellung erfolgt gemaf

()

@wzwmwszwmmwszwmwm

Dabei ist (z|p) der Eigenzustand von p in der Ortsdarstellung,

1

ip-xz/h
rhyE e . (3.41)

(z|p) = tp(z) =

Die Koeffizientenfunktionen @/N)(p) in der Impulsdarstellung ist, wie erwartet, die Fourier-
transformierte der Koeffizientenfunktion ¢(z) in der Ortsdarstellung. Im Ortsraum lautet
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die Zerlegung der FEins (3.35) fiir einen beliebigen selbstadjungierten Operator

Sz~ y) = (aly) = (el1ly) X Yaln)nly) + [ daalaaly). (42

n

Da sie die Vollsténdigkeit der Eigenfunktionen {|n),|a)} im Ortsraum ausdriickt, heisst
sie ebenfalls Vollstindigkeitsrelation. Ein linearer Operator A wirkt folgendermassen auf
eine Wellenfunktion im Ortsraum,

mwwz@mw:/@@mmwwszwmmww

Dies ist eine Faltung von ¢ (x) mit dem Kern (z|A|y). Speziell ist

(olély) = y5(a —y) = w6z —y) wd (zlply) =V, 5z~ ).

3.2.4 Spektralprojektoren

dhnlich wie im diskreten Fall kann man fiir jeden s.a. Operator die Schar der Projektions-
operatoren, Pa, wobei A ein Intervall in R ist, einfiihren:

Pa= Y \n><n\+/da\a><a\. (3.43)

n:an €A aeA

P projiziert senkrecht auf dem Unterraum PaH, der von allen Eigenvektoren {|n), |a)}
von A aufgespannt wird, deren Eigenwerte {a,,a} im Intervall A liegen. Dass die Pa
orthogonale Projektoren sind, folgt aus den Eigenschaften

Pl =Pr,  PaPa=PaxPa=Pan und Ploo = 1. (3.44)

Die Symmetrie der Spektralprojektoren ist leicht einzusehen und die letzte Eigenschaft ist
gerade die Zerlegung der Eins in (3.35). Wir brauchen deshalb nur die zweite Eigenschaft
beweisen. Mit (3.32) folgt

vmm::(vam+A&m@)CQmm+Ammw)

am €A’

= ( > |n><n|+/ da|@><a|> = Pana,
an€A'NA A'NA
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was zu beweisen war. Die Pa sind also kommutierende Projektoren. Sind A und A’ dis-
junkte Spektralbereiche, dann sind die zugehorigen Projektoren orthogonal. Die Pa kom-
mutieren mit A. Wahlen wir A = A’ in (3.44), dann folgt

PR = Pa.
Die Spektralprojektoren haben also die Eigenwerte 0 und 1. Die Eigenfunktionen mit

Eigenwert 0 sind senkrecht zu PA’H und diejenigen mit Eigenwert 1 liegen in PAH.

Abschliessend wollen wir noch die Spektralprojektoren des Ortsoperators explizit be-
stimmen. Das rein kontinuierliche Spektrum der gleichzeitig diagonalisierbaren Operato-
ren = {2' ..., 2%} ist R%. Sei also A eine Untermenge des R?. Dann ist

wwwm::@WWMZXQMﬂwwwwiL@&m—www>

[ (zlY) =y(x) fallsz e A
B {0 falls z & A (3.45)

und entsprechend ist der Mittelwert des Projektors auf den Unterraum der Eigenfunktio-
nen mit Eigenwert in A gleich

wmmzAmwwwzﬁmmm (3.46)

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Zustand [¢)) im Gebiet A zu finden, ist demnach
gleich (1| Pa|t). Der Unterraum PAH besteht aus allen Funktionen mit Tréger in A.

3.3 Unitare Operatoren

In der Quantentheorie spielen neben den selbstadjungierten auch die unitdaren Operatoren
eine herausragende Rolle. Zum Beispiel ist die Losung der zeitabhidngigen Schrédinger-
Gleichung mit Anfangsfunktion |¢)(#p)) durch einen unitdren Zeitentwicklungsoperator
bestimmt,

[W(t)) = Ul(t, )| (to))-

Auch Symmetrien in der Quantenmechanik werden immer durch (anti)unitére Operato-
ren implementiert. Unitdre Operatoren sind spezielle isometrische Operatoren. Dies sind
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Operatoren, welche die Norm von Vektoren unverindert lassen,

Uy, Ux) = (UTU%,x) = (¢, x) -
Invertierbare isometrische Operatoren heiffen nun wnitdr und erfiillen
U'U=UU"=1 beziechungsweise U'=U"", (3.47)

Hier wollen wir noch anmerken, dass es zwischen unitdren und selbstadjungierten Opera-
toren den folgenden Zusammenhang gibt:

U unitir <= U = ¢4 A selbstadjungiert. (3.48)

Dass U fiir ein selbstadjungiertes A unitér ist, ist formal schnell bewiesen
Ut — (eiA)T _ e—z‘AT — oiA (eiA)_l ey

Die Umkehrung erfordert etwas mehr Arbeit und wird hier nicht gezeigt. Ist |n) eine
Eigenfunktion von A mit reellem Eigenwert a,,, dann ist

Uln) = e|n) = e |n). (3.49)

Die Eigenwerte von unitdren Operatoren sind also reine Phasen und die (passend gewéhl-
ten) Eigenfunktionen bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem. Ist U unitér und B
selbstadjungiert, so ist auch der zu B dhnliche Operator UBU ! selbstadjungiert:

(uBu)' = u-BiUT = UBU.

dhnlich wie oben kann man nun zeigen, dass ein selbstadjungierter Operator B und ein
unitirer Operator U, die kommutieren,

UBU™! = B «= UB = BU, (3.50)

gleichzeitig diagonalisiert werden kdnnen.

Schlussendlich bemerken wir noch, dass jeder selbstadjungierte Operator und damit
auch jeder unitdre Operator, mit einem unitiren Operator diagonalisiert werden kann.
Dies folgt aus den obigen Betrachtungen und insbesondere daraus, dass die Eigenfunk-
tionen von selbstadjungierten und unitaren Operatoren ein vollstdndiges orthonormiertes
System bilden. Also gibt es zu jedem selbstadjungierten Operator B beziehungsweise je-
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dem unitiaren Operator U einen unitiren Operator V', so dass
Vi;'BVg =Dy,  V;'UVy =Dy , Dp,Dy diagonal (3.51)

gelten. Die nichtverschwindenden Diagonalelemente von Dg bzw. Dy sind die Eigenwerte
von B bzw. U und damit reelle Zahlen bzw. reine Phasen.

3.3.1 Unitare Translationsoperatoren

Wir illustrieren nun die allgemeine Theorie anhand der einparametrigen Schar von uni-
taren Operatoren

. hd
Ula) = €™ wobei p= T G€ R, (3.52)

der Impulsoperator auf der Kreislinie S mit Umfang L ist, siche (3.18). Auf reelle und
analytische Wellenfunktionen wirken sie wie folgt,

(Ua)9) (2) = (e) + () + S0 (@) + ... = V(e +a).

Die exponentierten Impulse verschieben also das Argument der Wellenfunktion. Aus der
letzten Darstellung entnehmen wir, dass die Verschiebungs- oder Translationsoperatoren
U(a) auf dem ganzen Hilbert-Raum, im Beispiel Lo(S), definiert sind. Wie nach der
allgemeinen Theorie erwartet, sind sie unitér,

(U(a)p, U(a)) = / dz 3z + a)(z + a) = / do d(e)h(@) = (Gl (3.53)

Unitdre und damit beschrinkte Translationsoperatoren kénnen natiirlich auch auf dem
Hilbertraum Ly(R?) definiert werden,

(U(a)y) () = (/") (z) = ¢(z + a). (3.54)

Wir werden dieses Resultat spéter in dieser Vorlesung brauchen.

3.3.2 Cayley-Transformation

Neben der Exponentiation gibt es eine weitere Transformation, die einem selbstadjun-
gierten Operator einen unitdren Operator zuordnet. Diese nach CAYLEY benannte Trans-
formation ist motiviert durch die einfache Beobachtung, dass fiir jede reelle Zahl a die
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komplexe Zahl

1 —a
t+a

u

die Lange 1 hat, also eine Phase ist. Die Umkehrtransformation lautet

1—u
a=1 .
1+u

Sie existiert nur, wenn 1+ u nicht verschwindet. Die Cayley-Transformation R > a — u €
S wird zu einer Transformation von selbstadjungierten Operatoren (mit reellen Eigenwer-
ten) auf unitire Operatoren (mit Eigenwerten auf dem Einheitskreis in der komplexen
Ebene). Fiir jeden selbstadjungierten Operator A ist die Cayley-Transformierte

U=(i—A)Gi+A)™" (3.55)

ein unitidrer Operator. Umgekehrt ist fiir jeden unitiren Operator fiir den —1 nicht im
Spektrum liegt, der transformierte Operator

A=i1-0U)1+U)! (3.56)

selbstadjungiert.

Wihlen wir zum Beispiel fiir den selbstadjungierten Operator A eine Linearkombina-
tion der Impulse, A = ap/h = —ia'0;, dann zeigt eine kurze Rechnung

1 n, L+ika ..~
V(@) &) = Gy [ O T R)
)

= Y(z)+2(aVy + (aV)*Y +...) (z) (3.57)
= —Y(z) + 2/0 e tU(z + Ea)dE.

Offensichtlich ist U(a) unitér, da die Fourier-Transformierte von Ut bis auf eine Phase
gleich der Transformierten von v ist. Aus der zweiten Darstellung folgern wir, dass die
Cayley-Transformierte mit Parametern a/2 die Exponentialfunktion (3.54) mit Parame-
tern a bis auf einen Fehler der Ordnung a® approximiert. Die letzte Darstellung dage-
gen macht deutlich, dass die unitdren Operatoren U(a) auf ganz Ly(R") definiert sind.
Die Cayley-Transformation wird in numerischen Codes zur Losung der zeitabhidngigen
Schrodinger-Gleichung verwendet.
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