
Kapitel 3Formalismus der Quantenme
hanik
Es ist unmögli
h, die S
hönheiten der Naturgesetze angemessen zu vermitteln,wenn jemand die Mathematik ni
ht versteht. I
h bedaure das, aber es ist wohlso.R. Feynman; Nobelpreis 1965In der Quantenme
hanik spielen lineare partielle Di�erentialglei
hungen eine groÿe Rolle.Die S
hrödinger- und Klein-Gordon-Glei
hungen sind zwei Ihnen s
hon bekannte Beispie-le. Jedo
h kommt no
h eine völlig neue Komponente hinzu: Die diskrete Struktur vonObservablen in der Mikrophysik erfordert, Aspekte der Funktionalanalysis beim Studiumder entspre
henden Di�erentialglei
hungen zu berü
ksi
htigen. Grob gesagt geht es dar-um, die Quantisierung von physikalis
hen Gröÿen im Kontext einer Eigenwerttheorie zuverstehen, ähnli
h zur Situation in der linearen Algebra.3.1 Hilberträume und lineare OperatorenWir betra
hten ein idealisiertes Beugungsexperiment mit Elektronen, die auf eine Blendemit Doppelspalt fallen. Eine Photoplatte in der S
hirmebene hinter dem Doppelspalt ge-be uns Informationen über das von den auftre�enden Elektronen erzeugte Bild. Zunä
hstbleibe jeweils einer der beiden Spalte ges
hlossen. Sind ψ1 und ψ2 diejenigen Wellenfunk-tionen, die zu geö�neten Spalt 1 oder Spalt 2 gehören, dann erhält man die Verteilungen

w1(t, x ) = |ψ1(t, x )|2 und w2(t, x ) = |ψ2(t, x )|2auf dem S
hirm. ö�net man beide Spalte, so entsteht ein Interferenzbild mit Verstärkung71
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Abbildung 3.1: Auf dem S
hirm liefert der Spalt Si eine Intensität proportional zu wi,
i = 1, 2. Sind beide Spalte glei
hzeitig geö�net, so ist die Intensität ni
ht die Summe derIntensitäten, sondern zeigt das oszillierende Muster, wie es dur
h Interferenz von ψ1 und
ψ2 entsteht.dort, wo die Wegdi�erenz ∆ℓ von beiden Spalten ein ganzzahliges Vielfa
hes der Wellen-länge ist, ∆ℓ = nλ. Wegen der Interferenz ist die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung w ni
htdie Summe der Verteilungen w1 und w2. Man muss, wie aus der Wellenoptik bekannt, diebeiden Wellen überlagern, ψ = αψ1 + βψ2, und entspre
hend ist die S
hirms
hwärzungproportional zu

w = ψ̄ψ = |α|2w1 + |β|2w2 + ᾱβψ̄1ψ2 + β̄αψ̄2ψ1.Zwei Bemerkungen sind hier angebra
ht:
• Jedes Elektron ma
ht einen lokalen Eins
hlag, die S
hwärzung der Photoplatte dur
hein Elektron ist ni
ht ausges
hmiert. w ist ni
ht die Ladungsverteilung des Elektrons,sondern gibt seine Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit an.
• Die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung kommt ni
ht dur
h Interferenz vieler glei
hzeitigeinfallender Elektronen zustande, sondern man erhält das glei
he Interferenzbildau
h bei sehr kleiner Intensität der Quelle, selbst wenn jedes Elektron einzeln ein-tri�t.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



3. Formalismus der Quantenme
hanik 3.1. Hilberträume und lineare Operatoren 73Wegen des Superpositionsprinzips müssen die Summe zweier Wellenfunktionen oder dasProdukt einer Wellenfunktion mit einer Zahl wieder eine Wellenfunktion sein. Die ψ'sbilden also einen linearen Raum oder Vektorraum H. Wegen
〈f(x )〉ψ =

∫

d3x ψ̄(x )χ(x ) mit χ(x ) = f(x )ψ(x )sollte dies ein linearer Raum mit positiv-de�nitem inneren Produkt sein,
(φ, ψ) =

∫

d3x φ̄(x )ψ(x ). (3.1)Dieses Skalarprodukt hat folgende evidente Eigens
haften:hermites
h: (φ, ψ) = (ψ, φ) ∈ C , ∀φ, ψ ∈ Hsesqui-linear: (φ, α1ψ1 + α2ψ2) = α1(φ, ψ1) + α2(φ, ψ2), mit α1, α2 ∈ C (3.2)positiv: ‖ψ‖2 ≡ (ψ, ψ) > 0, wenn ψ 6= 0 ∈ H.Es ist nun naheliegend, den Raum der Wellenfunktionen mit dem Vektorraum der quadra-tintegrierbaren Funktionen zu identi�zieren. Das Skalarprodukt de�niert eine Norm aufdiesem Raum, ‖ψ‖ =
√

(ψ, ψ). Vervollständigt man den Raum bezügli
h der von dieserNorm induzierten Metrik, so ergibt si
h ein unendli
h dimensionaler, vollständiger Vek-torraum mit Skalarprodukt, ein Hilbertraum H. Eine Wellenfunktion ist also ein Vektorin H. Hat ein Vektor die Norm Null, so ist es der Nullvektor
‖ψ‖2 = 0 ⇐⇒ ψ = 0.Den Hilbertraum der quadratintegrierbaren Funktionen R 3 → C bezei
hnet man mit

L2(R 3). Zwei Wellenfunktionen ψ, ψ′ ∈ L2(R 3) werden identi�ziert, wenn sie si
h nur aufeiner Menge mit Maÿ Null unters
heiden.Es wird nun postuliert, dass dur
h eine Wellenfunktion ψ ∈ H das physikalis
he Sys-tem für alle erzielbaren Meÿesultate hinrei
hend vollständig bes
hrieben wird. Wir habenfrüher gesehen, dass
(ψ, xψ) =

∫

ψ̄(x )xψ(x )d3x

(ψ,pψ) =

∫

ψ̄(x )
~

i
∇ψ(x )d3xdie mittlere Position und der mittlere Impuls eines Teil
hens sind, falls der Zustandsvektorauf Eins normiert ist, ∫ ω(x ) = (ψ, ψ) = 1. Die Komponenten von x und p sind lineare������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



3. Formalismus der Quantenme
hanik 3.1. Hilberträume und lineare Operatoren 74Operatoren auf dem Hilbertraum der Zustandsvektoren. Ein Operator A ist linear, wenn
A (α1ψ1 + α2ψ2) = α1Aψ1 + α2Aψ2für beliebige komplexe Zahlen αi und Vektoren (Wellenfunktionen) ψi gilt. RelevanteBeispiele von linearen Operatoren sind

xi, pj =
~

i

∂

∂xj
, H0 =

1

2m
p2 und f(x ). (3.3)In der Ortsdarstellung sind der erste und letzte Multiplikationsoperatoren, während diemittleren beiden Ableitungsoperatoren sind. Operatoren kann man linear superponierenund miteinander multiplizieren,

(A+B)ψ ≡ Aψ +Bψ, (αA)ψ = α(Aψ), (AB)ψ = A(Bψ).Im allgemeinen kommutieren zwei Operatoren ni
ht, A(Bψ) 6= B(Aψ), und die Ni
htver-taus
hbarkeit wird dur
h ihr Kommutator 
harakterisiert
[A,B] = AB −BA = −[B,A]. (3.4)Zum Beispiel bere
hnet si
h die Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren gemäÿ

[xi, pj]ψ =
~

i

(

xi∂j − ∂jx
i
)

ψ =
~

i

(

xi∂j − δij − xi∂j
)

ψ = i~δijψund haben, da ψ beliebig ist, die einfa
he Form
[xi, pj] = i~δij . (3.5)Dagegen kommutieren die xi miteinander und genauso die Impulse:

[xi, xj ] = 0 und [pi, pj] = 0. (3.6)Der Kommutator erfüllt die wi
htige Derivations- oder Produktregel
[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B, (3.7)
������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



3. Formalismus der Quantenme
hanik 3.1. Hilberträume und lineare Operatoren 75wie man lei
ht na
hre
hnet. Mit dieser für explizite Re
hnungen sehr hilfrei
hen Regelfolgt zum Beispiel
[xi, pnj ] = i~δijnp

n−1
j = i~

∂

∂pi
(pj)

n . (3.8)Wir beweisen diese Formel (die Ihnen aus der klassis
hen Me
hanik bekannt vorkommensollte) mittels Induktion und unter Hinzunahme der Produktregel. O�ensi
htli
h gilt dieFormel für n = 1. Sie gelte au
h für alle Potenzen von pj bis zur Potenz n. Wegen
[xi, pn+1

j ] = pj [x
i, pnj ] + [xi, pj]p

n
j = pji~δ

i
jnp

n−1
j + i~δijp

n
j

= i~δij(n+ 1)pnj = i~
∂

∂pi
(pj)

n+1gilt sie dann au
h für die Potenz n + 1, was zu beweisen war. Ganz analog beweist man
[pi, (x

j)n] = −i~ ∂

∂xi
(

xj
)n
. (3.9)Wegen der Linearität des Kommutators kann man die Formeln (3.8,3.9) zuerst auf Poly-nome und dana
h auf Funktionen ausdehnen:

[xi, A(x ,p)] = i~
∂A(x ,p)

∂pi

[pi, A(x ,p)] = −i~∂A(x ,p)

∂xi
. (3.10)Die Analogie zu den Poisson-Klammern zwis
hen Ort bzw. Impuls und Funktionen vonOrt und Impuls springt ins Auge. Wir werden darauf zurü
kkommen.3.1.1 Dira
-NotationDie Formulierung der Quantenme
hanik wird transparenter, wenn wir die Dira
s
hen Brasund Kets verwenden. In der Dira
-Notation entspri
ht einem beliebigen ψ im Hilbertraumdas Ket |ψ〉. Die Kets |ψ〉 sind ni
hts anderes als unsere übli
hen Hilbert-Raum-Vektoren

ψ. Dabei wird o�en gelassen, ob man in der Orts-, Impuls- oder irgend einer anderenDarstellung arbeitet. Gerade beim übergang zwis
hen vers
hiedenen Darstellungen ist dieabstrakte Formulierung hilfrei
h.Die Erklärung der bra-Vektoren 〈ψ| ist etwas s
hwieriger. Am verständli
hsten istviellei
ht die Folgende: Die bra-Vektoren sind die linearen stetigen Funktionale aufH, d.h.die Elemente aus H′. Na
h dem Satz von Riesz entspri
ht jedem f ∈ H′ ein eindeutiges������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



3. Formalismus der Quantenme
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|φ〉 ∈ H mit f(ψ) = 〈φ|ψ〉 für alle ψ ∈ H. Dann bedeutet 〈φ|ψ〉 ni
ht anderes als dasSkalarprodukt,

(φ, ψ) = 〈φ|ψ〉 = 〈ψ|φ〉. (3.11)In einem endli
h-dimensionalen Vektorraummit Skalarprodukt ist (na
hWahl einer Basis)das Ket |ψ〉 ein Spaltenvektor und das Bra 〈ψ| ein Zeilenvektor.Dagegen ist der eindimensionale Operator |ψ〉〈φ| eine lineare Abbildung H → H:
|ψ〉〈φ| : |χ〉 −→ 〈φ|χ〉 |ψ〉.Eine Eigenwertglei
hung Aψn = anψn mit Eigenwert an und Eigenfunktion ψn s
hreibtman dann mit zunehmender Abstraktion

A|ψn〉 = an|ψn〉
A|an〉 = an|an〉
A|n〉 = an|n〉.Matrixelemente von Operatoren s
hreiben si
h gemäÿ

〈φ|A|ψ〉 ≡ (φ,Aψ).Im Folgenden wollen wir neben der bisherigen Notation au
h die in Physikbü
hern oftbenutzte Dira
s
he Notation verwenden.3.1.2 Symmetris
he OperatorenWir kehren zu den Erwartungswerten zurü
k. 〈ψ|xi|ψ〉 und 〈ψ|pi|ψ〉 können gemessenwerden und müssen deshalb reell sein. Davon wollen wir uns überzeugen. Zuerst werdenwir zeigen, dass die Orts- und Impulsoperatoren 'überwälzbar', d.h. hermites
h oder zusi
h selbst adjungiert sind. Der zu einem linearen Operator A adjungierte Operator A† istde�niert dur
h
〈φ|A|ψ〉 ≡ (φ,Aψ) = (A†φ, ψ) für ψ ∈ D(A) ⊂ H. (3.12)Ist A bes
hränkt, d.h. gilt 〈ψ|A|ψ〉 ≤ Konstante · 〈ψ|ψ〉 für alle Elemente des Hilbert-Raums, dann ist A auf dem ganzen Hilbertraum de�niert und entspre
hend ist sein De-�nitionsberei
h D(A) glei
h dem ganzen Hilbert-Raum. Für unbes
hränkte Operatoren,wie zum Beispiel den Orts- oder Impulsoperator, wählt man einen geeigneten Unter-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



3. Formalismus der Quantenme
hanik 3.1. Hilberträume und lineare Operatoren 77raum D(A) ⊂ H als De�nitionsberei
h. Im Folgenden soll der De�nitionsberei
h di
ht imHilbertraum liegen. Dann entfällt die Unters
heidung zwis
hen hermites
hen und sym-metris
hen Operatoren. Wir werden in dieser Vorlesung meistens etwas sorglos mit denDe�nitionsberei
hen umgehen. Trotzdem lohnt es, an dieser Stelle den Unters
hied zwi-s
hen symmetris
hen und selbstadjungierten Operatoren festzuhalten:Ein Operator A mit di
htem De�nitionsberei
h D(A) ⊂ H heiÿt:
• symmetris
h, A ⊂ A†, wenn A hermites
h ist und D(A) ⊂ D(A†) gilt.
• selbstadjungiert, A = A†, wenn A hermites
h ist und D(A) = D(A†) gilt.Der De�nitionsberei
h des adjungierten Operators ist
D(A†) = {φ ∈ H| existiert ψ ∈ H, so dass (φ,Aχ) = (ψ, χ) für alle χ ∈ D(A)} .Da na
h Voraussetzung D(A) di
ht in H liegt, ist der Vektor ψ eindeutig und man setzt

A†φ = ψ. Jeder bes
hränkte symmetris
he Operator ist o�ensi
htli
h selbstadjungiert.Die meisten Operatoren der Quantenme
hanik sind unbes
hränkt und zu ihrer Cha-rakterisierung gehört die Angabe ihres De�nitionsberei
hs. Ist der Operator symmetris
h,so kann er eine, keine oder au
h viele vers
hiedene selbstadjungierte Erweiterungen haben.Häu�g hat man es aber mit wesentli
h selbstadjungierten Operatoren zu tun. Das sindOperatoren, für die der Abs
hluss mit dem adjungierten Operator zusammenfällt, Ā = A†.Ein wesentli
h selbstadjungierter Operator hat also genau eine selbstadjungierte Erweite-rung. In der Quantenme
hanik mit Hilbertraum L2 bietet si
h oft der S
hwartzraum alsDe�nitionsberei
h an. Es gilt der folgende nützli
heSatz: Es sei A ein symmetris
her Operator. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:1. A ist wesentli
h selbstadjungiert2. n± = Ker (A† ± i) = {0}3. R (A± i) ist di
ht in H.Im dritten Punkt ist R(A± i) das Bild (range) des Operators A± i1, also
R(A± i) = (A± i)D(A) ⊂ H.Bei den letzten beiden Charakterisierungen von wesentli
h selbstadjungierten Operatorenmüssen jeweils beide Bedingungen erfüllt sein. Zum Beispiel müssen beide Defekt-Indizes

n+ und n− vers
hwinden.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



3. Formalismus der Quantenme
hanik 3.1. Hilberträume und lineare Operatoren 78Im Folgenden mö
hte i
h die Probleme mit den De�nitionsberei
hen ni
ht mehr wei-ter behandeln. Meistens kann man die formalen Betra
htungen im Na
hgang mit denMethoden der Funktionalanalysis streng begründen. Wir kehren zu (3.12) zurü
k. Ausder De�nition des adjungierten Operators folgt nun
((AB)†φ, ψ) = (φ,ABψ) = (A†φ,Bψ) = (B†A†φ, ψ),oder die wi
htige, aus der linearen Algebra bekannte (formale) Identität

(AB)† = B†A†. (3.13)Man sieht au
h lei
ht, dass die †-Operation antilinear ist.
(αA+ βB)† = ᾱA† + β̄B†. (3.14)Nun wollen wir uns davon überzeugen, dass Orts- und Impulsoperator übergewälzt werdenkönnen. Auf dem di
hten S
hwartzs
hen Raum der Testfunktionen gelten

(φ, xψ) =

∫

dx φ̄xψ =

∫

dx xφψ = (xφ, ψ) und
(φ,pψ) =

~

i

∫

dx φ̄∇ψ = −~

i

∫

dx∇φ̄ ψ = (pφ, ψ).Also ist jede Komponente der Operatoren x und p symmetris
h. Beide können zu selbst-adjungierten Operatoren erweitert werden1. Für einen symmetris
hen Operator gilt o�en-si
htli
h
〈ψ|A|ψ〉 ≡ (ψ,Aψ) = (Aψ, ψ) = (ψ,Aψ) ≡ 〈ψ|A|ψ〉wobei wir benutzt haben, dass bei Vertaus
hung der beiden Einträge das Skalarproduktkomplex konjugiert wird. Also sind die Matrixelemente 〈ψ|A|ψ〉 eines symmetris
hen Ope-rators für alle |ψ〉 ∈ D(A) reell. Speziell sind der mittlere Teil
henort und Impuls reell.An dieser Stelle entlehnen wir ein Resultat aus der Funktionalanalysis, na
h dem jederselbstadjungierte Operator A diagonalisiert werden kann und reelle Eigenwerte hat. Wirwollen uns jetzt überzeugen, dass die Eigenwerte eines s.a. Operators reell sind und dieEigenfunktionen zu vers
hiedenen Eigenwerten senkre
ht aufeinander stehen. Sei also

A|n〉 = an|n〉 und A|m〉 = am|m〉.1Die Defektindizes sind jeweils (0, 0).������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



3. Formalismus der Quantenme
hanik 3.1. Hilberträume und lineare Operatoren 79Dann folgt na
h überwälzen von A die Identität
〈n|A|m〉 = am〈n|m〉 = ān〈n|m〉.Für glei
he Vektoren |n〉 = |m〉 folgt, dass die Eigenwerte an reell sein müssen. Für ver-s
hiedene Eigenwerte an 6= am folgt hingegen, dass die Eigenvektoren senkre
ht sind,

〈n|m〉 ≡ (ψn, ψm) = 0. Gibt es mehrere Eigenfunktionen mit demselben Eigenwert an,oder in anderen Worten, ist an entartet, so sind die Eigenfunktionen ni
ht automatis
horthogonal. In diesem Fall können wir uns aber mit dem S
hmidts
hen Verfahren Linear-kombinationen von Eigenfunktionen mit demselben Eigenwert bes
ha�en, die orthogonalzueinander sind. Also, unabhängig davon ob A entartete Eigenwerte hat oder ni
ht, kön-nen wir immer annehmen, dass die Eigenfunktionen eines selbstadjungierten Operatorsein orthonormiertes System im Hilbertraum bilden
A|n〉 = an|n〉, |n〉 orthonormiert.Nun wollen wir ein weiteres Resultat aus der Funktionalanalysis übernehmen, na
hdemdie Eigenfunktionen jedes selbstadjungierten Operators in H ein vollständiges Systembilden. Ein vollständiges normiertes Orthogonalsystem nennt man eine Menge |n〉 vonVektoren mit 〈n|m〉 = δnm und mit ∑N

n=1 αn|n〉 überall di
ht im Hilbert-Raum; d.h. zujedem Vektor |ψ〉 und vorgegebenen ǫ > 0 gibt es Zahlen αn und N mit
∥

∥ |ψ〉 −
N
∑

n=1

αn|n〉
∥

∥ = ǫN < ǫ. (3.15)
ǫN wird bei vorgegebenem N am kleinsten, wenn man

αn = 〈n|ψ〉wählt. Daher gilt
|ψ〉 =

∞
∑

n=1

αn|n〉 =

∞
∑

n=1

〈n|ψ〉|n〉. (3.16)Da insbesondere die orthonormiert gewählten Eigenfunktionen jedes selbstadjungiertenOperators mit diskretem Spektrum ein vollständiges orthonormiertes System bilden, kön-nen wir in (3.16) diese Eigenfunktionen wählen. In anderen Worten: wir können jedesElement |ψ〉 im Hilbertraum na
h den Eigenfunktionen eines gegebenen selbstadjungier-ten Operators entwi
keln.Aus (3.16) leiten wir folgende wi
htige Eigens
haft für die Entwi
klungskoe�zienten������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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αn in dieser Entwi
klung ab:

〈ψ|ψ〉 =
∑

nm

〈αnn|αmm〉 =
∑

nm

ᾱnαm〈n|m〉 =
∑

nm

ᾱnαmδnm =
∑

n

|αn|2.Die Menge der Koe�zientenfolgen {αn} bilden einen linearen Raum, auf wel
hem wir dasSkalarprodukt
(α, β) =

∑

n

ᾱnβnde�nieren können. Na
h Vervollständigung erhalten wir den Hilbertraum ℓ2 der quadrat-summierbaren Zahlenfolgen. Wir haben soeben gezeigt, dass die lineare Abbildung
|ψ〉 −→ {αn = 〈n|ψ〉}von L2 na
h ℓ2 das Skalarprodukt erhält. In der Tat ist diese Abbildung ein längen-erhaltender Isomorphismus von L2 auf ℓ2, also der quadratintegrierbaren Funktionenauf die quadratsummierbaren Zahlenfolgen. Dieser Isomorphismus ist die Grundlage desS
hrödingers
hen Beweises der äquivalenz zwis
hen seiner Wellen- und Heisenbergs Ma-trizenme
hanik. Ist der Zustandsvektor normiert, (ψ, ψ) = 1, so dass |ψ(x )|2 eine Wahr-s
heinli
hkeitsdi
hte darstellt, so ist

∑

n

|αn|2 = 1. (3.17)Wir werden später argumentieren, dass für ein System im 'Zustand' |ψ〉 die Wahrs
hein-li
hkeit, bei der Messung von A den Eigenwert an zu �nden, glei
h |αn|2 ist. (3.17) besagtdann, dass die Wahrs
heinli
hkeit, irgend einen Messwert zu �nden, glei
h Eins ist.Wir beenden diesen Abs
hnitt mit einem lehrrei
hen Beispiel. Wir betra
hten den Im-pulsoperator auf der Kreislinie S mit Umfang L und quasiperiodis
hen Randbedingungen,
p =

~

i

d

dx
, D(p, θ) =

{

ψ ∈ C∞ (S, C )
∣

∣ψ(x+ L) = e2πiθψ(x)
}

. (3.18)Für vers
hiedene reelle Parameter θ handelt es si
h um vers
hiedene Operatoren. Obwohlsi
h die Impulsoperatoren nur im De�nitionsberei
h unters
heiden, haben sie unters
hied-li
he Spektren.Diese Operatoren sind symmetris
h, da für alle φ, ψ aus dem im Hilbertraum H =

������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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L2(S) di
hten De�nitionsberei
h D(p, θ) gilt

(φ, pψ) − (pφ, ψ) =
~

i

∫

S

d

dx

(

φ̄ψ
)

=
~

i
φ̄ψ
∣

∣

L

0
= 0. (3.19)Die normierten Eigenfunktionen von p sind ebene Wellen mit θ-abhängiger Wellenzahl,

ψn(x) =
1√
L
eiknx, kn =

2π

L
(n + θ), (3.20)und die zugehörigen Eigenwerte hängen ebenfalls von θ ab,

pψn = pnψn, pn = ~kn. (3.21)Die Eigenfunktionen bilden eine orthonormierte Basis von H. Jede Funktion in H kannbeliebig genau dur
h eine endli
he Linearkombination der ψn approximiert werden.3.2 Eigenfunktionen und SpektralzerlegungDie normierten Eigenvektoren |n〉 einer hermites
hen linearen Abbildung (Matrix) A :

V → V de�nieren eine Orthonormalbasis des Vektorraums V ,
A|n〉 = an|n〉, 〈n|m〉 = δnm, an ∈ R .Für entartete Eigenwerte muss die Basis der Eigenvektoren eventuell angepasst werden.Bezügli
h der Eigenbasis |n〉 ist die Matrix A diagonal,

|v〉 =
∑

n

αn|n〉 =⇒ A|v〉 =
∑

n

anαn|n〉 =
∑

an〈n|v〉 |n〉.Beim letzten S
hritt benutzten wir αn = 〈n|v〉. Da dies für jeden Vektor gilt, folgt sofortdie Spektralzerlegung der linearen Abbildung A,
A =

∑

n

an|n〉〈n|.Die Abbildung Pn = |n〉〈n| projiziert orthogonal auf den von |n〉 aufgespannten eindi-mensionalen Unterraum von V und daher ist A eine Linearkombination von orthogonalenProjektoren, A =
∑

anPn. Diese Konstruktion wollen wir nun auf lineare selbstadjun-gierte Operatoren im Hilbertraum ausdehnen. Es ist gerade die delikate Eigens
haft einesOperators, selbstadjungiert zu sein und ni
ht ledigli
h hermites
h, wel
he die Quanten-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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hanik für Operatoren fordert, denen Observablen zugeordnet werden (siehe unten).Der Grund dafür liegt in den Spektraleigens
haften selbstadjungierter Operatoren, diephysikalis
h interpretiert werden.3.2.1 Operatoren mit diskretem SpektrumFür lineare selbstadjungierte Operatoren mit diskretem Spektrum hat die Spektralzerle-gung die glei
he Form wie in der linearen Algebra. Im Allgemeinen enthalten die auftre-tenden Summen aber unendli
h viele Glieder. Seien |n, α〉 die orthonormierten Eigenfunk-tionen eines selbstadjungierten (s.a.) Operators A zu gegebenem Eigenwert an,
A|n, α〉 = an|n, α〉.Abwei
hend von obiger Notation berü
ksi
htigen wir nun die mögli
he Entartung von

an dur
h eine zusätzli
he Quantenzahl α, die endli
h viele Werte annehmen kann. DerProjektor auf den Unterraum von H, auf dem A den Wert an hat, ist
Pn =

∑

α

|n, α〉〈n, α| =⇒ Pn|ψ〉 =
∑

α

〈n, α|ψ〉|n, α〉.In der Tat ist jeder Vektor im Unterraum PnH Eigenvektor von A mit Eigenwert an,EigenwerteProjektoren
a1

P1

a2

P2

a3

P3

a4

P4

a5

P5

a6

P6

|1, 1〉

|1, 2〉

|2〉

P2H
P1H

Abbildung 3.2: Die Pn projizieren auf orthogonale A-Eigenräume PnH von H.
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APn|ψ〉 =

∑

α

〈n, α|ψ〉A|n, α〉 = anPn|ψ〉, ∀ |ψ〉 ∈ H.Da dies für beliebige |ψ〉 ∈ H wahr ist, gilt die Operator-Identität
APn = anPn. (3.22)Der Unterraum PnH ⊂ H ist also der Eigenraum zum Eigenwert an von A. Die Projek-toren Pn auf die Eigenräume haben die Eigens
haften

∑

n

Pn = 1, P †
n = Pn und PmPn = δmnPn. (3.23)Die erste Eigens
haft ist gerade die Vollständigkeitsrelation (3.16). Die beiden anderen Ei-gens
haften bedeuten, dass die Unterräume PnH und PmH zu vers
hiedenen Eigenwerten

an und am orthogonal zueinander sind, wie in Abbildung (3.2) skizziert. Dies haben wirs
hon früher gesehen, als wir zeigten, dass Eigenfunktionen zu vers
hiedenen Eigenwertenorthogonal sind. Der explizite Beweis ma
ht au
h davon Gebrau
h,
PmPn =

∑

al,β

|m, β〉〈m, β|n, α〉〈n, α| = 0,da |n, α〉 und |m, β〉 senkre
ht aufeinander stehen. Wegen (3.22) und der Vollständigkeits-relation in (3.23) folgt die wi
htige spektrale Zerlegung des s.a. Operators A
A =

∑

anPn. (3.24)Ist die Spektralzerlegung von A bekannt, so folgt die Spektralzerlegung von Potenzen von
A oder allgemeiner beliebiger Funktionen von A,

Ap =
∑

n

apnPn oder allgemeiner f(A) =
∑

n

f(an)Pn (3.25)Diese Zerlegungen werden bei der Diskussion des Messprozesses von groÿer Bedeutungsein. Wir wollen uns nun davon überzeugen, dass zwei kommutierende s.a. Operatoren
A und B glei
hzeitig diagonalisiert werden können. Diese Beoba
htung erlei
htert oft dieBere
hnung der Eigenwerte von Operatoren.Sei nun |n, α〉 eine Eigenfunktion von A mit Eigenwert an, d.h. |n, α〉 ∈ PnH. Da Aund B vertaus
hen, ist

AB|n, α〉 = BA|n, α〉 = anB|n, α〉,������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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h das Bild B|n, α〉 im A-Eigenraum PnH. Ist an ni
ht entartet, dannist B|n〉 proportional zu |n〉,
B|n〉 = bn|n〉.Für ein entartetes an ist das Bild B|n, α〉 im Allgemeinen ni
ht mehr parallel zu |n, α〉.Aber wir können B : PnH → PnH auf dem Eigenraum PnH diagonalisieren. Die entspre-
henden Eigenvektoren |n, β〉 von B sind glei
hzeitig Eigenvektoren von A mit Eigenwert

an. Bezügli
h der neuen Basis sind die Operatoren A und B beide diagonal.3.2.2 Operatoren mit kontinuierli
hen SpektrenDas Standardbeispiel eines Operators mit kontinuierli
hem Spektrum ist der Impulsope-rator. Wir wollen uns hier ni
ht auf 3 Dimensionen bes
hränken und untersu
hen diesenOperator in d Dimensionen. Im Ortsraum ist p̂ = ~

i
∇ und die Eigenfunktionen sind ebeneWellen

ψp(x ) = κeip·x/~, κ =
1

(2π~)d/2
mit Eigenwert p = (p1, . . . , pd).Die Fourierdarstellung einer quadratintegrierbaren Funktion im Ortsraum hat die Form

ψ(x ) =

∫

dp ψ̃(p)ψp(x ), ψ̃(p) =

∫

dx ψ̄p(x )ψ(x ) = (ψp, ψ),wobei dx und dp für die Integrationen über die kartesis
hen Koordinaten im d-dimensionalenOrts- bzw. Impulsraum stehen. Die Fouriertransformierte ψ̃ von ψ ist also glei
h dem Ska-larprodukt von ψp und ψ, so dass
ψ(x ) =

∫

dp (ψp, ψ)ψp(x ). (3.26)Dies sollte mit der Entwi
klung (3.16) eines Zustandsvektors na
h der vollständigen or-thonormierten Eigenbasis eines s.a. Operators mit diskretem Spektrum vergli
hen werden:
ψ(x ) =

∑

(ψn, ψ)ψn(x ).Ein weiteres Beispiel sind die Eigenfunktionen des eindimensionalen Hamilton-Operatorsmit einem Kastenpotential wie in der Abbildung (3.3). Es gibt eine endli
he Anzahl nor-mierbarer Eigenzustände des zugehörigen Hamilton-Operators mit En < 0 und Eigenzu-stände mit beliebigen E > 0, die Streuzustände. Die Streuzustände haben ein kontinuier-������������A. Wipf, Quantenme
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−a a

V (x)

x

−V

Streu-zuständegeb.Zustände
E

Abbildung 3.3: Kastenpotential und das entspre
hende Spektrum von Hli
hes Energiespektrum und sind ni
ht normierbar.Wie in diesen Beispielen gilt au
h in der allgemeinen Situation, dass die Eigenfunk-tionen eines selbstadjungierten Operators A im diskreten Teil des Spektrums,
Aψn = anψn, an ∈ R (3.27)normierbar sind und diejenigen mit Eigenwerten im kontinuierli
hen Spektrum,
Aψa = aψa, a ∈ R , (3.28)ni
ht normierbar sind. Die Formeln werden übersi
htli
her, wenn wir wieder die Dira
-s
hen Bras und Kets verwenden. In dieser Notation entspri
ht einem beliebigen ψ imHilbertraum das Ket |ψ〉 und für die Eigenzustände s
hreiben wir

|ψn〉 ∼ |n〉 und |ψa〉 ∼ |a〉.Die Beziehungen (3.27) und (3.28) s
hreiben si
h dann wie folgt,
A|n〉 = an|n〉 ⇒ f(A)|n〉 = f(an)|n〉
A|a〉 = a|a〉 ⇒ f(A)|a〉 = f(a)|a〉. (3.29)Da die Eigenfunktionen {|n〉, |a〉} ein vollständiges Funktionensystem bilden, ist jederZustandsvektor |ψ〉 eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen,
|ψ〉 =

∑

n

αn|n〉 +

∫

daα(a)|a〉������������A. Wipf, Quantenme
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〈ψ| =

∑

n

ᾱn〈n| +
∫

da ᾱ(a)〈a|. (3.30)Enthält das Spektrum nur diskrete Eigenwerte, dann �nden wir wieder die Entwi
klung(3.16). Die Koe�zienten {αn, α(a)} bestimmen den Vektor |ψ〉 eindeutig. Mit (3.29) istdann
f(A)|ψ〉 =

∑

n

αn f(an)|n〉 +

∫

daα(a) f(a)|a〉. (3.31)Früher haben wir bewiesen, dass die quadratintegrierbaren Eigenfunktionen |n〉 ortho-normiert gewählt werden können. Wir werden jetzt zeigen, dass die Eigenfunktionen imkontinuierli
hen Spektrum orthogonal zu den gebundenen Zuständen sind und ebenfalls'orthonormiert' gewählt werden können:
〈m|n〉 = δmn, 〈a|b〉 = δ(a− b) und 〈n|a〉 = 0. (3.32)Diese Normierungsvors
hriften für die Eigenfunktionen des diskreten und kontinuierli
henSpektrums bezei
hnet man als Normierung auf eine δ-Funktion. Die |a〉 sind ni
ht nor-mierbar, da 〈a|a〉 formal unendli
h ist.Um die letzte Eigens
haft in (3.32) zu zeigen wählen wir für |ψ〉 eine beliebige überlage-rung der ungebundenen Zustände, |ψ〉 =

∫

daα(a)|a〉. Dann ist
〈n|A|ψ〉 =

∫

daα(a) a〈n|a〉 A=A†

= an

∫

daα(a)〈n|a〉.Wir wollen annehmen, dass die Mengen {an} und {a} disjunkt sind. Dann impliziert dieseGlei
hung, die ja für beliebige Koe�zientenfunktionen α(a) gilt, dass die gebundenenZustände senkre
ht zu den ungebundenen Zuständen sind, was zu beweisen war. DieIdentität
〈b|A|ψ〉 =

∫

daα(a) a〈b|a〉 A=A†

= b

∫

da α(a)〈b|a〉.kann nur gelten wenn 〈b|a〉 proportional zu δ(b−a) ist. Nun kann man jede Eigenfunktion
|a〉 mit einer passenden Zahl multiplizieren, so dass die mittlere Beziehung in (3.32) gilt.Mit den gerade gezeigten Orthogonalitätsrelationen (3.32) �ndet man nun für dieEntwi
klungskoe�zienten in (3.30) die Formeln

αn = 〈n|ψ〉 und α(a) = 〈a|ψ〉, (3.33)������������A. Wipf, Quantenme
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|ψ〉 =

∑

n

〈n|ψ〉|n〉 +

∫

da 〈a|ψ〉 |a〉 und 〈ψ|ψ〉 =
∑

n

|αn|2 +

∫

da|α(a)|2 (3.34)ist. Die letzte Glei
hung ist die Verallgemeinerung der Parsevalglei
hung. Wenn wir diefür beliebige Vektoren gültige erste Formel etwas ums
hreiben,
|ψ〉 =

(

∑

n

|n〉〈n| +
∫

da |a〉〈a|
)

|ψ〉,dann identi�zieren wir den Operator zwis
hen den runden Klammern als Einheitsoperator,1 =
∑

n

|n〉〈n| +
∫

da |a〉〈a|. (3.35)Diese Zerlegung der Eins werden wir im Folgenden sehr oft brau
hen.Wegen (3.31) und (3.32) ist der Mittelwert von f(A) im (normierten) Zustand |ψ〉glei
h
〈ψ|f(A)|ψ〉 =

∑

n

f(an)|αn|2 +

∫

da f(a)|α(a)|2. (3.36)Für einen auf Eins normierten Zustand |ψ〉 legt uns dieses Resultat und die letzte Glei-
hung in (3.34) nahe,
w(∆) =

∑

an∈∆

|αn|2 +

∫

∆

dα|α(a)|2 (3.37)als Wahrs
heinli
hkeit dafür anzusehen, bei der Messung der Observablen A im Zustand
|ψ〉 einen Wert in ∆ ⊂ R zu �nden. Insbesondere ist dann |αn|2 die Wahrs
heinli
hkeitdafür, den Wert an zu messen. Wir kommen darauf zurü
k bei der Bespre
hung desMessprozeÿ.3.2.3 Orts- und ImpulsoperatorWir illustrieren das Gelernte anhand des Orts- und Impulsoperators. In R d haben beideein kontinuierli
hes Spektrum und wir bezei
hnen die Eigenzustände mit |x 〉 und |p〉,x̂ |x 〉 = x |x 〉 , p̂ |p〉 = p|p〉. (3.38)������������A. Wipf, Quantenme
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henden Zerlegungen der Eins lauten
∫

dx |x 〉〈x | = 1 und ∫

dp |p〉〈p| = 1. (3.39)Wir können einen beliebigen Zustandsvektor |ψ〉 na
h den Eigenzuständen des Orts- bzw.Impulsoperators entwi
keln:
|ψ〉 =

∫

dx 〈x |ψ〉 |x 〉 ≡ ∫ dx ψ(x )|x 〉
|ψ〉 =

∫

dp 〈p|ψ〉 |p〉 ≡ ∫ dp ψ̃(p)|p〉. (3.40)In der Ortsdarstellung ist der Ortsoperator diagonal und der (abstrakte) Zustandsvektor
|ψ〉 wird dur
h die Koe�zientenfunktion ψ(x ), also die Wellenfunktion im Ortsraum,
harakterisiert. Analog ist ψ̃(p) die Koe�zientenfunktion in der Impulsdarstellung. Dieverallgemeinerte Parsevalglei
hung (3.34) geht über in die gewöhnli
he Parsevalglei
hungder Fouriertransformation,

〈ψ|ψ〉 =

∫

dx |ψ(x )|2 =

∫

dp |ψ̃(p)|2.Die na
h der Glei
hung (3.36) gema
hten Aussagen bedeuten nun, dass
w(x ) = |ψ(x )|2 und w̃(p) = |ψ̃(p)|2die Wahrs
heinli
hkeitdi
hten dafür sind, das System im Ortsraum bei x bzw. im Im-pulsraum bei p zu �nden, in übereinstimmung mit unseren Grundannahmen über dieStruktur der Quantenme
hanik in Abs
hnitt (2.1.1).Der übergang von der Orts- in die Impulsdarstellung erfolgt gemäÿ

ψ(x ) ≡ 〈x |ψ〉 = 〈x |1|ψ〉 =

∫

dp 〈x |p〉〈p|ψ〉 ≡ ∫ dp 〈x |p〉 ψ̃(p).Dabei ist 〈x |p〉 der Eigenzustand von p̂ in der Ortsdarstellung,
〈x |p〉 = ψp(x ) =

1

(2π~)d/2
eip·x/~. (3.41)Die Koe�zientenfunktionen ψ̃(p) in der Impulsdarstellung ist, wie erwartet, die Fourier-transformierte der Koe�zientenfunktion ψ(x ) in der Ortsdarstellung. Im Ortsraum lautet������������A. Wipf, Quantenme
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hanik 3.2. Eigenfunktionen und Spektralzerlegung 89die Zerlegung der Eins (3.35) für einen beliebigen selbstadjungierten Operator
δ(x − y) = 〈x |y〉 = 〈x |1|y〉 (3.35)

=
∑

n

〈x |n〉〈n|y〉 +

∫

da 〈x |a〉〈a|y〉. (3.42)Da sie die Vollständigkeit der Eigenfunktionen {|n〉, |a〉} im Ortsraum ausdrü
kt, heisstsie ebenfalls Vollständigkeitsrelation. Ein linearer Operator A wirkt folgendermassen aufeine Wellenfunktion im Ortsraum,
(Aψ)(x ) ≡ 〈x |A|ψ〉 =

∫

dy 〈x |A|y〉〈y |ψ〉 =

∫

dy 〈x |A|y〉ψ(y).Dies ist eine Faltung von ψ(x) mit dem Kern 〈x |A|y〉. Speziell ist
〈x |x̂ |y〉 = y δ(x − y) = x δ(x − y) und 〈x |p̂|y〉 =

h

i
∇x δ(x − y).3.2.4 Spektralprojektorenähnli
h wie im diskreten Fall kann man für jeden s.a. Operator die S
har der Projektions-operatoren, P∆, wobei ∆ ein Intervall in R ist, einführen:

P∆ =
∑

n:an∈∆

|n〉〈n| +
∫

a∈∆

da |a〉〈a|. (3.43)
P∆ projiziert senkre
ht auf dem Unterraum P∆H, der von allen Eigenvektoren {|n〉, |a〉}von A aufgespannt wird, deren Eigenwerte {an, a} im Intervall ∆ liegen. Dass die P∆orthogonale Projektoren sind, folgt aus den Eigens
haften

P †
∆ = P∆, P∆P∆′ = P∆′P∆ = P∆∩∆′ und P(−∞,∞) = 1. (3.44)Die Symmetrie der Spektralprojektoren ist lei
ht einzusehen und die letzte Eigens
haft istgerade die Zerlegung der Eins in (3.35). Wir brau
hen deshalb nur die zweite Eigens
haftbeweisen. Mit (3.32) folgt

P∆′P∆ =

(

∑

am∈∆′

|m〉〈m| +
∫

∆′

db |b〉〈b|
) (

∑

an∈∆

|n〉〈n| +
∫

∆

da |a〉〈a|
)

=

(

∑

an∈∆′∩∆

|n〉〈n| +
∫

∆′∩∆

da |a〉〈a|
)

= P∆′∩∆,

������������A. Wipf, Quantenme
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hanik 3.3. Unitäre Operatoren 90was zu beweisen war. Die P∆ sind also kommutierende Projektoren. Sind ∆ und ∆′ dis-junkte Spektralberei
he, dann sind die zugehörigen Projektoren orthogonal. Die P∆ kom-mutieren mit A. Wählen wir ∆ = ∆′ in (3.44), dann folgt
P 2

∆ = P∆.Die Spektralprojektoren haben also die Eigenwerte 0 und 1. Die Eigenfunktionen mitEigenwert 0 sind senkre
ht zu P∆H und diejenigen mit Eigenwert 1 liegen in P∆H.Abs
hliessend wollen wir no
h die Spektralprojektoren des Ortsoperators explizit be-stimmen. Das rein kontinuierli
he Spektrum der glei
hzeitig diagonalisierbaren Operato-ren x̂ = {x̂1 . . . , x̂d} ist R d. Sei also ∆ eine Untermenge des R d. Dann ist
(P∆ψ)(x ) = 〈x |P∆|ψ〉 =

∫

∆

dy 〈x |y〉〈y |ψ〉 =

∫

∆

dy δ(x − y)〈y |ψ〉
=

{

〈x |ψ〉 = ψ(x ) falls x ∈ ∆

0 falls x 6∈ ∆
(3.45)und entspre
hend ist der Mittelwert des Projektors auf den Unterraum der Eigenfunktio-nen mit Eigenwert in ∆ glei
h

〈ψ|P∆|ψ〉 =

∫

∆

dx |ψ(x )|2 =

∫

∆

dxw(x ). (3.46)Die Wahrs
heinli
hkeit, ein Teil
hen im Zustand |ψ〉 im Gebiet ∆ zu �nden, ist demna
hglei
h 〈ψ|P∆|ψ〉. Der Unterraum P∆H besteht aus allen Funktionen mit Träger in ∆.3.3 Unitäre OperatorenIn der Quantentheorie spielen neben den selbstadjungierten au
h die unitären Operatoreneine herausragende Rolle. Zum Beispiel ist die Lösung der zeitabhängigen S
hrödinger-Glei
hung mit Anfangsfunktion |ψ(t0)〉 dur
h einen unitären Zeitentwi
klungsoperatorbestimmt,
|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉.Au
h Symmetrien in der Quantenme
hanik werden immer dur
h (anti)unitäre Operato-ren implementiert. Unitäre Operatoren sind spezielle isometris
he Operatoren. Dies sind

������������A. Wipf, Quantenme
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3. Formalismus der Quantenme
hanik 3.3. Unitäre Operatoren 91Operatoren, wel
he die Norm von Vektoren unverändert lassen,
(Uψ, Uχ) =

(

U †Uψ, χ
)

= (ψ, χ) .Invertierbare isometris
he Operatoren heiÿen nun unitär und erfüllen
U †U = UU † = 1 beziehungsweise U † = U−1. (3.47)Hier wollen wir no
h anmerken, dass es zwis
hen unitären und selbstadjungierten Opera-toren den folgenden Zusammenhang gibt:
U unitär⇐⇒ U = eiA A selbstadjungiert. (3.48)Dass U für ein selbstadjungiertes A unitär ist, ist formal s
hnell bewiesen
U † =

(

eiA
)†

= e−iA
†

= e−iA =
(

eiA
)−1

= U−1.Die Umkehrung erfordert etwas mehr Arbeit und wird hier ni
ht gezeigt. Ist |n〉 eineEigenfunktion von A mit reellem Eigenwert an, dann ist
U |n〉 = eiA|n〉 = eian |n〉. (3.49)Die Eigenwerte von unitären Operatoren sind also reine Phasen und die (passend gewähl-ten) Eigenfunktionen bilden ein vollständiges Orthonormalsystem. Ist U unitär und Bselbstadjungiert, so ist au
h der zu B ähnli
he Operator UBU−1 selbstadjungiert:

(

UBU−1
)†

= U−1†B†U † = UBU−1.ähnli
h wie oben kann man nun zeigen, dass ein selbstadjungierter Operator B und einunitärer Operator U , die kommutieren,
UBU−1 = B ⇐⇒ UB = BU, (3.50)glei
hzeitig diagonalisiert werden können.S
hlussendli
h bemerken wir no
h, dass jeder selbstadjungierte Operator und damitau
h jeder unitäre Operator, mit einem unitären Operator diagonalisiert werden kann.Dies folgt aus den obigen Betra
htungen und insbesondere daraus, dass die Eigenfunk-tionen von selbstadjungierten und unitären Operatoren ein vollständiges orthonormiertesSystem bilden. Also gibt es zu jedem selbstadjungierten Operator B beziehungsweise je-������������A. Wipf, Quantenme
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3. Formalismus der Quantenme
hanik 3.3. Unitäre Operatoren 92dem unitären Operator U einen unitären Operator V , so dass
V −1
B BVB = DB, V −1

U UVU = DU , DB, DU diagonal (3.51)gelten. Die ni
htvers
hwindenden Diagonalelemente von DB bzw. DU sind die Eigenwertevon B bzw. U und damit reelle Zahlen bzw. reine Phasen.3.3.1 Unitäre TranslationsoperatorenWir illustrieren nun die allgemeine Theorie anhand der einparametrigen S
har von uni-tären Operatoren
U(a) = eiap/~, wobei p =

~

i

d

dx
, a ∈ R , (3.52)der Impulsoperator auf der Kreislinie S mit Umfang L ist, siehe (3.18). Auf reelle undanalytis
he Wellenfunktionen wirken sie wie folgt,

(U(a)ψ) (x) = ψ(x) + aψ′(x) +
a2

2!
ψ′′(x) + . . . = ψ(x+ a).Die exponentierten Impulse vers
hieben also das Argument der Wellenfunktion. Aus derletzten Darstellung entnehmen wir, dass die Vers
hiebungs- oder Translationsoperatoren

U(a) auf dem ganzen Hilbert-Raum, im Beispiel L2(S), de�niert sind. Wie na
h derallgemeinen Theorie erwartet, sind sie unitär,
(U(a)φ, U(a)ψ) =

∫

S

dx φ̄(x+ a)ψ(x+ a) =

∫

S

dx φ̄(x)ψ(x) = 〈φ|ψ〉. (3.53)Unitäre und damit bes
hränkte Translationsoperatoren können natürli
h au
h auf demHilbertraum L2(R 3) de�niert werden,
(U(a)ψ) (x ) =

(

eiap/~ψ) (x ) = ψ(x + a). (3.54)Wir werden dieses Resultat später in dieser Vorlesung brau
hen.3.3.2 Cayley-TransformationNeben der Exponentiation gibt es eine weitere Transformation, die einem selbstadjun-gierten Operator einen unitären Operator zuordnet. Diese na
h Cayley benannte Trans-formation ist motiviert dur
h die einfa
he Beoba
htung, dass für jede reelle Zahl a die������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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u =

i− a

i+ adie Länge 1 hat, also eine Phase ist. Die Umkehrtransformation lautet
a = i

1 − u

1 + u
.Sie existiert nur, wenn 1+u ni
ht vers
hwindet. Die Cayley-Transformation R ∋ a→ u ∈

S wird zu einer Transformation von selbstadjungierten Operatoren (mit reellen Eigenwer-ten) auf unitäre Operatoren (mit Eigenwerten auf dem Einheitskreis in der komplexenEbene). Für jeden selbstadjungierten Operator A ist die Cayley-Transformierte
U = (i−A)(i+ A)−1 (3.55)ein unitärer Operator. Umgekehrt ist für jeden unitären Operator für den −1 ni
ht imSpektrum liegt, der transformierte Operator
A = i(1 − U)(1 + U)−1 (3.56)selbstadjungiert.Wählen wir zum Beispiel für den selbstadjungierten Operator A eine Linearkombina-tion der Impulse, A = ap/~ = −iai∂i, dann zeigt eine kurze Re
hnung

(U(a)ψ) (x ) =
1

(2π)n/2

∫

dnk
1 + ika
1 − ika eikx ψ̃(k)

= ψ(x) + 2
(a∇ψ + (a∇)2ψ + . . .

)

(x) (3.57)
= −ψ(x ) + 2

∫ ∞

0

e−ξψ(x + ξa)dξ.O�ensi
htli
h ist U(a) unitär, da die Fourier-Transformierte von Uψ bis auf eine Phaseglei
h der Transformierten von ψ ist. Aus der zweiten Darstellung folgern wir, dass dieCayley-Transformierte mit Parametern a/2 die Exponentialfunktion (3.54) mit Parame-tern a bis auf einen Fehler der Ordnung a2 approximiert. Die letzte Darstellung dage-gen ma
ht deutli
h, dass die unitären Operatoren U(a) auf ganz L2(Rn) de�niert sind.Die Cayley-Transformation wird in numeris
hen Codes zur Lösung der zeitabhängigenS
hrödinger-Glei
hung verwendet.
������������A. Wipf, Quantenme
hanik I


