
Kapitel 2Wellenmehanik
Der Gedanke, dass ein in einem Strahl ausgesetztes Elektron aus freiem Ent-shluss den Augenblik und die Rihtung wählt, in der es fortspringen will,ist mir unerträglih. Wenn shon, dann möhte ih lieber Shuster oder garAngestellter in einer Spielbank sein als Physiker.A. Einstein; Nobelpreis 19212.1 Unbestimmtheitsprinzip für materielle TeilhenWir wollen uns davon überzeugen, dass die Unbestimmtheitsrelationen für Lihtquantenund der für die Kollisionen zwishen Photonen und geladenen Teilhen vorausgesetzteEnergie-Impulssatz uns zwingen, Unbestimmtheitsrelationen auh für materielle Teilhenals gültig anzusehen. Daraus werden wir auf die Teilhen-Welle-Doppelnatur der Materieshlieÿen. Als Folge werden wir auf die eindeutige Objektivierbarkeit der Naturvorgängeverzihten müssen, und die Naturgesetze werden die Form statistisher Gesetze annehmen.Die Unbestimmtheitsrelationen für materielle Teilhen werden dieselbe Form wie die-jenigen für Lihtquanten annehmen,

∆E · ∆t & ~ und ∆xj · ∆pj & ~, (2.1)und wir werden sehen, dass sie aus den de Broglieshen Relationen
E = ~ω und p = ~k (2.2)und der Teilhen-Welle-Doppelnatur des Lihts folgen.44



2. Wellenmehanik 2.1. Unbestimmtheitsprinzip für materielle Teilhen 452.1.1 Orts- und Impulsmessung von TeilhenWir wollen analysieren, ob es möglih ist, den Zustand eines Teilhens zu einer bestimm-ten Zeit durh gleihzeitige Angabe seines Ortes und Impulses zu harakterisieren. Wirversuhen zuerst den Ort durh Lihtstreuung zu bestimmen. Die Frequenz des einfal-lenden Lihts sei ν und die des gestreuten Lihts sei ν ′. Wir detektieren die gestreuteLihtwelle mit einem Mikroskop, einer photographishen Platte oder einem Zählrohr.Ortsmessung: Nah der Abbeshen Theorie nimmt das Au�ösungsvermögen eines Mi-kroskops und damit die Genauigkeit der Ortsmessung des Teilhens in Abbildung (2.1) mitzunehmender Wellenlänge ab. Ein Mikroskop kann Objekte bis zu einer Gröÿe ∆xTeilchenau�ösen, die bei einem Ö�nungswinkel θ und einer Strahlungswellenlänge λ′ durh dieBeziehung
∆xTeilchen ∼ λ′

sin θ
(2.3)gegeben ist1. Für eine genaue Ortsbestimmung ist eine kurze Wellenlänge λ′ und ein groÿer
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λAbbildung 2.1: Das Gammastrahl-Mikroskop von Heisenberg als Gedankenexperiment.Ö�nungswinkel θ wünshenswert.1Heisenberg hat bei seinem Promotionsrigorosum 1923 gerade auf die von Wien gestellte Frage nahdem Au�ösungsvermögen des Mikroskops niht antworten können.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.1. Unbestimmtheitsprinzip für materielle Teilhen 46Impulsmessung: Die Rihtung des gestreuten Lihts ist innerhalb des Ö�nungs-winkel
θ unbestimmt. Seine Impulsunshärfe ist demnah ∆pPhoton ∼ ~∆k′ ∼ h sin θ/λ′. Auf-grund der Impulserhaltung ist der Impuls des streuenden Teilhens nah dem Streuprozessdann auh nur bis auf einen Fehler der Gröÿe

∆pTeilchen ∼ ∆pPhoton ∼ h

λ′
sin θbekannt. Für eine genaue Impulsmessung brauht es eine groÿe Wellenlänge λ′ und einenkleinen Ö�nungswinkel θ. Für das Produkt von Orts- und Impulsunshärfe �nden wir

∆pTeilchen · ∆xTeilchen & h.Zeitmessung: Der Zeitpunkt der Streuung ist bis auf einen Fehler der Gröÿe
∆t ≥ 1

ν ′
=
λ′

c
. (2.4)bestimmbar. Daraus folgt, dass der Zeitpunkt sharf bestimmbar wird im Grenzfall ν ′ →

∞. Nun kann die Wellenlänge λ′ des gestreuten Lihts aber niht beliebig klein sein. Nahder Theorie des Compton-E�ekts ist die Wellenlänge der gestreuten Photonen gröÿer alsdie Wellenlänge der einlaufenden Photonen,
λ′ = λ+

2h

mc
sin2 θ

2
,und für θ ∼ π/2 gröÿer gleih der Compton-Wellenlänge des streuenden Elektrons. DieZeitau�ösung ist also beshränkt durh

∆t ≥ λc
c
, λc =

h

mec
.Wir folgern, dass im niht-relativistishen Grenzfall (c→ ∞, shwere Teilhen) der Zeit-punkt einer Ortsmessung und der Teilhenort genau messbar sind. Deswegen ist folgendeGrundannahme natürlih:Für jeden Zustand eines Teilhens kann man zu jedem Zeitpunkt eine Wahr-sheinlihkeit w(t, x )d3x dafür angeben, bei einer Messung des Teilhenortsdiesen innerhalb einer kleinen Umgebung des Punktes x vom Volumen d3x zu�nden. Zu jeder Zeit muss die Wahrsheinlihkeit, das Teilhen irgendwo zu
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2. Wellenmehanik 2.1. Unbestimmtheitsprinzip für materielle Teilhen 47�nden, gleih Eins sein:
∫

w(t, x )d3x = 1, ∀t.Diese Grundannahme gilt nur im nihtrelativistishen Grenzfall - also niht für Photonen- und ist insbesondere keine direkte Folge der Unbestimmtheitsrelationen. Im nihtrelati-vistishen Limes kommen in der Grundannahme Zeit und Ort niht symmetrish vor.Eine analoge Grundannahme kann auh für Messungen eines Teilhenimpulses ge-maht werden. Ein Gedankenexperiment ähnlih dem soeben beshriebenen zeigt, dassim nihtrelativistishen Grenzfall c → ∞ der Teilhenimpuls in beliebig kurzer Zeit be-liebig genau bestimmt werden kann, allerdings unter Einhaltung der HeisenbergshenUnbestimmtheitsrelation. Also fordern wirMan kann für jeden Zustand eines Teilhens im nihtrelativistishen Grenz-fall eine Wahrsheinlihkeit w̃(t,p)d3p dafür angeben, bei einer Messung desTeilhenimpulses diesen in einer kleinen Umgebung von p mit Volumen d3pzu �nden. Man �ndet mit Siherheit irgendeinen Impuls,
∫

w̃(t,p)d3p = 1, ∀t.Da w und w̃ die Wahrsheinlihkeitsdihten für den Ort und Impuls des Teilhens sind,sind der mittlere Aufenthaltsort und der mittlere Impuls zur Zeit t gleih
〈x 〉t =

∫ xw(t, x )d3x und 〈p〉t =

∫ pw̃(t,p)d3p. (2.5)Die Mittelwerte von Funktionen des Ortes oder des Impulses berehnen sih gemäÿ
〈f(x )〉t =

∫

f(x )w(t, x )d3x und 〈g(p)〉t =

∫

g(p)w̃(t,p)d3p. (2.6)Im folgenden Abshnitt werden wir die Wahrsheinlihkeitsdihten w und w̃ harakteri-sieren und angeben, wie sie sih mit der Zeit ändern. Wegen der Unbestimmtheitsrelationsollten w und w̃ korreliert sein.
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2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 482.2 Materiewellen für kräftefreie TeilhenWir wollen nun kräftefreie Teilhen quantenmehanish so beshreiben, dass die Unbe-stimmtheitsrelationen und die eben formulierten Grundannahmen, d.h. die Existenz von
w(t, x ) und w̃(t,p), automatish erfüllt sind. Die Ideen von de Broglie, seine Relationen

E = ~ω und p = ~k (2.7)und die Versuhe von Davisson und Germer sowie Stern und Mitarbeiter legen nahe,eine Wellentheorie der Teilhen zu konstruieren.Relativistishe Teilhen: Aus der relativistishen Mehanik ist folgende Beziehungzwishen Energie und Impuls bekannt,
E

c
=

√p2 +m2c2 und v =
c2

E
p = ∇pE. (2.8)Mit den de Broglie-Beziehungen folgt die entsprehende Beziehung zwishen Kreisfrequenzund Wellenzahlvektor,

ω(k)

c
=

√k 2 +m2c2/~2 und v = ∇kω =
c2

ω
k . (2.9)Die Teilhengeshwindigkeit ist gleih der Gruppengeshwindigkeit und für massive Teil-hen kleiner c. Dagegen ist die Phasengeshwindigkeit gröÿer als die Lihtgeshwindigkeit,

u =
ω

|k | =
c2

|v | > c.Wir stellen uns die Materiewelle als Überlagerung von monohromatishen Wellen vor:Das Wellenpaket ψ habe also die Form
ψ(t, x ) =

1

(2π~)3/2

∫

R3

ψ̃(t,p)eip·x/~d3p

=
1

(2π~)3/2

∫

R3

ψ̃(0,p)ei(p·x−Et)/~d3p (2.10)mit Dispersionsrelation E(p). Nah der Umkehrformel der Fouriertransformationen ist
ψ̃(t,p) =

1

(2π~)3/2

∫

R3

ψ(t, x )e−ip·x/~d3x, (2.11)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 49und wegen der Parsevalshen Gleihung sind dann die Integrale
∫

d3x|ψ(t, x )|2 =

∫

d3p |ψ̃(t,p)|2 =

∫

d3p |ψ̃(0,p)|2 (2.12)zeitunabhängig. Wir können das letzte Integral gleih 1 wählen. Diese Normierung bleibtdann zu allen Zeiten erhalten. Dies legt nun nahe, in den Grundannahmen des vorherigenAbshnitts
w(t, x ) = |ψ(t, x )|2 und w̃(t,p) = |ψ̃(t,p)|2 (2.13)zu setzen. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion im Ortsraum ist dann die Wahrshein-lihkeitsdihte im Ortsraum und das Betragsquadrat ihrer Fouriertransformierten dieWahrsheinlihkeitsdihte im Impulsraum.Diese auf M.Born zurükgehende Identi�kation [40℄ kann durh folgende Betrah-tungen weiter plausibel gemaht werden. Falls (2.13) gilt, �nden wir für den mittlerenAufenthaltsort eines Teilhens zur Zeit t

〈x 〉t =

∫ x |ψ(t, x )|2d3x = (2π~)−3/2

∫

ψ̄(t, x ) x {
∫

ψ̃(t,p)eip·x/~d3p

}

d3x

= (2π~)−3/2

∫

ψ̄(t, x )

{
∫

ψ̃(t,p)
~

i
∇p e

ip·x/~ d3p

}

d3x.Wir wollen annehmen, dass die Wellenfunktion und ihre Fourier-Transformierte im Un-endlihen genügend shnell abfallen. Dann dürfen wir partiell integrieren, ohne Ober�ä-henterme aufzusammeln, und �nden
〈x 〉t = (2π~)−3/2

∫

ψ̄(t, x )

{
∫

eip·x/~i~∇pψ̃(t,p) d3p

}

d3x

=

∫

¯̃ψ(t,p)i~∇pψ̃(t,p) d3p.Mit der Zeitabhängigkeit
ψ̃(t,p) = e−iEt/~ψ̃(0,p)folgt dann unmittelbar die Zeitabhängigkeit für den mittleren Ort,

〈x 〉t = 〈x 〉0 + t

∫

∂E(p)

∂p w̃(0,p) d3p = 〈x 〉0 + t 〈vGruppe〉0 . (2.14)Also bewegt sih im Mittel das Teilhen gleihmäÿig und geradlinig. Der Erwartungswert������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 50des Ortes genügt damit dem Newtonshen Bewegungsgesetz der klassishen Mehanik.Aus (2.13) folgen auh sofort die Unbestimmtheitsrelationen zwishen Ort und Impuls(siehe erstes Kapitel). Shlieÿlih ist |ψ(t, x )|2 der einzige in ψ, ψ̄ quadratishe Ausdruk,dessen Integral über x unabhängig von der Zeit ist.Nun kehren wir zur Gleihung (2.10) zurük. Man sieht sofort, dass ψ(t, x ) die Wel-lengleihung
(

∂2

c2∂t2
−△

)

ψ(t, x ) = (2π~)−3/2

∫

ψ̃(0,p)

(−E2 + p2c2

~2c2

)

ei(px−Et)/~d3p

(2.8)
= −m

2c2

~2
ψ(t, x ),also die sogenannte Klein-Gordon-Gleihung

(

2 +
m2c2

~2

)

ψ(t, x ) = 0 (2.15)erfüllt. Diese relativistishe Wellengleihung wurde zuerst von de Broglie zur Beshrei-bung von Elektronen vorgeshlagen. Neben der Lösung (2.10) hat die Klein-Gordon-Gleihung allerdings auh Lösungen mit negativer Energie
E(p) = −c

√p2 +m2c2.Es gibt also Lösungen der Klein-Gordon-Gleihung mit beliebig negativer Energie. Dasist physikalish unsinnig. Auh Shrödinger glaubte anfänglih, dass die Klein-Gordon-Gleihung im Coulombpotential die Wellengleihung für das Elektron im Wassersto�atomsei. Es hat sih aber shnell herausgestellt, dass diese Wellengleihung die Feinstrukturdes Wassersto�spektrums niht erklären konnte.Nihtrelativistishe Teilhen: Diese Ergebnisse deuten darauf hin, dass die im letz-ten Abshnitt getro�enen Grundannahmen, wie dort bereits angedeutet, in einer rela-tivistishen Theorie niht gültig sein werden. Darum gehen wir zur nihtrelativistishenNäherung über und übernehmen aus der klassishen nihtrelativistishen Mehanik dieBeziehung zwishen Impuls und Geshwindigkeit,p = mv = ~k , v = vGruppe =
∂ω(k)

∂k . (2.16)
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2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 51Daraus folgt der Zusammenhang zwishen Kreisfrequenz und Wellenzahlvektor
m
∂ω(k)

∂k = ~k =⇒ ω(k) =
~k 2

2m
oder E =

p2

2m
. (2.17)Mit dieser nihtrelativistishen Dispersionsrelation erfüllt ein Wellenpaket

ψ(t, x ) = (2π~)−3/2

∫

ψ̃(0,p)ei(p·x−E(p)t)/~d3p (2.18)die zeitabhängige Shrödinger-Gleihung für ein kräftefreies Teilhen
i~
∂

∂t
ψ(t, x ) = − ~

2

2m
△ψ(t, x ). (2.19)Wiederum ist ∫

d3x|ψ(t, x )|2 zeitunabhängig, 〈x 〉t erfüllt das klassishe Galileishe Gesetzund die Unshärferelationen gelten. Die explizite Form der Dispersionsrelation ω(k) gehtin deren Beweis ja niht ein.Löst ψ(t, x ) die Shrödinger-Gleihung (2.19), so ist auh
ψT (t, x ) ≡ ψ̄(−t, x )eine Lösung. Daraus folgt die Zeitumkehrinvarianz, ähnlih wie in der klassishen Meha-nik. Weiterhin ist selbst für reelle Anfangsbedingungen die Lösung ψ(t, x ) zu späterenZeiten niht mehr reell. Daraus folgt shon, dass ψ selbst niht beobahtbar ist.2.2.1 Allgemeine Lösung der freien ShrödingergleihungWir konstruieren nun die Lösung der zeitabhängigen Shrödinger-Gleihung (2.19) fürbeliebige Anfangsbedingungen. Dazu untersuhen wir das Anfangswertproblem

i~
∂ψ

∂t
= − ~

2

2m
△ψ mit ψ(0, x ) = ψ0(x ). (2.20)Im ersten Shritt lösen wir das Problem für die spezielle Anfangsbedingung

ψ0(x ) = δ(x − y), (2.21)wobei δ die 3-dimensionale Dirashe δ-Distribution ist. Wir bezeihnen die entsprehende,von y abhängige partikuläre Lösung mit K(t, x , y). Da
ψ0(x ) = δ(x − y)

(2.11)
=⇒ ψ̃(0,p) = (2π~)−3/2 e−ip·y (2.22)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 52ist, ergibt sih mit (2.10) und p = ~k folgende Form für die partikuläre Lösung
K(t, x , y) = (2π)−3

∫

ei[k ·(x−y)−~k2t/2m]d3k.Nun setzen wir ξ = x − y und ergänzen quadratishk · ξ − ~k 2

2m
t = −

(

~k − m

t
ξ
)2 t

2m~
+

m

2t~
ξ2.Nah Einführung der Variablen q = ~k −mξ/t �ndet man

K(t, x , y) =
1

(2π~)3
eim(x−y)2/2t~

∫

e−itq2/2m~d3q.Ersetzen wir q durh q = (1 − iǫ)l , ǫ > 0, so konvergiert das Gauÿshe Integral, und wir�nden für ǫ→ 0 das Resultat
K(t, x − y) =

( m

2πi~t

)3/2

eim(x−y)2/2~t. (2.23)Die allgemeine Lösung der linearen Shrödinger-Gleihung (2.20) mit ψ(0, x ) = ψ0(x )ergibt sih nun aus (2.23) durh Überlagerung der partikulären Lösungen wie folgt,
ψ(t, x ) =

∫

R
3

K(t, x − y)ψ0(y)d3y. (2.24)2.2.2 Zer�ieÿen von WellenpaketenEin anfänglih lokalisiertes Wellenpaket ψ0 zer�ieÿt mit fortshreitender Zeit. Dies folgtunmittelbar aus der Darstellung (2.24), wenn wir annehmen, dass |ψ0(y)| integrierbar ist.Dann gilt wegen |
∫

fg| ≤
∫

|f | |g| die Abshätzung
|ψ(t, x )| ≤

∫

|K(t, x − y)| |ψ0(y)|d3y =
( m

2π~t

)3/2
∫

|ψ0(y)|d3y =
C

t3/2
, (2.25)mit einer für uns unbedeutenden Konstanten C. Also nimmt die Wahrsheinlihkeitsdihteim Ortsraum mit der dritten Potenz der Zeit ab,

w(t, x ) = |ψ(t, x )|2 ≤ C2

t3
. (2.26)
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2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 53Ist das Teilhen zum Zeitpunt t in einem Gebiet mit Volumen ∆V (t) lokalisiert, so wähstwegen
1 =

∫

w(t, x )d3x ∼ w̄(t)∆V (t)
(2.26)∼ σ3(t)

t3die Breite σ des Wellenpakets linear mit der Zeit an. Die Abnahme (2.26) ist also inÜbereinstimmung mit der Geometrie des R 3.Teilhen auf einer Geraden oder Ebene: In einer Dimension erwarten wir wegen
1 ∼ w̄(t)σ(t) ∼ w̄(t)t =⇒ w(t) ∼ 1

t
,dass die Wahrsheinlihkeitsdihte an jedem Ort mit 1/t gegen Null strebt. Mit

∫

dξ eimξ
2/2~t =

(

2πi~t

m

)1/2erhält man in der Tat nah Integration über die Koordinaten y2 und y3 in (2.24) für eineanfänglih nur von der ersten Koordinate abhängige Wellenfunktion die Lösung
ψ(t, x1) =

√

m

2πi~t

∫

eim(x1−y1)2/2~tψ0(y
1)dy1 (2.27)und für eine anfänglih nur von x1 und x2 abhängige Wellenfunktion

ψ(t, x1, x2) =
m

2πi~t

∫

eim[(x1−y1)2+(x2−y2)2]/2~t ψ0(y
1, y2)dy1dy2. (2.28)Die Funktionen ψ(t, x1) und ψ(t, x1, x2) sind Lösungen der Shrödinger-Gleihung (2.19),wobei △ der Laplae-Operator in einer und zwei Dimensionen ist. Damit hängen dieLösungen der freien Shrödinger-Gleihung nur von denselben Koordinaten ab wie dieanfänglihe Wellenfunktion ψ0. Genau wie im dreidimensionalen Fall beweist man

∣

∣ψ(t, x1)
∣

∣ ≤ C√
t

in einer Dimension
∣

∣ψ(t, x1, x2)
∣

∣ ≤ C

t
in zwei Dimensionen. (2.29)Die Wellenfunktion kann nur in eine oder zwei Dimensionen entweihen und zer�ieÿtdeshalb langsamer als in drei Dimensionen.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 54Zer�ieÿen eines Gauÿshen Wellenpakets: Wir untersuhen hier das Zer�ieÿen ei-nes Gauÿshen Wellenpakets etwas näher. Dazu brauhen wir das folgende n-dimensionaleGauÿshe Integral, das auh bei vielen anderen Untersuhungen auftritt:
∫

dnx exp
(

−1
2
(x , Ax ) + (j , x )

)

=
(2π)n/2√

detA
exp

(

1
2
(j , A−1j )) , A = (Aij). (2.30)Die Eigenwerte der symmetrishen n×n-Matrix A dürfen keinen negativen Realteil haben.Gemäÿ dieser Formel ist die Gaussshe Wellenfunktion

ψ0(x ) =
1

det1/4(2πσ2)
exp

(

−1
4
(x , σ−2x )

)

, (2.31)wobei σ2 eine symmetrishe, reelle und positive Matrix ist, auf Eins normiert. Die zuge-hörige Wahrsheinlihkeitsdihte
w(0, x ) = |ψ0(x )|2 =

1

det1/2(2πσ2)
exp

(

−1
2
(x , σ−2x )

)ist eine am Ursprung konzentrierte Gauÿ-Verteilung der 'Breite' σ. Nun können wir mitHilfe von (2.24, 2.23) und (2.30) die Lösung der zeitabhängigen Shrödinger-Gleihung(2.19) mit Anfangsbedingung ψ0 berehnen. Man �ndet
ψ(t, x ) =

1

det1/4(2πσ−2B2)
exp

(

−1
4
(x , B−1x )

)

, wobei B = σ2 +
i~t

2m
(2.32)bezeihnet. Für die zugehörige Wahrsheinlihkeitsdihte im Ortsraum erhalten wir

|ψ(t, x )|2 =
1

det1/2(2πσ2(t))
exp

(

−1
2
(x , σ−2(t)x )

)

, σ2(t) = σ2 +
~

2t2

4m2
σ−2. (2.33)Wähst t von −∞ bis 0, so nimmt die Breite des Pakets σ(t) ab und erreiht für t = 0ihr Minimum σ. Danah wird sie ständig gröÿer: Das Wellenpaket zer�ieÿt wie in derAbbildung (2.2) skizziert.2.2.3 ImpulsoperatorIn diesem Abshnitt �nden wir die wihtigen Korrespondenzregeln im Ortsraum. Dazu be-rehnen wir den mittleren Impuls eines Teilhens mit Hilfe der Wahrsheinlihkeitsdihte
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2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 55
|ψ(t, x)|2

x

t=0

t1>0

t2 > t1

Abbildung 2.2: Mit der Zeit verbreitert sih das Gauÿshe Wellenpaket.im Impulsraum. Aus (2.13) und (2.11) folgt
〈p〉ψ =

∫ pw̃(t,p)d3p =

∫

¯̃ψ(t,p)pψ̃(t,p)d3p

=
1

(2π~)3

∫

d3p

∫

d3x ψ̄(t, x )eip·x/~p ∫

d3y ψ(t, y)e−ip·y/~. (2.34)Hier können wir p durh i~∇y, angewandt auf die letzte Exponentialfunktion, ersetzen.Nah einer partiellen Integration unter dem y -Integral ergibt sih der mittlere Impuls
〈p〉ψ =

1

(2π~)3

∫

d3xd3y

∫

d3p eip(x−y)/~ψ̄(t, x )
~

i
∇yψ(t, y)

=

∫

d3x ψ̄(t, x )
~

i
∇xψ(t, x ), (2.35)wobei wir (2.22) benutzten. Ganz analog shlieÿt man, dass für eine beliebige Funktion

f(p) des Impulses der Erwartungswert durh
〈f(p)〉ψ =

∫

d3x ψ̄(t, x )f

(

~

i
∇x

)

ψ(t, x ) (2.36)gegeben ist. Also wird im Ortsraum der Impuls durh den Ableitungsoperator dargestellt,p −→ ~

i
∇x. (2.37)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.2. Materiewellen für kräftefreie Teilhen 56Wegen der Shrödinger-Gleihung berehnet sih die mittlere Energie eines freien Teil-hens gemäÿ
〈E〉ψ =

1

2m

〈p2
〉

ψ
= − ~

2

2m

∫

d3x ψ̄(t, x )△ψ(t, x )

(2.19)
=

∫

d3x ψ̄(t, x )(i~∂t)ψ(t, x ),und wir folgern, dass die Energie durh die Ableitung nah der Zeit dargestellt wird
E −→ i~∂t. (2.38)Da weiter w(t, x ) die Wahrsheinlihkeitsdihte im Ortsraum ist, ist der Mittelwert einerbeliebigen Funktion des Teilhenorts

〈f(x )〉 =

∫

d3x ψ̄(t, x )f(x )ψ(t, x ). (2.39)Die soeben gefundenen VorshriftenEnergie E −→ i~∂tOrt x −→ x (2.40)Impuls p −→ ~

i
∇xsind die wihtigen Korrespondenzregeln im Ortsraum. Die klassishe Hamilton-Funktioneines nihtrelativistishen freien Teilhens ist H0 = p2/2m. Unter Benutzung der Korre-spondenzregeln shreibt sih die Shrödinger-Gleihung (2.19) gemäÿ

i~
∂ψ(t, x )

∂t
= H0(p)ψ(t, x ), p =

~

i
∇x. (2.41)In dieser Form erweist sih die Shrödinger-Gleihung als verallgemeinerbar. Man kannsie niht deduktiv ableiten. Ihre Rehtfertigung besteht in der Übereinstimmung ihrerVorhersagen mit den experimentell gewonnenen Ergebnissen. Nihtsdestoweniger wird dieWahl der Wellengleihung durh die Deutung von ψ als Wahrsheinlihkeitsamplitudedurh a priori-Bedingungen eingeshränkt:

• Die Wellengleihung muss linear und homogen sein. Die Welle besitzt dann diefür Wellen harakteristishe Superpositionseigenshaft, entsprehend der die Line-arkombination α1ψ1 + α2ψ2 zweier Lösungen wieder eine Lösung der Gleihung ist.Wir haben diese Eigenshaft bei der Fourierdarstellung von ψ benutzt.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 57
• Sie muss eine Di�erentialgleihung erster Ordnung in der Zeit sein. Dann reihtdie Kenntnis der Funktion ψ zu einem gegebenen Zeitpunkt aus, um ihre spätereEntwiklung zu bestimmen. Das entspriht der Forderung, dass der Zustand desphysikalishen Systems vollständig durh die einmal gegebene ψ-Funktion bestimmtsein soll. Die relativistishe Klein-Gordon-Gleihung erfüllt diese Forderung niht.2.3 Wellenmehanik mit KräftenNah dem Studium von freien Teilhen untersuhen wir nun die Dynamik von Teil-hen, welhe Potentialkräften ausgesetzt sind. Das betrahtete Potential V (x ) sei vorerstshwah ortsabhängig. Klassish gilt der Energiesatz

E =
p2

2m
+ V (x ) = konstant, (2.42)den wir nah dem Impulsbetrag au�ösen,

|p| ≡ |p(x )| =
√

2m(E − V (x )). (2.43)Für shwah veränderlihe Potentiale ist der Betrag des ortsabhängigen Impulses quasi-konstant. Wir nehmen weiter an, dass auh seine Rihtung n(x ) quasi-konstant sei, waswir durh Lösung der Hamiltonshen Gleihungenẋ =
∂H

∂p , ṗ = −∂H
∂x (2.44)bestätigen können. Nah de Broglie beshreiben wir jedes Teilhen durh eine 'monohro-matishe Welle'

ψ(t, x ) = exp (i(p · x − Et)/~)

= exp
(

i
{

√

2m(E − V (x ))n(x ) · x −Et
}

/~
)beshreiben. Vernahlässigen wir die Ortsabhängigkeit des Potentials V und Einheitsvek-tors n , so ergeben sih

i~∂tψ(t, x ) ∼ Eψ(t, x ) , △ψ(t, x ) ∼ −2m

~2
(E − V (x ))ψ(t, x ).
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2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 58Ersetzen wir ∼ durh ein Gleihheitszeihen, dann �nden wir die im Zentrum dieserVorlesung stehende zeitabhängige Shrödinger-Gleihung
i~
∂ψ(t, x )

∂t
= − ~

2

2m
(△ψ)(t, x ) + V (x )ψ(t, x ), (2.45)von der wir annehmen wollen, dass sie auh für shnell variierende Potentiale Gültigkeithabe.O�ensihtlih hat die Shrödinger-Gleihung die Form

i~
∂ψ(t, x )

∂t
= H(p, x )ψ(t, x ), wobei p =

~

i
∇ (2.46)der Impulsoperator im Ortsraum ist, siehe (2.40). Erwin Shrödinger verö�entlihte1926 eine Reihe von Arbeiten, wovon vier den Titel 'Quantisierung als Eigenwertproblem'tragen [42℄. Der von Shrödinger gewählte Weg über die von Hamilton angegebeneFormulierung der Mehanik war voller Hindernisse. Der Weg zu seiner berühmten zeitun-abhängigen Wellengleihung

△ψ =
2m

K2

(

E +
e2

r

)

ψ (2.47)für ein Elektron im Feld des Wassersto�atomkerns war in seiner ersten Arbeit noh wenigdurhsihtig. Diesem Punkt war der gröÿte Teil seiner zweiten Arbeit gewidmet.2.3.1 Von der klassishen Mehanik zur WellenmehanikÄhnlih wie die Strahlenoptik der Grenzfall der Wellenoptik für kleine Wellenlängen ist,sollte auh die klassishe Mehanik als Grenzfall einer neuen Mehanik, der Wellenme-hanik verstanden werden. Wir wollen diesen zentralen Shrödingershen Gedankengangrekapitulieren. Dazu wiederholen wir zuerst die Grundidee der Hamilton-Jaobi Theorie.Es seien (q1, . . . , qN) ≡ q die verallgemeinerten Koordinaten eines klassishen me-hanishen Systems mit Lagrangefunktion L(q, q̇, t). Zum Beispiel können (q1, q2, q3) diekartesishen Koordinaten eines Teilhens oder aber dessen Polarkoordinaten sein. Sei wei-ter
S =

∫

L(t, q, q̇)dt (2.48)die Wirkung einer Bahn q(t) im Kon�gurationsraum. Die Variation der Wirkung berehnet������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 59sih zu
δS =

∫

(L,q δq + L,q̇ δq̇ + L,t δt) dt

=

∫
(

{

L,q −
d

dt
L,q̇

}

δq + L,t δt

)

dt+ L,q̇ δq
∣

∣

t2

t1
(2.49)wobei beispielsweise L,q δq für ∑

L,qk δq
k steht. Nun wollen wir annehmen, dass q(t) eineklassish erlaubte Bahn sei, d.h. eine Lösung der Euler-Lagrange-Gleihungen.

b

t1, q1

b

t2, q2 ≡ t, q

qklass.(s)

Da eine Lösung durh Anfangsort und Anfangszeit sowie Endort und Endzeit bestimmtist, hängt S[q(t)] nur von den Orten und Zeiten zu Beginn und am Ende der klassishenBahn ab, S = S(t2, q2; t1, q1). Diese Funktion heiÿt Hamiltonshe Prinzipalfunktion. FürLösungen vershwindet der Term zwishen den geshweiften Klammern in (2.49). Derverbleibende Integrand L,t ist eine totale Zeitableitung, da sih auf der rehten Seite von
d

dt

(

L,q̇k q̇
k − L

)

=

(

d

dt
L,q̇k

)

q̇k + L,q̇k q̈
k − L,qk q̇

k − L,q̇k q̈
k − L,twegen der Euler-Lagrange-Gleihungen alle Terme bis auf den letzten wegheben,

d

dt

(

L,q̇k q̇
k − L

)

= −L,tgilt. Die Variation der Prinzipalfunktion ist nun einfah
δS =

(

L,q̇k δq
k +

(

L−
∑

L,q̇k q̇
k
)

δt
)

∣

∣

t2

t1
.Halten wir die Anfangswerte fest und variieren nur die Enddaten, dann ergibt sih wegen

L,q̇k ≡ pk

S,qk = pk und S,t = −
(

∑

pkq̇
k − L

)

, (2.50)wobei das Teilhen zur Zeit t am Zielort q ankommt. Da der kanonishe Impuls senkrehtauf den Niveau�ähen von S steht, können die klassishen Bahnen aus S reproduziertwerden.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 60Zwishen den Klammern in (2.50) steht die Legendre-Transformierte der Lagrange-funktion, also die Hamilton-Funktion. Damit ergibt sih die Hamilton-Jaobishe Di�e-rentialgleihung für die Prinzipalfunktion:
S,t +H

(

t, qk, pk
)

= S,t +H
(

t, qk, S,qk
)

= 0. (2.51)Zum Beispiel, für den harmonishen Oszillator mit Hamilton-Funktion2
H =

1

2m
p2 +

mω2

2
x 2 (2.52)ist die klassishe Lösung, welhe zur Zeit s = 0 bei y startet und zur Zeit s = t bei xankommt, gleih x (s) = y cosωs+

x − y cosωt

sinωt
sinωs. (2.53)Für die Prinzipalfunktion �ndet man

S =
m

2

t
∫

0

(ẋ 2(s) − ω2x 2(s)
)

ds =
mω

2

(

(x 2 + y2
)

cot(ωt) − 2x · y
sinωt

)

. (2.54)Man prüft leiht nah, dass diese Funktion die Hamilton-Jaobi-Gleihung
S,t +

1

2m
(∇S)2 +

mω2

2
x 2 = 0 (2.55)erfüllt. Aus p = ∇S = mω[x cotωt − y/ sinωt] kann man nun die Bahnen (x (t),p(t)

)des harmonishen Oszillators im Phasenraum rekonstruieren.Im stationären Fall hängt die Hamilton-Funktion niht explizit von der Zeit ab, H =

H(q, p), und wir können die Zeitabhängigkeit der Prinzipalfunktion abspalten, S = −Et+
W (q). Die Funktion W erfüllt dann die zeitunabhängige Hamilton-Jaobi-Gleihung

E = H

(

q,
∂W

∂q

) (2.56)mit fester Energie E.Nun wollen wir den Abshluss zur Wellenmehanik a la Shrödinger herstellen. Eineallgemeine lineare Wellengleihung für die Materiewellen, welhe erster Ordnung in der2Sind die qk kartesish, dann setzen wir meistens qk
= xk.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 61Zeitableitung ist, hat die Form
i~
∂ψ

∂t
= H

(

t, q,
~

i

∂

∂q

)

ψ (2.57)mit einer noh unbestimmten Funktion H . Nun shreiben wir die Wellenfunktion gemäÿ
ψ = eiS(t,q)/~ (2.58)mit einer langsam mit den q veränderlihen Phasenfunktion S. Vernahlässigen wir zweiteund höhere Ableitungen von S nah q, so impliziert die Wellengleihung folgende Glei-hung für die Phase S von ψ:

∂tS +H

(

t, q,
∂S

∂q

)

= 0. (2.59)Dies ist aber gerade die Hamilton-Jaobi-Gleihung zur Hamilton-Funktion H .Zur Illustration kehren wir zum harmonishen Oszillator mit Hamilton-Funktion (2.52)zurük. Setzen wir die Parametrisierung (2.58) in die Wellengleihung (2.57) ein, so �ndenwir
0 = S,t +

1

2m
(∇S)2 +

mω2

2
x 2 − i~

2m
△S.Hier sehen wir explizit, dass die Phasenfunktion S die Hamilton-Jaobi-Gleihung er-füllt, wenn wir höhere Ableitungen von S vernahlässigen, oder äquivalent dazu, nurTerme der Ordnung ~

0 beibehalten. Für ~ → 0 sollte aber die Quantenmehanik in dieklassishe Mehanik übergehen. Wir können also die Wellengleihung (2.57), welhe für
~ → 0 in die klassishe Hamilton-Jaobi-Gleihung für die Phase S von ψ übergeht, alskorrekte Wellengleihung für ein allgemeines System, das klassish durh die Hamilton-FunktionH(t, q, p) beshrieben wird, ansehen. Damit haben wir die Verallgemeinerung derShrödinger-Gleihung für ein Punktteilhen (2.46) auf beliebige Hamiltonshe Systemegefunden.Gleihzeitig ergeben sih die allgemeinen Korrespondenzregeln, wie ein klassishes Sys-tem zu quantisieren ist. Man ersetze in der klassishen Hamilton-Funktion die kanoni-shen Impulse durh die partiellen Ableitungen nah den verallgemeinerten Koordinaten
pi −→ ~

i
∂i. Die zum System gehörige zeitabhängige Shrödinger-Gleihung lautet dann

i~∂tψ(t, q) = H(t, qi, pi)ψ(t, q), pi =
~

i

∂

∂qi
. (2.60)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 62Im stationären Fall, H = H(q, p), können wir wie bei der Hamilton-Jaobi-Gleihung dieZeitabhängigkeit abspalten,
ψ(t, q) = e−iEt/~ψ(q). (2.61)Nah Einsetzen in (2.60) ergibt sih die stationäre Shrödinger-Gleihung für die zeitun-abhängige Wellenfunktion ψ(q) in (2.61),

Eψ(q) = H(qi, pi)ψ(q), pi =
~

i

∂

∂qi
. (2.62)Diese Eigenwertgleihung ist die Verallgemeinerung der zeitunabhängigen Shrödinger-Gleihung für das Wassersto�atom (2.47) auf beliebige stationäre Hamiltonshe Systeme.Der Di�erentialoperator H(qi, pi) heiÿt Hamilton-Operator und seine Eigenwerte E sinddie möglihen Werte der Energie.2.3.2 Wellengleihung bei elektromagnetishen KräftenWir wenden nun die soeben gewonnenen Erkenntnisse an, um die Quantenmehanik eineselektrish geladenen Teilhens in elektrishen und magnetishen Feldern abzuleiten. Inder klassishen Physik wird die Bewegung eines Teilhens mit Masse m und Ladung edurh eine Trajektorie eines (idealisierten) Punktteilhens beshrieben. Auf ein Teilhen,das sih zur Zeit t am Ort x be�ndet und mit der Geshwindigkeit ẋ bewegt, wirkt dieLorentz-Kraft F = e

(E (t, x ) +
1

c
ẋ ∧B(t, x )

)

. (2.63)Zur Lagrangeshen oder Hamiltonshen Formulierung der Bewegungsgleihung des Mas-senpunktes ist es notwendig, anstelle des elektromagnetishen Feldes die elektromagneti-shen Potentiale ϕ(t, x ) und A(t, x ) einzuführen,E = −∇ϕ− 1

c

∂

∂t
A , B = ∇∧A. (2.64)Elektrodynamishe Potentiale, die sih lediglih durh eine Eihtransformation mit einerEihfunktion λ(t, x ) untersheiden,A′(t, x ) = A(t, x ) −∇λ(t, x )

ϕ′(t, x ) = ϕ(t, x ) +
1

c

∂

∂t
λ(t, x ) (2.65)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 63liefern dasselbe elektromagnetishe Feld. In der klassishen Mehanik wird nun gezeigt,dass die (nihtrelativistishe) Lorentzgleihung äquivalent zu den kanonishen Gleihun-gen zur Hamilton-Funktion
H =

1

2m

(p − e

c
A(t, x )

)2

+ eϕ(t, x ), (2.66)ist. Nah der Korrespondenzregel lautet die zeitabhängige Shrödinger-Gleihung für eingeladenes Teilhen mit Masse m und Ladung e, zum Beispiel ein Elektron, im elektroma-gnetishen Feld wie folgt,
i~∂tψ(t, x ) = Hψ(t, x ), H =

1

2m

(

~

i
∇− e

c
A(t, x )

)2

+ eϕ(t, x ). (2.67)Auf die Vieldeutigkeiten bei der Ordnung der Operatoren kommen wir später zu spre-hen. Für zeitunabhängige Potentiale ist H zeitunabhängig und nah Faktorisierung derZeitabhängigkeit ergibt sih die stationäre Shrödinger-Gleihung
Eψ(x ) = Hψ(x ). (2.68)Die Shrödinger-Gleihung eines geladenen Punktteilhens erhält man also aus derjenigendes ungeladenen Teilhens durh die Ersetzungen
∂t −→ ∂t +

ie

~
ϕ(t, x )

∇ −→ ∇− ie

~c
A(t, x ) (2.69)Die hierdurh gewonnene Wirkung eines elektromagnetishen Feldes auf das geladenePunktteilhen wird als minimale Kopplung bezeihnet.Die minimale Kopplung des elektromagnetishen Feldes lässt sih direkt auf den Fallmehrerer Teilhen verallgemeinern. Für n untersheidbare und spinlose Punktteilhen mitMassen mi und Ladungen ei in einem äuÿeren elektrishen und magnetishen Feld hatder Hamilton-Operator die Form

H =
n

∑

i=1

{

1

2mi

(pi − ei
c
A(t, xi))2

+ eiϕ(t, xi)} + V (x1, . . . , xn), (2.70)wobei die gesamte innere Wehselwirkung der Teilhen untereinander durh die hier nihtnäher spezi�zierte Potentialfunktion V beshrieben wird. Für niht untersheidbare Teil-hen müssen die Wellenfunktionen ψ(t, x1, . . . , xn) weiter eingeshränkt werden.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 64Das Lösen der zentralen partiellen Di�erentialgleihungen i~ψ = Hψ oder Eψ = Hψfür spezielle elektromagnetishe Felder ist ein Hauptanliegen der Quantenmehanik undaller Gebiete, welhen die Quantenmehanik zugrunde liegt. Eine geshlossene Lösungkann nur für einfahe Systeme angegeben werden. Für realistishe Vielkörpersysteme istman auf Näherungen oder numerishe Verfahren zur Lösung dieser komplizierten Glei-hungen angewiesen.2.3.3 Allgemeine PotentialproblemeWir betrahten ein System mit N Freiheitsgraden und beshreiben die Systemlage mitverallgemeinerten lokalen Koordinaten q = {q1, . . . , qN} des Kon�gurationsraums C. ZumBeispiel ist der Kon�gurationsraum eines Punktteilhens R 3 und man kann kartesisheKoordinaten oder Kugelkoordianten zur Festlegung des Teilhenorts wählen. Im Kon�gu-rationsraum des Kreisels RP3 wählt man oft die drei Eulerwinkel.Der Abstand zweier in�nitesimal benahbarter Punkte mit Koordinaten q und q + dqwird durh den metrishen Tensor gij(q) harakterisiert,
ds2 =

∑

ij

gij(q)dq
idqj, (2.71)und für eine Trajektorie q(t) in C ist das Geshwindigkeitsquadrat gleih

v2 =

(

ds

dt

)2

=
∑

gij q̇
iq̇j. (2.72)Damit lautet die klassishe Lagrange-Funktion eines Systems mit Potentialkräften

L =
1

2

∑

ij

gij(q)q̇
iq̇j − V (q). (2.73)Zum Beispiel hat der gestützte symmetrishe Kreisel mit Masse M und Hauptträgheits-momenten (A,A,C) im Shwerefeld die Lagrange-Funktion

L =
A

2

(

ϑ̇2 + sin2 ϑϕ̇2
)

+
C

2

(

ψ̇ + cosϑϕ̇
)2

−Mgℓ cosϑ,wobei ℓ den Abstand zwishen Stütz- und Shwerpunkt bezeihnet.Der zur verallgemeinerten Koordinate qi kanonish konjugierte Impuls ist pi =
∑

j gij q̇
j ,

������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 65und damit ist die zu L in (2.73) gehörige klassishe Hamilton-Funktion
H =

1

2

∑

ij

gij(q)pipj + V (q) mit ∑

k

gikg
kj = δ ji . (2.74)Dabei ist gij die zu gij inverse Matrixfunktion. Wenn wir dem Korrespondenzprinzipfolgend die klassishen Impulse durh Ableitungsoperatoren ersetzen, dann ergibt sihsofort das Ordnungsproblem: Klassish sind zum Beispiel

gijpipj und 1√
g
pi

(√
ggijpj

)

, g = det(gij), (2.75)gleih, quantenmehanish aber niht, da die Ableitungsoperatoren pi und die Funktionen√
ggij für eine q-abhängige Metrik niht vertaushen. Wir werden im nähsten Abshnittargumentieren, dass die zweite Wahl mit den Prinzipien der Quantenmehanik verträglihist. Die korrekte Shrödingergleihung für ein allgemeines System mit Lagrange-Funktion(2.73) hat also die Form

i~ψ̇(t, q) = Hψ(t, q) bzw. Eψ(q) = Hψ(q)mit H =
1

2

1√
g
pi
√
ggij pj + V (q), pi =

~

i

∂

∂qi
. (2.76)Dies ist die allgemeine Shrödinger-Gleihung für Hamiltonshe Systeme mit Potential-kräften. Sie beshreibt zum Beispiel die Dynamik von n über die Coulombkraft wehsel-wirkenden Teilhen, von starren Körpern und Kreiseln oder von Systemen im statishenGravitationsfeld. Das Gravitationsfeld wird dabei durh den metrishen Tensor gij unddas Newtonshe Potential V beshrieben. Diese sogenannteminimale Kopplung ans Gravi-tationsfeld, bei der die gewöhnlihen durh die allgemein kovarianten Ableitungen ersetztwerden, wurde experimentell bestätigt. Dazu wurden zwei von einer Quelle emittierteNeutronenstrahlen, nahdem sie vershiedene Wege im Gravitationsfeld der Erde zurük-legten, zur Interferenz gebraht. Im ursprünglihen Experiment von Overhauser undColella wurde ein Neutroneninterferometer benutzt, für den die zwei Neutronenstrah-len eine Flähe von etwa 6 m2 einshlossen [43℄. Das Interferometer wurde 1800 um dieAhse senkreht zur Erdober�ähe (und dem einfallenden Neutronenstrahl) gedreht unddie Vershiebung des Interferenzmusters gemessen. Die Beobahtung stimmt mit den Vor-hersagen der Shrödingergleihung (2.76) im Rahmen der Messgenauigkeit überein. DieGenauigkeit der Experimente ist heute besser als ein Prozent.Wir wollen uns nun überlegen, was die Wahrsheinlihkeitsdihte für das Au�ndendes Systems im Kon�gurationsraum ist. Wir haben bereits früher argumentiert, dass fürein Teilhen im R 3 die Wahrsheinlihkeit dafür, das Teilhen im Volumenelement d3x������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.3. Wellenmehanik mit Kräften 66um x zu �nden, für eine auf eins normierte Materiewelle gleih |ψ(t, x )|2d3x ist. Benut-zen wir krummlinige Koordinaten x = x (q) = x (q1, q2, q3), so ergibt sih für dieselbeWahrsheinlihkeit
w(t, x )d3x = |ψ(t, x )|2d3x = |ψ (t, x (q))|2 (det J)d3q mit J ij =

∂xi

∂qj
.Da in diesem Fall die Jaobi-Matrix J auh die Koe�zienten der Metrik bestimmt,

ds2 =
∑

dxidxi =
∑

(

J tJ
)

ij
dqidqj =

∑

gijdq
idqj (2.77)ist die Determinante von J tJ gleih der Determinante g des metrishen Tensors gij undman erhält für die Wahrsheinlihkeit den Ausdruk

w(t, x )d3x = |ψ(t, q)|2√g d3q, ψ(t, q) ≡ ψ (t, x (q)) , g = det(gij). (2.78)Die Wahrsheinlihkeit dafür, das Teilhen zur Zeit t im Teilgebiet ∆ ⊂ C des Kon�gura-tionsraums zu �nden, ist dann
w∆(t) =

∫

∆

|ψ(t, q)|2√gd3q. (2.79)Der Wurzelfaktor sorgt dafür, dass das Integral unabhängig von den gewählten Koor-dinaten ist. Diese natürlihe Forderung stellen wir auh für allgemeinere Systeme, zumBeispiel Systeme, deren Kon�gurationsraum keine kartesishen Koordinaten zulassen. Wirwollen aber annehmen, dass C mindestens eine Mannigfaltigkeit mit Riemannsher Me-trik ist. Für derartige Systeme ist dann die Wahrsheinlihkeit dafür, im Zustand mitWellenfunktion ψ(q) das System im Gebiet ∆ des Kon�gurationsraum zu �nden,
w∆(t) =

∫

∆

ψ̄(t, q)ψ(t, q)
√
gdNq. (2.80)Die Wahrsheinlihkeit, das System irgendwo in C zu �nden, soll wieder das Quadrat derNorm der Wellenfunktion sein,

‖ψ‖2 = (ψ, ψ) =

∫

C

ψ̄(q)ψ(q)
√
g dNq. (2.81)Diese Norm ist positiv und vershwindet nur für ψ = 0. Sie de�niert das folgende Skalar-podukt auf dem Raum der Wellenfunktionen

(φ, ψ) =

∫

φ̄(q)ψ(q)
√
g dNq. (2.82)������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.4. Erhaltung der Wahrsheinlihkeit 67Diese Bilinearform hat alle Eigenshaften eines Skalarpodukts und seine Eigenshaftenwerden uns im nähsten Kapitel beshäftigen.2.4 Erhaltung der WahrsheinlihkeitFür eine auf Eins normierte Wellenfunktion, ‖ψ‖ = 1, ist w∆(t) in (2.80) die Wahrshein-lihkeit dafür, das Teilhen im Gebiet ∆ des Kon�gurationsraums C zu �nden. Damitdiese Aussage zu allen Zeiten sinnvoll ist, darf die Norm einer Lösung der zeitunabhän-gigen Shrödinger-Gleihung niht von der Zeit abhängen. Die Wahrsheinlihkeit, dasSystem irgendwo im Kon�gurationsraum zu �nden muss nämlih zu allen Zeiten Einssein. Also muss die Zeitableitung dieser Wahrsheinlihkeit vershwinden,
d

dt

∫

C

ψ̄(t, q)ψ(t, q)
√
g dNq =

d

dt
(ψ, ψ) = 0. (2.83)Diese Bedingung an die Lösungen von i~∂tψ = Hψ shränkt die Form der Hamilton-Operatoren und die Menge der erlaubten Wellenfunktionen ψ : C → C ein, da sie für jedeLösung äquivalent zur Bedingung

i~
d

dt
(ψ, ψ) = (ψ,Hψ) − (Hψ,ψ) = 0 (2.84)ist. Wie im letzten Abshnitt wird ein zeitunabhängiger metrisher Tensor vorausgesetzt.In vielen Fällen legt (2.84) die rihtige Ordnung der Operatoren beim Übergang von derklassishen Hamilton-Funktion zum quantenmehanishen Hamilton-Operator fest. DieWahrsheinlihkeit w∆(t) für das Au�nden des System in ∆ wird für ∆ 6= C im Allgemei-nen von der Zeit abhängen. Aber ähnlih wie bei der Bilanzgleihung für die elektrisheLadung werden wir für die Wahrsheinlihkeiten w∆ eine Bilanzgleihung erwarten, dieangibt, in welhe Rihtung die Aufenthaltswahrsheinlihkeit �ieÿt. Entsprehend wirddiese Bilanzgleihung einen Wahrsheinlihkeitsstrom enthalten.Wir betrahten den sehr allgemeinen Modell-Hamilton-Operator

H = −~
2

2
D2 + V (q), D2 =

1√
g
Di

√
ggijDj, Di = ∂i − iAi(q), (2.85)wie er in den letzten beiden Abshnitten vorkam. Der obige Hamilton-Operator beshreibtallgemeine Systeme im äuÿeren elektromagnetishen Feld in beliebigen Koordinaten oderbei Kopplung ans statishe Gravitationsfeld. Die Lihtgeshwindigkeit, Ladungen undMassen wurden in den äuÿeren Feldern Ai, gij und V absorbiert. Das Potential V kannzum Beispiel auh die gegenseitige Coulomb-Wehselwirkung von geladenen Teilhen mo-������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.4. Erhaltung der Wahrsheinlihkeit 68dellieren. Es wird vorausgesetzt, dass die Hamilton-Funktion über dem Phasenraum mitKoordinaten (q, p) de�niert ist. Für die Beshreibung von Teilhen mit Spin ist deshalbdas Modell (2.85) ungenügend.Wir haben die Operatorordnung in (2.85) shon so gewählt, dass für genügend shnellabfallende Wellenfunktionen in einem unbeshränkten Kon�gurationsraum die Wahr-sheinlihkeit, das System irgendwo zu �nden, zeitunabhängig ist. Um dies einzusehen,integrieren wir im Integral
∫

∆

√
g Diφ g

ijDjψeinmal partiell bezüglih der Koordinate qi und einmal bezüglih der Koordinate qj. Wennwir noh die Symmetrie des metrishen Tensors berüksihtigen ergibt sih die Gleihung
∫

∆

∂i
(√

gφ̄ gijDjψ
)

−
∫

∆

√
g φ̄D2ψ =

∫

∆

∂i
(√

g Djφg
ijψ

)

−
∫

∆

√
g D2φψ,oder, wenn wir die Divergenz-Terme zusammenfassen,

∫

∆

√
g
(

φ̄D2ψ −D2φψ
)

=

∫

∆

∂i
(√

ggij
(

φ̄Djψ −Djφψ
))

. (2.86)Setzen wir in dieser Gleihung φ = ψ, dann ergibt sih für die zeitlihe Änderung derWahrsheinlihkeit, das System im Gebiet ∆ ⊂ C zu �nden, die Formel
dw∆

dt

(2.80)
=

1

i~

∫

∆

(

ψ̄Hψ −Hψψ
)√

g dNq
(2.86)
= −

∫

∆

∂ij
idNq = −

∫

∂∆

j idΣi (2.87)mit j i =
~

2i

√
ggij

(

ψ̄Djψ − ψDjψ
)

. (2.88)Dabei ist dΣi das gerihtete Ober�ähenelement auf dem Rand ∂∆ von ∆. Im letztenShritt in (2.87) wurde der Gau�sshe Satz zur Anwendung gebraht.Dies ist die gesuhte Bilanzgleihung für die Wahrsheinlihkeit: die Änderung derWahrsheinlihkeit für das Au�nden des Systems in ∆ ist gleih dem Fluss des Stroms
ji durh die Ober�ähe von ∆. Demnah ist der reelle Strom j i als Wahrsheinlihkeitss-tromdihte zu interpretieren. In seiner di�erenziellen Form wird (2.87) zu einer Kontinui-tätsgleihung,

d

dt
(
√
gψ̄ψ) + ∂ij

i = 0, (2.89)
������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.4. Erhaltung der Wahrsheinlihkeit 69ähnlih der Kontinuitätsgleihung für die elektrishe Ladung in der Elektrodynamik. Esist der nah Shrödinger benannte Erhaltungssatz.Die Bilanzgleihung (2.87) kann auh auf den gesamten Kon�gurationsraum ange-wandt werden. Dann folgt für genügend shnell abfallende, beziehungsweise auf dem Randvon C vershwindende Wellenfunktionen, dass wC = ‖ψ‖2 zeitunabhängig ist. Für eine an-dere Ordnung der Operatoren in (2.85) wäre dies im Allgemeinen niht mehr der Fall.Dies ist das oben erwähnte Argument für die Wahl der Operatorordnung in (2.85). Fürgeeignete Randbedingungen gilt also
(ψ,Hψ) = (Hψ,ψ) bzw. (φ,Hψ) = (Hφ, ψ). (2.90)Operatoren, die unter dem Skalarprodukt �übergewälzt� werden können, heiÿen hermi-tesh. Ob ein Operator hermitesh ist hängt neben seiner expliziten Form, zum Beispielder Operatorordnung, auh von den gewählten Randbedingungen an die Wellenfunktionenab.Um die Kontinuitätsgleihung (2.89) zu �nden, haben wir in (2.86) φ = ψ gesetzt.Ohne diese Annahme folgt aus (2.86) eine Verallgemeinerung der aus der Theorie dergewöhnlihen Di�erentialgleihungen bekannten Wronski-Identität,
i~

(√
gφ̄ψ

)

˙+ 1
2
~

2∂i
(√

ggij
(

φ̄Djψ −Djφψ
))

= 0. (2.91)Für zeitunabhängige Hamilton-Operatoren dürfen wir die Zeitabhängigkeit faktorisieren,
φ(t, q) = e−iEφt/~φ0(q) , Hφ0 = Eφφ0

ψ(t, q) = e−iEψt/~ψ0(q) , Hψ0 = Eψψ0,und (2.91) vereinfaht sih dann zu
~

2

2
∂i

{√
ggij

(

φ̄0Djψ0 −Djφ0 ψ0

)}

=
(

Eφ −Eψ
)√

gφ̄0ψ0. (2.92)Dies ist die verallgemeinerte Wronskishe Identität. Ist insbesondere φ0 = ψ0, dann ver-shwindet die rehte Seite und links steht die Divergenz des Wahrsheinlihkeitsstromsvon ψ. Also ist für jede Eigenfunktionen von H der Strom quellenfrei und die Wahrshein-lihkeit dafür, das System in einem beliebigen Gebiet zu �nden, ist zeitunabhängig.Für ein Punktteilhen, kartesishe Koordinaten und ein vershwindendes Vektorpo-tential hat der Wahrsheinlihkeitsstrom die einfahe Formj =
~

2im

(

ψ̄∇ψ −∇ψ ψ
)

.������������A. Wipf, Quantenmehanik I



2. Wellenmehanik 2.4. Erhaltung der Wahrsheinlihkeit 70Ist ψ reell, dann vershwindet der Strom und die Wahrsheinlihkeitsdihte ist zeitunab-hängig. Für eine ebene Welle
ψ = αeipx/~ ist j = |α|2 p

m
(2.93)ortsunabhängig. Die Wahrsheinlihkeit �ieÿt in Rihtung des Teilhenimpulses und istproportional zur Intensität der Welle.
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