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�d¼'}~¼yp��)���!��� 〈ψ(0)|ψ(0)〉=1
ÃA���)�d�u����oZ��6�y|�{����yo��Þ��oq��n|do�m1�_�D�){L}Q��oq|u{��L�yoq�»�6�y|»�6oq�Åf;�G�yo��L}~{���n_�6��¼y�

vwvxvwvxvwvwvxvwvxvwvwvy �+z{
$|+!�}�~&���	���������Z�2-����	��
$�>�



�����������	��
�����	�������	�������������� ����"!#�	������� �����$����%&�('�)��
$���+*,�.-�����/�0+
$����������-����1����/����������������2����
� w�ß_w

���doq��o���Ã

〈ψ(0)|ψ(k)〉 = 0
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En(λ) − E(0)
n =

∞
∑

k=1

λkE(k)
n =

∞
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λk
〈

n|V |ψ(k−1)
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En(λ) = E(0)

n + λ
〈

n|V |ψn(λ)
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�

|ψ(k)
n 〉 =

∑

m6=n

〈

m|ψ(k)
n

〉

|m〉, k = 1, 2, 3, . . . , b tytyget�n�c
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m = n
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l� 〈m|ψ(k)
n 〉 ��{ �3����o���Ã/�Loq���!oq�@�'��|l���)�Á������oq|�o

Ë;|d¼7��{�n_�'�y¼y� b t)tyg��+cZ�±�e� |m〉 Ã

εm
〈

m|ψ(k)
n

〉

+
〈

m|V |ψ(k−1)
n

〉

= εn
〈

m|ψ(k)
n

〉

+ . . .+ E(k−1)
n

〈

m|ψ(1)
n

〉

,

{����	pG�)�doq�X�3��m1�@��o�� �QnC�)p���|d��|�¼Q��{Ln�×��{L}¦�Loq|'pG����n)o��@�7oq���do5�){L}cÃ
〈

m|ψ(k)
n

〉

=
1

εn − εm
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m|V |ψ(k−1)
n

〉

− E(1)
n

〈

m|ψ(k−1)
n

〉

− . . .− E(k−1)
n

〈

m|ψ(1)
n

〉)
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∑
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(
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√
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V 2
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, b tytyg\wyx+c
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+
mω2

2

(
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mω2

)2

− F 2

2mω2
, b tytyg\w.t�c
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λ

16ζ4
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16ζ4
∆ b tytyg\w �+c
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En(λ) = ~ω

(

n +
1

2
+

3

8
λ′ (2n2 + 2n + 1)

)

+O
(

λ2
)

, n ∈ d 0, b tytyg ßyà�c
�$¼y�«o��

λ′
���Go �l¼y�L��pG{��L�y�dn�¼y�����6�)�_�6oÞ�G�Yf;������oq�e�6o��	�)¼y�
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√
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)
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(
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N
�N}M�)m1�]oq�_�1��|��6o9�6o��±f;���yoq�_�$oq|��

ε
�y¼y�

H0
Ã3�3�)���	�3���'�Loq|×Ë;|d¼ ��o�n�d¼y|'���Go5Ä3¼y|��

P0 =
∑

α=1,...,N

|α〉〈α|.

¯+�
P0

�){L}¶��oq�
ε
�ÇfD���yoq�L|6�){��

P0H
��|d¼ ���G�q��oq|»�IÃ��y��p��

(H0 − ε)P0 = P0 (H0 − ε) = 0.

zl{L�	�$oq���Loq���'��|
P0

�){L}¶���Go5�9�Zo����6oÞ¬�pGo��Gm1�{����²�G� b tytyg v�cÏ�)�	�±�e�Ï��o�� m×o��d{�pe�1���
P0V P0|ψ(0)〉 = E(1)|ψ(0)〉, b tytyg ß.n�c

�$¼y�«o��3�'�G|
P0|ψ(0)〉= |ψ(0)〉 ��oq�{L�6�9�6o���g�hÇ�"o��_�1�)|»�6o��doq�UÄ���pGp��°kL�d�do��®����oh{����yo����6�)|��6o��Îf;�G�yo����q{7�

���6�)����oÅ�)�	���GoÅ�7�6�)|d{����U�)�3�)�Q�6�Go�|��'�$oq|d�Loq��Ã���g ��g/f;���yoq�_�yo�n_�6¼y|�oq�Y��o��Á��o�|d�!���doq�dm1�Loq��º+��oq|6�C�6¼y|��
P0V P0

�do��G��g Ä¦kL|£o��G��o;o�����p��Gm1��oÑf;�_�1�)|»�6{����
N
�y¼y�

ε
�����
P0V P0

oq����oD��oq|��±�e�6�G��m1��o
N×N �»¿@�C�6|d�Æ��){L}���oq� 
l�_�doq|d|d�){��

P0H
{����°nC�)���Þ�������y¼y�3�)p��G���Goq|»���$oq|d�Loq��gCÈÉ�G|u�°k����doq�]�L�Go &_^_&@k�8s>N29(=8Ç2��×&C49>G4

|α〉 �G� P0H
�d¼²�Z�)��pGo���Ã3�3�)���

P0V P0|α〉 = E(1)
α |α〉 b tyt)g\ß_x.c

�y��p��IgÑ¯Á��o,f;�G�yo��_�Zo�|��6o
E

(1)
α

�y¼y�
P0V P0

���G���Õ����o �Á�L��oq|�{����yo�� �Loq|Xf;��oq|��y�Go@�G��o�|d���doq|	º+|d�7�
�{�������6�y|�{����y�»�6��o�¼y|d��o)gYhÇ���7�Go�pGo��¾ÀÁ�_�$oq���L{����yo��ÜnC�)�L�¾����oq�do®¿@���d|d�e�,�y|d¼yÊ	�Zo�|d��o���{����¾�G��|�o
¯Á�G�)�y¼y�3��pG�G���Go�|d{����LÃQ��g ��gj�3�)�×���y��oq�@�Loq|� lCKCJQFe&)(sW)FG29>N.107J7-7W b tytyg ß.n+c9Ã3nC�)����|doqm1�_�l�dm1�_�'�Go�|d���±��oq�G�/g�7�7�!�±o9�6|d��oqk���oq|�pGo��y{����yo��Xoq|dp�oq��m1��doq|��	�L�Goq��oR¯Á���)�)¼y�3�)p��G�d��oq|�{����°¼)}?�'o���¼y|���g


l� }~¼y|��d�q{L}M�)�L|doq�/Ã���o �����Go�|doq���'�G|Á��oq��¼y|»�6��¼y�)¼y�3�)p�oq��Ë;|d¼ ��o�n_�6¼y|
Q0

�){L}$�3�)�Rº+|��d��¼y�y¼y���)pe�

vwvxvwvxvwvwvxvwvxvwvwvy �+z{
$|+!�}�~&���	���������Z�2-����	��
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�����	�������	�������������� ����"!#�	������� �������+���Y�����	��������� ����/����������������2����
� w�ß �

n)¼)�±��p�oq�!oq�_�'�q{L�
ε
�cf;���yoq��|d�){��

P0H
Ã

Q0 = � H − P0
Ã
P0Q0 = Q0P0 = 0

Ã
[Q0, H0] = 0. b tyt)g\ß+t+c

zl{L�	�'��|dn)o��	�'��|h�±�e�
Q0

�){Q}¦����o5���$oq���doÞ¬5p�oq�Gm1�{��L�!��� b tyt)g\v�cZ{L����o�|d�3��p��6o����!��� |ψ(0)〉= |α〉

(ε−H0)Q0|ψ(1)
α 〉 = Q0V |α〉.

hÇ� 
l�_�doq|d|d�){��
Q0H

�3�C�¶�Loq|£{����yo����6�)|��6oh³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|
H0

���Gm1�_�¶�±o���|u��oq�Åf;�G�yo���$oq|»�
ε
{����X�'�G|hn)�)����oq���3�)|��G�

ε−H0

����)oq|»�6�Go�|do���Ã

Q0|ψ(1)
α 〉 =

1

ε−H0
Q0V |α〉.

¯Á��oq�do!¬�pGo��Gm1�{����Îp�oq�)� |ψ(1)〉 ���Gm1�_�5o��G����o�{L�6���U}~oq�»�IÃ����X�!��� |ψ(1)〉 �){�m1� Q0|ψ(1)〉 oq����o]���y��{�����G�»�IgLÈÉ��|Ï}~¼y|d�Loq|d�X�{���Ãj�3���d�'���Go |ψ(1)〉 ��oq��n|do�m1�_���){L} P0H
���doq��o���Ãj��g ��g3�3�)���

Q0|ψ(1)
α 〉 = |ψ(1)

α 〉 b tytyg ß �+c
�y��p��Ig)¯Á�Go��do×ÀÁ�����)���!olnC�)���!�G�!�!oq|b�yo9�6|�¼)Ø/o��±�$oq|���oq��gL�Q¼yp�p��doÏ�d��o×�L�Gm1�_�Zo�|�}~k�p�p��D��oq�G�/Ã_�d¼Åo�|d��o��6��oq�
�'�G|��L�Go²���y�d{L��� |ψ(1)〉 o��G�L}M�)m1�Í��{�|�m1� Q0|ψ(1)〉 g�ÈÉ��|��3�)��oq�Í���Go��do]�yo�|do��G�L}M�)m1�Loq����o!ÀÁ�L�3�)���!o�dm1�L¼y�Y�G�X��o�|l�L�Gm1�_�6o���6�)|��do��doq���7�d�y|d{L���y���d��oq¼)|d�GoR�yo��U�)m1�_�qÃj�)pG�h�'�G| 〈ψ(1)|ψ(0)〉 = 0

�yoq|�p��)�L�)�6o���g
¿��e� b tytyg ß ��c$}~¼ypG�yo�|d�Î�'�G|

|ψ(1)
α 〉 = Q0

1

ε−H0

Q0V |α〉, b tyt)g\ß �+c
�$¼y�«o��Q�'��|b�3�)|d�)�°oq|��G���Loq|do���Ã)���)�d� |α〉 o��G�]f;p�oq�!oq�_�b��o�|;�)�3���L�6��oq|��doq�XpÏ���d�G�¶�G�»�Ig 
l�����Go'��6�y|�{����
��o�|hf;��oq|��y�Go��®�G�®�9�Zo����doq|'º+|d�L�7{L���]�q{Î��oq�»�6�G�!�!oq��Ã��oq�!oq|dn�oq�®�'��|qÃ7�3�)�d�Z���GoÁÄj{L��n_�6�G¼)�Î�){L}u��o�|
pG����n)o��X�Qo����6oÁ¼y|��d��¼y�y¼y���)p«��{

P0H
�»�6oq�_�qÃ�{����Î�3���±�e� b tytyget w.c$�!��� k=2

���±�!oq|Ñ��¼7m1�Î�y�Gpe�Ig7zÁ�)m1�
f;�G����o��d�qoq�	�y¼y� b t)tyg\ß �+c �3���Loq���'��|

E(2)
α =

〈

α
∣

∣V Q0
1

ε−H0
Q0V

∣

∣α

〉

. b tytyg ßyv�c
hÇ���

ε
���Gm1�_�¶oq�_�1�)|»�6o9�IÃA�d¼l�G�»�un)oq����oÑÀh�3�)�L�d�G¼y�R��oq|u{��L�yoq�»�6�y|»�6oq� pÏ�)�d������¼)�Ç�$oq���L�G�Á{L���Å����oDÄ3¼y|d�!oqp��

}~k�|
E(1), |ψ(1)〉 {���� E(2) �)oq|�oq�G�Q}M�)m1��oq�±�d��m1�!��{²��oq� ��o����G�)oq�!��oq|;����m1�_�6oq�_�6�)|��do��6o��®��6�y|�{����y�»�6��o�¼��|d��o)g
ÈÉ�G|Ï�$oq���Loq�Y�3��� m×o��d{�pe�1���×�){Q}b��o�� %Ï(=J7-�^��qJ498N&)-�^ �)�/g3¯+�)��{@�dm1�L|doq���«o��	�'��|

H(λ+ λ′) =
(

H0 + λV
)

+ λ′V = H(λ) + λ′V,

vwvxvwvxvwvwvxvwvxvwvwvy �+z{
$|+!�}�~&���	���������Z�2-����	��
$�>�



�����������	��
�����	�������	�������������� ����"!#�	������� �������+�������	����* ��� ���.� w�ßyv

{����X}M�)���doq�
λ′V

�)pG�×�7�d�y|d{L���]�y¼y�
H(λ)

�){Q}cgjºÁØ/o����d��m1��dpG��m1���y��p��Z�3�)���

E
(2)
0 (λ) =

1

2
E ′′

0 (λ) =

〈

ψ
(0)
0 (λ)

∣

∣

∣
V Q0(λ)

1

ε0(λ) −H(λ)
Q0(λ)V

∣

∣

∣
ψ

(0)
0 (λ)

〉

.

Ä¦k�|£����oh¬�|d{����L�q{��»�1�)���L�doq�Loq|d�)�GoÏ�����¶��oq|¦fD|»�Ï��|��6{L���y���$oq|»�Ñ�){L}3�Loq|¦|�oqm1�_�6o��±�Qoq�e�6oÑ�G�!�±o�|£�Loq�_���d���
{����²�'�G|b}~¼)pG�yo�|d��Ã��3�)�d�Ñ����o×¬5|�{�������{����6�)������oq��o�|d�y��oÁ�)p��DÄ3{���n_�6��¼y�]�y¼y�

λ
oq����o K_BC-LK)&)a)2��/JQ-LKC8M>NBC-

�G�»�IgQ¯Á�Go��Ï�y��p��Z�)pGp�oq|d�L�G���y�D�{�|�ÃL}M�)pGp��
H(λ)

Ã�'�GoÁ�)���yo���¼y�!�±o���ÃQo��G��oÁpG�G�LoI�)|�oÁÄ3{���n_�d�G¼y�U�)¼y�
λ
�����qg

34365�� GXWV9ZK	�gE ��
 ?��PW
ÀÁp��Îoq|����6o��'�Gm1�_�d�G�yo,Àl��$oq�L��{������Loq|Xoq�_�1��|��6o9�6o�� �7�d�y|d{��L�y���d��oq¼y|��Go,��oq|�oqm1����o�� �'�G|Î�L�Go,ÀÁ{Q}��
�d���)p��d{����@�Loq|5È��)���do�|d���d¼�!�G����oq�������){�Êyo�|do��¾oqp�oqn_�6|��G��m1��oq�ÌÄ3oqp���gYpZo��$�»�1�)|�n)oq��Äjo�pG��o�|d���G���Þ����o
ÀÁ{Q}~�d�3�)pe�6{��L�!�Loq|l�Q��oqn_�6|d�)pGp��G����oq�®��{L|dm1�@���)�'oqpGo�n_�6|d���dm1��oRÄ3oqp��X�y|d�yÊ)oq|'�)p��h���Go5Ä3oq�������d|d{�n_�d{�|6�){Q}��
�d���)p��d{����Y{��L���'�G|Å�Lk�|�}~o��Ü�Loq��³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|R��o����+¹��¶·7¹bµ����L|d¼y��p�oq�!� b ¼y����oÎ�Q���G�7�pÏ�)�L�Q� È�oqm1����oqpe�'�G|dn{��L��c×��pG�h{����)oq���d�y|��doq��³�´¦µ�§?·�¸u¹b¨��cº+�«o�|6���d¼y|

H0

�Z�)��p�oq��g3ÈÉ��|h�«o9�6|6��m1��doq�
����oq|h����oR�7�6�y|�{����!��oq|

4
o���6�)|��do��doq�Yf;���yoq����{����6�)����o5�!���'il�){��L� �{3�)�_�6o����I�)�Lp

n=2

{|2S0〉, |2P0〉, |2P1〉, |2P−1〉} . b tyt)gun_à+c
ÈÉ�G|£oq|��G���Loq|d�Å���Go�|¦�)�Å���GoÑ�d��oqn_�6|�¼y�dn�¼y�����dm1��o×zl¼��1���d�G¼y� |n`m〉 ÃC�$¼y��oq� n ����oÏil�){��L� �7{��)�_�6oq�L�I�)��psÃ
` = S, P,D, . . .

��oq��¯Á|do����G�!��{�p��²{����
m
���GoX�±�)�y��o9�6���dm1��o e+{3�)�_�6o����I����p'�«o��qoq��m1����o���gÑÈÉ��|

pGo��yoq�X�3���×n�¼y���»�1�)�_�6oRoqp�oqn_�6|��G��m1��oÅÄ3o�pG�Î�G�X����o
3
��m×��m1��d{����²{����X�Z�)��pGo������)�×Ë¶¼)�doq�_�6�G�)p

V = eEx3.

¯Á��oq�do��;�'�G|d�!�)p��Ñ�7�6�)|d{����5��o����+¹��¶·7¹bµ��3�ÇË;|d¼y��p�oq�!�b��oq�3�)�L��oqpe�Ig)ÈÉ��|;�����)�)¼y�3�)p��G�d��oq|�oq�Å��{��3�)m1�L���
����o

4
�Ç�L�G�!oq�����G¼y�3��pGo���6�y|��U���d|d�Æ�

P0V P0

g�¯+�)�q{��«o��±o�|dn�oq�X�'�G|qÃL�3�)�d�'�$oq�yo��
[x3, L3] = 0

�y��p��

0 =
〈

n`m
∣

∣[x3, L3]
∣

∣n′`′m′
〉

= (m′ −m)〈n`m|x3|n′`′m′〉,
�d¼l�3�)���b¿@�C�6|d�Æ�QoqpGo��±o��_�6o;�y¼y�

V
�9�'�G�dm1�Loq�Xf/{��»�1�)�L��oq�Þ�±�e���yoq|��dm1����oq��o���oq�]�±�)�y�Lo��6���dm1��o��ge+{3�)�7�

�6o����I����pGo��	�)oq|d��m1�_�'�G����o���g
¯Áoq|��Á¹��£·7¹bµ��jÖ1³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|D�yo�|��6�){��dm1�_�×�!���$��oq|hË¶�)|d�e�1���qÃ

[P,H0] = 0
gL¯loq�d���)pG�

n)�)����oq�Þ���Go;{L���yoq�»�6�y|»�6o��Åf;��o�|d�y��o9�cf;���yoq�L}~{L��n_�6�G¼)��oq�R�){�m1�Þ�)p��
P
�ÇfD���yoq�Q}~{���n_�6��¼y��oq���)o��Z�)��p����$oq|c�

��o���g hÇ���Loq| �¦�C�l�)�Gp��
P |n`m〉 = (−)`|n`m〉, b tyt)gun�t�c

vwvxvwvxvwvwvxvwvxvwvwvy �+z{
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{����	��o��d�3�)p��

〈n`m|x3|n`m〉 =

∫

x3|ψn`m( � )|2d3x = 0, b tyt)gunw.c
�3�+��o�|\hÇ�_�6o��y|6�)�L�!���)�;Ë;|d¼7��{�n_�;��o�|b�3�)|����6���6��{����yo�|6�)��o��²Ä3{���n_�6��¼y�

x3

{����]��o�|b�yo�|6�)��o��!Äj{L��n_�6�e�
¼y� | . . . |2 �G�»�Ig ÀÁp��d¼×�yoq|��dm1�_�'�G�L��oq�±�)pGp�oÑ¯Á���)�)¼y�3�)p�oqpGo��±o��_�6oD��oq|b�7�6�)|d�±���6|��e�«g�hÇ� f/{L�6�)�!�±o����3�)�L�
�!���h��o�|'oqpGo�n_�6|d���dm1��o��@¯l�G��¼ypG�»�6|6����pG{��L�°�'�G|d�X����oq��o�� J_49<Ñ&C07F (62NW729F �Zo����6o�|h�yoq|��dm1�3��|�}?�l�q{

`′ = `± 1.

zl{L|'�$oq�L�@����o�ÀÁ{��»�Ï�)�LpG|do��yoqp��

m′ = m
{��L�

`′ = `± 1 b t)tygunyß�c
oq|»}~k�pGpe�h�d������Ã�nC�)�L���3���Á¿����6|��e�Qoqp�oq�!oq�_� 〈n`m|x3|n′`′m′〉 {����)pGoq��m1�	zl{�p�p��do��G��g

¯Á�Go±�«o��G��o�� f/{��»�1�)���Lo |2P1〉
{���� |2P−1〉

�3�)��oq�½��pG�d¼�n)o��G��o®o�����p��Gm1��o���zl��m1�_�6���G�)�y¼y�3��pGoqp�o9�
�!oq�_�6o5�!���h��o��@������oq|�oq� f/{����6�)����o���{��L��p��y�do��	�L�GoÞ�L�)n{�pG�)|d�yp�oq��m1�7{L��� b tyt)g\ß.n+cÏ�±�e�'f;�G�yo���$oq|»�
E(1) = 0

g�f;�5��pGo��G�L���)pG��¼®��¼7m1������o°�!���+�Loq�{f/{����6�)����o�� |2S0〉
{���� |2P0〉

�yo����Gp���o��do²�L�)n{�pG�)|»�
�±���6|��e�

eE

(

0 〈2S0|x3|2P0〉
〈2P0|x3|2S0〉 0

)

b tytygon+n�c
�q{	���G�)�y¼y�3��pG�G���Go�|doq�/Ã7�$¼y��oq�

〈2S0|x3|2P0〉 =
1

8a4

∫

drr4e−r/a
(

1 − r

2a

)

1
∫

−1

dη η2 = −3a

�G�»�Ig3¯l�GoRf;�G�yo���$oq|»�6o5{����XÐDoqn_�d¼y|do��@��o�|Á�Q�)n{�p��)|��ypGo��Gm1�{����]pG�){L�doq�X�3�)��o�|

E(1) = 3eaE :
1√
2

(

1

−1

)

E(1) = −3eaE :
1√
2

(

1

1

)

. b tytygonx+c
Ä¦k�|h�L�Goq��o5���$oq� f/{����6�)����o5o=�L�����d�Goq|»�'��oq���3�)p���o��G�,�j¸7´¦¢��u�Çf;Ø«oqn_�'o�|d���doq|lº+|d���{��L��g�È¾o��yoq�

E(1) =
6E

e0/a2
· e

2
0

2a
=

6E

Ea
·Ry, �$¼y�«o��

Ea =
e0
a2

∼ 5.15 × 109

ÐD¼yp��
m��

�3�)�ho�pGo�n�d|d���dm1��o5Ä3oqp��®oq����oq�ÏËD|�¼)�6¼)���h�G� ÀÁ�L���1�����Î�y¼y�Xoq����oq���l¹b¡£¢�|6�)����{��Z�����qÃL�G�»�
E(1) � ∆ε

Ã
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{����¾���GoU�7�6�)|d{����)���6�Loq¼y|��Go!n)¼y�_�yo�|d�y��oq|»�Å}~k�|R��¼y|��U�)p�o²oqpGo�n_�6|d���dm1��oUÄ3oqpG�Loq| � Ea
��oq��|Å�y{L�Ig£Ä¦kL|

npGo��G��oÑÄ3oqp������6�)|dn�oq�
E < 103 Ð��Cmq� �G�»�£���Go$Ä3oq�G�L���6|�{�n_�6{�|£�G� È��)���do�|d���d¼)Ø/���6¼y� ��pGpGo�|d�������y���y|��yÊyo�|

�)p��h���Go�Àl{L}~�d�3��p��6{L���²��oq|l�Q��oqn_�6|d�)pGp��G����oq�Î��{L}~�y|d{L�����Loq���j¸7´¦¢��u�Çf;Ø«oqn_�doq�qg
f;�G��È����d�do�|d�»�6¼)Ø/���6¼)� �G� o�|d�»�6oq�Þ�)���)oq|do��)�6o�� f/{L���1�����R�)oq|��3�)p��£���Gm1�Þ�)pG��¼Ï�'�GoDoq��� 29FG21KC8M(=>G4A.103214

� > k3BCF SUBCSU29-38 ��oq|@¬�|d�yÊyo
3ea

Ãh�3�)�	�d�Gm1� �3�)|d�)pGp�oqpl{���� �)�_�6���3�)|6��pGpGo�pÁ��{�� oqp�oqn_�6|��G��m1��oq� Äjo�pG�
¼y|��Goq�_�d�Goq|�oq�±n�������g�hÇ� Ä3oqpG�!�yo�|��1��{��dm1�_�

H
���Gm1�_�$�±o���|$�!���	� 2 {����±���Golf;�G�yo����q{L���1������oÁ���G���±�G�ÀÁp�pG�yo��±o��G��o��5n)oq����o�f/{����6�)����oÑ�±�e�u}~oq���doq|¶¯Á|do����G�!��{�p��»��e�{��)�_�6oq�L�I�)��p

`
g�hÇ�°��o�| �¶���qÃC�L�GoÑf;��oq|��y�Go=�

f;�G�yo����q{L���1������o b �G�®o�|d���doq|'º+|����{�����c$�!���$��oq|d�±�)��o��_�6oq� ¯Á���«¼yp��±¼)�±o���D���G����
×�«o�|dpG�)�yoq|�{����yo��
��o�� |2S0〉

{L��� |2P0〉
f/{����6�)������gZ¯l�Go��)����o�|doq���«o��G��o�� f/{��»�1�)���Lo |2P1〉

{���� |2P−1〉
�LpGoq���«o��

�G�Uoq|d�»�6o�|Áº+|����{����!�7�d�y|d{��L�y���d��oq¼y|��Go�f;���yoq����{����6�)����o5{��L�Î�3�)��oq�Xn)o��G��o5¯Á���«¼)pGn)¼)�±��¼y��o���doq�®���
Ä3oqp���|d��m1��d{�����g

¯Áoq|Î¬5|�{�������{����6�)���É�G�»�®����m1��®oq�_�1�)|»�6o9�Î{������Loq�d���)pG���)oq|d��m1�_�'�G����o9�	�yoq�±�)Ê b tytygetyt�c²{����
b t)tygunyß+cR�L�Go±ÐDo�|d��m1���Go���{�������o�|²¬5|�{�������{����6�)������oq��o�|d�y��oÎ�G��oq|d�»�6o�|!º�|����{�����g¦¯Á�GoUf;��oq|��y�Go9�yoq|c��dm1�L�Goq�L{������G�»�b�!�G���Loq���doq��� �7{��)��|6�C�6�G��m1�]�G���{L���]��oq���3�)p��]�3���bo��G�

H
�ÇÀÏ�6¼)������¬5|�{�������{����6�)���

n)o��G�R�«o�|d�±�)��o���doq�£¯Á���«¼yp��±¼)�±o���qgqÄ¶k�|����Go �l����o�|d{����×���$oq�e�6o�|bº+|d�L�7{L��� ������oq�5�'�G|��!��� b tytyget �.c{����	��o���Àl{����Z�)��p�|doq�)oqpG� b t)tygunyß+c

E(2) =

∞
∑

n=2

e2E2 |〈n, 1, 0|x3|1, 0, 0〉|2
ε1 − εn

+O
(

E3
)

= −9

4
a3E2 +O

(

E3
)

. b tytygon�t�c

¯Á{�|�m1��ÐDoq|��ypGo��Gm1� �!��� −1
2
αp
� 2 }~¼)pG�)�X}~k�|	���Go �'BCFe&)(9>G49>N29(�`1&)(6K_29>?8 ��o���È¾�)�d��oq|d�»�6¼)Ø/���d¼y�±���G�

¬�|d{����L�q{��»�1�)�������Go�o��G�L}M��m1��oRÄj¼)|d�!oqp

αp =
9

2
a3. b tytygon �+c

34365�� � 94RFE OQ?TKYE�� 969Z=7U^E�� ? IJD U ?B=�� A(K	�F[SRQC
f;�G��oX�'�Gm1�_�d�G�yoXÀÁ�_�$oq���L{����½��o�|Î�7�d�y|d{��L�y���d��oq¼y|��GoX�G�»�U�L�Go pZoq|�oqm1���{��L�½��oq|²È¾o�m1���do�p��'��|dn{����
���'���dm1��o�� ���$oq�R�Z¼y�Lpe�Ç��oq�3��|d�Go�|��doq� ÀÏ�d¼y�!oq��glil��oq|	�«o����6���±�!oq�É�'�G|	����o��»�6�y|�{����y�»�6��o�¼y|do9�6�G��m1��o
È�oqm1����oqp��'��|dn{����±���'���dm1��o��@���$oq��È¾�)�d��oq|����6¼�Ø����d¼y�!oq��g

¯Á�Go@��{���n_�d}~�)|d�!�G�½�)�L�yoq��¼)�±�!oq��o��ÕË;|d¼)�d¼y��o��Õ��oq|ÎÀÏ�d¼y�±o��do��Goq�Õ�L{�|dm1�Éoq����oq��ÐDo�n_�6¼y|��
�yo9�6|do����_�Ig��Qo��Go��

�
{������Í���GolÐDoqn_�6¼y|�oq�Î�y¼)� oq|����6o��X{����X���$oq�e�6oq��Ë;|d¼)�d¼y�Î�q{X����|do�� ��o9�Zo��Gp��G�yo��

f;pGo�n�d|d¼y�Loq��g
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$��������� w�nw

p1

e1

p2

e2

�

�

�
+ � − �

�
�

+ �

� − �

¯Á��o°È¾o�m1���do�p��'�G|�n{���� �q<;>G4A.10329-�^729- �q<Z29> � 8ÇBCSU29- �����5����o!�Q{��!�±o]��o�|+�yo�|d�dm1�L�Goq�Loq��o�� �+¹���Ö
·7¹bµ��3�ÇfD�Loq|d�)�Goq�	���'���dm1��o��@��o��@�u�)�L{����yo�����o��lo�|d�»�6oq�	{����	���$oq�e�6o��@ÀÏ�6¼)�±� �

V = e2
(

1

R
+

1

| � +
� − � | −

1

| � +
� | −

1

| � − � |

)

. b tytygon ��c
�Q�����]���GohÀÏ�d¼y�!oÏ�±o���|do�|do �l¹¦¡¶¢«��m×�)����oq�Å�)¼y��o��G�3�)�L��oq|Doq�_��}~oq|d�_�qÃ_�3�)���²n)�)����oq�²�'�G|¦���Gohz×oq���Loq|
�G�@Ë¶¼)�doq����oq�Y�)¼y�

� /R
{��L� �

/R
o��_�Ç�'�Gm1n)o�pG��g/¯Á�GoRoq|����doq�,����m1����yo�|d�dm1�_�'������oq�L��oq� �¶o�|d�!oÅ���G���

�y¼)���9�Zo����6o�|lº�|����{�����Ã

V ∼ e2
(

� · �

R3
− 3( � · � )(

� · � )

R5

)

.

¯+�)�Loq|5�G�»�Þ�L�Go°È�oqm1����oqp��'��|dn{��������$oq��oq|5�Z¼y�LpG�do��3�)|��Goq|»�6o���ÀÏ�d¼y�±o]�L�Go ��o����G�)o]���$oq�Go�|R¯Á�G��¼ypGo
e �{����

e
�;Ã3����o���{�|dm1��� �yo9�6|�oq���_�×�d������gjzl{L��p�oq�yo��X�'��|h���Go

3
�ÇÀhm1����oÞpG�)���y� ��Ã���¼±���)�d�

V =
e2

R3
(x1y1 + x2y2 − 2x3y3) =

e2

R3

∑

i,j

xiMijyj. b tytygon_v�c

Ä¦k�|×�Zo�����o��_�d}~oq|��_�6o°ÀÏ�d¼y�±oÅn)�y���Loq�Y�'�G|
V
�)p����7�d�y|d{��L�®�«o��3�)���LoqpG�/g�¯Áo�|+{����yo����d�y|��do±³5´¶µ�§?·_Ö

¸u¹b¨/�»º+��oq|6�C�6¼y|Ï�����'����oR�Q{��!�±o��Loq|'�G���L���7�G��{LoqpGp�oq�®ÀÏ�d¼y�]�d³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|�oq�

H0 = H1 +H2.

�Qo��/�{��ÎÀÏ�6¼)�
i
�G� f;�G�yo����q{L���1����� |niαi〉

�)¼y�
Hi

�!���$f;��oq|��y�Go
εni

gQ¯+�)�Ï��o��GÊ)�qÃQ���)�h�7�7�»�6oq� �G�»�
�G�Ùf;�G�yo����q{��»�1�)�L�

|n, α〉 ≡ |n1α1, n2α2〉 = |n1α1〉 ⊗ |n2α2〉
�!���'f;��o�|d�y��o

εn = εn1
+ εn2

b tytyg\x)à�c
��o��Î{����yo����6�)|��6o���³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+�«o�|6���d¼y|d�

H0

gÏ¯+��� �¶o����d¼y|���|d¼7��{�n_�	���$oq��oq|®ÐDo�n�d¼y|do��É�G����o�|
º+|��d�d�3�)|����doqpGp�{����²�G�»�'��{�|�m1������|'Ë;|d¼7��{�n_�×�yoq�yo��«o���Ã

〈 � , � |ψ ⊗ χ〉 = ψ( � ) · χ(
�
).
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$��������� w�n_ß

zl{L�¾��|��G���yo����'��|R�L�Go!�«o��G��o��¾ÀÏ�6¼)�±o²�q{L�6�)�!�±o��¾{��L�¾��oq|dkLm1n7���Gm1�_�6���yoq�½�L�Go]È¾o�m1���do�p��'��|dn{����
���'���dm1��o��X�G����o�� b {����Î���Z�)|$���G�$�q{®��o�|'º+|d���{��L� O(1/R3)

c$�)p��Ï��6�y|�{�����gQ¯Á�Go+¿@���d|d�e�Qo�pGoq�!oq�_�do
�y¼)�

V
���½��oq� �y¼y�Ì��o�� f/{L���1������oq� |nα〉 �±�e�]f;��oq|��y�Go εn �){L}~�yo��d�3�����_�6oq� 
l�_�doq|d|d�){��

P0Hp���{L�6o��

Vαα′ ≡ 〈nα|V |nα′〉 =
e2

R3

∑

i,j

〈n1α1|xi|n1α
′
1〉Mij 〈n2α2|yj|n2α

′
2〉. b tytyg\xQt�c

ÈÉ�G|u��oq��o���Ã����)�d�¶���Go��d�do�pG��oq�°¿@���6|��e�Qoqp�oq�!oq�_�6oD��oq�e�6|6���yoq�5�'�GoD�q{L��o�pGo�n�d|d���dm1��o��°¯Á���«¼yp�k���oq|d�y�)����g
¯Áo��d�3�)p����)oqp��doq�	�){�m1�	����oR¼)�«o��	��oq����|d¼7m1��o���oq�YÀl{����Z�)��p�|do��yoqp���{��L�	�'��|h�dm1��p��GoqÊ)oq� �

�Q�G�L� `929>M^72 � 8cBCSU2±>?-�29-38 &)(=8Ç298c29-��uJ_498"l)-�^729- Ãu�d¼@�°k��d��oq���'��|Åoq|����Å���Go®�L�)n{�p���|d�yp�oq�Gm1�{��L�
pG�)�doq�²{������Go'���3�)�L�d�Goq|»�6oBpZ�)�d���;�q{�3����o���g¯Á�Go×�Q�)n{�p��)|��U�C�6|d�Æ�

Vαα′

�����D�G�]��o��±�!oq�����doq�²Äb�)p�pGo��
�y¼)�¾z×{�pGp¦�)oq|��dm1����oq��o���o®f;�G�)oq�_�Zo�|��do±{��L���±�)�,oq|��3�)pe�5�3�)���Íoq����o°È¾o�m1���do�p��'��|dn{����y��oq��o�|d�y��o±���
oq|����doq|lº+|d���{����®�7�6�)|d{����)���6�Loq¼y|��Go)ÃL��g �/g��y¼y�	��oq|lº+|d�L�7{L���

O(1/R3)
g

hÇ��� 29>?- � 8ÇBCS�>?S %Ï(=J7-�^��qJ498N&)-�^ Ã)���)���²�G�»�
Vαα′ =0

{����²oq�;�y���L�bn�oq����o �Á���Loq|d{L���5��oq|Df;��o�|»�
�y��oq���G����o�|Ro�|d�»�6oq��º+|d���{����@�7�d�y|d{��L�y���d��oq¼y|��Go�gu¯Á�Go°È�oqm1����oqpe�'�G|dn{��L�@���'���dm1��o��¾��o��¾ÀÏ�d¼y�±o��
�G�»�h�y¼y�	���$oq�e�6o�|Áº+|����{�����Ãj��g ��g��y¼)����o�|lº�|����{����

O(1/R6)
g

�Q�G�L� `929>M^72 � 8ÇBCSU2l>?S %Ï(9J7-�^��qJ_498 &)-�^ {����U���)�±�e�
ε0
���Gm1�_�$oq�_�1�)|»�6o9�IÃ�d¼R�G�»�$�L�Go×f;��oq|��y�Go�n)¼y|c�

|do�n_�6{�|'�G�Î}~k��L|doq�L��oq|Áº+|d���{����

E
(2)
0 (R) =

e4

R6

∑

β,m6=0

|〈0|( � ,M �
)|mβ〉|2

ε0 − εm
. b tytyg\xyw+c

¯Áo�|lf;��o�|d�y��oq��o�����o�|l�����'��o��_���6�e��Ã�{����	��oq���3�)p��

E(R) = ε1 + ε2 + E(2)(R) = ε1 + ε2 −
c2

R6
,

�$¼y�«o��
εi
���Go	¬�|d{��L���q{��»�1�)�L���do���oq|��y�Go	��oq�

i �
�6o�� ÀÏ�d¼y�!�!�����qgbÀÁp��d¼��G�»�²���GoÎÚ7´¶¨�Öd¥¦ªj¢/Ö»ÛÜ´¶´¶·QÝ��

È�oqm1����oqp��'��|dn{����±���'���dm1��o��@���$oq�uÀÏ�d¼y�±o��X�G� ¬�|d{L�����q{L���1�����@���±�!oq|Z���d�d|6�)n_�6�e��g
Ä¦k�|Z�Z�)���doq|����d¼)Ø�������pG��m1��o�ÀÏ�6¼)�±o+���G���U���Go+{L���yoq�»�6�y|»�6o���f;��o�|d�y��oq� �{3�)�L|6���d�G�dm1�Î���®��o�|hoqpGo�ny�

�6|��G��m1��oq�½�u�)�L{����
e
{������L�Go±¿@���d|d�e�Qo�pGoq�!oq�_�do±�3�����yoq���{�|R�)¼y� �l¹b¡£¢�|6�)����{��

a
�)��g£¯+�

E(2)����oÁ¯Á���±o����d��¼y�
e2/a

o��G��o�|Zf;��o�|d�y��ol�3���«o��U�°{����qÃ7�G�»�
e2/a5 �U�)p3�L�GoÁ�Q{��!�±o'�G� b t)tyg x)w.c;���G�!oq�Q��d��¼y����pG¼y�h{��L��o��×�����×�)�L�yoq��|d�)m1�_�IÃj����o����G�!oq�����G¼y�L�dpG¼)�do5¬�|d�yÊ)o

ξ = −e
2

a5

∑

β,m6=0

|〈0|( � ,M �
)|mβ〉|2

ε0 − εm
b tytyg\x)ß�c
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oq�����q{Q}~k���|do���gj¯Á��o5�d¼)�1��pGo�f;��o�|d�y��oR�9�Zo��Go�|×ÀÏ�d¼y�!o��G� ¬�|d{L�����q{L���1�����@�����'��o��d�3�)p��

E0(R) = ε1 + ε2 −
e2

a

( a

R

)6

ξ + . . . b tyt)g x�n�c
�!���Doq����oq�"�L�G�!oq�����G¼y����pG¼y��oq�±Ë¦�)|d�)�!o��6o�|

ξ
g7Ä¦k�|D���$oq��È��)���do�|d���d¼)Ø/���6¼y�!o×�G� ¬�|d{��L���q{��»�1�)�L�®�G�»�

��o�|lË¶�)|6���±o9�6oq|
ξ=6.5

g
ÈÉ�G|£�do���oq�!�)p��d¼�Ã �3�)���b���$oq�QÀÏ�6¼y�!oZ����¬5|�{�������{����6�)����ÃC�Zo�pGm1��oZn)oq���]�«o�|d�±�)��o���doq�;¯l�G��¼ypG�!¼��

�!oq�_�¦��oq�����d�qoq�/Ã����Gm1�°�����q��oq��o���gC¯Á�Go��¦�y��p��£�){�m1�Å�)pGp��yoq�!oq����oq|«}~k�|¶�9�Zo��LÀÏ�d¼y�±oD���Å����m1��»�Ço���6�)|��do��doq�
f;�G�yo����q{L���1������oq�/g«¯l�Go5�){����yoq�Loq���_�6oÞ�u�)��{��L�y���)oq|��doq��pG{����²��o��'oq�G�Loq�XÀÏ�6¼y�!�h��oqoq��� �3{������l���Go+�£� �
��{��L�y���)oq|��doq��pG{����×��o��¦�)�L��oq|�oq�RÀÏ�6¼y�!�qÃA��¼l�3���d�£���GoD�u�)��{L���y���)oq|»�6oq��pG{��L�yoq�R{�� ����o;�«o��G��o��ÞÀÏ�d¼y�²�
n)o�|d��o²����m1�_���±o���|+��|�oq���»�7�±�!o��d|d�G��m1���d�G�L��g�¯Á��oq�Á}~kL��|��5�3�����,�q{�oq����oq|

1/R6 �NÈ¾o�m1���do�p��'�G|�n{�������'���dm1��o����Loq�	�)���7�!�±o9�6|��G�dm1�Loq�X�){����yoq�Loq���_�6o��Y�u�)��{L���y���$¼yp�n)oq�X{��L� ��o�|d��o��	�Loq|h��oq�G�Loq�ÎÀÏ�6¼C�
�!o)g


l����oq|�oÞÀl����|d¼I�Q�G�±���d�G¼y�U�)oq|�pG�Go�|��'����|doR¬�k�p��d�G�yn�oq�e�Z}~k�|hÀÏ�d¼y�U�������6�)����o5npGo��G�Î�yo�|d�yp��Gm1��o��	�!���
��o�� �×¹b¡¶¢«��ml�)�L�G{��

a
g�f;�G��o�|d��oq���d�ln��y����o��@�'�G|×�3�)�L�@�3�)�'È�oqm1����oqp��'��|dn{����)�d��¼)�6o���d���)p

V
���Gm1�_�

�!oq��|Î��{L|dm1� b tytygon_v+c®������|d¼I�Q�G�!�Go�|do�� {L��� ������oq|�oq|��doq�e�6�Î�'�G|��É�3�)���u´ �£·7§e�cË;|d�����q�����'�G|dn�d�)��g
È�oq���,����oRÈ�oqp�pGo��L}~{���n_�6��¼y��o��Y��oq|Áf;pGoqn_�d|d¼y��o��,��oq|l���$oq�bÀÏ�d¼y�!oÅk���oq|�p��)����oq�/Ã«�3�����@�'�G|��Y�3�)���
ÀÁ{L�d�dm1�LpG{�Êy�L|d�G�L�q�G���'��m1�_�6�G�¾{����Õ}~k���|»�Î�q{Õo��G��o�|®ÀÁ���»�6¼yÊ){����½��o�|Îf;pGoqn_�d|d¼y��o���g f/{�� pZo��G�d�L�Goqp
���d¼yÊyo������Gm1��fD�LoqpG�y�)�6���d¼y�!o+�«o���npGoq����oq�XÀl�����6�)����o��Y�)��g

34365	� 
 ?B=7=�� 94R RFE�F?T;FR�� 94RFE�>_4K�� ?B=
ÈÉ�G|;��o��$oq���do��®���Go�|Doq�G�Lo×o��G�L}M��m1��o×Äj¼)|d�!oqpL}~k�|D����o

λ
�NÐÑ�)|d�G���6��¼y�°��o�|Zf;�G�)oq�_�Zo�|��do

E(λ)
oq�G�Loq|Doq���Q�

�3�)|d�)�!o��6|��G�yo��Y�7m1�3�)|l�)¼y�Y��oqpG�L���1��� ��{����y��oq|»�6oq��³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|6�C�6¼y|�oq�
H(λ)

g�¯+���«o��£�L|6�){�m1�_�
H(λ)

����m1��°{���«o����G�����°pG����oI��|5�)¼y�
λ
�)���3�)�L�yoq�¾�'��oU��� b tyt)g\ß�c=g¦f;�°��oq� |ψλ〉 oq�G�LoU�q{L�yoq���)|d�G�)o��¼y|��±��oq|»�6o�f;�G�)oq�L}~{��Ln�d�G¼y�/Ã

H(λ)|ψλ〉 = E(λ)|ψλ〉, 〈ψλ|ψλ〉 = 1. b tyt)g xyx.c
ÈÉ�G|Þ�Z¼yp�pGo��Ì�)����o����±o���Ã;�3�)���!�)pGp�o

H(λ)
��oq����oqp��«o���¯Áo �3�����d�G¼y�L�d��oq|do��Gm1�Ì�3�)��oq�/Ãb�d¼��3�)���²�±�e�

|ψλ〉
��{�m1� |ψ̇λ〉

�G� ¯Áo �������d�G¼y�����«o�|do��Gm1�	pG�Go��)�IgLzl{��	pGo����doq�®�'�G|

E(λ) = 〈ψλ|H(λ)|ψλ〉 b tytyg\x.t�c
�3�)m1�	��o�� Ë¦�)|d�)�±o9�6o�|

λ
�)��Ã

Ė(λ) = 〈ψ̇λ|H|ψλ〉 + 〈ψλ|H|ψ̇λ〉 + 〈ψλ|Ḣ(λ)|ψλ〉.

vwvxvwvxvwvwvxvwvxvwvwvy �+z{
$|+!�}�~&���	���������Z�2-����	��
$�>�



�����������	��
�����	�������	�������������� ����"!#�	������� �������+���&��)$)$�4�	���+*�����'����4�	�+*��������Z��) w�nx

¿��e�'��oq�	�yoq�±�)m1�_�6o���Àl���3�)�L�±o�����kL|�}~oq�X�'�G|h�Loq�Í³�´¦µ�§?·�¸u¹b¨��cº+�«o�|6���d¼y|Zk���oq|»�Ï��pG�qo��@{��L� �3�7�
��o��

Ė(λ) = E(λ)
d

dλ

〈

ψλ|ψλ
〉

+
〈

ψλ|Ḣ(λ)|ψλ
〉

.

¯Áo�|Ño�|d�»�6o �¶o�|d�"�){Q}/��o�|D|doqm1�_�doq�Î�7oq���doh�yoq|��dm1�_�'�G�L��o��qÃQ�3� |ψλ〉 }~k�|Ñ�)pGp�o λ ����o'zl¼y|�� 1
�3���qgyÀÁp��d¼

�3���Loq���'��|h���Go���oqnC�)�L��doRÄj¼)|d�!oqp/�)¼y��³5ªj·Q·7µ+´¦¨£¨�{��L���$ªLÓb¨¶µ+´¶¨

Ė(λ) =
〈

ψλ|Ḣ(λ)|ψλ
〉 b tytyg\x �+c

Ë;{���p��G�q��oq|»�b�'{�|d�Lo×���Go'�q{Loq|d�»�Ñ�G�²oq����oq�qp${�m1�!�)¼y�Î³Rªj·Q·7µ+´¶¨¶¨�� n_v��sgº+����o ��oq�L��d���G�D�3�I�)¼y�U�3�C�
�d��o����$oq�¶Ây�)��|�o5�d�3���doq|+Ò����$ªLÓb¨¶µ+´¶¨¾�)p�� ��{����yo�|×�7�6{L��oq�_�ÞtAvyßyv°�'�Go���oq|�oq�_�6�Loqm1n_��� x)à	�sg

iÁ�)�L�)�R��oq|°³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|ÁpG�G�LoI�)|+�)¼y�
λ
����Ã

H(λ) =H0 + λV
Ã��3�)�����yo�|do��G�L}M�)m1�_�

�d��m1���L�Go5Ä3¼y|d�!oqp b tyt)g x �.cZ�q{
Ė(λ) =

〈

ψλ|V |ψλ
〉

. b tytyg\x ��c
¿��e�¶�Loq��³Rªj·7·Qµ+´¶¨¶¨�Ö
�$ªLÓ;¨£µ+´¶¨�� �h��oq¼y|�oq��pG�)�d��oq�Þ�d�Gm1�Þ�q{�� pZo��G�����Go�p_���'�G��m1��oq�����6¼y�±�)|�o ��|6��}��
�6o5�yo���{����Loq��o�|lÀÏ�d¼y�±o���oq�»�6���±�!oq��g�¯+�)��oq��m1�3�)|d�)n_�6o�|d�G���Go�|��

λ
����o5�u�)�yo5��oq|'ÀÏ�d¼y�±n�oq|���o)g

������� ���   �� !��(�� �)��&

Ä¦k�|$oq����o+�y|�¼yÊyo ��pG�)�d��ol�y¼)�@��Q�»�6o��±o��	�����Z���Gol�±�e�d�6p�oq|�o×n����o��d�G�dm1�Lo5fD�Loq|d�)�GoÁ���®oq����oq� f;�G�yo����q{7�
���6�)���Í��oq|Rf;��o�|d�y��o]��|d¼y��¼y|»�6�G¼)�3�)p¦��{�|5�±�e�d�dpGoq|�oq�Y��¼)�doq�_�6��oqpGp�oq��f;��o�|d�y��o)gu¯Á��oq�do�|5�dm1��¼y���){��5��o�|
np��)���d���dm1��o�� ¿�oqm1�3�����GnÌ��oqnC�)���_�6o�� >?(=>M&)F\4q&)8 � �y��p��²�����d��oq��¼y����o�|do@}~k�|U�7�7���doq�!oY�!���²}~¼ypG�)oq����o��
³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|�oq�X�){Q} H=L2( � N )

Ã

H =
1

2

N
∑

i,j=1

gijpipj + V (x) = T + V, b t)tyg x�v�c

�$¼y�«o��/����oÁf;p�oq�!oq�_�6ol��oq|$�G�_�yo�|d�do���¿�o��d|d�Gn
gij

n�¼y�����6�)�_�'�d�����U{��L�
V (x)

oq����oÁ�L¼y�±¼)�yoq��oÁÄ3{���ny�
�6��¼y�Î��o�|Áº+|»�6�dn�¼Q¼)|d�����3���6o��	�)¼y� ¬�|6�)�Lo

α
�G���qÃ

V (λx) = λαV (x). b tyt)g tyà+c

vwvxvwvxvwvwvxvwvxvwvwvy �+z{
$|+!�}�~&���	���������Z�2-����	��
$�>�



�����������	��
�����	�������	�������������� ����"!#�	������� �������+���&��)$)$�4�	���+*�����'����4�	�+*��������Z��) w�n�t

f/{��rpZo��G�d�L�Goqp£�G�»�Á���)��Ë¶¼��6oq�_�d���)p£��oq�Á�3�)|d�!¼y�����dm1��o���º+�d���GpGpG���6¼)|d�h��¼y�!¼y�yo��@�y¼)� ¬�|6����o
2
gHpZo��

¿�o���|��doq�Gp�m1��oq�L���7���doq�!oq�Y�!���×³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+�«o�|6���d¼y|

H =
n

∑

i=1

� 2
i

2mi

+ V ( � 1, . . . , � n) = T + V, b tyt)g tLt�c
�G�»�'�3�)���Á¹��£·Q¹bµ����cË£¼)�6o���d���)p/oq�G�LoR�L¼y�±¼)�yoq��o5Ä3{��Ln�d�G¼y�Î�)¼y� ¬�|6�)��o −1

gj¯+���d�h}~k�|'�G��o��_�6�G��m1��o
�£oq�Gp�m1��oq�É��o�|@³R§?· �/ªj¢Q¸«��ml��{�� o��G� 
×��doq|�|6�){�� �y¼y�

L2( � N)
�G���qÃZ�����Go�p��Î��oq�+�Loq�Õ}~¼ypG�)oq����o��

pZo9�6|6��m1��d{����yo��@n�oq�G�Lo6m'¼yp�pGo)g
f;�+�do��¶�{�� |ψ〉 oq���@�yo���{����Loq��o�|�f;��oq|��y�Go=�cf;�G�yo����q{L���1������g hÇ� º+|»�6�d|d�){�� o�|�}~k�p�p��×oq|l���GoR���6�C�

�6��¼y�3�)|�o°�� �¡£¢/¤b¥¶§?¨¶©;ªj¢«�»¬�pGo��Gm1�{����
(

−1

2
~

2
∑

gij∂i∂j + V (x)

)

ψ(x) = Eψ(x), 〈ψ|ψ〉 = 1.

Ä¦k�|h�L¼y�±¼)�yoq��o5Ë£¼)�6o��_�6����pGo��G�»�'�3�)���	����o��dnC�)pG��oq|»�6o+È�oqpGp�oq�L}~{L��n_�6�G¼)�

ψλ(x) = λN/2ψ(λx), 〈ψλ|ψλ〉 = 〈ψ|ψ〉, b t)tyg tyw+c
����o+}~k�|

λ=1
��oq��f;�G�yo����q{��»�1�)�L�

ψ
��{L|dm1��pG�){L}?�IÃLoq�G�LoÞf;���yoq�L}~{L��n_�6�G¼)�X�)¼y�

H(λ) = λ−2T + λαV. b tytygutyß�c
¯Áo�|�p$o��$oq�G�×�G�»�'oq���L}M�)m1��Ã

H(λ)ψλ(x) = λN/2
(

−~
2

2

∑

gij
∂2

∂(λxi)∂(λxj)
+ V (λx)

)

ψ(λx)

= λN/2
(

−~
2

2

∑

gij
∂2

∂yi∂yj
+ V (y)

)

ψ(y) = Eψλ(x).

zl{L�Y�Zo�����oq�,�'��|l�3���Þ³Rªj·7·Qµ+´¶¨¶¨�Ö
�$ªLÓ;¨£µ+´¶¨�� �h��oq¼y|�oq� �)��g«¯+�
E(λ)=E

{L�3�)���3�����y�G�!�y¼y�
λ
�����IÃQ�yoq|��dm1�_�'�G�L��o����L�Go�pG����n)oR�7oq���do��G� b t)tyg x �.c9Ã3{L���	�'��| �3����o����L�Go hÇ��o���d���6���

0 = 〈ψλ|Ḣ(λ)|ψλ〉 = −2λ−3〈ψλ|T |ψλ〉 + αλα−1〈ψλ|V |ψλ〉. b tytygut.n�c
hÇ�����«o��d¼y���Loq|do�}~k�|

λ = 1
�G��� |ψλ〉

�3�)m1�ÕÐD¼y|d�){��d��o��d�q{����Üoq��� fD�Loq|d�)�Go9�Çf;�G�yo����q{��»�1�)�L��gh¯+�)�!���
oq|��3�)pe�6oq�Î�'��|h��oq�X�'�Gm1�_�6���yoq� � >?(9>M&)F\4q&)8 �

2〈ψ|T |ψ〉 = α〈ψ|V |ψ〉, b tytygut_x+c
��o�|u}~kL|u�)pGp�o¦�yo���{�����o���oq�Åf;�G�yo����q{��»�1�)�L��oDoq�G�Loq�¶�7�7���doq�!�£�!���¶³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+�«o�|6���d¼y| b tytyg\x)v+c/�!���

vwvxvwvxvwvwvxvwvxvwvwvy �+z{
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$���+* % 
$���(��-���� �V�	��
 �	��
������|���
$���2
$| w�n �

��¼y�!¼y�yo���oq��Ë£¼)�6o���d���)p7�y��p��Ig f;| ������o��¦�Q��oqpe}M�)m1��oZÀl�_�Zo�����{����)oq�!�G�ÅÀÏ�d¼y�]��{��L�!¿�¼ypGo�nk�pG���_�7�d��njg

34365�� 	 94U 8:9 ;F=@?BA7C6DFE 8 A(W�
BUYIJDQ? � 9 K A	9 WYA7_6RSU�SK A7R�
�A��
ÈÉ�G|Á�«o9�6|6��m1��doq�Í�{���o��G��oÞ�'�Gm1�_�6���yo]���Gm1�_�»�Ç���d�y|d{L���y���d��oq¼)|do��d�G��m1��o±¿�o��d��¼Q�Lo!{L� �yo��3�)��o�|��6o!f;�e�
�yo���$oq|»�6o'{����²f;���yoq�L}~{L��n_�6�G¼)��oq�°�)¼y�®³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+�«o�|6���d¼y|do��Å��{������oq�°���3�)�bÐÑ�)|������d�G¼y������|d���Q�
�q�����y¼y�]Ò�´7Ó;·7ªj§?©;¡!{����]Ò�§�¸uÔ3gIzl�Gm1�_�d���6�)|d{����)���6�Loq¼y|�o��6���dm1�Þ��oq���3�)pG�/Ãq�Zo��Gp_�3���uÐÑ��|d���C�6�G¼)���d��|��G�����G�
n)o��G��oXm'oq����oq�Loq�_�Ç�'�Gm1npG{L���Î��oq|5f;��o�|d�y��oq�,{��L��fD���yoq�Q}~{���n_�6��¼y��oq�,���Yoq����oq� npGo��G��o���Ë¦�)|d�)�±o9�6o�|
oq�_�d�3�)p��qg;¯Á��oq�do	oq|»}~¼ypG�)|doq��m1��o	¿�o9�6��¼7��oXpG��o�}~oq|»�]¼)}?�²o�|d���6�){���p��Gm1�Ü�y{L�do m'oq��{�p��6���6o®}~kL|!¬5|�{�������{Q�
���6�)������oq��o�|d�y��oq��g hÇ� ¬�oq�)oq���d���6�5�3�)��{��$oq|���oq�����Go5f;�G�)oq�L}~{��Ln�d�G¼y�Loq�	�G�ÙÀlpGp��yoq�!oq����oq�®�L�Gm1�_�×�d¼
�y{L�×������|d¼I�Q�G�!�Go�|��qg

ÈÉ�G|h��o��d|6�)m1�_�6o��@�3��� :$-/29(sW)>N2~H=J7-LKC8s>NBC-�&)F
E
�){L}¶��oq� ³R§?· �/ªj¢Q¸«��ml�){L� H

E : H −→ � , E[ψ] =
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉 . b tytygut+t�c

hÇ��� |ψ〉 oq����oR�u�)�d{����±��oq|×���6���6��¼y�3�)|�oq���� �¡£¢/¤b¥¶§?¨¶©;ªj¢«�»¬�pGo��Gm1�{�����Ã7�3�)�L�@�G�»� E[ψ]
����oÅf;��o�|d�y��o

����oq�do��<f/{����6�)����o��qgj¯Áo�|×fD���L}M�)m1���Loq���Ï�3�)pG��oq|$�Z¼yp�pGo��U�'�G|h������oq�L�±o���Ã��3�)���
H
oq�G�Î|�oq���Î���G��n7|�o��doq�

�Q��oqn_�6|�{�� �±�e�£¼y|��d��¼y��¼y|��±��oq|»�6oq�Þf;�G�yo��L}~{���n_�d�G¼y��o�� |n〉 ���)�«o�gC¯+�)���°n��y����o��°�'�G| ��oq�Loq�;f;pGo��±o��_��G� H �3�)m1�����Go��doq|<pÏ���d�G�ho��_�Ç�'�Gm1n)o�pG��Ã |ψ〉 =
∑

〈n|ψ〉|n〉 gL¯+�)��o�|l�y��p��

〈ψ|H|ψ〉 =
∑

n

〈ψ|H|n〉〈n|ψ〉 =
∑

En〈ψ|n〉〈n|ψ〉

≥ E0

∑

〈ψ|n〉〈n|ψ〉 = E0〈ψ|ψ〉.

¯Á��oq�do 
l�L�ypGo��Gm1�{����X�'�G|����yo��3�){��3�)�����q{Íoq�G�Loq|Å¬5p�oq�Gm1�{��L��Ã��Zo���� |ψ〉 n�oq�G�Loq� 
×�«o�|dpG�)���Í�±�e��)p�pGoq���)���)oq|do��)�6o�� f/{��»�1�)���Loq�Y�3�C�Ig«Ä���pGpG�'��pG�d¼ |ψ〉 �L�Gm1�_�+��o�|�¬�|d{��L���q{��»�1�)�L�Y�G�»�IÃ��3�)�����G���l����oq�oq����o�oqm1�_�do 
l�L�ypGo��Gm1�{�����g�fD�'�y��p��'��pG�d¼]���)�
������������������� �"!$#&%(')�+*,�.-)���/!0��1�23%543-6��2�#&��487�9,:�;=<?>@:A;�BDCFE$;

H=H† G :AHJIKB�L�MON6IPC�:AI+Q.: G L�M.;�R6I.S�CNTIPUVU.:�;=S&W�:AHXI G CF:ZY6>[:�SPC�;AB6W]\?:�;(C E0 ^ :�MP_0;`:=aTN G :AHXI�:AbcU&H G S&;`:$CF:�IdYT>@:AS�C�;(NTb eU/B6I.I ^ HfWgC

E0 ≤ E[ψ], ∀|ψ〉 ∈ DH

{����
min

|ψ〉∈DH

E[ψ] = E0. b tytygut �+c

¿����	��o�� ÐÑ�)|d�G���6��¼y������|d�����q�����y¼y� Ò+´QÓ;·7ªj§?©;¡�{���� Ò5§�¸uÔÌnC�)��� �U�)� �!���Î|�oqp��C�6�����yoq|��G�Q�
�yo��"ÀÁ{L}?�Z�)���®o��G��o'¼y��oq|�o+�7m1��|6�)�Ln)oÁ}~k�|D����o+¬�|d{L�����q{L���1�������do���oq|��y�GoÁ�)��p�oq���doq��g�p$oq�j�yoq��m1���Gm1n_�doq|
ÀÁ{L�d�{L�6��{����Þ��oq�$Ë;|d�G�L�q�G�L�;oq|d���)p��D�±�)�]����m1��Ñ�{�|D¼y��oq|�oÁ�7m1��|6�)�Ln)oq�/ÃQ��¼y����o�|d�!�y{L�6o×zl�)��oq|�{����y�c�
�$oq|��doÅ}~k�|

E0

g«¯+�)��{Y�Ï�)�Lp��+�±�)��oq�G�Lo
n
� �3�)|6���±o9�6|d���yoRÄj�)�±��pG��oÁ�y¼y�YÐDo�|d��{�m1����}~{L��n_�6�G¼)��oq� |ψβ〉
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$���(��-���� �V�	��
 �	��
������|���
$���2
$| w�n �

β = {β1, . . . , βn}
Ã��d¼!�3�)���

• �L�Go]Äj�)�!�Gp��Go5��oq� {���«o�nC�)���_�6o���¬�|d{��L���q{��»�1�)�L���!�y�yp��Gm1���»�+�3�)�Lo]n)¼y�!�Å�IgipZo��G� Àl���6�C�6�
}~k�| |ψβ〉 �°{L�d�R{���«o����G�����Þ���)� ��´ �£·Q§e�ÇËD|��G�����G�,��oI�)m1�_�do��R�Zo�|d��o�� b }~k�|R¯Áo9�1�)��pG���yo�|��$oq���do��m1�¾�){Q}Ï����o²ÐD¼)|dpGo��d{��L� e+{3�)�_�doq���!oqm1�3�����Gn h h�c9g¶�7�7�±�!o��d|d��oqk���oq|�pGoq�){����yo��Í���G����¼)}?�R�do���|
����p�}~|�oq�Gm1�Î{L� oq����oq�Î�yo�|d�k��L}?�d�G�yo��@Àl���6���d�5�q{ �3����o���g

• ¯Á�)�×fD�Loq|d�)�Go�}~{L��n_�6�G¼)�3�)p
E[ψβ] = E(β)

�d¼)pGp��do+��oq|do�m1��oq��3��|Á��oq�G�/g
• z×{��X�«o����d�G�!�Å�Ï�±�)�Î����o5Ë¦�)|d�)�±o9�6o�|

β∗ ÃL�Zo�pGm1��o E(β)
�!�G�����±��oq|�oq��g7¯+�

E(β)
}~k�|'�)p�pGo

β�y|��yÊyo�|'�)pG�h����oR¬5|�{�������{����6�)������oq��o�|d�y��oÞ�����qÃ��y�Gpe�

E(β∗) ≥ E0. b tytygut ��c
ÀÁ{Lm1�®���Go &)-7W729(62NW)8c29-U:$-/29(sW)>N29- n)�y�L��oq�®�!���$i×�Gp�}~oho��G��o��Z���3�)pG¼)�yoq�²ÐÑ�)|d�G���6��¼y������|d�����q�����;�«o�|do�m1�Q�
��o9�$�$oq|���oq��g 
l��q{�� pZo��G�����Go�p3���Go×f;��oq|��y�Go'��o��$o�|d�»�6oq�®�)���yo�|doq���6oq�Lf/{����6�)����o��$��{U��oq�»�6�G�!�!oq��Ã
�!�G�����±��oq|��$�±�)�Î�«o��qk��)pG�Gm1�	�)p�pGo�|hÄ3{���n_�6��¼y��oq�/Ã3���Go���oq��n|do�m1�_���){L}¶��o�� ¬5|�{�������{����6�)���	���6o���oq�/g

������� ��� � � "�������(!����� � ���������������� !��"*��� #�� &  !(!(!�)�*��

zÁ��m1����oq�"�'��|Ñ�Loq�Î�)�L�3�)|d�!¼y�����dm1��o��®º+���q�Gp�p����d¼y|b�!���Ñi×�Gp�}~oh�»�6�y|�{����y�»�6��o�¼y|do9�6���dm1��o�|Ï{����±�7{L�±o�|d�e�
�dm1�Loq|¦¿�o��d��¼Q�Loq�R�«o��3�)����o�p��£�3�)��oq�/ÃI�Z¼yp�pGo��+�'�G|�����oq|�����obÐÑ�)|d�G���6��¼y���d�!o��d��¼7��o¦�3��|6�){L}L�)�_�$oq����o���g
ÀÁp��ÏÐDoq|��d{�m1���»}~{���n_�6��¼y���Z�)��p�oq�X�'�G|h�3���l��{L}¦o��G���'��¼)|d�!�Goq|»�6o��Å´ ���Y�dm1��o5È¾o�pGp�oq���3��n)o��

ψβ(x) = 〈x|ψβ〉 =

(

mωβ

~π

)1/4

e−mωβx
2/2~, b tytygutyv�c

�!���D�{�|Ñoq�G�Loq��ÐÑ�)|������d�G¼y�����3�)|d�)�±o9�6o�|
β
g7¿��)� �3�L��o��$}~¼ypG�yo�����o��Uf;|��Z�)|»�6{����)���$oq|��Z}~k�|$�Loq�	³�´uÖ

µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|��Loq�]�)�L�3�)|d�!¼y�����dm1��o��½º+�d���Gp�p����d¼y|d�
H =H0 + λx4 �!��� H0

�){�� b tyt)g w)à.c5�������oq�do��ÙÐDoq|��d{�m1�L�d�q{L���1������Ã

E(β) =
~ω

2

(

β +
1

β
+

3

2

λ′

β2

)

,
�$¼y��oq�

λ′ =
λ

λ0

{��L�
λ0 =

m2ω3

2~
b tytyg��)à�c

����o×��� b tLg\xyx.cbo��G���yo9}~k���|»�6o �l¼y�L���1����dol�����qg¯+�)�D�±�����G�!�Go�|do�����o β∗ �G���Do��G��o×���y��{����R��oq|Ñ|do���{��q��oq|c��6o���n{��L�G�dm1�Loq��¬�pGo��Gm1�{����
β∗3 − β∗ − 3λ′ = 0

g�¿��e�
κ=2/9

√
3 ∼ 0.12830

��m1��|do��G��oq�@���Gm1�	���Go
|do�oqp�pGoq�X{��L����¼y�d�e�6�e�yoq�	���y��{����yo����yo��U��Ê

λ′ < κ : β∗ = (4/3)1/2 cos

(

1

3
arccos (λ′/κ)

)

λ′ ≥ κ : β∗ = (3/2)1/3
(

(λ′ + ν)
1/3

+ (λ′ − ν)
1/3

)

, ν =
(

λ′2 − κ2
)1/2
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$���(��-���� �V�	��
 �	��
������|���
$���2
$| w�n_v

f;�G���)oq�do9�6�9�l���X���Go5f;��o�|d�y��o�}~{���n_�d�G¼y�Xoq|��y�G�Q�'�d�Gm1�

E(β∗) =
1

8
~ω (3β∗ + 1/β∗) . b tytyg��Qt�c

hÇ�,��o�|Á}~¼ypG�)oq����o �¦���«o�pGpGoR�d�����Y����o°f;��o�|d�y��oq�,�G�YfD������o����6o��@�y¼)�
~ω/2

}~k�|Á�yo�|d��m1���Go���oq��o]È�oq|»�6o
�y¼)�

λ′
�1�)��oqp�pG�Go�|��qg�f/{�� ÐDoq|d�)pGoq��m1�Å�'{�|���oq�²����o$�{��!oq|��G�dm1�]{L���]���d�y|d{��L�y���d��oq¼y|�o��d�G�dm1� b ���G�¶���$oq���doº+|d���{��L�®�7�d�y|d{L���y���d��oq¼)|d�Go�cZ�«o�|do�m1����o��doq�,f;��o�|d�y��oq���)���yo��yoq��oq�/g

λ′
à t �)ß)à w �)ßyà àLget àLg\w àLg\ß àLgon

β∗ tyg àyàyà tyg\à�n � t)g\à � � tyget wyx tyg w)wQt tyg ßyàLt tyg ß �)à
Evar

tyg àyàyà tyg\àyw�n t)g\à.n+t tyg à+t+t tyg�tAwQt tyget�t � tyg\wQtAà
Enum

tyg àyàyà tyg\àyw�n t)g\à.n_x tyg à+t_x tyg�t)t � tyget�t.n tyg\w)à_x
EStoer

tyg àyàyà tyg\àyw�n t)g\à.n.n tyg à+t_w tyg\à)v � tygetAà � tyg àyvyà
λ′

àQg x àLgut àLg�� àLg�� àLg v tyg\à tyget
β∗ tygon_ßLt tygun � � t)g x)ß � tyg\x �+t tyg t)ßyà tygut �yw tyg��Qtyt
Evar

tyg\w�n � tyg w �yß t)g\ßLt�t tyg ß.n � tyg\ß �.t tygon_àyß tygon_ßyà
Enum

tyg\w�nw tyg w �.t t)g\ßyà � tyg ßyß � tyg\ß.t+t tyg ßyv_w tygon�t �
EStoer

tyg à.n � àLg\v � � àQg�� �yw àLg��.tyà àLg tQt w àLgon_ß � àLg\w)ß �
hÇ�5��oq|�}~¼yp��yoq�L��oq��Àl�����Gp���{����Ï�'{L|d��o��Þ����ob�yo�|d�dm1�L�Goq�Loq��o��]zÁ�)�Loq|d{L���yoq��}~k�|

E(λ)
�!���

λ
���'�G��m1��oq�

0
{��L�

1
�)oq��p�¼)�d�do��Ig f/{Î�do���oq�	�d�����X���Go+�{��!oq|��G��m1��oq�X{����X�3����oq��{�o=����n�doq�ÎÈ�oq|��do5�){����5�)���e�6o�p

xQÃÏ�L�GoY�9�Zo����6oÍº+|����{������7�6�y|�{����y�»�6��o�¼y|d��oY�G� b tytyg ß_w.cU{L���É���Go,¼y��oq|�oÍ�Qm1��|d�)��n)o b tytyg��Qt�cU��o�|ÐÑ�)|������d�G¼y����|do�m1���{����²�±�e�hoq����oq|ho��G�L}M��m1��oq� �°´�� �Y�dm1�Loq�@ÐDo�|d�d{Lm1����}~{��Ln�d�G¼y�/g

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

λ/λ0

E(λ)

�+� � ��0+�����������/����������������2����
�

�����Z����
��-����% �2-����������

%��2'.)��
$���+* % 
$���

�Qm1��¼y�Ü}~k�|]{�����oq|�o	o��G�����)|6�)�!o��d|d���yoX�Qm1�3��|°�y¼y�ÌÐDoq|��d{�m1���»}~{���n_�6��¼y��o����y�G�Q�]���Go®ÐÑ��|d���C�6�G¼)���»�
�!o��6�L¼Q��o×��oq|do����d�Zoq|����6�){���p��Gm1�U�)oq�3�){Loq|$È�oq|»�6o×}~k�|$�L�GoÁ¬5|�{�������{����6�)������oq��o�|d�y��o+��oq�Ï�)���3�)|��±¼)���e�
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�dm1�Loq�,º+���q�Gp�p����d¼y|d��g

34365�� 
 ?B=7A7[ � 9ZKVWYA@C6? � WY_ � ?
zÁ��m1����o�� �Z�)�d��oq|d�»�6¼)Ø/�)���LpG�Gm1�Loq��ÀÏ�d¼y�!oq�Ü�d�G�L� ÀÏ�d¼y�±oX�!���]�9�Zo��Áf;p�oqn_�6|�¼y��oq�/Ã$��pG�d¼Íi − ÃDilo�Ã��� + {����QpZo ++ Ã7���Goloq�G�Q}M�)m1�����doq�®ÀÏ�d¼y�!o)gÈÉ�G|D�yoq|��3�)m1��pG�)�d���G�yo��Î���Golf;�G�yo���«o9�Zo��y{����]��o�� ��oq|����{������Ï�)�LpGoq� �l¼7¼y|d�L�G�3���doq��Ã3}~k�|×����oÞ��o�| ��oq|��@��� 
l|d����|d{L���®�d�e�6�9�Ig3È¾o����doq|×�«o��qoq��m1����o9�

ri= | � i|��o���Àl�����6�)���Í��oq�
i �
�6o��¾f;p�oqn_�6|�¼y�����y¼y� �5o�|d�Í{����

r12 = | � 1 − � 2|
��oq�ÍÀÁ�L���1�������Loq|���oq�G�Loq�

f;pGo�n�d|d¼y�Loq��gapZoq� � 29(9-�&7.107F lC4149>eW)J7-7W!^729( � k�>?-�� �l&C07-�� j B2k�k�F J7-7W �����Ï��o�|l³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|
��o�|×�LoqpG��{��±�)|��d�G�yo��®ÀÏ�6¼y�!o�����o5Äj¼)|d�

H = H0 + V, b tyt)g��yw.c
�$¼y�«o��

H0
�Loq|°³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|6�C�6¼y|×}~k�|����$oq�D����m1��»� �$oqm1����oqpe�'�G|dn�oq���Lo®f;pGo�n�d|d¼y�Loq���G� �+¹���Ö

·7¹bµ��3�ÇÄjo�pG�X��o��	��o�|d���'�!������oq|���p�����{����y���I�)�Lp
Z
�����qÃ

H0 = − ~
2

2µ
(41 + 42) − Ze2

(

1

r1
+

1

r2

)

, b tytyg��)ß�c
{����

V =e2/r12
���Go �Á¹��£·7¹bµ��3�NÈ¾o�m1���do�p��'�G|�n{����U�9�'�G��m1��oq����oq��f;pGoqn_�d|d¼y��o���g

È¾o��yoq�,�Loq|�f;pGo�n_�6|d¼)�Q�cf;pGo�n_�6|d¼)�@È¾o�m1���do�p��'��|dn{����Î�����+o��+����m1��+�±�y�)pG�Gm1�	����oÞo=����n�doq�Íf;��oq|c�
�y��oq�

En
{����Îf;�G�)oq�L}~{��Ln�d�G¼y�Loq� |ψn〉

�y¼)�
H
�q{ �3����o��Î{����U�'��|$���G���Î��{L}£zÁ�)�Loq|d{L���yoq�/Ã7�'��oÁ����o

¼y��oq�Y��oq����|d¼7m1��o���oUÒ�´7Ó;·7ªj§?©;¡�Ö1Ò�§�¸uÔ)�ÇzÁ�)�Loq|d{L���®�)�L�yo��'��oq�do���g�¯l�Go]�7{�m1��o]�3�)m1� �6�y{L�doq� � �£oq���»�
}~{���n_�d�G¼y��o����'��|d�Í��{�|dm1�¾ÀÁ{����7{Q�6�q{L���Y�y¼y�½�7�7�±�!o��d|d�Go����Loq|R��oqp��G{��±�)|��d�G�yo��,ÀÏ�6¼y�!o)Ãu��g pÁgu��o�|
¯Á|�oq���»�Q�!�!o��6|��Go$¼Q��o�|bË¶�)|d�e�1���qÃ �$oq��oq�_�6p��Gm1�]o�|dpGo��Gm1�_�6o�|��qg�Àl{�m1�°}~k�|¦�L�GoÑ�±�y�)pG�Gm1�Loq� 
l��oq|d�y�)���yo$�«o��
f;�±���d���G¼y�Î¼7��oq|'Àl���d¼y|��L�6��¼y�Xoq����oq�×Ë;��¼)�d¼y���'�d�����X��oq|d�)|��d�G�yoR�7�7�!�±o9�6|��GoqkL�«o�|dpGo��y{����)oq�Î�'�Gm1�_�6����g

hÇ� o��G��o�� �yo���|do��_�6oq���7�7���doq� �d��oq�_�!���Go	º+|»�6�»�NÈ¾o�pGp�oq�L}~{��Ln�d�G¼y�¾��oq|²��oq�G�Loq�Üf;pGoqn_�d|d¼y��o�� ���
��o�pG�G{L�U�)|»�6���yoq�®ÀÏ�d¼y�!oq�Î}~¼ypG�)oq����o�|d�±�)Êyo��X�){��qÃ

(Γ(R)φ) ( � 1, � 2) = φ
(

R−1 � 1, R
−1 � 2

)

, R ∈ SO(3). b t)tyg���n�c
¯+����o�|@³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|6�C�6¼y|!�{�|®�y¼y� pZo��d|6�)�½�Loq|QhÇ�!��{�pG��o@��o�|Î�«o��G��o��Éf;pGoqn_�d|d¼y��o��É{����
��o�|doq�	ÀÁ�L���1�������)¼y� 
l|��d��|�{����!{����X�y¼y�Loq�G���)����o�|Á�)�L�3�)���)�qÃ��G�»�

H
��|do����G�_���)|d�G�)�_�

Γ(R)H( � 1, � 2,
�

1,
�

2)Γ
−1(R) = H( � 1, � 2,

�
1,

�
2) b tytyg��yx+c

{����X�yo�|��6�){��dm1�_�Á�±�e�h��oq�Ù�yoq�d�)�Å�6o�� pZ�)������|�oq�����±�L{�pG��Ã
[H,

�
] = 0,

�
=
�

1 +
�

2 = � 1 ∧ �
1 + � 2 ∧ �

2. b tytyg��.t�c
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¯+�)�!���Z�G�»�'�«o��/ÐDoq|��3�)m1��pG�)�d���G�y{��L�!�Loq|h�d�L�G�3�)�L�3�)���y���yoq� �£oq|��±o����
H
��oq|×¬�oq�d�)�Å�6���)������|�oq�����²�

��{�p��]oq|��3�)p��doq��g¦¯Á�GoÎ�������e�Q����{�o�pGpGo�� pÏ�)�L����|do����G�!��{�p��do �
i
�d�����½oq�²����m1��qÃb�3�,����oÎf;��oq|��y�GoÎ���Gm1�

�)���Loq|��qÃh�Zo������±�)�É�7{L|�o��G� fDp�oqn_�6|�¼y� ��o��$oq���@{��L� �3�)�	���$oq�e�6o�}~oq�»�6�3�)pe�IgÏÈÉk�|���oÍ�U�)� ����o
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07>?S k�J7F\4 ��Ãy�3�)�D��o��G�����Ñ���Go×�7{��±�!o'�){��$¬�oq�d�)�Å�6���)������|�oq�����±�L{�pG�b{L���®¬�oq�d�)�Å�d�d�����!�Loq|;��oq�G�Loq�
f;pGo�n�d|d¼y�Loq�Yo�|d�3�)pe�6o���g«Àl�«o�|Á¼y�_�$¼y��p£�'�G|×���GoÅ�Q�����Q��pÏ�����Q� È�oqm1�L�doqpe�'�G|�n7{L���U�yo�|d�3��m1��p��)���d���)�+�3� �
��oq��{����

H
�3�)�!���������G�{����)���3�)�L�y�G�®�'{�|���o)Ã��Åk��d��oq���'�G|+�$oq�yo�����o�� �u´ �£·Q§e�ÇË;|d�G�L�q�G�L�Á}~k�|�����o

��oq�G�Loq�Îf;pGo�n_�6|d¼)��oq�Î��o�|do��@�7���G�®��oq��� ÀÁ{L}~��{�m1��oq�X��o�| b �)oq�3�)�Loq|��doq� c$fD���yoq�Q}~{���n_�6��¼y��oq�Î��oq|�k�m1ny��d��m1�_�6�G�)oq��g
¯Áoq|Zº+�«o�|6���d¼y|b}~k�|D��o��Î�Q�����²��oq� �Ço�|d���doq� �×fDp�oqn_�6|�¼y���Ñ�do����

1

{����±��oq| ��oq�����yoh}~k�|;��oq�®�Q�����±��o��
�Ç�9�Zo����doq� �Áf;pGo�n_�6|d¼)�����

2
g¯+�R���Gol�Q�L�G���Ñ�q{!�yoq|��dm1����oq��o���oq� �£oq��pGm1��o��U�yo����y|�oq��Ãn)¼)�±�°{Q�6�Go�|do��±���Go)Ã

[
�
1,
�
2] = 0. b tyt)g�� �.c

pZo��3��oq|$¿�o��d�d{L���Å��o��Ï�7���G���DpG�)���y�b�Loq|
3
�ÇÀhm1�L�do'�y�G�Q�Doq�D���$oq�j�!�y�ypG��m1��ohf;�G�)oq����{����6�)����o�Ã

χ↑

{����
χ↓

Ã3�)p��d¼²�3���'�3���
2
�cf;pGo�n_�6|d¼)��oq���»�7���6o�� �7�Goq|'{����)���3�)�L�y�G�yoR�7���G����{����6�)����o�Ã

χ↑↑ = χ↑ ⊗ χ↑, χ↑↓ = χ↑ ⊗ χ↓, χ↓↑ = χ↓ ⊗ χ↑, χ↓↓ = χ↓ ⊗ χ↓, b tytyg�� ��c
�$¼y�«o��Z����o®Ëb}~oq��pGo±�)����oq�G�)oq��Ã£¼y����o�|]�Q�L�G����� m'�Gm1�_�6{��L�Y��oq|

3
�ÇÀhm1�L�do®��oq�G��� b ���)m1��¼y��oq� cR¼Q��o�|�G�U���Go+o��_�6�yo��yoq���)oq�do9�6�9�6o6m×��m1��d{���� b �3�)m1�X{��_�6o�� c9g f/{L� pZo��G�����Go�p/�G�»�

χ↑↓

��oq|<f/{L���1������ÃL���Î��oq�
��o�|R�Q���G�,�Loq�5oq|����6o��¾f;p�oqn_�6|�¼y�����3�)m1��¼y��oq����oq�G����{�������o�|R�Q���G�,�Loq�5���$oq�e�6oq��f;pGo�n�d|d¼y�L���3�)m1�
{��_�6o���g�zl{��	��o��6|d�)m1�_�6o����'�G|h�Loq�@¬5o��6�)�Å�d�d�����

�
=
�
1 +

�
2

��o�|���oq����oq� f;pGoqn_�d|d¼y��o���g'¯+�Ü���Go,���������7����{�oqp�pGo�� �Q���G�L¼y�«o�|6���d¼y|do����
i

���Go�¯l|doq�L�G�!��{�pG�d�)pG�)oq��|d�
oq|»}~k�pGp�oq�Î{��L���

1

�!�����
2

n)¼y�!�°{L�d�Go�|��IÃQoq|»}~k�pGpe�'�){�m1�	��oq|l¬�oq�d�)�Å�6�����G�X����oR¯Á|do����G�!��{�p��6�)p��yoq��|d� �

[Si, Sj] = iεijkSk. b tytyg��)v�c
ÈÉ�G|5�3���«o��

~
�ypGo��Gm1�

1
�yoq��o��6�9�Ig¦¿����Þ¯Á���±o����d��¼y����k��«o�|dp�oq�y{��L�yoq�ÍnC�)���Í�U�)�Í�G�Í��o���}~¼yp��yoq���Loq�

Ä3¼y|d�!oqp��²���Go×ÀÁ�����)���y���yn)o����D�y¼y�
~
p�oq�Gm1�_�Ñ�'�Go���oq|��yo��'������oq�/g7ÈÉ��|Ñ�Lk�|�}~o��®�)p��d¼�� 2 {���� Sz �ypGo��Gm1�Q��qo����d�G�5�������y¼y�3�)p��G���Goq|�oq��Ã�{����®�L�Go'oq�_�6����|do�m1��oq�L��oq��f;�G�yo��L}~{���n_�6��¼y��o��±��oq��oq�Gm1�L��oq�®�'��|Ñ�!��� |sms〉

g
ºÁØ/o����d��m1�_�6pG��m1�X�d�G�L������o+�7�Goq|<f/{L���1������o5�G� b t)tyg�� �+chf;�G�yo����q{��»�1�)�L��o��y¼y� Sz g f/{��:pZo��G�����Go�p��G�»�

Szχ↑↑ = (S1z + S2z)(χ↑ ⊗ χ↑) = S1zχ↑ ⊗ χ↑ + χ↑ ⊗ S2zχ↑ = χ↑↑
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{����	oq�_�d�d��|�oqm1��o����

Szχ↑↓ = 0, Szχ↓↑ = 0, Szχ↓↓ = −χ↓↓.

¯Á��oÏf;�G�yo��_�Zo�|��6oÏ�)¼y�
Sz
�d�����²�)pG��¼ ±1

{����
0
gy¯Áo�|bpGo9�6�9�6oq|�oÏ�G�»�b�9�Zo���}M�)m1�]o���6�)|��do��qg)ÈÉ�G|£oq|»�Ï�)|»�6o��

�)p��d¼�Ã����)�d�loq�G��� (=> k�FG298M8 �!���
Sz = ±1, 0

{L���@o��G� � >?-7W)FG298s8 �!���
Sz = 0

�y¼)|dpG��oq�)�qg3¯Á��o]f/{L���1������o
χ↑↑

{��L�
χ↓↓

�)oq���y|�oq�Í¼)Ø«oq�����Gm1�_�6p��Gm1�Í�q{�� �£|d����pGo9�d�5{��L���°kL�d�do��¾��o��d�3��pG��fD���yoq�_�)oqn_�6¼y|�oq�¾�)¼y�
� 2 �±�e�'f;�G�yo���$oq|»� 2

��oq����g3¯Á��oq�'nC�)���	�U�)�	�){Lm1������|do�n�'���)m1����|�kL}~oq��g3È�oq�yo��

� 2 = (
�
1 +

�
2)

2 =
� 2
1 +

� 2
2 + 2

�
1 ·
�
2 =

3

2
+ 2S1zS2z + S1+S2− + S1−S2+, b tytyg��yà�c

�$¼y�«o����q{�� p$oq�G�����Go�p
S1± = S1x ± iS1y

����o5��oq���doq|�¼y�«o�|6���d¼y|do��X��oq�'oq|����doq�,�7���G���'���G����ÃL�y�Gpe�

� 2χ↑↑ =

(

3

2
+

1

2

)

χ↑↑ = 2χ↑↑

{���� � 2χ↓↓ = 2χ↓↓,

{������'�G|Þ}~¼)pG�yo�|d��Ã��3���d�
χ↑↑

{����
χ↓↓

�£|d����pGo9�d�d�q{��»�1�)���LoU�!���R�U� �L���U��pGoq� {����½�!�G�����U��pGoq�
Sz�d������Ã

χ↑↑ = |11〉 {����
χ↓↓ = |1 −1〉. b t)tyg��Qt�c


l�"�Loq� �£|d����pGo9�d�d�q{��»�1�)���!�!���
ms=0

�q{±oq|d���)p��doq��Ãy�'��|dn)o��±�'��|Ñ�!���b��oq� ÀÁ�L���6o��G�yo�¼y��oq|6�C�6¼y|
S−�){L} |11〉 Ã

|10〉 =
1√
2
S−|11〉 =

1√
2

(S1− + S2−)χ↑↑ =
1√
2

(χ↓↑ + χ↑↓) .

¯Á��o���|do�� �¶|��G��p�o��d�d�q{��»�1�)�L��o5p��){L�doq�	�)p��d¼

|11〉 = χ↑↑, |10〉 =
1√
2

(χ↑↓ + χ↓↑)
{��L� |1 −1〉 = χ↓↓. b tytyg��_w+c

¯Áo�|$��¼7m1�²}~oq��p�oq����oÁ�Q�����ypGo9�d�d�q{��»�1�)��� |00〉 �G�»�Ñ���Goh��{ |10〉 ¼y|»�6��¼y�)¼y�3�)p�oh���G��oq�)|dn�¼y�°�����3���6��¼y�°�y¼)�
χ↑↓

{L���
χ↓↑

Ã

|00〉 =
1√
2

(χ↑↓ − χ↓↑) . b tytyg��yß�c
¿@�)�	��|�kL}?�'pGo��Gm1�_�'�3�)m1��Ãj�3���d� � 2 �L�Goq��oq�@�Q�G�L�ypGo9�d����f/{����6�)���X�)�L���G����pG��oq|��qg

¯+�)�!���±�3�)��oq���'��|U�3���®Ë;|d¼y�LpGoq� �yo�pG�y�»�IÃÑ���Go@f;�G�yo����q{��»�1�)�L��o@�y¼)� � 2 {���� Sz
��{L|dm1�Õ����o

f;�G�yo����q{L���1������o��y¼y�
S1z

{����
S2z

�){��d��{���|�k�m1n)o���g/¯l�Go�Àh�����e�6��¼y�®�y¼y�X�9�Zo��£�Q���G�7� 1
2

oq|��y�G�L�Ïoq�G�Loq�
�£|d�G�LpGo����6��{����6�)�����!���°�Q�����

1
{����½o��G��o��Ü�Q�G�L�ypGo9�d�6��{����6�)�����!���°�Q�����

0
g¶¯Áoq� �£|d�G�LpGo����6��{����6�)���
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n)�)����oq�!�'�G|D{����Ñ�)p��&f/{����6�)���!�±�e�;�3�)|d�)pGp�oqpGo��²�Q�������D{����±��oq�U�Q�G�L�ypGo9�d�6��{����6�)���±�)pG� f/{L���1�����±�!���
�)�_�6���3�)|d�)pGp�oqpGo��Y�7���G���l�y¼y|����6o�pGp�oq���=gihÇ� i×oqp��G{��±���6¼)� �Zo�|d��o��Í�L�GoXf/{��»�1�)�L��o°�!���Á�)�_�6�G���)|6�)p�pGo�pGoq�
�Q������� �Ï&)(�&��qJ498,l)-�^72 {��L�Þ����o ��o����G�yo����±�e���3��|6�)p�pGoqp�oq�+�Q���G�L��� (98?03B �qJ_498"l)-�^72 ��oq��oq��m1����o��qg Ä¦k�|����)�
Ä3¼ypG�)oq����oD�����£�q{Þ�«oq�)m1�_�6oq�/Ã��3���d�£���GoÑË¦��|6�)��{����6�)����oZ�)�_�6�G�»�7�±�!o��d|d�G��m1�Þ{L���Å����o �¶|��G��p�o��d�d�q{��»�1�)�L��o
���7�!�±o9�6|��G�dm1�	�G�Î�Loq�,�7���G�_���)|d�G�)��p�oq�®���G����g

zl{��Ü�Z¼)pGpGo��Ü�'��|±���)�XÒ�§�¸uÔy�dm1��oXÐÑ�)|������d�G¼y���»�yo�|�}M�)��|�oq�Ü�q{�|!ÀÁ�_�$oq���L{����½��|��G���yo���ÃD{�� ����o
f;��oq|��y�Go@{����ÕÈ¾o�pGp�oq�L}~{��Ln�d�G¼y� ��oq�	¬�|d{L�����q{L���1������oq�Î�)¼y�É��oqp��G{��±�)����p��Gm1��o���ÀÏ�d¼y�±o��Õ�q{É�)�7�
��|�¼A�Q���±��oq|do���g;ÈÉk�|d�Loq���'�G|!����oYf;pGo�n�d|d¼y�7�cf;pGo�n�d|d¼y�7� È�oqm1����oqp��'��|dn{������yoq|��3�)m1��pG�)�d���G�yo���ÃZ���)���
�Z�)|do

H=H0
�L�Gol�Q{��!�±o'�y¼)�Un)¼)�±�°{Q�6�Go�|do�����oq�®fD���Q�cf;p�oqn_�6|�¼y��oq�Î³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y|�oq�!�G�

�Á¹��£·Q¹bµ����cÄ3oqp���ÃC{����²��oq|$¬�|d{��L���q{��»�1�)�L�²�Z�)|�o×o��G�L}M��m1�]�3�)�DË;|d¼7��{�n_�D��o�|Ñ¬5|�{�������{����6�)�����»�Zo�pe�
pGo��L}~{���n_�d�G¼y��o��X��oq�'È����d�do�|d�»�6¼)Ø/���6¼)�±� �

ψ0 = φ100( � 1)φ100( � 2)χ =
1

π

(

Z

a

)3

e−Z(r1+r2)/a χ, b tytyg��.n�c
�$¼y�«o��

χ
���Go$�Q�����_�Zo�pGpGo��L}~{���n_�d�G¼y�5��oq�qo��Gm1���Lo��Ig)º+����o$f;pGoqn_�d|d¼y�Q�Çf;pGoqn_�d|d¼y�Q�NÈ¾o�m1���do�p��'��|dn{����×�Ï�)|�o

����o5fD�Loq|d�)�Go5���Go��do�� f/{L���1������oq�

E0 = −Z
2e2

a
.

¯Á��o±È�oqpGp�oq�L}~{L��n_�6�G¼)� b t)tyg���n�cR�����Þ��|do����G�_���)|����)�_�Þ{����½�3���Þ�3�)�!���R�yo�|d��m1��'������o�����oq�xpÏ�)�L����|do=�
�����±��{LpG�qg¶�Q��o±�����Å�yoq�yo��k��«o�|°oq����oq|RÐDoq|»�1�){���m1�{�������oq|]º�|»�6o±��oq|Þ�«o��G��o��½f;pGoqn_�d|d¼y��o��½���7�!�±o=�
�6|��G��m1��g 
×� oq�G�Lo+�)�_�6�����7�!�±o9�6|d���dm1��oÁ¬�oq�6���Å�d}~{��Ln�d�G¼y�±�q{®o�|d�3��p��6o���Ã7�°{��d�

χ
�«o��«Àl{����6�){��dm1�X��o�|

�£oq�Gp�m1��oq�L�d�������h�)�_�6�����7�!�±o9�6|d���dm1�±�doq����gÈÉ�G|Zo�|��Z�)|��doq�X�)p��d¼�Ã�3���d�Ï���Ù¬�|d{L�����q{L���1�����Î���Go×��oq�G�Loq�
f;pGo�n�d|d¼y�Loq� pZ�)������|�oq�����±�L{�pG�×zl{LpGp��3�)��oq�	{����@���GoÞ�Q�������×�)�_�6���3�)|6��pGpGo�p/���G����g�¯Áo�|+¬�oq�d�)�Å�d��|do=�
�����±��{LpG� �

=
�

+
�±�)oq|d��m1�_�'�G����o9�+�3������o��«o��L}M�)p�pG�qÃQ�3�!Ë¦�)|d�C�ci×oqpG��{��

s = 0
�����Ig

ÀÁp��;��¼y|d�!�Go�|��do �£oq����}~{���n_�6��¼y�²�G�"Ò5§�¸uÔy��m1��oq�²ÐÑ�)|d�G���6��¼y���»�yoq|»}M�)��|�oq�Å�Z�)��p�oq�]�'�G|b�{�� b tytyg��.n�c9Ã�$¼y|d���X�'��|h���Go ��o�|d��pG�)��{����
Z
��{�|�m1��o��G��o��	ÐÑ�)|������d�G¼y�L�d�3�)|d�)�!o��6o�|

β
oq|d��o��d�qoq�/Ã

ψβ =
1

π

(

β

a

)3

e−β(r1+r2)/a |00〉. b tyt)g��_x.c
�����
	������	����������������
�����
�! #"$#%��&�'�(	)��#*+*,����-�#�/.0%1�2�����3�%,.0����*+	

1

2

#��-�%+4��5#%+��6������	7���*,*+����-�.0%1�2�����3�%,.0����*+	

1
�����8#%+��!�&�'�(	)��#*+*,����-0.9%,�:�����3�%,.0����*+	

0 ;

θ 1

2

⊗ θ 1

2

= θ1 ⊕ θ0.
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f/{�| pZo����d�G�!�°{����²��o�|lf;��o�|d�y��o���oq�Á¬�|d{����L�q{��»�1�)���Loq�×�3���'�±�)�X�3�)� hÇ�_�6oq�)|6�)p

E(β) =

∫

R
6

ψ∗
βHψβ b tytyg��+t�c

�q{±�«o�|do�m1����oq�/ÃQ�$¼y|d���
H
��oq|h³5´¶µ�§?·q¸u¹b¨/�»º+��oq|d���6¼y| b tytyg��yw.cb��o�|Zi×oqp��G{��]�c�)�L��pG��m1��oq�]ÀÏ�d¼y�±o'�����Ig

E(β)
�G�»�'�3�)���	���GoR�7{��±�!o+�y¼)����|�oq� �£oq|��±o��

E(β) = E1(β) + E2(β) + E3(β).


l�_�doq|<pZoq�{L�d�q{��L�±�y¼)�
~

2/µ = ae2 �3���Lo��×�U���

E1(β) = −ae
2

2

∫

ψβ (41 + 42)ψβ = β2 e
2

a

E2(β) = −Ze2

∫

ψβ

(

1

r1
+

1

r2

)

ψβ = −2Zβ
e2

a

E3(β) = e2

∫

ψβ
1

r12
ψβ =

5

8
β
e2

a
.
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