
Kapitel 10Geladene Teil
hen imelektromagnetis
hen Feld
Das Interessanteste aber ist gegenwärtig das Experiment von Stern und Ger-la
h. Die Einstellung der Atome ohne Zusammenstöÿe ist na
h den jetzigenÜberlegungsmethoden dur
h Strahlung ni
ht zu verstehen; eine Einstellung soll-te von Re
hts wegen mehr als 100 Jahre dauern. I
h habe mit Ehrenfest einekleine Re
hnung darüber angestellt. Rubens hält das exerimentelle Ergebnis fürabsolut si
her.A. Einstein an M. Born; 1921Zum Verständnis der komplizierten elektromagnetis
hen Kräfte zwis
hen Elektronenund Atomen (z.B. in Festkörpern) einerseits, sowie zum tieferen Studium des Atombausandererseits untersu
ht man elektris
h geladene und/oder polarisierbare Teil
hen in be-kannten äuÿeren elektris
hen und magnetis
hen Feldern. Dank ihrer elektromagnetis
henEigens
haften (Ladung, Momente) reagieren Atome in 
harakteristis
her Weise auf an-gelegte Felder. Die Bes
hreibung eines äuÿeren elektromagnetis
hen Feldes ist eine Nä-herung, bei der vorausgesetzt wird, dass in dem betra
hteten System Teil
hen plus Felddie Rü
kwirkung der Teil
hen auf das Feld verna
hlässigt werden kann. Das ist für ma-kroskopis
he Felder, die von Spulen, Kondensatoren oder anderen elektromagnetis
henAnordnungen erzeugt werden, wenigstens dann zu erwarten, wenn die Zahl der Teil
hen,die si
h im Feld bewegen, ni
ht makroskopis
h ist. Wir müssen au
h annehmen, dass ei-ne klassis
he Bes
hreibung der der Feld-Freiheitsgrade mögli
h ist. In vielen praktis
henFällen ist dies eine sehr gute Näherung. Hier wirkt das Korrespondenzprinzip, da in ma-kroskopis
hen Feldern derart viele ho
h angeregte Quantenzustände enthalten sind, dassman von Interferenzphänomenen absehen kann. Eine strenge Begründung dieser Annahme204



10. Geladene Teil
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hen Feld 205muss von der Quantenelektrodynamik geliefert werden, in der die Potentiale und Feldstär-ke zu operatorwertigen Feldern werden.Wir betra
hten ein Teil
hen der Ladung e, das si
h in einem elektromagnetis
hen Feldbewegt, das dur
h ein skalares Potential ϕ und ein Vektorpotential A bes
hrieben wird.Diese Felder sind Funktionen von Raum und Zeit, wobei ein Raumpunkt die Stelle ist, ander das Teil
hen (dessen Rü
kwirkung auf das Feld verna
hlässigt wird) das Feld spürt.In der Quantentheorie ist aber der Ort ein Operator, der als Argument der Potentialeauftritt,
ϕ = ϕ(t, x ) und A = A(t, x ).Wie diese Gröÿen in den Hamilton-Operator einzubauen sind, ergibt si
h aus dem klas-sis
hen Hamilton-Formalismus. In der klassis
hen Me
hanik ist die Bewegung eines gela-denen Teil
hens mit Masse µ dur
h die Lösung der Lorentz-Glei
hung

µ
d2x
dt2

= e
(E (x , t) +

v
c
∧B(x , t)) . (10.1)mit vorgegebenen Anfangsbedingungen bestimmt. Diese Bewegungsglei
hung ist die Euler-Lagrange-Glei
hung zur Lagrangefunktion

L =
µ

2
v 2 +

e

c
vA− eϕ. (10.2)Aus den Potentialen können das magnetis
he und elektris
he Feld vermittelsB = ∇×A und E = −1

c

∂A
∂t

−∇ϕbere
hnet werden. Wie aus der Elektrodynamik bekannt, führen ei
häquivalente Poten-tiale zu denselben elektromagnetis
hen Feldern. Um die zugehörige Hamiltonfunktion zubere
hnen, benutzt man p =
∂L

∂v =⇒ µv = p − e

c
A ≡ π, (10.3)wobei wir neben dem ei
hvarianten kanonis
hen Impuls p den ei
hinvarianten kinetis
henImpuls π eingeführt haben. Es folgt nun

H =
1

2µ

(p − e

c
A)2

+ eϕ =
1

2µ
π2 + eϕ. (10.4)Der Hamilton-Operator hat dieselbe Form wie die Hamilton-Funktion, wobei p und x������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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h als Argument der Potentiale) als Operatoren aufgefasst werden. In Gegenwart einesMagnetfeldes kommutieren die Komponenten des kinetis
hen Impulses allerdings ni
ht,
[πi, πj ] =

[

pi −
e

c
Ai, pj −

e

c
Aj

]

=
ie~

c
Fij =

ie~

c
ǫijkBk, (10.5)im Gegensatz zu den Komponenten des kanonis
hen Impulses.Beim Übergang von der klassis
hen Hamiltonfunktion zum Hamilton-Operator gibt esMehrdeutigkeiten, wie sie s
hon früher im Abs
hnitt über Wellenme
hanik mit Kräftenbespro
hen wurden. Die in der klassis
hen Theorie identis
hen Ausrü
kep2 − 2

e

c
Ap +

e2

c2
A2 und p2 − e

c

(Ap + pA)
+
e2

c2
A2 (10.6)sind in der Quantentheorie vers
hiedene Operatoren, da im Allgemeinen p und A(t, x )ni
ht vertaus
hen. Diese sogenannte ordering ambiguity wird einges
hränkt, indem man

H = H† verlangt. Dies garantiert eine unitäre Zeitentwi
klung und s
hreibt die zweiteAlternative in (10.6) vor. In Kapitel 2 haben wir bereits allgemeine Eigens
haften derS
hrödingerglei
hung in beliebigen Ei
hfeldern (und krummlinigen Koordinaten) disku-tiert. Insbesondere haben wir gesehen, daÿ der S
hrödingers
he Erhaltungssatz gilt: DieWahrs
heinli
hkeitsdi
hte ρ = ψ†ψ und die Wahrs
heinli
hkeitsstromdi
htej =
1

2µ

(
ψ†πψ + (πψ)†ψ

) (10.7)erfüllen die Kontinuitätsglei
hung
∂

∂t
ρ+ ∇ · j = 0. (10.8)Mit ri
htigen Abfalleigens
haften oder Randbedingungen der Wellenfunktionen folgt dar-aus die Erhaltung für die Wahrs
heinli
hkeit, das Teil
hen irgendwo zu �nden.10.1 Elektronen im MagnetfeldUntersu
ht man die Bewegung eines geladenen Teil
hens im Magnetfeld, so ist es vorteil-haft die Weyl-Ei
hung ϕ=0 zu wählen, was immer mögli
h ist. In dieser Ei
hung ist Hin (10.4) proportional zum Quadrat des ei
hinvarianten kinetis
hen Impulses,
H =

1

2µ
π2. (10.9)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.1. Elektronen im Magnetfeld 207Um die Bewegungsglei
hungen im Heisenberg-Bild abzuleiten bere
hnen wirẋ =
i

~
[H, x ] =

1

µ
π (10.10)

π̇ =
i

~
[H,π]

(10.5)
=

e

2µc
(π ∧B −B ∧ π) , (10.11)wobei wir den Index H an den Operatoren im Heisenberg-Bild ni
ht explizit s
hreiben.Die beiden Beziehungen entspre
hen der klassis
hen Lorentz-Glei
hung im Magnetfeld.Allerdings erhalten wir hier einen symmetrisierten Ausdru
k für die Kraft, weil π und Bim Allgemeinen ni
ht vertaus
hen.Im Folgenden wollen wir die Bewegung eines Elektrons mit e=−e0 studieren. Weitersei das Magnetfeld B = Be homogen, d.h. seine Stärke B und seine Ri
htung e seienortsunabhängig. Dann vereinfa
hen si
h die Heisenbergs
hen Bewegungsglei
hungen wiefolgt,

µẋ = π und π̇ = ωce ∧ π (10.12)wobei die Zyklotronfrequenz
ωc [MHz] =

e0B

µc
∼ 2π · 2.8 × B [Gauss] (10.13)auftritt. Die zweite Bewegungsglei
hung in (10.12) besagt, daÿ π = µv mit der Umlauf-frequenz ωc um das Magnetfeld rotiert. Diese Glei
hung ist einfa
h zu integrieren,

π(t) = π0‖ − e ∧ (e ∧ π0) cosωct+ e ∧ π0 sinωct, (10.14)wobei π0 = π(0) den anfängli
hen kinetis
hen Impuls und π‖ =(e,π)π den kinetis
henImpuls in Ri
htung des Magnetfelds bezei
hnen. Die Ges
hwindigkeit v‖ = π‖/µ in Ri
h-tung des Magnetfeldes ist zeitunabhängig. Die Integration von ẋ = v führt auf folgendeZeitentwi
klung für den Ortsoperatorx (t) = X + v0‖t+
1

ωc
e ∧ (e ∧ v0) sinωct+

1

ωc
e ∧ v0 cosωct, (10.15)Der beiden letzten Terme auf der re
hten Seite hängen nur von der Anfangsges
hwindig-keit senkre
ht zum Magnetfeld ab. O�ensi
htli
h sind die Integrationskonstanten X dieS
hwerpunktskoordinaten in der Ebene senkre
ht zum Magnetfeld und die Anfangskoordi-nate in Ri
htung des Magnetfeldes. Mit dem Ortsoperator im Heisenberg-Bild dur
hläuftder mittlere Ort des Teil
hens eine Spiralbahn auf der Ober�ä
he des Zylinders mit Sym-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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hse in Ri
htung von B dur
h X mit Radius
r = |e ∧ 〈v0〉| /ωc. (10.16)Der Einfa
hheit halber legen wir nun das Magnetfeld in die 3-Ri
htung, B = (0, 0, B).Dann ist die Bewegung in diese Ri
htung die eines freien Teil
hens, da π3 mit demHamilton-Operator vertaus
ht. Es genügt daher im Folgenden die Bewegung in der zumMagnetfeld senkre
hten 12-Ebene zu betra
hten. Die Lösung (10.15) der Bewegungsglei-
hung in dieser Ebene lautetx⊥(t) = X⊥ +

1

µωc

(
sinωct cosωct

− cosωct sinωct

)

π⊥(0), x⊥ =

(
x1

x2

)

. (10.17)Da die S
hwerpunktskoordinaten X⊥ Bewegungskonstanten sind, ergibt die Auswertungdieser Glei
hung zur Zeit t=0X⊥ = x⊥(0) − 1

µωc

(
0 1

−1 0

)

π⊥(0). (10.18)Statt Orts- und Impulsoperatoren ist es hier nützli
h die hermites
hen Operatoren π⊥,X⊥zu benutzen. Deren Komponenten haben die Vertaus
hungsrelationen
[πi, πj] =

~

i
µωc ǫij , [Xi, Xj] = i~

ǫij
µωc

, [πi, Xj] = 0, i, j = 1, 2. (10.19)Die Bere
hnung des Kommutators zweier Operatoren im Heisenberg-Bild ist einfa
her,wenn diese zu glei
hen Zeiten auftreten. Selbst der Kommutator [xi(t), pj(t
′)] mit t 6= t′ist für viele Systeme s
hwierig zu bere
hnen. Deshalb ist au
h die Formel (10.18) hilfrei
hbei der Bere
hnung der Vertaus
hungrelationen (10.19).Nun sieht man explizit, dass der Hamilton-Operator für die Bewegung in der 12-Ebene,

H⊥ =
1

2µ

(
π2

1 + π2
2

)
, (10.20)mit den Operatoren der S
hwerpunktskoordinaten Xi vertaus
ht. Da π1 und π2 (bis aufeine Skalierung) dieselben Vertaus
hungsrelation wie die Position und der Impuls einesTeil
hens auf der Linie erfüllen, kann H als Hamilton-Operator eines harmonis
hen Oszil-lators interpretiert werden. Aber wegen der vorhandenen Bewegungskonstanten Xi wirddas Spektrum entartet sein.Nun können wir die von der Theorie des harmonis
hen Oszillators bekannten Verni
htungs-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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a =

1√
2µ~ωc

(
π1 − iπ2

)

a† =
1√

2µ~ωc

(
π1 + iπ2

)
, (10.21)wel
he die bekannten Kommutationsregeln [a, a†] = 1 erfüllen. Der Hamilton-Operatorfür ein Elektron im homogenen Magnetfeld s
hreibt si
h dann gemäÿ

H⊥ = ~ωc

(
a†a + 1

2

)
. (10.22)Die Energieeigenwerte von H⊥ sind die Landau-Niveaus,

En = ~ωc

(

n +
1

2

)

, (10.23)die eine wi
htige Rolle in der Festkörperphysik spielen, zum Beispiel beim Verständnisdes Quanten-Hall-E�ekts. Der Erzeugungsoperator a† erhöht die Energie um ein Quant
~ωc und a erniedrigt sie um denselben Betrag.Um die explizite Form der Energie-Eigenfunktionen

|n〉 =
1√
n!
a†n|0〉 , a|0〉 = 0 (10.24)in der Ortsdarstellung, ψn(x⊥)=〈x⊥|n〉, zu �nden, brau
hen wir die explizite Form von aund a† in dieser Darstellung. Da einerseits

π1 =
~

i
∂1 −

µωc

2
x2 und π2 =

~

i
∂2 +

µωc

2
x1gilt und andererseits die a, a† komplexe Linearkombinationen der kinetis
hen Impulse sind,treten die komplexen Operatoren

z =
1√
2

(x1 + ix2) resp. ∂z =
1√
2

(∂1 − i∂2)auf. Eine kurze Re
hnung ergibt folgende Darstellung für a und a†:
a =

1

2ir0

(
z̄ + 2r2

0∂z

) , a† =
i

2r0

(
z − 2r2

0∂̄z

)
, wobei r0 =

√

~

µωc
(10.25)die magnetis
he Länge bezei
hnet. Der Grundzustand (10.24) hat damit in der Ortsdar-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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ψ0(z, z̄) = e−zz̄/2r2

0f(z̄) (10.26)und ist ho
hgradig entartet. Die angeregten Zustände können nun gemäÿ (10.24) mit Hilfedes Operators a† aus dem Grundzustand erzeugt werden. Die ho
hgradige Entartungder Energie-Eigenzustände deutet darauf hin, dass es neben der Energie no
h weitereverträgli
he Observablen gibt, die den Zustand des Elektrons festlegen. Eine davon wirdeine Funktion der Bewegungskonstante X⊥ sein.Da die Komponenten X1 und X2 ni
ht vertaus
hen, können wir den S
hwerpunkt ni
hts
harf ma
hen. Aber wir können den quadrierten Abstand des Bahns
hwerpunktes vomUrsprung festlegen,
X2 = X2

1 +X2
2 = 2b†b+ r2

0, (10.27)wobei wir die dimensionsbehafteten neuen Erzeugungs-und Verni
htungsoperatoren
b =

1√
2

(X1 + iX2) =
z

2
+ r2

0∂̄z

b† =
1√
2

(X1 − iX2) =
z̄

2
− r2

0∂z (10.28)eingeführt haben. Diese erfüllen die vertraute Vertaus
hungsrelation
[b, b†] = r2

0. (10.29)Da die S
hwerpunktskoordinaten mit den kinetis
hen Impulsen vertaus
hen, kommutie-ren b, b† mit a, a†. Der kleinste Wert des S
hwerpunktsradius ist wegen (10.27) glei
hder magnetis
hen Länge r0 und die entspre
hende Eigenfunktion muss von b annihiliertwerden,
b ψn ∼ b a†nψ0 = a†nbψ0 = a†ne−zz̄/2r2

0 r2
0 ∂̄zf(z̄) = 0.Also ist f konstant und der normierte Grundzustand mit minimalem X 2

⊥=r2
0 glei
h

ψ0,0 =
1√

2π r0
e−r2/4r2

0 . (10.30)
������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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hen Feld 10.2. Wassersto�atom im Magnetfeld 211Die angeregten Zustände mit Energie En =~ωc(n + 1
2
) und X 2

⊥=r2
0 lauten

ψn,0 =
1√
n!
a†nψ0,0 =

1√
n!

(
iz

r0

)n

ψ0,0. (10.31)Auf diese Zustände können wir nun wiederholt mit b† wirken und erhalten,
ψn,m =

1

rm
0

√
m!

b†m ψn,0.Die Quantenzahl n = 0, 1, 2, . . . 
harakterisiert die Energie und die Quantenzahl m =

0, 1, 2, . . . den Abstand des S
hwerpunktes vom Ursprung,
H|mn〉 = ~ωc(n + 1

2
)|mn〉X 2

⊥|mn〉 = r2
0(2m+ 1)|mn〉. (10.32)Diese Zustände haben die Form

ψn,m = Pn,m(z, z̄)e−r2/4r2

0 ,wobei Pn,m ein Polynom der Ordnung n in z und der Ordnung m in z̄ ist.10.2 Wassersto�atom im MagnetfeldDie Einwirkung eines überlagerten Magnetfeldes auf die Bewegung der Atomelektronenbildet die Grundlage für ein Verständnis des Zeeman-E�ektes und des Diamagnetismus.Wir betra
hten hier das einfa
he Wassersto�atom im äuÿeren Magnetfeld und bere
hnendie Eigenwerte und Eigenfunktionen des 1-Elektron Hamilton-Operators
H =

1

2µ

(p − e

c
A)2

+ ϕ(r)

= − ~
2

2µ

(

∇− ie

~c
A)2

+ ϕ(r)

= − ~
2

2µ
△ +

ie~

2µc
(∇ ·A) +

ie~

µc
A · ∇ +

e2

2µc2
A2 + ϕ(r). (10.33)Hier bes
hreibt A das äuÿere Magnetfeld und ϕ das Coulomb-Feld des Atomkerns. Wirwollen annehmen, das Magnetfeld sei in einer Umgebung von mehreren Angstrøm um denAtomkern annähernd konstant. Ohne groÿe Fehler dürfen wir dann das Magnetfeld dur
h������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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hen Feld 10.2. Wassersto�atom im Magnetfeld 212ein konstantes Feld B ersetzen. Für ein homogenes Magnetfeld wählen wir das PotentialA =
1

2
B ∧ x =⇒ ∇∧A = B = Be = konstant, (10.34)so daÿ für ein in die 3-Ri
htung zeigendes Magnetfeld die feldabhängigen Terme in (10.33)folgende Form annehmen,

∇ ·A =
1

2
∂iǫijkBjxk =

1

2
ǫijiBj = 0A · ∇ =

1

2
ǫijkBjxk∂i =

i

2~
B · LA2 =

1

4
(B ∧ x )2 =

1

4

(x 2B2 − (x ·B)2
)

=
1

4
B2

(
x2 + y2

)
.Damit lautet der Hamilton-Operator

H = − ~
2

2µ
△− e

2µc
B · L+

e2B2

8µc2
(
x2 + y2

)
+ ϕ(r). (10.35)Der zweite Term ∼ B · L liefert einen Beitrag zum Paramagnetismus, der dritte Termzum Diamagnetismus. Das Verhältnis des paramagnetis
hen Terms zur Coulomb-Energieist

(−e/2µc)〈L3〉B
e2/a

∼ (−e/2µc)~B
e2/a

=
α

2

B

e0/a2
= 2 × 10−10 · B(Gauss) (10.36)und deshalb stört für irdis
he Magnetfelder (demnä
hst 45 Tesla = 4.5 × 105·Gauss amNational High Magneti
 Field Laboratory in Tallahassee, Florida) der paramagnetis
heTerm das Wassersto�atom nur sehr wenig. Wir haben den Bohrs
hen Radius a und dieSommerfelds
he Feinstrukturkonstante α benutzt,

a =
~

2

µe20
∼ 5.3 · 10−9
m und α =

e2

~c
∼ 1/137.Für ein nur lei
ht gestörtes Atom ist

〈x2 + y2〉 ∼ a2und das Verhältnis des diamagnetis
hen zum paramagnetis
hen Anteil etwa
(e2/8µc2)〈x2 + y2〉B2

−(e/2µc)〈L3〉B
∼ e0

4c

a2B2

~B
=
α

4

B

e0/a2
= 1.1 × 10−10 · B(Gauss). (10.37)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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hen Feld 10.2. Wassersto�atom im Magnetfeld 213Unter Laborbedingungen sind diamagnetis
he E�ekte also sehr viel kleiner als paramagne-tis
he E�ekte. Aber auf der Ober�ä
he von Neutronensternen sollten Magnetfeldstärkenvon bis zu 1012 Gauss vorhanden sein. Diese Stärke folgt theoretis
h aus der magneti-s
hen Fluÿerhaltung und wurde au
h beoba
htet (magnetis
he Bremsung der Rotation,Zyklotron Resonanz Linien ∼ Bs).Falls wir nun den diamagnetis
hen Term verna
hlässigen und B in die 3-Ri
htunglegen, dann ist
H = Hc −

e

2µc
BL3, wobei Hc = − ~

2

2µ
△− e2/r (10.38)der Coulomb-Hamilton-Operator ist, dessen Eigenfunktionen |Eℓm〉 wir im Ortsraumexplizit kennen. O�ensi
htli
h gilt

H|Eℓm〉 =

(

−Ry
n2

+ µBBm

)

|Eℓm〉 =

(

−Ry
n2

+ ~ωLm

)

|Eℓm〉, (10.39)wobei die Gröÿen
µB =

e0~

2µc
und ωL =

e0B

2µc
(10.40)das Bohrs
he Magneton und die Larmor-Präzession bezei
hnen und

µB B = 13.6 eV× 4 × 10−10 · B(Gauss)ist. Deshalb sind die Coulomb-Wellenfunktionen au
h Eigenfunktionen von H mit denEnergieeigenwerten
Enℓm = −Ry

n2
+ µBBm. (10.41)Die Zustände mit und ohne Magnetfeld unters
heiden si
h nur dur
h den Wert der Ener-gien, ni
ht dur
h die Form der Eigenfunktionen. Die äquidistante Aufspaltung, wel
hedie 2ℓ+ 1-fa
he Entartung aufhebt und unabhängig von ℓ ist, wird der normale Zeeman-E�ekt genannt. Für Magnetfelder der Stärke 1T∼ 104 Gauss ist die Aufspaltung von etwa

∼ 10−4 eV spektroskopis
h lei
ht au�ösbar und man �ndet im Magnetfeld au
h eine Auf-spaltung der Wassersto�inien. Allerdings ni
ht die dem normalen Zeeman-E�ekt (10.41)entspre
hende Aufspaltung. Atome mit einer ungeraden Anzahl Elektronen haben Linien-aufspaltungen die eher einer halbganzen magnetis
hen Quantenzahl m entspre
hen. Fürden Grundzustand mit ℓ=0 sollte si
h na
h der obigen Re
hnung die Energie im Magnet-feld ni
ht ändern. Au
h dies widerspri
ht dem Experiment. Zum Beispiel �ndet man eine������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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Abbildung 10.1: Die Aufspaltung der Energieniveaus dur
h den normalen Zeeman-E�ektohne Spinterm.Aufspaltung der Grundzustandsenergie des Wassersto�atoms in zwei Energieniveaus.10.3 Der Spin des ElektronsElektronen, Muonen, Protonen, Neutronen, Neutrinos und die Λ, Σ oder Ξ Teil
hen habenalle einen inneren Drehimpuls. Die experimentellen Na
hweise für die Existenz dieses Spinssind zahlrei
h1 und sind für viele bedeutende physikalis
he Phänomene verantwortli
h.Zum Beispiel können die magnetis
hen Eigens
haften der ferromagnetis
hen Metalle nurunter Berü
ksi
htigung des Elektronenspins erklärt werden.Misst man die Komponente des Elektronenspins in irgend eine Ri
htung, so �ndetman nur die beiden Werte ±~/2. Der Spin wird dur
h einen hermites
hen Vektoropera-tor s=(s1, s2, s3) bes
hrieben, dessen Komponenten die Drehimpuls-Vertaus
hungsregelnerfüllen,
[si, sj ] = i~ǫijksk. (10.42)Die Aussage, dass der Spin in eine beliebige Ri
htung n nur die beiden Werte ±~/21Man erinnere si
h an den berühmten Stern-Gerla
h Versu
h.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.3. Der Spin des Elektrons 215annehmen kann bedeutet, daÿ n · s nur diese beiden Eigenwerte besitzt. Wir bezei
hnendie entspre
henden orthonormalen Eigenzustände mit |n↑〉 und |n↓〉:
(n · s)|n↑〉 =

~

2
|n↑〉 und (n · s)|n↓〉 = −~

2
|n↓〉.Jeder Zustandsvektor kann na
h den beiden Spineigenzuständen entwi
kelt werden,

ψ(x) = ψ↑(x )|n↑〉 + ψ↓(x )|n↓〉. (10.43)Dabei ist der Entwi
klungskoe�zient ψ↑(x ) die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude dafür, dasTeil
hen am Ort x mit Spin ~

2
in die n-Ri
htung zu �nden und ψ↓(x ) die Amplitudedafür, das Teil
hen bei x mit Spin −~

2
in die n-Ri
htung zu �nden. Entspre
hend ist

|ψ↑(x )|2 + |ψ↓(x )|2 = ψ†(x )ψ(x )die Wahrs
heinli
hkeit dafür, das Teil
hen am Ort x zu �nden.Wir wählen als Referenzri
htung die 3-Ri
htung. In der Basis mit diagonalem s3 gilt
s3 =

~

2
σ3 =

~

2

(
1 0

0 −1

)und entspre
hend hat die Wellenfunktion im Ortsraum die Darstellung
ψ(x ) =

(
ψ↑(x )

ψ↓(x )

)

∈ C 2. (10.44)Die Wellenfunktion eines (ni
htrelativistis
hen) Elektrons hat also 2 Komponenten undliegt im Hilbertraum H=L2(R 3) ⊗ C 2 mit Skalarprodukt
〈φ|ψ〉 =

∫

d3x
(
φ∗
↑(x )ψ↑(x ) + φ∗

↓(x )ψ↓(x )
)

=

∫

d3xφ†(x )ψ(x ). (10.45)Die Vertaus
hungsregeln und die Wahl s3 =~σ3/2 legen die Darstellung der anderen zweiSpinoperatoren bis auf eine Phase fest. Man �ndets =
~

2
σ mit σ1 =

(
0 1

1 0

)

, σ2 =

(
0 −i
i 0

)

, σ3 =

(
1 0

0 −1

)

. (10.46)Diese hier auftretenden Pauli-Matrizen σi erfüllen die Relationen
σiσj = δij + iǫijkσk =⇒ [σi, σj] = 2iǫijkσk. (10.47)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.3. Der Spin des Elektrons 216Für das weitere Vorgehen ist es angebra
ht die wi
htigsten Eigens
haften der Pauli-Matrizen in Erinnerung zu rufen. Jede hermites
he und spurlose Matrix A ist eine reelleLinearkombination der drei hermites
hen und spurlosen Pauli-Matrizen,
A =

(
a3 a1 − ia2

a1 + ia2 −a3

)

=
3∑

i=1

aiσi = a · σ, a ∈ R 3.Es gelten die Relationen
detA = −a2 und AB = a · b + i(a ∧ b) · σ, (10.48)wobei B=b · σ eine zweite hermites
he und spurlose Matrix ist. Für jede zweidimensio-nale unitäre Matrix U ist wegen U † = U−1 mit A au
h die konjugierte Matrix UAU−1hermites
h und spurlos, da si
h die Spur unter zyklis
her Vertaus
hung der Argumenteni
ht ändert. Also gilt für jedes U ∈ SU(2)

U(a · σ)U−1 = b · σ,wobei b ∈ R 3 linear von a abhängt. Da die Determinante unter Ähnli
hkeitstransforma-tionen A→ UAU−1 ni
ht ändert, folgt sofort
deta · σ = det b · σ,oder mit der ersten Identität in (10.48), dass die lineare Abbildung a −→ b die Längeerhält und deshalb eine Drehung im dreidimensionalen Raum sein muss,b = R(U)a , R(U) ∈ SO(3). (10.49)Weiterhin ist die Abbildung

SU(2) ∋ U −→ R(U) ∈ SO(3)

U(a · σ)U−1 = (R(U)a) · σ (10.50)eine Darstellung der zweidimensionalen unitären Matrizen als Drehungen im R 3. Es geltendie wi
htigen Darstellungseigens
haften R(12) = 13 und R(U1U2) = R(U1)R(U2). DerBeweis der ersten Eigens
haft ist o�ensi
htli
h und derjenige der zweiten einfa
h:
(R(U1U2)a) · σ = (U1U2)a · σ (U1U2)

−1 = U1

(
U2a · σU−1

2

)
U−1

1

= U1 (R(U2)a · σ)U−1
1 = R(U1)R(U2)a · σ,������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.3. Der Spin des Elektrons 217Die folgende nützli
he Formel gibt einen expliziten ni
htlinearen Zusammenhang zwis
henden Elementen von SU(2) und denjenigen von SO(3),
U(e, θ) = e−ie ·s θ/~ =⇒ R (U(e, θ)) = ee ·Ω θ = R(e, θ). (10.51)Na
h diesen Vorbereitungen ist der Zusammenhang zwis
hen Drehungen im Raum undDrehungen des Spins s
hnell hergestellt. Wir werden dazu die Eigenzustände von n ·s mitdenjenigen vonm ·s in Verbindung bringen. Es seien also |n↑〉 und |m↑〉 die Eigenzuständeder Spinoperatoren in Ri
htung von n und m ,
(n · s)|n↑〉 = 1

2
~ |n↑〉 und (m · s)|m↑〉 = 1

2
~ |m↑〉 (10.52)Die Einheitsvektoren n und m können mit einer Drehung R verbunden werden, m=Rn .Transformieren wir beide Seiten der ersten Eigenwertglei
hung mit einer unitären Matrix

U und benutzen (10.50), so folgt mit s = 1
2
~σ

Un · s U−1U
︸ ︷︷ ︸1 |n↑〉 = R(U)n

︸ ︷︷ ︸m ·s U |n↑〉 = (m · s)U |n↑〉 = 1
2
~U |n↑〉.Also ist U |n↑〉 der gesu
hte Eigenzustand |m↑〉 des Spins in Ri
htung von m = Rn .Analog ist U |n↓〉 der Eigenzustand |m↓〉 von s in Ri
htung m . Wir folgern, dass bei einerRaumdrehung die Wellenfunktion eines Spin-1

2
Teil
hens mit U �dreht�,

(Γ(U)ψ) (x ) = U ψ
(
R−1(U)x)

, (10.53)wobei R(U) die oben de�nierte Darstellung SU(2) → SO(3) ist. Wie man lei
ht na
h-re
hnet hat die Abbildung U −→ Γ(U) ebenfalls die Darstellungseigens
haft
Γ(U1U2) = Γ(U1)Γ(U2), Γ(12) = 1H. (10.54)Wegen der Erhaltung des Skalarprodukts,

〈Γ(U)ψ|Γ(U)φ〉 =

∫

ψ†
(
R−1x)

U †Uφ
(
R−1x)

d3x = 〈ψ|φ〉, (10.55)ist es eine unitäre Darstellung der quantenme
hanis
hen Drehgruppe SU(2) auf dem Hil-bertraum H=L2(R 3) ⊗ C 2 des ni
htrelativistis
hen Elektrons.
������������A. Wipf, Quantenme
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10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.3. Der Spin des Elektrons 218Für Drehungen um die dritte A
hse mit Winkel θ sind
U(e3, θ) =

(
e−iθ/2 0

0 eiθ/2

) und R(e3, θ) =





cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1



 . (10.56)Drehen wir das Bezugssystem einmal um die dritte A
hse, dann ändert wegen R(e3, 2π)=13 und U(e3, 2π)=−12 die zweikomponentige Wellenfunktion (10.53) das Vorzei
hen,
(
Γ(2π−Drehung um eine A
hse)ψ)

(x ) = −ψ(x ).Wir fassen zusammen: Die Wellenfunktion des Elektrons muss gegenüber der eines spin-losen Teil
hens dur
h eine zusätzli
he Spinkoordinate s mit den zwei mögli
hen Werten
±1

2
ergänzt werden. Wählen wir den Eigenwert von s3 in (10.46), dann ist

ψ(x ) = ψ↑(x )| ↑〉 + ψ↓(x )| ↓〉 =

(
ψ↑(x )

ψ↓(x )

)

.Bei einer Drehung mis
hen die Koe�zientenfunktionen von ψ gemäÿ (10.53). Insbesonderewe
hselt die Wellenfunktion bei einer Drehung um 2π das Vorzei
hen.Der Gesamtdrehimpuls: Wir folgen hier der Vorgehensweise im Kapitel über Sym-metrien und setzen
(
Γ
(
U(e, θ))ψ)

(x ) =
(
e−iθJe/~ψ

)
(x ). (10.57)Für ein spinloses Teil
hen ist Je der Bahndrehimpuls in Ri
htung e und wir erwartendeshalb, dass für ein Teil
hen mit Spin der hermites
he Operator Je der Gesamtdrehimpulsin Ri
htung e sein wird. Wir setzen in (10.53) die explizite Darstellung (10.51) ein und�nden

Je = i~
d

dθ

(
U(e, θ)ψ(

R−1(e, θ)x)) ∣
∣
θ=0

= e · s + e · L.Im letzten S
hritt ma
hten wir von (8.48) Gebrau
h. Die Drehungen der Wellenfunktioneines Spin 1
2
-Teil
hens um die A
hse e werden dur
h den Operator Je = e · J erzeugt,wobei J die Summe von Bahndrehimpuls und Spin des Teil
hens ist,J = L+ s (10.58)Da Γ(U) eine Darstellung von SU(2) ist, müssen die Komponenten Ji des Gesamtdrehim-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.4. Magnetis
he Momente 219pulses J die übli
hen Drehimpuls-Vertaus
hungsregeln erfüllen,
[Ji, Jj ] = i~ǫijkJk. (10.59)Dies folgt natürli
h sofort aus der Tatsa
he das die Li und si diese Kommutationrelationenerfüllen und die Li mit den sj vertaus
hen. Die Formeln für spinlose Teil
hen verallge-meinern si
h auf Teil
hen mit Spin, wenn wir jeweils den Bahndrehimpuls L dur
h denGesamtdrehimpuls J ersetzen. Vektoroperatoren sind nun bezügli
h J de�niert. ZumBeispiel ist

(
Γ(U−1)sΓ(U)ψ

)
(x ) =

(
U−1sU)

ψ(x )
(10.50)

= (R(U)s)ψ(x )woraus folgt
Γ(U−1)sΓ(U) = R(U)s (10.60)und deshalb ist s wie erwartet ein Vektoroperator. Weitere Vektoroperatoren sind zumBeispiel x ,p,L und J . Folgli
h sind x · s, p · s, x · p oder J · J skalare Operatoren, diemit J vertaus
hen.10.4 Magnetis
he MomenteEin klassis
hes Teil
hen mit Ladung e, Masse µ und Bahndrehimpuls L hat ein mit derBahnbewegung einhergehendes magnetis
hes Moment (siehe (10.35))

µBahn =
e

2µc
L.Wie wir gesehen haben, gilt dies au
h in der Quantenme
hanik. Das mit dem Spin einesTeil
hens assoziierte magnetis
he Moment hat die Form

µSpin =
e

2µc
g s, (10.61)wobei g der sogenannte Lande-Faktor ist. Die Lande-Faktoren für das Elektron, Protonund Neutron sind etwa

ge = 2, gp = 5.59, gn = −3.83, (10.62)wobei beim Neutron die positive Ladung des Protons in die Formel (10.61) eingesetztwird. Wegen seiner negativen Ladung hat das Elektron ein dem Spin entgegengeri
htetes������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.4. Magnetis
he Momente 220Moment. Da das Proton etwa 1836-mal s
hwerer als das Elektron ist, ist sein magnetis
hesMoment etwa 1000-mal kleiner als dasjenige des Elektrons. Das magnetis
he Moment desElektrons ist doppelt so groÿ wie man klassis
h erwarten würde, und der Lande-Faktor
g = 2 ers
hwert eine naive Erklärung des magnetis
hen Moments dur
h eine Eigenrota-tion; denn für diese bekommt man bei Proportionalität von Massen- und Ladungsdi
hteden Faktor 1. Der ungewöhnli
he Faktor ge =2 gestattet jedo
h eine Deutung der magne-tome
hanis
hen Anomalie der Ferromagneten beim Einstein-de Haas-E�ekt. Da bei ihmder Faktor g=2 experimentell gefunden wurde, muss man annehmen, daÿ der Ferroma-gnetismus ni
ht von den Bahn-, sondern von den Spin-Momenten herrührt. Übrigens, dieeinzigen mir bekannten �klassis
hen� Objekte, die g= 2 haben, sind geladene rotierendes
hwarze Lö
her.Die Energie eines magnetis
hen Momentes in einem Magnetfeld ist−B ·µ, und deshalbist der Hamilton-Operator eines geladenen Teil
hens mit Spin und Lande-Faktor g glei
h

H =
1

2µ
π2 −B · µspin + ϕ(x ) =

1

2µ
π2 − eg

2µc
B · s + ϕ(x ). (10.63)Bea
hte, dass der Hamilton-Operator auf 2-komponentige Wellenfunktionen im Hilber-traum H = L2(R 3) ⊗ C 2 wirkt. Die zeitabhängige S
hrödingerglei
hung

i~
∂

∂t

(
ψ↑

ψ↓

)

=

((
1

2µ
π2 + ϕ(x )

) 12 −
eg

2µc
B · s) (

ψ↑

ψ↓

)

, (10.64)heiÿt Pauli-Glei
hung und sie bestimmt die zeitli
he Entwi
klung eines Zustandvektors.Für konstante Magnetfelder vereinfa
ht si
h der Hamilton-Operator (10.63) für einTeil
hen mit Spin im äuÿeren Feld bei Verna
hlässigung des diamagnetis
hen E�ektes zu
H = H0 −

e

2µc
B · (L+ gs) . (10.65)Wir legen das Magnetfeld wieder in die 3-Ri
htung, so dass H nur die 3-Komponentendes Bahndrehimpulses und Spin enthält. Wir können nun L2, L3, s3 glei
hzeitig diago-nalisieren, da diese untereinander und mit H kommutieren. Die Eigenwerte von s3 sind

±1
2
~:

s3

(
ψ↑

0

)

=
~

2

(
ψ↑

0

) , s3

(
0

ψ↓

)

= −~

2

(
0

ψ↓

)

.Wählen wir für ψ↑ und ψ↓ die Eigenfunktionen des Wassersto�atoms, so �nden wir
H|nℓms3〉 = Enℓms3

|nℓms3〉 , Enℓms3
= −Ry

n2
+ µBB

(
m+ gs3/~

)
, (10.66)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.5. Spinpräzession 221mit s3 = 1
2
für ψ↑ und s3 =−1

2
für ψ↓. Wegen g ≈ 2 ist jeder m-Eigenwert jetzt doppeltaufgespalten. Die Energie ändert si
h abhängig von der Ri
htung des Elektronenspins.Zum Beispiel, für ℓ=1 �ndet man 6 Zustände statt 3 wie es ohne Spin wären. Allerdingsm

2p

3d

5
36Ry

−1

0

1

−2

−1
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Abbildung 10.2: Die Aufspaltung der Energieniveaus dur
h den Pas
hen-Ba
k-E�ekt.haben die Zustände mit (m, s3) = (1,−1
2
) und (−1, 1

2
) dieselbe Energie, so dass man nur

5 vers
hiedene Energieniveaus �ndet, wie in der Abbildung (10.2) angedeutet.Damit man das eben bespro
hene Level-S
hema beoba
htet, muss die We
hselwirkungmit dem B Feld stärker als die Spin-Bahn Kopplung sein, einem relativistis
hen E�ekt,den wir später bespre
hen werden. Das heiÿt, die magnetis
hen Felder müssen genügendgroÿ sein, B ≥ 105 Gauss. Ist die magnetis
he We
hselwirkung mit dem äuÿeren Feldstärker als die Spin-Bahn-We
hselwirkung wie in (10.65) angenommen, dann heiÿt dieeinfa
he Aufspaltung (10.66) Pas
hen-Ba
k-E�ekt.10.5 SpinpräzessionAls nä
hstes bespre
hen wir die Spinpräzession im Magnetfeld. Der Hamilton-Operatoreines Spins im homogenen B -Feld, bei Verna
hlässigung der Bahnbewegung, lautet
Hspin = − eg

2µc
B · s. (10.67)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.5. Spinpräzession 222Im Heisenberg-Bild folgt die Spinbewegung aus der Heisenberg-Glei
hung für den Spin-operator,
dsi

dt
=
i

~
[Hspin, si] = − i

~

eg

2µc
[Bjsj, si] =

eg

2µc
ǫjikBjskbeziehungsweise aus

ds
dt

= − eg

2µc
B ∧ s = −egB

2µc
e ∧ s, B = Be. (10.68)Auf der re
hten Seite steht eine in�nitesimale Drehung um die Magnetfelda
hse e. Deshalbergibt die Zeitintegrations(t) = R(e,−ω0t)s(0), mit Kreisfrequenz ω0 =

geB

2µc
= −g

2
ωc (10.69)Für Elektronen und Muonen ist g ∼ 2 und deshalb ω0 dem Betrage na
h beinahe glei
hder Zyklotronfrequenz. Für ein Magnetfeld in 3-Ri
htung ist

R
(e3,

1
2
gωct

)
=





cos(1
2
gωct) − sin(1

2
gωct) 0

sin(1
2
gωct) cos(1

2
gωct) 0

0 0 1



 .Zeigt der Elektronenspin zur Zeit t=0 in 1-Ri
htung,
〈S1(0)〉 =

~

2
, 〈S2(0)〉 = 〈S3(0)〉 = 0.dann ergibt si
h folgende Zeitentwi
klung für die mittleren Spinkomponenten

〈S1(t)〉 =
~

2
cos

(
1
2
gωct

) , 〈S2(t)〉 =
~

2
sin

(
1
2
gωct

) , 〈S3(t)〉 = 0. (10.70)Der Erwartungwert dreht also für die negativ geladenen Elektronen und Muonen im po-sitiven Sinn in der 12 Ebene.Dieser E�ekt wird nun ausgenutzt, um das magnetis
he Moment des Myons
(1.001165924± 0.000000009)

e~

2mµcüber den s
hwa
hen Zerfall des Myons in ein Elektron und ein Neutrinopaar,
µ −→ e+ νµ + ν̄e,������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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hen im elektromagnetis
hen Feld 10.6. Lie Gruppen und Algebren 223präzise zu bestimmen.
B

−S ‖ vµ− Sv e−

−S ‖−vµ−

S
v e−

Abbildung 10.3: Bestimmung des anomalen magnetis
hen Moments von Muonen.Dazu präpariert man einen Strahl spinpolarisierter Muonen mit einer ihrer Ges
hwin-digkeit entgegengesetzten Polarisation und s
hieÿt diesen in ein Gebiet mit konstantemMagnetfeld. Die Elektronen werden (im S
hwerpunktsystem) bei dem Zerfall vorwiegendin die dem Spin der Muonen entgegengesetzte Ri
htung emittiert, wie in Abbildung (10.3)gezeigt. Wegen s⊥(t) =

(
cos(1

2
gωct) − sin(1

2
gωct)

sin(1
2
gωct) cos(1

2
gωct)

) s⊥(0)und v⊥(t) =

(
cos(ωct) − sin(ωct)

sin(ωct) cos(ωct)

) v⊥(0)würden die Elektronen immer in Strahlri
htung emittiert, falls der Lande-Faktor der Muo-nen genau 2 wäre. Deshalb ist der Winkel zwis
hen demMuonenstrahl und den emittiertenElektronen ein direktes Maÿ für g−2 der Muonen.10.6 Lie Gruppen und AlgebrenWir haben s
hon gesehen, dass Symmetrien in der Quantenme
hanik und allgemeiner inder Physik eine herausragende Bedeutung haben. Wir wollen deshalb die dabei immer������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.6. Lie Gruppen und Algebren 224wieder auftretenden Darstellungen von Symmetriegruppen etwas näher untersu
hen. Seialso G eine Lie-Gruppe. Die Elemente g ∈ G könnten z.B. Vers
hiebungen, Drehungenim Raum, quantenme
hanis
he Drehungen von Spinoren oder Lorentz-Transformationensein. Sei g(s) eine Kurve in G wel
he für s = 0 dur
h die Identität geht, g(0) = e. DieLie-Algebra G der Gruppe G enthält alle mögli
hen in�nitesimalen Erzeugenden
A =

d

ds
g(s)

∣
∣
s=0

= ġ(0). (10.71)Zum Beispiel, für Drehungen im Raum ist Rt(s)R(s) = 13 und damit
d

ds

(
Rt(s)R(s)

) ∣
∣
s=0

= Ṙt(0) + Ṙ(0) ≡ Ωt + Ω = 0.Die in�nitesimalen Erzeugenden von SO(3) sind also die s
hiefsymmetris
hen reellen Ma-trizen. Wegen
d

ds
(g1(α1s)g2(α2s))

∣
∣
s=0

= α1ġ1(0) + α2ġ2(0) = α1A1 + α2A2ist G ein linearer Raum. Da mit g2(s) au
h die konjugierte Kurve g1g2(s)g
−1
1 für s = 0dur
h die Gruppenidentität geht, ist mit A2 au
h

d

ds

(
g1g2(s)g

−1
1

) ∣
∣
s=0

= g1A2g
−1
1Element der Lie-Algebra. Die Abbildung A −→ gAg−1 heiÿt adjungierte Darstellung,wel
he immer existiert. Da G ein Vektorraum ist, muss

d

ds

(
g1(s)A2g

−1
1 (s)

) ∣
∣
s=0

= [A1, A2]ebenfalls in G liegen. Damit ist G ein Vektorraum mit antisymmetris
hem Produkt, demsogenannten Kommutator,
Ai ∈ G −→ α1A1 + α2A2 ∈ G, [A1, A2] = −[A2, A1] ∈ G. (10.72)Damit ist G eine Lie-Algebra. Wählen wir darin eine Basis Ai, so de�nieren die Kommu-tatoren der Basiselemente die Strukturkonstanten

[Ai, Aj] = fijkAk (10.73)
������������A. Wipf, Quantenme
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10. Geladene Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld 10.6. Lie Gruppen und Algebren 225Für einparametrige Untergruppen, für die g(s1 + s2) = g(s1)g(s2) gilt, folgt nun
d

ds
g(s) =

d

dǫ
g(ǫ+ s)

∣
∣
ǫ=0

=
d

dǫ
g(ǫ)

∣
∣
ǫ=0
g(s) = Ag(s)oder na
h Integration bezügli
h s mit der Anfangsbedingung g(0)=e die Lösung

g(s) = esA. (10.74)Die Abbildung A → g(s) ist die Exponentialabbildung. Es sei nun ein quantenme
ha-nis
her �Zustand� |ψ〉 gegeben. Die mögli
hen Symmetrien bilden eine Gruppe G undder mit g ∈ G transformierte Zustand sei Γ(g)|ψ〉. Na
h dem Wigners
hen Satz müssenSymmetrietransformationen Γ(g) (anti)linear und (anti)unitär sein,
〈Γ(g)φ|Γ(g)ψ〉 = 〈φ|ψ〉, (10.75)und G stark-stetig darstellen,

Γ(e) = 1H, Γ(g1g2) = Γ(g1)Γ(g2). (10.76)Deshalb ist die Zuordnung
G ∋ g −→ Γ(g) ∈ B(H)eine (stark stetige) unitäre Darstellung der Gruppe G auf dem Hilbertraum.Wie werden nun die in�nitesimalen Symmetrietransformationen dargestellt? Die in-�nitesimale Transformation zu g(s) ist A in (10.71). Entspre
hend ist die in�nitesimaleTransformation zu Γ(g(s)) mit g(s) = exp(sA) glei
h
d

ds
Γ

(
esA

) ∣
∣
s=0

≡ Γ∗

(
A

)
. (10.77)Da die Operatoren Γ(g) unitär sind, gilt für jede Kurve g(s) in der Gruppe

Γ (g(s)) Γ† (g(s)) = 1H.Die Ableitung dieser Identität na
h s an der Stelle s=0 ergibt dann
Γ∗

(
A

)
+ Γ†

∗

(
A

)
= 0, (10.78)was bedeutet, dass die in�nitesimalen Erzeugenden Γ∗(A) antihermites
h sind. Genausowie jedes A eine einparametrige Untergruppe erzeugt, siehe (10.74), erzeugt jede (antiher-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I
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he) Erzeugende Γ∗(A) eine einparametrige Gruppe von unitären Operatoren. MitHilfe der Darstellungseigens
haft (10.76) ergibt si
h
d

ds
Γ

(
esA

) s→ǫ+s
=

d

dǫ
Γ

(
eǫA

) ∣
∣
ǫ=0

Γ
(
esA

)
= Γ∗(A) Γ(esA)woraus na
h einer Integration bezügli
h s folgt, dass

Γ
(
esA

)
= es Γ∗(A). (10.79)Wegen Γ(g1g2) = Γ(g1)Γ(g2) sieht man sofort, daÿ Γ∗ eine lineare Abbildung ist. Um zusehen, daÿ dies ein Lie-Algebra-Homomorphismus ist, benutzt man wiederum die Darstel-lungseigens
haft von Γ,

Γ
(
g1g2(s)g

−1
1

)
= Γ(g1)Γ

(
g2(s)

)
Γ(g−1

1 )aus wel
her dur
h Ableitung na
h s an der Stelle s=0 folgt
Γ∗(g1A2g

−1
1 ) = Γ(g1)Γ∗(A2)Γ(g−1

1 ).Mit g1 =g1(s) und no
hmals ableiten na
h s erhalten wir
Γ∗ ([A1, A2]) = [Γ∗(A1),Γ∗(A2)] . (10.80)Wir wollen untersu
hen, was diese Beziehungen für G = SO(3) bedeuten. Wir betra
htendie in�nitesimalen Drehungen um die A
hsen θ und η:

Ωθx = θ ∧ x und Ωηx = η ∧ xEs folgt für den Kommutator zweier in�nitesimaler Drehungen
[Ωθ,Ωη]x = θ ∧ (η ∧ x ) − η ∧ (θ ∧ x ) = (θ ∧ η) ∧ x = Ωθ∧ηx .Das Bild des Kommutator zweier kleiner Drehungen ist glei
h dem Kommutator der Bil-der,

Γ∗ ([Ωθ,Ωη]) = Γ∗ (Ωθ∧η) = [Γ∗(Ωθ),Γ∗(Ωη)] , (10.81)in Einklang mit der allgemeinen Formel (10.80).
������������A. Wipf, Quantenme
hanik I


