Kapitel 10

(Geladene Teilchen im
elektromagnetischen Feld

Das Interessanteste aber ist gegenwirtig das Experiment von Stern und Ger-
lach. Die Einstellung der Atome ohne Zusammenstdfie ist nach den jetzigen
Uberlegungsmethoden durch Strahlung nicht zu verstehen; eine Einstellung soll-
te von Rechts wegen mehr als 100 Jahre dauern. Ich habe mit Ehrenfest eine
kleine Rechnung dariber angestellt. Rubens hdlt das exerimentelle Frgebnis fir
absolut sicher.

A. Einstein an M. Born; 1921

Zum Verstandnis der komplizierten elektromagnetischen Krifte zwischen Elektronen
und Atomen (z.B. in Festkorpern) einerseits, sowie zum tieferen Studium des Atombaus
andererseits untersucht man elektrisch geladene und/oder polarisierbare Teilchen in be-
kannten duleren elektrischen und magnetischen Feldern. Dank ihrer elektromagnetischen
Eigenschaften (Ladung, Momente) reagieren Atome in charakteristischer Weise auf an-
gelegte Felder. Die Beschreibung eines dufseren elektromagnetischen Feldes ist eine Na-
herung, bei der vorausgesetzt wird, dass in dem betrachteten System Teilchen plus Feld
die Rickwirkung der Teilchen auf das Feld vernachlissigt werden kann. Das ist fiir ma-
kroskopische Felder, die von Spulen, Kondensatoren oder anderen elektromagnetischen
Anordnungen erzeugt werden, wenigstens dann zu erwarten, wenn die Zahl der Teilchen,
die sich im Feld bewegen, nicht makroskopisch ist. Wir miissen auch annehmen, dass ei-
ne klassische Beschreibung der der Feld-Freiheitsgrade moglich ist. In vielen praktischen
Féllen ist dies eine sehr gute Ndherung. Hier wirkt das Korrespondenzprinzip, da in ma-
kroskopischen Feldern derart viele hoch angeregte Quantenzustinde enthalten sind, dass
man von Interferenzphéinomenen absehen kann. Eine strenge Begriindung dieser Annahme
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10. Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld 205

muss von der Quantenelektrodynamik geliefert werden, in der die Potentiale und Feldstér-
ke zu operatorwertigen Feldern werden.

Wir betrachten ein Teilchen der Ladung e, das sich in einem elektromagnetischen Feld
bewegt, das durch ein skalares Potential ¢ und ein Vektorpotential A beschrieben wird.
Diese Felder sind Funktionen von Raum und Zeit, wobei ein Raumpunkt die Stelle ist, an
der das Teilchen (dessen Riickwirkung auf das Feld vernachléssigt wird) das Feld spiirt.
In der Quantentheorie ist aber der Ort ein Operator, der als Argument der Potentiale
auftritt,

p=p(t,x) und A=At x).

Wie diese Grofen in den Hamilton-Operator einzubauen sind, ergibt sich aus dem klas-
sischen Hamilton-Formalismus. In der klassischen Mechanik ist die Bewegung eines gela-
denen Teilchens mit Masse p durch die Losung der Lorentz-Gleichung

Pz

MW26<E(:B,15)+%/\B($,15)). (10.1)

mit vorgegebenen Anfangsbedingungen bestimmt. Diese Bewegungsgleichung ist die Euler-
Lagrange-Gleichung zur Lagrangefunktion

L = gvz + A ep. (10.2)
c

Aus den Potentialen konnen das magnetische und elektrische Feld vermittels

B=VxA und E:—la—A—V
c Ot

berechnet werden. Wie aus der Elektrodynamik bekannt, fiihren eichdquivalente Poten-
tiale zu denselben elektromagnetischen Feldern. Um die zugehorige Hamiltonfunktion zu
berechnen, benutzt man

P = uv :p—EAETr, (10.3)
c

" v

wobei wir neben dem eichvarianten kanonischen Impuls p den eichinvarianten kinetischen
Impuls 7 eingefiithrt haben. Es folgt nun

1 e \2 1,
H=— <p - —A) +ep = —m° +ep. (10.4)
c 1

Der Hamilton-Operator hat dieselbe Form wie die Hamilton-Funktion, wobei p und x

A. Wipf, Quantenmechanik I



10. Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld 10.1. Elektronen im Magnetfeld 206

(auch als Argument der Potentiale) als Operatoren aufgefasst werden. In Gegenwart eines
Magnetfeldes kommutieren die Komponenten des kinetischen Impulses allerdings nicht,

e e ieh ieh
[7Ti,7Tj] = [pi — EAi,pj - EAj = TFZ = TeijkBka (10'5)

im Gegensatz zu den Komponenten des kanonischen Impulses.

Beim Ubergang von der klassischen Hamiltonfunktion zum Hamilton-Operator gibt es
Mehrdeutigkeiten, wie sie schon frither im Abschnitt iiber Wellenmechanik mit Kriften
besprochen wurden. Die in der klassischen Theorie identischen Ausriicke

sind in der Quantentheorie verschiedene Operatoren, da im Allgemeinen p und A(t, x)
nicht vertauschen. Diese sogenannte ordering ambiguity wird eingeschrinkt, indem man
H = H' verlangt. Dies garantiert eine unitire Zeitentwicklung und schreibt die zweite
Alternative in (10.6) vor. In Kapitel 2 haben wir bereits allgemeine Eigenschaften der
Schrodingergleichung in beliebigen Eichfeldern (und krummlinigen Koordinaten) disku-
tiert. Inshesondere haben wir gesehen, daf der Schrédingersche Erhaltungssatz gilt: Die
Wahrscheinlichkeitsdichte p = 11t und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

. 1
Jj= N (i + (wep) o) (10.7)
erfiillen die Kontinuitétsgleichung
2 +V.7=0 (10.8)
at” 3= '

Mit richtigen Abfalleigenschaften oder Randbedingungen der Wellenfunktionen folgt dar-
aus die Erhaltung fiir die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden.

10.1 Elektronen im Magnetfeld

Untersucht man die Bewegung eines geladenen Teilchens im Magnetfeld, so ist es vorteil-
haft die Weyl-Eichung ¢ =0 zu wihlen, was immer méglich ist. In dieser Eichung ist H
in (10.4) proportional zum Quadrat des eichinvarianten kinetischen Impulses,

(10.9)

A. Wipf, Quantenmechanik I



10. Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld 10.1. Elektronen im Magnetfeld 207

Um die Bewegungsgleichungen im Heisenberg-Bild abzuleiten berechnen wir

' 1
& = %[H, o= (10.10)
. %[H’W] (10.5) 2%0(77/\3 —~ B AT, (10.11)

wobei wir den Index H an den Operatoren im Heisenberg-Bild nicht explizit schreiben.
Die beiden Beziehungen entsprechen der klassischen Lorentz-Gleichung im Magnetfeld.
Allerdings erhalten wir hier einen symmetrisierten Ausdruck fiir die Kraft, weil @ und B
im Allgemeinen nicht vertauschen.

Im Folgenden wollen wir die Bewegung eines Elektrons mit e=—ey studieren. Weiter
sei das Magnetfeld B = Be homogen, d.h. seine Stirke B und seine Richtung e seien
ortsunabhéngig. Dann vereinfachen sich die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen wie
folgt,

pr=m und T=weAT (10.12)

wobei die Zyklotronfrequenz

B
w, [MHz] = 07 Lor-28x B |Gauss] (10.13)
e
auftritt. Die zweite Bewegungsgleichung in (10.12) besagt, daf 7 = pv mit der Umlauf-
frequenz w, um das Magnetfeld rotiert. Diese Gleichung ist einfach zu integrieren,

m(t) = wo — e A (e A ) coswct + e A\ o sinw,t, (10.14)

wobei 7y = (0) den anfinglichen kinetischen Impuls und 7 = (e, 7)m den kinetischen
Impuls in Richtung des Magnetfelds bezeichnen. Die Geschwindigkeit v = 7 /p in Rich-
tung des Magnetfeldes ist zeitunabhingig. Die Integration von & = v fiihrt auf folgende
Zeitentwicklung fiir den Ortsoperator

z(t) = X + vt + wie A (e A vy)sinw,t + ie A g COS Wet, (10.15)
Der beiden letzten Terme auf der rechten Seite hingen nur von der Anfangsgeschwindig-
keit senkrecht zum Magnetfeld ab. Offensichtlich sind die Integrationskonstanten X die
Schwerpunktskoordinaten in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld und die Anfangskoordi-
nate in Richtung des Magnetfeldes. Mit dem Ortsoperator im Heisenberg-Bild durchlauft
der mittlere Ort des Teilchens eine Spiralbahn auf der Oberfliche des Zylinders mit Sym-
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10. Geladene Teilchen im elektromagnetischen Feld 10.1. Elektronen im Magnetfeld 208

metrieachse in Richtung von B durch X mit Radius
r=leA(v)|/we. (10.16)

Der Einfachheit halber legen wir nun das Magnetfeld in die 3-Richtung, B = (0,0, B).
Dann ist die Bewegung in diese Richtung die eines freien Teilchens, da 73 mit dem
Hamilton-Operator vertauscht. Es geniigt daher im Folgenden die Bewegung in der zum
Magnetfeld senkrechten 12-Ebene zu betrachten. Die Losung (10.15) der Bewegungsglei-
chung in dieser Ebene lautet

1 sinw.  cosw.t T
t)=X 0 = . 10.17
z.(t) L_I—,uwc (—coswct sinwct)ﬂl( ) T (xg) ( )

Da die Schwerpunktskoordinaten X, Bewegungskonstanten sind, ergibt die Auswertung
dieser Gleichung zur Zeit t=0

XJ_:$J_(O)—M3‘}C <_01 (1))7TJ_(O) (1018)

Statt Orts- und Impulsoperatoren ist es hier niitzlich die hermiteschen Operatoren 7, X |
zu benutzen. Deren Komponenten haben die Vertauschungsrelationen

h ij -

mio i) = —pwees,  [Xiy X = ih— [m, X;] =0, i,j=12 (10.19)
l W

Die Berechnung des Kommutators zweier Operatoren im Heisenberg-Bild ist einfacher,

wenn diese zu gleichen Zeiten auftreten. Selbst der Kommutator [z;(t), p;(t')] mit ¢ # ¢/

ist fiir viele Systeme schwierig zu berechnen. Deshalb ist auch die Formel (10.18) hilfreich

bei der Berechnung der Vertauschungrelationen (10.19).

Nun sieht man explizit, dass der Hamilton-Operator fiir die Bewegung in der 12-Ebene,

H =L (7 +73), (10.20)
24
mit den Operatoren der Schwerpunktskoordinaten X; vertauscht. Da m; und 7y (bis auf
eine Skalierung) dieselben Vertauschungsrelation wie die Position und der Impuls eines
Teilchens auf der Linie erfiillen, kann A als Hamilton-Operator eines harmonischen Oszil-
lators interpretiert werden. Aber wegen der vorhandenen Bewegungskonstanten X; wird
das Spektrum entartet sein.

Nun kénnen wir die von der Theorie des harmonischen Oszillators bekannten Vernichtungs-
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und FErzeugungsoperatoren einfiihren,

a = ;(m — z'7r2)
2phw,
1
-'- _ .
a' = ————=(m +1im), 10.21
2phew, (w1 +im) ( )
welche die bekannten Kommutationsregeln [a,a'] = 1 erfiillen. Der Hamilton-Operator

fiir ein Elektron im homogenen Magnetfeld schreibt sich dann geméaf
H =hw.(a'a+3). (10.22)
Die Energieeigenwerte von H, sind die Landau-Niveaus,

1

E, = hw, (n + 5) : (10.23)

die eine wichtige Rolle in der Festkérperphysik spielen, zum Beispiel beim Verstdndnis
des Quanten-Hall-Effekts. Der Erzeugungsoperator a! erhoht die Energie um ein Quant
hw. und a erniedrigt sie um denselben Betrag.

Um die explizite Form der Energie-Eigenfunktionen

1 n
|n>:ﬁcﬁ 0) , al0)=0 (10.24)

in der Ortsdarstellung, ¢, (z, )= (z,|n), zu finden, brauchen wir die explizite Form von a
und ' in dieser Darstellung. Da einerseits

h . h c
™ = ;81 — He ) und g = ;82 + ,U;U

T1
gilt und andererseits die a, a' komplexe Linearkombinationen der kinetischen Impulse sind,
treten die komplexen Operatoren
1 (21 + i2) 9 1
Z = ——= 21 1T resp. = —
z \/§

V2

auf. Eine kurze Rechnung ergibt folgende Darstellung fiir @ und a:

(0y — 10s)

1 { = .
a = T’r’o (Z + 27“383) ’ aT = 70 (Z - 27"383) ’ wobei To = Uwe

(10.25)

die magnetische Linge bezeichnet. Der Grundzustand (10.24) hat damit in der Ortsdar-
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stellung die Form
Wo(z, 2) = e /¥ f(z) (10.26)

und ist hochgradig entartet. Die angeregten Zusténde konnen nun geméf (10.24) mit Hilfe
des Operators a' aus dem Grundzustand erzeugt werden. Die hochgradige Entartung
der Energie-Eigenzustinde deutet darauf hin, dass es neben der Energie noch weitere
vertrigliche Observablen gibt, die den Zustand des Elektrons festlegen. Eine davon wird
eine Funktion der Bewegungskonstante X, sein.

Da die Komponenten X; und X5 nicht vertauschen, konnen wir den Schwerpunkt nicht
scharf machen. Aber wir konnen den quadrierten Abstand des Bahnschwerpunktes vom
Ursprung festlegen,

X% = X2+ X2 =2bTb 41, (10.27)

wobei wir die dimensionsbehafteten neuen Erzeugungs-und Vernichtungsoperatoren

1

Z —
b = X, +iXy) = = + 120,
\/5( 1 +iX5) 2+r08
1 z
b= — (X, —iXy) =2 — 120, 10.28
\/5( 1 ? 2) 9 T08 ( )

eingefiihrt haben. Diese erfiillen die vertraute Vertauschungsrelation
[b,b'] = r. (10.29)

Da die Schwerpunktskoordinaten mit den kinetischen Impulsen vertauschen, kommutie-
ren b,b' mit a,a’. Der kleinste Wert des Schwerpunktsradius ist wegen (10.27) gleich
der magnetischen Lénge ry und die entsprechende Eigenfunktion muss von b annihiliert
werden,

biby, ~ ba™pg = a"biyy = al"e ™0 13 0. f(2) = 0.

Also ist f konstant und der normierte Grundzustand mit minimalem X2 =r? gleich

1
wo,ozmr e A8 (10.30)
0
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Die angeregten Zustinde mit Energie E, =hw.(n + 3) und X?=r} lauten

1 1 [iz\"
@/)n,o = ﬁ aan0,0 = ﬁ (7“_0> 77/)0,0. (10.31)

Auf diese Zustinde kdénnen wir nun wiederholt mit b' wirken und erhalten,

1
B 7’6”\/@

Die Quantenzahl n = 0,1,2,... charakterisiert die Energie und die Quantenzahl m =

¢n,m bTm 7pn,O-

0,1,2,... den Abstand des Schwerpunktes vom Ursprung,

Hlmn) = hw(n + %)|mn)
X?|mn) = rg(2m + 1)|mn). (10.32)

Diese Zustande haben die Form
wn,m = Pn,m(za 2)6_T2/4r37

wobei P, ,,, ein Polynom der Ordnung n in z und der Ordnung m in Z ist.

10.2 Wasserstoffatom im Magnetfeld

Die Einwirkung eines iiberlagerten Magnetfeldes auf die Bewegung der Atomelektronen
bildet die Grundlage fiir ein Verstindnis des Zeeman-Effektes und des Diamagnetismus.
Wir betrachten hier das einfache Wasserstoffatom im dufseren Magnetfeld und berechnen
die Eigenwerte und Eigenfunktionen des 1-Elektron Hamilton-Operators

1 e 2
H= —(p-Sa
5 (p—S4) +e()
h? ie \°
- ——(v-—4
(- 1A) +et
h? ieh ieh e?
= A4+ —(V-A)+2A4. A? : 10.
o +2MC(V )+MC v+2u02 + o(r) (10.33)

Hier beschreibt A das dufere Magnetfeld und ¢ das Coulomb-Feld des Atomkerns. Wir
wollen annehmen, das Magnetfeld sei in einer Umgebung von mehreren Angstrgm um den
Atomkern anndhernd konstant. Ohne grofte Fehler diirfen wir dann das Magnetfeld durch

A. Wipf, Quantenmechanik I
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ein konstantes Feld B ersetzen. Fiir ein homogenes Magnetfeld wihlen wir das Potential

1
A:§BAJ::>V/\A:B:Be:konstant, (10.34)

so dak fiir ein in die 3-Richtung zeigendes Magnetfeld die feldabhéingigen Terme in (10.33)
folgende Form annehmen,

1 1

V . A = §8ieijkBjxk = §€ijiBj = O
1 i

A-V = §e,~jkBj:Bk8i = ﬁB - L
1 1 1

A* = 2(BA z)’ = 1 (@®B* = (- B)*) = 1B (2" + 7).
Damit lautet der Hamilton-Operator
He Pa_ cpp.© 2(2+2)+ (r) (10.35)
=——A—-—B": x ). .
241 24 8uc? Y 7

Der zweite Term ~ B - L liefert einen Beitrag zum Paramagnetismus, der dritte Term
zum Diamagnetismus. Das Verhiltnis des paramagnetischen Terms zur Coulomb-Energie
ist
(—e/2pc){Ls)B  (—e/2uc)hB o B
e?/a e?/a  2e/a?

=2 x 1071 . B(Gauss) (10.36)

und deshalb stort fiir irdische Magnetfelder (demnéchst 45 Tesla — 4.5 x 10°-Gauss am
National High Magnetic Field Laboratory in Tallahassee, Florida) der paramagnetische
Term das Wasserstoffatom nur sehr wenig. Wir haben den Bohrschen Radius a und die
Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante o benutzt,
2 2
o= <53.10%m und a= ~1/137.
e he

Fiir ein nur leicht gestortes Atom ist
(o +47) ~ a?
und das Verhiltnis des diamagnetischen zum paramagnetischen Anteil etwa

(e/8uc?)(x® +y*)B? ey a®B*> o B »
—(e/2uc)(Ls)B 4c hB  degja® 1.1 x 107" - B(Gauss).  (10.37)
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Unter Laborbedingungen sind diamagnetische Effekte also sehr viel kleiner als paramagne-
tische Effekte. Aber auf der Oberfliche von Neutronensternen sollten Magnetfeldstirken
von bis zu 10'2 Gauss vorhanden sein. Diese Stirke folgt theoretisch aus der magneti-
schen Fluferhaltung und wurde auch beobachtet (magnetische Bremsung der Rotation,
Zyklotron Resonanz Linien ~ Bs).

Falls wir nun den diamagnetischen Term vernachldssigen und B in die 3-Richtung
legen, dann ist
e h?

BLs, wobei H.=——A —¢é?/r (10.38)

H=H.—
2uc 2u

der Coulomb-Hamilton-Operator ist, dessen Eigenfunktionen |E¢m) wir im Ortsraum
explizit kennen. Offensichtlich gilt

H|Elm) = (—% —l—,uBBm) |Elm) = (—% + thm) |Elm), (10.39)

wobei die Grofien

h B
Up = O nd wr, = il (10.40)
2uc 2uc

das Bohrsche Magneton und die Larmor-Prizession bezeichnen und
pp B =13.6eV x 4 x 1071 . B(Gauss)

ist. Deshalb sind die Coulomb-Wellenfunktionen auch Eigenfunktionen von H mit den
Energieeigenwerten

R
Epim = ——2 + pipBm. (10.41)
n

Die Zustdnde mit und ohne Magnetfeld unterscheiden sich nur durch den Wert der Ener-
gien, nicht durch die Form der Eigenfunktionen. Die dquidistante Aufspaltung, welche
die 2¢ + 1-fache Entartung aufhebt und unabhéngig von ¢ ist, wird der normale Zeeman-
Effekt genannt. Fiir Magnetfelder der Stiirke 1T~ 10* Gauss ist die Aufspaltung von etwa
~ 10~* eV spektroskopisch leicht auflésbar und man findet im Magnetfeld auch eine Auf-
spaltung der Wasserstofflinien. Allerdings nicht die dem normalen Zeeman-Effekt (10.41)
entsprechende Aufspaltung. Atome mit einer ungeraden Anzahl Elektronen haben Linien-
aufspaltungen die eher einer halbganzen magnetischen Quantenzahl m entsprechen. Fiir
den Grundzustand mit /=0 sollte sich nach der obigen Rechnung die Energie im Magnet-
feld nicht &ndern. Auch dies widerspricht dem Experiment. Zum Beispiel findet man eine

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Abbildung 10.1: Die Aufspaltung der Energieniveaus durch den normalen Zeeman-Effekt
ohne Spinterm.

Aufspaltung der Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms in zwei Energieniveaus.

10.3 Der Spin des Elektrons

Elektronen, Muonen, Protonen, Neutronen, Neutrinos und die A, ¥ oder = Teilchen haben
alle einen inneren Drehimpuls. Die experimentellen Nachweise fiir die Existenz dieses Spins
sind zahlreich! und sind fiir viele bedeutende physikalische Phinomene verantwortlich.
Zum Beispiel konnen die magnetischen Eigenschaften der ferromagnetischen Metalle nur
unter Beriicksichtigung des Elektronenspins erklart werden.

Misst man die Komponente des Elektronenspins in irgend eine Richtung, so findet
man nur die beiden Werte +//2. Der Spin wird durch einen hermiteschen Vektoropera-
tor s =(sy, S2, s3) beschrieben, dessen Komponenten die Drehimpuls-Vertauschungsregeln

erfiillen,
[si, 8] = ihe;jiSk. (10.42)

Die Aussage, dass der Spin in eine beliebige Richtung n nur die beiden Werte +h/2

Man erinnere sich an den berithmten Stern-Gerlach Versuch.
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annehmen kann bedeutet, dalk n - s nur diese beiden Eigenwerte besitzt. Wir bezeichnen
die entsprechenden orthonormalen Eigenzustinde mit |ny) und |n)):

(m-s)lng) = alny) wnd (n - )ny) = —lns).

Jeder Zustandsvektor kann nach den beiden Spineigenzustinden entwickelt werden,

U(x) = Pr(@)ng) + ¢ (@)lny). (10.43)

Dabei ist der Entwicklungskoeffizient ¢;(z) die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, das
Teilchen am Ort z mit Spin g in die n-Richtung zu finden und ¢ (z) die Amplitude
dafiir, das Teilchen bei  mit Spin —g in die n-Richtung zu finden. Entsprechend ist

[V (@)* + vy (2)* = o' ()0 ()

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das Teilchen am Ort x zu finden.

Wir wihlen als Referenzrichtung die 3-Richtung. In der Basis mit diagonalem s3 gilt

_h o _hf1 0
BT 75 0 —1

und entsprechend hat die Wellenfunktion im Ortsraum die Darstellung

_ Y (z) 2
Y(x) = (1/11(513)) e C-. (10.44)

Die Wellenfunktion eines (nichtrelativistischen) Elektrons hat also 2 Komponenten und
liegt im Hilbertraum H = Ly(R?) ® C* mit Skalarprodukt

(9¥) =/d3x (07 (@)1 (z) + ¢ ()0 () :/d?’xqﬁT(m)q/J(a:). (10.45)

Die Vertauschungsregeln und die Wahl s3=ho3/2 legen die Darstellung der anderen zwei
Spinoperatoren bis auf eine Phase fest. Man findet

h . 0 1 0 — 1 0
s =450 mit 01—<1 O)’ 02_<i O)’ 03—(0 _1). (10.46)

Diese hier auftretenden Pauli-Matrizen o; erfiillen die Relationen

005 = 51']‘ + ieijkgk — [0'7;, O'j] = 2i€ijk0k- (1047)
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Fiir das weitere Vorgehen ist es angebracht die wichtigsten Eigenschaften der Pauli-
Matrizen in Erinnerung zu rufen. Jede hermitesche und spurlose Matrix A ist eine reelle
Linearkombination der drei hermiteschen und spurlosen Pauli-Matrizen,

. 3
as a1 — a3 3
A= = 0 =a- o, R”.
<a1+ia2 . ) ;aa a-o a c
Es gelten die Relationen
det A=—a®’ und AB=a-b+i(aAb)- o, (10.48)

wobei B=0b - o eine zweite hermitesche und spurlose Matrix ist. Fiir jede zweidimensio-
nale unitire Matrix U ist wegen UT = U~! mit A auch die konjugierte Matrix UAU !
hermitesch und spurlos, da sich die Spur unter zyklischer Vertauschung der Argumente
nicht dndert. Also gilt fiir jedes U € SU(2)

Ula-o)U'=b-0,

wobei b € R? linear von a abhingt. Da die Determinante unter Ahnlichkeitstransforma-
tionen A — UAU™! nicht #ndert, folgt sofort

deta-o =detbh- o,

oder mit der ersten Identitédt in (10.48), dass die lineare Abbildung @ — b die Linge
erhélt und deshalb eine Drehung im dreidimensionalen Raum sein muss,

b=R{U)a, R(U) € SO(3). (10.49)
Weiterhin ist die Abbildung

SU(2)>U — R(U) € SO(3)
Ula-o)U =(R(U)a)- o (10.50)

eine Darstellung der zweidimensionalen unitiren Matrizen als Drehungen im R?. Es gelten
die wichtigen Darstellungseigenschaften R(1,) = 13 und R(U,Us) = R(U;)R(Us). Der
Beweis der ersten Eigenschaft ist offensichtlich und derjenige der zweiten einfach:

(R(U1Us)a) -0 = (Uilh) a-o (Uilh) " =U, (Uza - oUy ") U
= U (R(Uy)a-o) Ut = R(U)R(Uy)a - o,
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Die folgende niitzliche Formel gibt einen expliziten nichtlinearen Zusammenhang zwischen
den Elementen von SU(2) und denjenigen von SO(3),

Ule,0) = e 9" — R (U(e,0)) = e’ = R(e, 0). (10.51)

Nach diesen Vorbereitungen ist der Zusammenhang zwischen Drehungen im Raum und
Drehungen des Spins schnell hergestellt. Wir werden dazu die Eigenzustinde von n - s mit
denjenigen von m-s in Verbindung bringen. Es seien also |n;) und |m;) die Eigenzusténde
der Spinoperatoren in Richtung von n und m,

(n-s)lny) =4hlny) und (m-s)myg) = 1h|my) (10.52)

Die Einheitsvektoren n und m kénnen mit einer Drehung R verbunden werden, m = Rn.
Transformieren wir beide Seiten der ersten Eigenwertgleichung mit einer unitdren Matrix
U und benutzen (10.50), so folgt mit s = Lho

Un-sU'Ulny) = R(U)n-sU|ny) = (m - s)Ulny) = LhUny).

1 m

Also ist U|n;) der gesuchte Eigenzustand |m;) des Spins in Richtung von m = Rmn.
Analog ist U|n|) der Eigenzustand |m) von s in Richtung m. Wir folgern, dass bei einer
Raumdrehung die Wellenfunktion eines Spin—% Teilchens mit U ,dreht”,

(TU)) (x) =Uy (RH(U)z), (10.53)

wobei R(U) die oben definierte Darstellung SU(2) — SO(3) ist. Wie man leicht nach-
rechnet hat die Abbildung U — T'(U) ebenfalls die Darstellungseigenschaft

L(UUz) =T(U)T(Ua), ['(1p) = 1. (10.54)
Wegen der Erhaltung des Skalarprodukts,
COWITE)0) = [ v (B ) U0s (R a) d's = (o) (10.55)

ist es eine unitére Darstellung der quantenmechanischen Drehgruppe SU(2) auf dem Hil-
bertraum H = Ly(R?*) @ C? des nichtrelativistischen Elektrons.
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Fiir Drehungen um die dritte Achse mit Winkel 6 sind

o—i0/2 0 cosf) —sinf 0
Ules,t) = ( 0 €i6/2) und R(es, ) = | sind cosf 0 ]. (10.56)
0 0 1

Drehen wir das Bezugssystem einmal um die dritte Achse, dann dndert wegen R(es, 27) =
13 und U(es, 2m)=—1, die zweikomponentige Wellenfunktion (10.53) das Vorzeichen,

(I'(2r—Drehung um eine Achse)y)(z) = —(z).

Wir fassen zusammen: Die Wellenfunktion des Elektrons muss gegeniiber der eines spin-
losen Teilchens durch eine zuséitzliche Spinkoordinate s mit den zwei moglichen Werten
j:% erginzt werden. Wéhlen wir den Eigenwert von s in (10.46), dann ist

Uy ()
s(@) =un@ D+l = (0.
! ! Uy(x)
Bei einer Drehung mischen die Koeffizientenfunktionen von ¢ geméf (10.53). Insbesondere
wechselt die Wellenfunktion bei einer Drehung um 27 das Vorzeichen.

Der Gesamtdrehimpuls: Wir folgen hier der Vorgehensweise im Kapitel iiber Sym-
metrien und setzen

(T (U(e,0))¥) (x) = (e7*7/Mp) (). (10.57)

Fiir ein spinloses Teilchen ist J, der Bahndrehimpuls in Richtung e und wir erwarten
deshalb, dass fiir ein Teilchen mit Spin der hermitesche Operator .J. der Gesamtdrehimpuls
in Richtung e sein wird. Wir setzen in (10.53) die explizite Darstellung (10.51) ein und
finden
L d 1

Je = zh@ (U(e,0) (R '(e,0)z)) ’9:0 =e-s+e-L.
Im letzten Schritt machten wir von (8.48) Gebrauch. Die Drehungen der Wellenfunktion
eines Spin %—Teilchens um die Achse e werden durch den Operator J. = e - J erzeugt,
wobei J die Summe von Bahndrehimpuls und Spin des Teilchens ist,

J=L+s (10.58)

Da I'(U) eine Darstellung von SU(2) ist, miissen die Komponenten J; des Gesamtdrehim-
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pulses J die iiblichen Drehimpuls-Vertauschungsregeln erfiillen,

Dies folgt natiirlich sofort aus der Tatsache das die L; und s; diese Kommutationrelationen
erfiillen und die L; mit den s; vertauschen. Die Formeln fiir spinlose Teilchen verallge-
meinern sich auf Teilchen mit Spin, wenn wir jeweils den Bahndrehimpuls L durch den
Gesamtdrehimpuls J ersetzen. Vektoroperatoren sind nun beziiglich J definiert. Zum
Beispiel ist

(DUHsT(U)¥) (x) = (U sU) v(=) =" (R(U)s) ¥(z)
woraus folgt
DU YsI'(U) = R(U)s (10.60)

und deshalb ist s wie erwartet ein Vektoroperator. Weitere Vektoroperatoren sind zum
Beispiel , p, L und J. Folglich sind & - s, p - s, - p oder J - J skalare Operatoren, die
mit J vertauschen.

10.4 Magnetische Momente

Ein klassisches Teilchen mit Ladung e, Masse p und Bahndrehimpuls L hat ein mit der
Bahnbewegung einhergehendes magnetisches Moment (siehe (10.35))

o e
HBahn = 2

L
e
Wie wir gesehen haben, gilt dies auch in der Quantenmechanik. Das mit dem Spin eines
Teilchens assoziierte magnetische Moment hat die Form

e

I‘I’Spin = Q—,UCg s, (1061)

wobei g der sogenannte Lande-Faktor ist. Die Lande-Faktoren fiir das Elektron, Proton
und Neutron sind etwa

ge =2, gp=559, g,=—383, (10.62)

wobei beim Neutron die positive Ladung des Protons in die Formel (10.61) eingesetzt
wird. Wegen seiner negativen Ladung hat das Elektron ein dem Spin entgegengerichtetes
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Moment. Da das Proton etwa 1836-mal schwerer als das Elektron ist, ist sein magnetisches
Moment etwa 1000-mal kleiner als dasjenige des Elektrons. Das magnetische Moment des
Elektrons ist doppelt so grof wie man klassisch erwarten wiirde, und der Lande-Faktor
g = 2 erschwert eine naive Erkldrung des magnetischen Moments durch eine Eigenrota-
tion; denn fiir diese bekommt man bei Proportionalitit von Massen- und Ladungsdichte
den Faktor 1. Der ungewohnliche Faktor g. =2 gestattet jedoch eine Deutung der magne-
tomechanischen Anomalie der Ferromagneten beim FEinstein-de Haas-Effekt. Da bei ihm
der Faktor g =2 experimentell gefunden wurde, muss man annehmen, daft der Ferroma-
gnetismus nicht von den Bahn-, sondern von den Spin-Momenten herriihrt. Ubrigens, die
einzigen mir bekannten  klassischen Objekte, die g =2 haben, sind geladene rotierende
schwarze Locher.

Die Energie eines magnetischen Momentes in einem Magnetfeld ist — B - u, und deshalb

ist der Hamilton-Operator eines geladenen Teilchens mit Spin und Lande-Faktor g gleich

1 1 e
H=—7n-B pg, +ox)=—n"— Y p.sy o(z). (10.63)

2u 2u 2uc

Beachte, dass der Hamilton-Operator auf 2-komponentige Wellenfunktionen im Hilber-
traum H = Ly(R?) ® C? wirkt. Die zeitabhiingige Schrodingergleichung

(o) = (o v iz o) (3)- oo

heifst Pauli-Gleichung und sie bestimmt die zeitliche Entwicklung eines Zustandvektors.

Fiir konstante Magnetfelder vereinfacht sich der Hamilton-Operator (10.63) fiir ein
Teilchen mit Spin im &uferen Feld bei Vernachlissigung des diamagnetischen Effektes zu

H=Hy— "B (L+gs). (10.65)
2uc

Wir legen das Magnetfeld wieder in die 3-Richtung, so dass H nur die 3-Komponenten
des Bahndrehimpulses und Spin enthilt. Wir konnen nun L2, Ls, s3 gleichzeitig diago-
nalisieren, da diese untereinander und mit H kommutieren. Die Eigenwerte von s3 sind

:l:%h:
Y\ Ay 0 Ah/0
53(0)_5(0) ’83(%)__5<¢i)'

Wiihlen wir fiir ¢y und 9| die Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms, so finden wir

Ry

H‘n£m53> = En[m53|n‘€m53> ) EanSg, = _F

+ upB(m + gss/h), (10.66)
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mit sz :% fiir ¢y und s3 = —% fiir ¢;. Wegen g ~ 2 ist jeder m-Eigenwert jetzt doppelt
aufgespalten. Die Energie dndert sich abhéngig von der Richtung des Elektronenspins.
Zum Beispiel, fiir /=1 findet man 6 Zustinde statt 3 wie es ohne Spin wiren. Allerdings

S3
m 1
2 i
lusB 1 X 1%
3d 0 X it
' x -1 X ; ;
l —2 X 1
! ?
! )
|
155Ky
I
|
! 3
| ] i
2y 0 X 1°1
-1 X oy

NI

Abbildung 10.2: Die Aufspaltung der Energieniveaus durch den Paschen-Back-FEffekt.

haben die Zustéinde mit (m, s3) = (1, —3) und (—1,1) dieselbe Energie, so dass man nur

5 verschiedene Energieniveaus findet, wie in der Abbildung (10.2) angedeutet.

Damit man das eben besprochene Level-Schema beobachtet, muss die Wechselwirkung
mit dem B Feld stirker als die Spin-Bahn Kopplung sein, einem relativistischen Effekt,
den wir spéter besprechen werden. Das heifst, die magnetischen Felder miissen geniigend
grof sein, B > 10° Gauss. Ist die magnetische Wechselwirkung mit dem #Hukeren Feld
stirker als die Spin-Bahn-Wechselwirkung wie in (10.65) angenommen, dann heifit die
einfache Aufspaltung (10.66) Paschen-Back-Effekt.

10.5 Spinprizession

Als néchstes besprechen wir die Spinpréizession im Magnetfeld. Der Hamilton-Operator
eines Spins im homogenen B-Feld, bei Vernachlissigung der Bahnbewegung, lautet

€g
H ,=—"B5B":s. 10.67
P 2[&0 S ( )
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Im Heisenberg-Bild folgt die Spinbewegung aus der Heisenberg-Gleichung fiir den Spin-
operator,

ds; 1 i eg eg
HS ins Si :———B'S‘,Si = —€4; Bs
P ] h2,uc[ 785, Si] 2,uc€jk 3§ Sk

&
beziehungsweise aus

d B
B _ Y9 Brs=—TZers, B=Be (10.68)
dt 2uc 2uc

Auf der rechten Seite steht eine infinitesimale Drehung um die Magnetfeldachse e. Deshalb
ergibt die Zeitintegration
geB

s(t) = R(e, —wot)s(0), mit Kreisfrequenz wy = = —gwc (10.69)

2uc 2
Fiir Elektronen und Muonen ist g ~ 2 und deshalb wy dem Betrage nach beinahe gleich
der Zyklotronfrequenz. Fiir ein Magnetfeld in 3-Richtung ist

cos(zgwet) —sin(zgwet) 0
R (33, %gwct) = sin(% gwet) cos(%gwct) 0
0 0 1

Zeigt, der Elektronenspin zur Zeit t=0 in 1-Richtung,

(510)) =5 . (52(0)) = (S5(0)) = 0.

| St

dann ergibt sich folgende Zeitentwicklung fiir die mittleren Spinkomponenten

(Sl(t))zi—;cos(%gwct) | <52<t>>:§sin(;g%t) (S =0, (10.70)

Der Erwartungwert dreht also fiir die negativ geladenen Elektronen und Muonen im po-
sitiven Sinn in der 12 Ebene.

Dieser Effekt wird nun ausgenutzt, um das magnetische Moment des Myons

h
(1.001165924 + 0.000000009) ‘

m,c
iiber den schwachen Zerfall des Myons in ein Elektron und ein Neutrinopaar,

e+ V,+ Ve,
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prazise zu bestimmen.

Abbildung 10.3: Bestimmung des anomalen magnetischen Moments von Muonen.

Dazu prapariert man einen Strahl spinpolarisierter Muonen mit einer ihrer Geschwin-
digkeit entgegengesetzten Polarisation und schiefst diesen in ein Gebiet mit konstantem
Magnetfeld. Die Elektronen werden (im Schwerpunktsystem) bei dem Zerfall vorwiegend
in die dem Spin der Muonen entgegengesetzte Richtung emittiert, wie in Abbildung (10.3)
gezeigt. Wegen

und

sin(wet)  cos(wet)

oL (f) = (cos(wct) —sin(wct)) 21 (0)

wiirden die Elektronen immer in Strahlrichtung emittiert, falls der Lande-Faktor der Muo-
nen genau 2 wire. Deshalb ist der Winkel zwischen dem Muonenstrahl und den emittierten
Elektronen ein direktes Mal fiir g—2 der Muonen.

10.6 Lie Gruppen und Algebren

Wir haben schon gesehen, dass Symmetrien in der Quantenmechanik und allgemeiner in
der Physik eine herausragende Bedeutung haben. Wir wollen deshalb die dabei immer
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wieder auftretenden Darstellungen von Symmetriegruppen etwas ndher untersuchen. Sei
also G eine Lie-Gruppe. Die Elemente g € GG konnten z.B. Verschiebungen, Drehungen
im Raum, quantenmechanische Drehungen von Spinoren oder Lorentz-Transformationen
sein. Sei g(s) eine Kurve in G welche fiir s =0 durch die Identitdt geht, ¢g(0) = e. Die
Lie-Algebra G der Gruppe G enthilt alle moglichen infinitesimalen Erzeugenden

d

A= Eg(s)lszo = 4(0). (10.71)

Zum Beispiel, fiir Drehungen im Raum ist R'(s)R(s) = 13 und damit

% (Rt(S)R(S)) ‘3:0 = Rt(O) + R(O) =0'+Q=0.

Die infinitesimalen Erzeugenden von SO(3) sind also die schiefsymmetrischen reellen Ma-
trizen. Wegen

d : :
s (91(18)g2(2s)) ’8:0 = 101(0) + a292(0) = a1A; + azAy

ist G ein linearer Raum. Da mit go(s) auch die konjugierte Kurve ggo(s)g;* fiir s = 0
durch die Gruppenidentitit geht, ist mit Ay auch

d

s (9192(5)91_1) ‘s:O = g1 A297"

Element der Lie-Algebra. Die Abbildung A — ¢gAg~! heikt adjungierte Darstellung,
welche immer existiert. Da G ein Vektorraum ist, muss

d

s (gl(S)Azgfl(S)) }S:O = [A1, A

ebenfalls in G liegen. Damit ist G ein Vektorraum mit antisymmetrischem Produkt, dem
sogenannten Kommutator,

AZ' cg— OélAl + a2A2 c g, [Al,Ag] = —[AQ,Al] e€qg. (1072)

Damit ist G eine Lie-Algebra. Wahlen wir darin eine Basis A;, so definieren die Kommu-
tatoren der Basiselemente die Strukturkonstanten
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Fiir einparametrige Untergruppen, fiir die g(s1 + s2) = g(s1)g(s2) gilt, folgt nun

L os) = Ll 5)],_y = g0 _y0(s) = Agls)

oder nach Integration beziiglich s mit der Anfangsbedingung ¢(0)=e die Losung
g(s) = e, (10.74)

Die Abbildung A — g(s) ist die Ezponentialabbildung. Es sei nun ein quantenmecha-
nischer ,Zustand“ [¢) gegeben. Die mdoglichen Symmetrien bilden eine Gruppe G und
der mit g € G transformierte Zustand sei I'(g)|¢). Nach dem Wignerschen Satz miissen
Symmetrietransformationen I'(g) (anti)linear und (anti)unitér sein,

(C(g)ol(g)d) = (9lv), (10.75)

und G stark-stetig darstellen,
I'(e) = 1, I'(g192) = I'(91)T'(g2)- (10.76)
Deshalb ist die Zuordnung
G>g9—T(g) € B(H)

eine (stark stetige) unitire Darstellung der Gruppe G auf dem Hilbertraum.

Wie werden nun die infinitesimalen Symmetrietransformationen dargestellt? Die in-
finitesimale Transformation zu g(s) ist A in (10.71). Entsprechend ist die infinitesimale
Transformation zu I'(g(s)) mit g(s) = exp(sA) gleich

d

or (&) | _y =T (4). (10.77)

Da die Operatoren I'(g) unitér sind, gilt fiir jede Kurve g(s) in der Gruppe
L (g(s)T" (g(s)) = In-
Die Ableitung dieser Identitéit nach s an der Stelle s=0 ergibt dann
I.(4) +Ti(4) =0, (10.78)

was bedeutet, dass die infinitesimalen Erzeugenden I',(A) antihermitesch sind. Genauso
wie jedes A eine einparametrige Untergruppe erzeugt, siehe (10.74), erzeugt jede (antiher-
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mitesche) Erzeugende I',(A) eine einparametrige Gruppe von unitiren Operatoren. Mit
Hilfe der Darstellungseigenschaft (10.76) ergibt sich

d s S—€+S d € S S
- () =" T () [ LT () = Tu(A) (e

woraus nach einer Integration beziiglich s folgt, dass
I (e) = e, (10.79)

Wegen I'(g192) =T'(g1)I'(g2) sieht man sofort, dak T, eine lineare Abbildung ist. Um zu
sehen, dak dies ein Lie-Algebra-Homomorphismus ist, benutzt man wiederum die Darstel-
lungseigenschaft von T,

T (g9192(s)g1") = T(g0)T (92())T (g1 )
aus welcher durch Ableitung nach s an der Stelle s=0 folgt
L.(g1A297") = D(g0)0(A2)(g17).
Mit g1 =g¢1(s) und nochmals ableiten nach s erhalten wir
I, ([Ar, As]) = [T (A1), T (Ag)] - (10.80)

Wir wollen untersuchen, was diese Beziehungen fiir G = SO(3) bedeuten. Wir betrachten
die infinitesimalen Drehungen um die Achsen @ und n:

QYr=0ANz und Qz=nAz
Es folgt fiir den Kommutator zweier infinitesimaler Drehungen
Qo, Yz =0N(nAz)—ANOANZ)=(0AN) AT =Qp,2.

Das Bild des Kommutator zweier kleiner Drehungen ist gleich dem Kommutator der Bil-
der,

L (192, €09)) = T (Q9nn) = [T(0), T (29)] (10.81)

in Einklang mit der allgemeinen Formel (10.80).
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