Kapitel 1
Urspriunge der Quantentheorie

In den letzten Jahren haben wir erkannt, dass Elektronen in manchen Situa-
tionen sinnvollerweise, ja wvielleicht notwendigerweise, als Wellen und nicht
als Teilchen betrachtet werden sollten, und Begriffe wie Beugung, Brechung,
Reflezion und Dispersion zu threr Beschreibung anzuwenden sind.

C. Davisson; Nobelpreis 1937
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1.2 Einfithrung

Ein Verstandnis der modernen Naturwissenschaften ist ohne Kenntnis der Quantenmecha-
nik, deren Grundgleichungen das Verhalten mikroskopischer Objekte beschreibt, undenk-
bar. Ohne Quantenmechanik gibe es keine Laser, Kernkraftwerke oder ein Versténdnis,
warum die Sonne schon mehrere Milliarden Jahre Energie ausstrahlt. Die Quantentheo-
rie darf wohl zu recht als eine der grofiten naturwissenschaftlichen Errungenschaften des
zwanzigsten Jahrhunderts angesehen werden - revolutionér und von grofem praktischen
Nutzen.

Die quantenmechanischen Gesetze beschreiben Wahrscheinlichkeiten und machen eini-
ge sehr seltsame Vorhersagen. Selbst ALBERT EINSTEIN und ERWIN SCHRODINGER, die
wesentlich zur Entwicklung und einem tieferen Verstindnis der Quantenmechanik beitru-
gen, konnten die von BORN, JORDAN, HEISENBERG und BOHR stammende Interpretation
nie akzeptieren. Nach den Gesetzen der Quantenmechanik kann ein radioaktives Element
wahrend eines Zeitintervalls ein Elektron ausstrahlen oder auch nicht. Man kann sich Ex-
perimente denken, bei denen eine 50-prozentige Chance besteht, dass ein Atom in einem
Klumpen radioaktiven Materials zerfillt oder nicht.

SCHRODINGER versuchte diese prinzipielle Unbestimmtheit des Zerfallszeitpunktes
durch sein berithmt gewordenes Katzenexperiment ad absurdum zu fithren [1]. Man schlie-
fse eine lebendige Katze, zusammen mit einer Apparatur, die Gift entlésst, sobald ein in ihr
enthaltenes radioaktives Atom zerfillt, in einen Kasten ein. Nach der Quantenmechanik
hat keine der beiden Moglichkeiten - radioaktiver Zerfall und Vergiftung der Katze oder
kein Zerfall und lebende Katze - eine Realitéit, solange man nicht nachschaut, was wirk-
lich passiert ist. Der Zerfall ist weder geschehen noch nicht geschehen, die Katze ist weder
lebendig noch tot, solange wir den Kasten nicht 6ffnen. Sie ist in einem Zwischenzustand
zwischen lebendig und tot. Mit Schrédingers Worten:

Man kann auch ganz burleske Féalle konstruieren. Eine Katze wird in ei-
ne Stahlkammer gesperrt, zusammen mit folgender Héllenmaschine (die man
gegen den direkten Zugriff der Katze sichern muss): in einem Geigerschen
Zéihlrohr befindet sich eine winzige Menge radioaktiver Substanz, so wenig,
dass im Laufe einer Stunde vielleicht eines von den Atomen zerfillt, ebenso
wahrscheinlich aber auch keines; geschieht es, so spricht das Zahlrohr an und
betatigt iiber ein Relais ein Hammerchen, das ein Ko6lbchen mit Blausdure
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zertriimmert. Hat man dieses ganze System eine Stunde lang sich selbst iiber-
lassen, so wird man sich sagen, dass die Katze noch lebt, wenn inzwischen kein
Atom zerfallen ist. Der erste Atomzerfall wiirde sie vergiftet haben. Die Psi-
Funktion des ganzen Systems wiirde das so zum Ausdruck bringen, dass in ihr
die lebende und die tote Katze zu gleichen Teilen gemischt oder verschmiert
sind.

FEINSTEIN hat diesen nichtdeterministischen Charakter der Quantenmechanik nie ak-
zeptiert und glaubte an eine tiefergehende deterministische Theorie. Eine solche Theorie
héitte verborgene, dem Experimentator unbekannte, Parameter. Der Wahrscheinlichkeits-
charakter der Quantenmechanik wére dann ganz analog dem der klassischen statistischen
Mechanik. EINSTEIN ersann viele ingeniose Gedankenexperimente, die die zugrunde lie-
gende Realitdt der Erscheinungen klar machen sollten. Eine wichtige Rolle spielte dabei ei-
ne Argumentation von EINSTEIN, PODOLSKY und ROSEN |2|, oft EPR-Paradoz genannt.
Dabei zerfalle, wie in der Abbildung (1.1) (nach der Version von A. BOHM) gezeigt, ein
Teilchen mit verschwindendem Drehimpuls in zwei Teilchen A und B, die sich voneinander
wegbewegen. Misst man die z-Komponente des Spins von Teilchen A, so kennt man wegen
der Drehimpulserhaltung die z-Komponente des Spins von Teilchen B. Das Experiment
an A beeinflusst den Ausgang des Experiments an B, obwohl A und B weit getrennt sind.

Detektor Filter Quelle Filter Detektor
A 0
i )
Photon A Photon B
I Koinzidenzzahler I

Abbildung 1.1: Jedes Photon trifft auf einen Polarisationsanalysator. Die Quantenmecha-
nik sagt vorher, dass zwischen dem Durchgang der Photonen durch die beiden Analysa-
toren eine Korrelation besteht, obwohl die Photonen sich offensichtlich nicht miteinander
verstandigen konnen.

Auch wenn die beiden Zerfallsteilchen beliebig weit voneinander entfernt sind und
nicht mehr kommunizieren konnen, findet man eine Korrelation bei der Messung der
Einteilchen-Zustidnde. Diese Nichtlokalitdt der Quantenmechanik fiihrt allerdings zu kei-
nerlei Widerspriichen mit der speziellen Relativititstheorie. Zwar ist nach Messung einer
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Spinkomponente des ersten Teilchens sofort bekannt, welchen Wert die gleiche Spinkompo-
nente des zweiten Teilchens besitzt, aber es lisst sich dadurch keine Information iibertra-
gen. EINSTEIN, PODOLSKY und ROSEN haben dieses Gedankenexperiment als Argument
fiir die Existenz einer vollstiandigeren Theorie mit verborgenen Parametern angesehen:
Wegen der Trennung der beiden Teilchen hat keine gegenseitige Beeinflussung stattgefun-
den und die Spinkomponenten miissen deshalb schon vor deren Messung festgelegt sein

[3].

In einer Serie von Experimenten von ALAIN ASPECT und Mitarbeitern in Paris wurden
1982 die Korrelationen zwischen den Polarisationen zweier von einer Quelle in entgegenge-
setzter Richtungen emittierter Photonen gemessen [4], siche Abbildung (1.1). Die Quan-
tenmechanik und (lokale) Theorien mit verborgenen Parametern sagen fiir bestimmte Kor-
relationskoeffizienten hier verschiedene Resultate voraus. Die Messresultate von ASPECT
waren in vollstindiger Ubereinstimmung mit den Vorhersagen der Quantenmechanik. Sie
sind unvertriglich mit der Bellschen Ungleichung [5], die fiir (lokale) Theorien mit ver-
borgenen Parametern Giiltigkeit hat. Die beiden Photonen bilden einen verschrinkten
Zustand. Es ist unmoglich, dem einzelnen Photon lokale Eigenschaften zuzuordnen.

Bevor wir die Quantenmechanik zu verstehen suchen, mdochte ich einige historische
Bemerkungen anbringen. Ende des 19. Jahrhunderts schien die Physik zu einem gewissen
Abschluss gekommen zu sein. Dies geht aus dem folgenden Zitat von A. MICHELSON (aus
"Light Waves and Their Uses’, 1903) hervor:

Die wichtigsten Grundgesetze und Grundtatsachen der Physik sind alle schon
entdeckt, und diese haben sich bis jetzt so fest bewahrt, dass die Mdglich-
keit, sie wegen neuer Entdeckungen beiseite zu schieben, aukerordentlich fern
zu liegen scheint ..... Unsere kiinftigen Entdeckungen miissen wir in den 6.
Dezimalen suchen.

Am Ende der klassischen Periode bestand das Universum nur aus Materie und Strahlung:

Materie: Die Dynamik der Materie wird durch die deterministischen Newtonschen Glei-
chungen beschrieben. Der Zustand jedes Teilchens ist in jedem Augenblick durch Angabe
seiner Position und seines Impulses eindeutig bestimmt.

Die Korpuskulartheorie der Materie wurde zunédchst auf die Mechanik der Himmels-
korper und auf makroskopische feste Korper beschrankt. Nach der Atomhypothese der
Chemiker LAVOISIER, PROUST, GAY-LUSSAC und DALTON wurde sie auch zur grund-
legenden Theorie der Materie im mikroskopischen Bereich. Anfang des 19. Jahrhunderts
hat JOHN DALTON mit seiner atomistischen Erklarung der Gesetze von der Konstanz und
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von den multiplen Proportionen der Verbindungsgewichte der Substanzen der Atomhypo-
these in der Chemie wichtige Impulse gegeben. Sein Gesetz wurde durch die Annahme
leicht verstiandlich, dass sich Atome mit bestimmter Masse zu Molekiilen verbinden. Heute
rechnet man mit relativen Atommassen und diese werden beziiglich der vereinheitlichten
atomaren Masseneinheit (die Masse des Kohlenstoff-Isotops 2C' wird gleich 12 gesetzt)
gemessen.

Inspiriert von dem Gesetz iiber die Volumenverhiltnisse reagierender Gase von GAY-
LussAc stellte AVOGADRO 1811 seine beriihmte Hypothese auf, dass fiir feste Temperatur
und Druck gleiche Volumina von Gasen die gleiche Anzahl Molekiile enthalten, unabhéngig
von deren chemischer Zusammensetzung,

pu

N, —
ATRT

p: Druck, v: molares Volumen.
Spétere Experimente bestétigten AVOGADRO und nach den gegenwértig genauesten Mes-
sungen betrigt die Avogadro-Konstante

N4 = 6.0221367 - 10?3 Mol ™.

In der deutschsprachigen Literatur wird sie hdufig auch Loschmidtsche Zahl genannt.

Ende des 19. Jahrhunderts brachten J.C. MAXWELL und L. BOLTZMANN die kine-
tische Theorie der Gase zu einem gewissen Abschluss. Nach dieser Theorie ist Wérme
eine Form von Bewegung der Atome: eine Temperaturerh6hung bedeutet eine schnellere
Bewegung der Teilchen und entsprechend mehr Stofe gegen die Wand des umgebenden
Behélters oder einen hoheren Druck. In der kinetischen Gastheorie berechnen sich ma-
kroskopische Gréfen wie Temperatur und Druck als Mittelwerte von sehr vielen (~ 10%)
mikroskopischen Freiheitsgraden. Die entstehende statistische Mechanik beschriankt sich
dabei auf statistische Untersuchungen und versucht nicht die mikroskopische Dynamik ex-
akt zu 16sen. Die Ergebnisse bei der Untersuchung von Gasen (kinetische Gastheorie) und
in der Thermodynamik (statistische Thermodynamik) bestétigten die Korpuskulartheorie
der Materie qualitativ und quantitativ. Aufgrund der Untersuchung der Brownschen Be-
wegung von sehr feinen Teilchen in Fliissigkeiten oder Gasen wurde die reale Existenz von
Atomen und Molekiilen dann endgiiltig akzeptiert. Die vom englischen Botaniker ROBERT
BROWN 1827 entdeckte Zick-Zack-Bewegung wird den zahlreichen Stéfsen mit benachbar-
ten Atomen und Molekiilen zugeschrieben. A. EINSTEIN und M. SMOLUCHOWSKI zeigten
1905, wie diese Bewegung vermittels statistischer Bewegungsgesetze Riickschliisse auf die
Molekiile erlaubt [6]. Zum Beispiel wurde die Avogadrosche Zahl auf diese Art bestimmt.
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Strahlung: I. NEWTON versuchte die Eigenschaften des Lichts durch eine Teilchen-
theorie zu erkliaren. Diese konnte zum Beispiel die Refraktion leicht erkldren, falls sich
Lichtteilchen in optisch dichteren Medien schneller bewegen wiirden. Die etwa zur selben
Zeit entwickelte Huygensche Wellentheorie des Lichts fand anfinglich wenige Anhénger
(L. EULER und B. FRANKLIN waren Ausnahmen), da damals nur Schatten mit scharfen
Kanten beobachtet wurden. Erst nach Youngs und insbesondere Fresnels Interferenzver-
suchen an engen Schlitzen Anfang des 19. Jahrhunderts dnderte sich die Situation grund-
legend. Als dann Mitte des Jahrhunderts L. FOUCAULT demonstrierte, dass sich Licht in
Wasser langsamer als in der Luft fortpflanzte, war dies keine sonderliche Uberraschung
mehr, da sich die Wellentheorie des Lichts zu dieser Zeit schon durchgesetzt hatte. Die
Theorie des Lichts kam mit der Mazwellschen Theorie des Elektromagnetismus von 1855
zu einem gewissen Abschluss und die vorhergesagten Radiowellen wurden dann auch von
H. HERTZ nachgewiesen. Seither fand die Maxwellsche Theorie ihre volle Bestétigung
in der Behandlung von Wellenausbreitungsproblemen. Sie fiihrte zu einer einheitlichen
Behandlung von Optik und Elektrodynamik. Nach der Maxwellschen Feldtheorie hat die
Strahlung unendlich viele Freiheitsgrade, ndmlich die Komponenten des elektrischen und
magnetischen Feldes an jedem Raumpunkt. Die Strahlung kann nicht in lokalisierte Teil-
chen zerlegt werden.

Das mechanistische Weltbild: Gegen Ende des vorletzten Jahrhunderts konnten al-
le bekannten physikalischen Phanomene durch eine allgemeine Theorie der Materie und
Strahlung erklart werden. Es bestand ein hoher Grad an Vereinheitlichung und die Physik
stellte sich als abgeschlossenes und scheinbar widerspruchsfreies Gebdude dar.

Aber nur scheinbar. Es gab Probleme bei der Erklarung der elektromagnetischen Er-
scheinungen. Die Wellenausbreitung war schon von den akustischen Vorgéingen bekannt,
wo sie eine makroskopische Erscheinung ist, die sich aus der mikroskopischen Bewegung
von Atomen oder Molekiilen ableiten lasst. In Analogie suchte man nach einem Trager
der elektromagnetischen Wellen, dem sogenannten Ather. Auf diese Weise wollte man die
Wellenausbreitung ebenfalls auf die Kraftgesetze der Newtonschen Mechanik, angewandt
auf einen geeigneten Trager, zuriickfithren. Dieser Wunsch nach einer weiteren Vereinheit-
lichung der physikalischen Theorien im Rahmen einer mechanistischen Weltauffassung hat
LORD KELVIN etwa 1884 zum Ausdruck gebracht:

Ich bin niemals zufrieden, bevor ich ein mechanisches Modell des Gegenstan-
des konstruiert habe, mit dem ich mich beschéftige. Wenn es mir gelingt, ein
solches herzustellen, verstehe ich, andernfalls nicht. Daher kann ich die elek-
tromagnetische das Licht so vollstandig verstehen wie mdglich, ohne Dinge
einzufiihren, die ich noch weniger verstehe. Daher halte ich an der einfachen
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Dynamik fest, denn dort kann ich ein Modell finden, jedoch nicht in der elek-
tromagnetischen Theorie.

Der negative Ausgang des Michelson-Morley-Experiments drei Jahre spiter machte klar,
dass eine mechanistische Erkldrung des Elektromagnetismus nicht mdoglich war |7|. Das
augenscheinliche Paradoxon wurde endgiiltig von A. EINSTEIN im ,Wunderjahr* 1905 im
Rahmen seiner speziellen Relativitdtstheorie erklért [8]. Diese erweiterte die nichtrelati-
vistische klassische Theorie, stellte ihr Programm, und insbesondere den Determinismus,
aber nicht in Frage.

1.2.1 Erste Probleme mit der klassischen Physik

Um 1900 konzentrierten sich die Experimentalphysiker auf zwei Forschungsgebiete:

e Die genaue Untersuchung der mikroskopischen Struktur der Materie.

e Die Wechselwirkung der Teilchen untereinander und mit dem elektromagnetischen
Feld.

J.J. THOMSON entdeckte 1897 das FElektron als Teilchen der Kathodenstrahlung [9]. Sei-
ne Apparatur war so angelegt, dass er durch eine Kompensation der elektrischen und
magnetischen Kraft das Verhéltnis e/m der elektrischen Ladung zur Elektronenmasse
bestimmen konnte. Im Folgenden wurde das Verhalten der Elektronen in gekreuzten elek-
tromagnetischen Feldern £ 1 B (KAUFMANN 1901-1906), in parallelen Feldern (J.J.
THOMSON 1911) und mittels der magnetischen Léngsfokussierung (H. BuscH, 1926) ein-
gehend studiert, und unter Anwendung der Lorentzschen Theorie der Wechselwirkung
zwischen Elektronen und elektromagnetischen Feldern konnte e/m genau bestimmt wer-
den.

Die Vervollkommnung der experimentellen Techniken ermdglichte die Beobachtung
einzelner mikroskopischer Vorginge und das Zahlen von mikroskopischen Teilchen. Zu
erwihnen sind die Messung der elektrischen Elementarladung (MILLIKAN 1911) durch
Beobachtung schwebender geladener Oltropfchen zwischen den Platten eines Kondensa-
tors mittels eines Mikroskops, die Beobachtung von Teilchenbahnen in Wilson-Kammern
(1912) und die Entwicklung des Geigerzéhlers (1913).

Parallel dazu wurde mit der Entdeckung der Radioaktivitit durch BECQUEREL (1896)
und den bahnbrechenden Experimenten von MARIE und PIERRE CURIE an der Sorbonne
Eigenschaften von Atomkernen erkennbar. H. GEIGER, E. MARSDEN und E. RUTHER-
FORD untersuchten systematisch die Streuung von a-Teilchen (He-Kerne) an Atomen in
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diinnen Substanzschichten. Die abgelenkten a-Teilchen wurden durch Beobachtung der
Lichtblitze auf einem um das streuende Priaparat herumgelegten bzw. herum bewegbaren
Szintillationsschirm nachgewiesen. Nach Entdeckung der Wilsonschen Nebelkammer war
es moglich, die Bahnen der a-Teilchen direkt sichtbar zu machen und auszumessen. Man
sah, dass sie nur selten mehr als 3° von ihrer Richtung abgelenkt wurden. Nur in gerade
mal einem von achttausend Fillen gab es Ablenkwinkel von 90° bis 180°.

RUTHERFORD entwickelte das erste moderne Bild von Atomen®. Sein Atommodell be-
stand aus einem sehr kleinen (~ 107! —107!2cm) positiv geladenen Kern der Ladung Ze,
um den Z Elektronen kreisen. Darin unterschied es sich von &dlteren Modellen, erwdhnens-
wert ist das Rosinenpudding-Modell von J.J THOMSON, das als erster Schritt auf dem
Weg zu einer theoretischen Deutung des Periodensystems angesehen werden kann. Nach
RUTHERFORD vereinigt der Kern fast die ganze Masse des Atoms in sich. Das Modell
dhnelt einem Sonnensystem im Kleinen, bei dem die Gravitationskrafte durch die elek-
trischen Krifte ersetzt werden. Die Coulomb-Anziehung des Kerns, die Zentrifugalkréfte
und die gegenseitige Abstoflung der Elektronen sollten bewirken, dass diese stabile Bah-
nen mit Radien von etwa 10~® ¢m um den Kern vollfiihren. Das Rutherfordsche Modell
hatte aber ein grofles Problem, dessen Losung den Anfang der Quantenmechanik bedeu-
tete. Um nicht in den Atomkern zu fallen, mussten die Elektronen um den anziehenden
Kern kreisen. Nach den Gesetzen der Elektrodynamik strahlt aber ein kreisendes Elektron
und sollte aufgrund des Energieverlustes in den Kern stiirzen. Eine kurze Abschitzung
zeigt, dass im Rutherfordschen Modell fiir das Wasserstoffatom das Elektron aufgrund
der Dipolabstrahlung in nur 1.1 - 1071% seinen Abstand vom Kern von 107%m auf 10714
m verringern wiirde.

Einige Monate vor der Radioaktivitit fand W. RONTGEN durch Zufall die nach ihm
benannte Strahlung. Deren Wellencharakter wurde 1912 von LAUE mit Beugungsexperi-
menten an Kristallen nachgewiesen. Seither vervollstandigte sich die Kenntnis des Spek-
trums der elektromagnetischen Wellen im Bereich kleiner Wellenldngen. So wurde auch
die elektromagnetische Struktur der y-Strahlung radioaktiver Stoffe erkannt. Die Spek-
tralanalyse erweiterte dabei nicht nur ihren Bereich, sondern wurde gleichzeitig immer
genauer. Sie lieferte eine Fiille von Daten iiber Emission, Streuung und Absorption von
Licht durch Materie. Beim Vergleich der Voraussagen der Lorentzschen Theorie mit den
Daten zeigten sich erste Widerspriiche zwischen klassischer Theorie und Erfahrung. Die
Probleme traten bei der Untersuchung der Spektralverteilung der elektromagnetischen
Strahlung im thermodynamischen Gleichgewicht mit der Materie auf. Die Losung des
Problems gelang MAX PLANCK 1900 und gilt als Geburtsstunde der (Quantentheorie.
Wir wollen uns nun dieses Problem und seine Losung etwas néher ansehen.

'LENARD kam aufgrund seiner Deutung des Durchgangs von Elektronen durch Metallfolien zu dhnli-
chen Schliissen wie RUTHERFORD.
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1.3 Hohlraumstrahlung

Hier sei nur eine kurze Zusammenfassung gegeben. Mehr Details finden sich im Anhang
zu diesem Kapitel und in der Vorlesung iiber Thermodynamik und Statistik.

Die Winde eines Hohlraums seien auf die (absolute) Temperatur 7" gebracht. Die Ato-
me in den Winden wechselwirken mit den elektromagnetischen Wellen im Hohlraum: sie
absorbieren und emittieren Wellen. Dabei stellt sich bald ein von 7" abhingiges Gleich-
gewicht ein. Die Strahlung im Hohlraum enthélt elektromagnetische Schwingungen mit
verschiedenen Frequenzen und Wellenzahlvektoren. Um die spektrale Energieverteilung
dieser Strahlung zu untersuchen, zerlegen wir das Strahlungsfeld in Normalmoden.

Bekanntlich lassen sich die beiden homogenen Maxwellgleichungen durch Einfiihrung
von elektromagnetischen Potentialen 16sen

>y (1.1)

B=VAA und E:—V¢—E

Im materiefreien Hohlraum diirfen wir ¢ = 0 setzen und die Coulombeichung
V-A=0 (1.2)

wahlen. Die verbleibenden Maxwellgleichungen
1.
VAB—--E=0 und V-E=0
c

sind dann gleichbedeutend mit

éA—AAEDA:O (1.3)
Der Hohlraum sei ein Kubus mit Seitenldnge L. Die elektromagnetischen Felder bilden dar-
in stehende Wellen, fiir die E,,, und B,oy, an der Wand verschwinden. Statt mit diesen
annihernd realistischen Randbedingungen zu arbeiten?, wollen wir periodische Randbe-
dingungen fiir das Vektorpotential fordern. Die unten angegebene Spektraldichte stimmt
dann bis auf Terme der Ordnung O(9V') und fiir die zu berechnenden Dichten verschwin-
det der Fehler fiir groke Hohlraumvolumina. Nun entwickeln wir A in eine Fourierreihe,

Alt,z) =Y a(tk)e*  a(t,—k)=a'(t,k), 0<z<L,

keK

2Fiir kleine Wellenliingen ist jede realistische Hohlraumwand durchléssig.

A. Wipf, Quantenmechanik I



1. Urspriinge der Quantentheorie 1.3. Hohlraumstrahlung 11

wobei wegen der Periodizitdt des Potentials die Wellenzahlvektoren k aus

2
K = {%(nl,ng,ng)}ni € Z}

sein miissen. Aus der Coulomb-Eichbedingung

ks

T d2r/L

ki

L

Abbildung 1.2: Hohlraumstrahlung und mdgliche Wellenzahlvektoren

V.- A(t,x) :z'Zk ca(t,k)e™™ =0
folgt, dass a senkrecht auf der Ausbreitungrichtung der Welle steht,
k-a(t,k)=0.

Zu jedem Wellenzahlvektor k gehoren also zwei unabhéngige Polarisationsvektoren a(t, k).
Die Polarisation ist senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und man sagt, das Strahlungsfeld
sei transversal®. Mit (1.1) finden wir das elektrische und magnetische Feld:

1 : :
E=—> a(tk)e*® uwd B=iY kAa(tk)e*
C
K K

Um die Energie des Strahlungsfeldes zu bestimmen, benutzen wir die Orthogonalitét der
stehenden Wellen im Hohlraum,

- -
/ d3$ ezk:z: ezk z _ V5k+k’-
\4

3Der Spezialfall k = 0 verlangt eine separate Behandlung. Aber eine genauere Analyse fiihrt fiir grofte
Volumen ebenfalls auf die unten bestimmten Dichten.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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Man findet nun leicht fiir die Energie der Hohlraumstrahlung den Ausdruck
1
U=5— ; (la(t,k))* +*(k)|a(t,k))?),  w=_2mv=|k|. (1.4)

Die Grofe w heifst Kreisfrequenz. Die Maxwellgleichungen (1.3) schreiben sich geméf

04 = é; (a(t, k) + ?a(t, k) e*® =0,

oder dquivalent dazu
a(t k) +w(k)a(t k) =0. (1.5)

Aus (1.4,1.5) entnehmen wir, dass das Strahlungsfeld im Hohlraum V' einem System von
unendlich vielen harmonischen Oszillatoren dquivalent ist, und zwar 2 je Wellenzahlvektor.

Spektrale Dichte der Oszillatoren: Wir wollen die Anzahl Freiheitsgrade mit Fre-
quenzen kleiner als v = w /27, gegeben durch

vy =i el < 222,

berechnen. Zu jedem Wellenzahlvektor gibt es 2 Oszillatoren. Das Gitter im k-Raum hat
die Dichte (L/2m)? und wir finden

oder auch

Nv) & Vi (1.6)

= —V2 (1.7)

Energiedichte: Im thermischen Gleichgewicht ist die mittlere Energie je Oszillator we-
gen der Isotropie unabhingig von der Polarisation und der Richtung von k, also eine
Funktion E(T,v), die nur von der Temperatur und der Frequenz abhéngt. Damit finden

A. Wipf, Quantenmechanik I
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wir fiir die Energiedichte pro Frequenzintervall, auch spektrale Energiedichte genannt,

82

p(T,v) = %n(u)E(T, v) = E(T,v). (1.8)

3
Durch eine Kombination von Thermodynamik und Lichttheorie gelang es W. WIEN 1886
zu zeigen (siehe Anhang), dass p die folgende funktionale Abhéngigkeit von Frequenz und
Temperatur haben muss:

82 v
T v) = KT P (-) . 1.9
o(Tv) = = - (19)
Man sieht leicht, dass daraus bereits das Stefan-Boltzmannsche Gesetz [10] fiir die Energie
der Hohlraumstrahlung folgt:

_ _% 2p (Y _@ 4 2 _ i
u(T)—/p(T,V)dV— . T/VP<T>dV— T /y Ply)=aT",  (1.10)

wobei wir die Variablensubstitution ¥ = T'y vornahmen.

Aus dem Vergleich von (1.9) mit der Beziechung (1.8) ergibt sich unmittelbar, dass
E(T,v)/kT nur eine Funktion des Verhéltnisses v/T sein kann

E(T,v) :kTP<%). (1.11)
Einen expliziten Ausdruck fiir die universelle Funktion P konnte WIEN mit Hilfe lediglich
thermodynamischer Uberlegungen nicht erhalten.

Rayleigh-Jeans-Formel: FEin sehr allgemeines Gesetz der klassischen Statistik, der
Gleichverteilungssatz, bietet sich hier geradezu an. Nach diesem Satz kommt auf jeden
Freiheitsgrad die mittlere kinetische Energie £7'/2. Da fiir einen harmonischen Oszillator
diese gleich der mittleren potentiellen Energie ist (siehe Anhang), sollten wir fiir die
mittlere Energie je Oszillator K7 wéhlen. Durch Einsetzen in (1.8) kam RAYLEIGH im
Juni 1900 zu folgender Formel:*

82
pR(Ta V) =

= kT. (1.12)
Fiir grofle Wellenldngen oder kleine Frequenzen hat sich diese Formel als korrekt erwiesen.
Allerdings stand sie bei hohen Frequenzen im krassen Widerspruch zu den Messungen
von LUMMER, PRINGSHEIM, RUBENS und KURLBAUM [11]. Dass das klassische Ergebnis

YRAYLEIGH irrte sich um einen Faktor 8. Dies wurde einige Jahre spiiter von JEANS korrigiert.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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(1.12) nicht in Ordnung sein kann, erkennt man auch, wenn man damit die Energiedichte
der elektromagnetischen Strahlung im Hohlraum zu berechnen versucht:

o0

u:/deV:i—ng/Vde/:oo.

0

Diese Ultraviolettkatastrophe wie auch die Diskrepanz zwischen (1.12) und den experi-
mentellen Daten zeugen eindeutig vom Versagen der klassischen Physik bei der Erkldrung
der Hohlraumstrahlung.

Wiensches Strahlungsgesetz: Unter der Annahme, dass ein Zusammenhang zwischen
dem Strahlungsgesetz und der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung existieren miisse,
wobei die Geschwindigkeit durch eine nur von der Frequenz abhingige Grofe ersetzt
werden sollte, hat WIEN die folgende spektrale Energiedichte angegeben [13]:

8/ b kT hv

e hve = pr(T,v) - ze ", T = (1.13)

pW(Ta V) =

Die Grofe z muf dimensionslos sein und deshalb ist hr eine Energie. Die hier auftregende
Naturkonstante h ist das Plancksche Wirkungsquantum. Oft fiihrt man das reduzierte
Wirkungsquantum

h= o (1.14)
ein, so dass hv = hw gilt. Die theoretische Begriindung der Wienschen Spektraldichte war
duferst unbefriedigend, und PLANCK versuchte ihr in den Jahren 1897 bis 1899 ein besse-
res theoretisches Fundament zu geben. Das Gesetz stimmt fiir kurze Wellenlingen (grofe
x) sehr gut, aber mit den oben erwdhnten Messungen konnte eindeutig seine begrenzte
Giiltigkeit nachgewiesen werden.

1.3.1 Plancksches Strahlungsgesetz

Im Herbst 1900 stellte sich die Situation in Bezug auf die schwarze Strahlung wie folgt
dar. Es existieren zwei theoretisch abgeleitete Gesetze, das Wien-Planck-Gesetz und das
Rayleigh-Jeans-Gesetz. Die theoretische Herleitung des ersteren ist problematisch, und ei-
ne Ubereinstimmung mit den Experimenten wird nur bei hohen Frequenzen erreicht. Das
Rayleigh-Jeans-Gesetz steht auf einer festeren theoretischen Grundlage, denn es stiitzt
sich auf ein sehr allgemeines Prinzip der klassischen Statistik, den Gleichverteilungssatz.
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Trotzdem stimmt das Gesetz nur fiir kleine Frequenzen mit den Beobachtungen iiberein.
Um die beiden Lésungen zu kombinieren, hat nun PLANCK zwischen pg und pw interpo-
liert [12] (tatséichlich hat er die zweiten Ableitungen der Entropie nach der Energie auf
moglichst einfache Weise miteinander verbunden), was auf das Plancksche Strahlungsge-
setz

8m o  hv x hv

ATv) =GV gopr 1 = P(T0v) oder B(T,v) = o —1

. (1.15)

fithrt. In der Abbildung (1.3) ist die Spektraldichte fiir drei Temperaturen geplottet.
Folgende Eigenschaften dieser Formel dienen als Hinweise fiir ihre Richtigkeit:

Rayleigh- Wmax ~ T
Jeans

Abbildung 1.3: Frequenzverteilung der Wirmestrahlungsintensitiét fiir 3 verschiedene T'

e Im Nieder- und Hochfrequenzbereich gelten (x = hv/kT)

T

x {1 falls x — 0
—

er — 1 ze™® falls x — oo, ’
in Ubereinstimmung mit der Formeln von Rayleigh-Jeans und Wien.

e PLANCK konnte aus dem Experiment bekannten Stefan-Boltzmann-Konstanten und
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der Konstanten im Wienschen Verschiebungsgesetz

o= % = 5.67051(19) - 1078 Wm 2K

Trmax = ”mTa" =5.88- 10" HzK™"
die Boltzmann-Konstante £ und Plancksche Konstante h wie folgt bestimmen: Mit

seiner Formel fiir die spektrale Energiedichte ist die Konstante a im Stefan-Boltzmann-
Gesetz (1.10) gegeben durch

kN o4 K
=7 T)dv = 87k | — ——dr = ———
¢ /p(y’ Jdv = 8x (hc) /ew—l T (hc)3

und fiir die Konstante im Verschiebungsgesetz (siehe Anhang) ergibt sich

Vmax k k

Nach Vergleich mit den experimentellen Werten ergeben sich daraus die Naturkon-
stanten k und h, deren heutigen Werte

k = 1.380658(12)- 1073 JK™!
h = 6.6260755(40) - 107**J s (1.16)

sind. Aus der Boltzmann- und Gaskonstanten folgt die Loschmidtsche Zahl,

Ny = % ~ 6.0221367(36) - 10%* Mol ™!,

und schlielich ergibt sich aus der Loschmidtschen Zahl und Faraday-Konstanten
die elektrische Ladung des Elektrons

e=F/Ny =1.60217733(49) - 10~ *C.

e Das Plancksche Strahlungsgesetz beschreibt die spektrale Energieverteilung der schwar-
zen Strahlung im gesamten Frequenzbereich richtig.

RUBENS und KURLBAUM haben 1901 die verschieden Strahlungsformeln iiberpriift und
Plancks Formel fiir richtig befunden [14]. Das physikalische Problem, dessen Losung die
Quantentheorie gebar, war, E(T,v) zu erkléren.

A. Wipf, Quantenmechanik I
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1.4 Lichtquanten

Zahlreiche in ihrer Beweiskraft zwingende Versuche haben gezeigt, dass das Licht ein
Wellenvorgang ist. Es gibt jedoch eine Reihe genauso iiberzeugender Versuche, die sich
mit einer solchen Vorstellung nicht erkldren lassen. Man versteht sie aber sofort mit der
Annahme, dass das Licht aus Photonen besteht, die qualitativ dhnliche Eigenschaften
haben wie materielle Teilchen.

1.4.1 Einsteins Lichtquantenhypothese

Die Einsteinsche Lichtquantenhypothese (1905) besagt, dass die von einer elektromagneti-
schen Welle der Frequenz v transportierte Energie immer ein ganzzahliges Vielfaches von
hv = hw (h = h/2m) ist [15]. EINSTEIN wurde iiber die Analyse der fiir grofse Frequenzen
giiltigen Wienschen Strahlungsformel auf die Lichtquantenhypothese gefiihrt. Er war sich
der Radikalitédt seiner Hypothese bewusst und suchte nach Moglichkeiten der experimen-
tellen Bestétigung. Eine solche findet man im lichtelektrischen Effekt (Photoeffekt), den
wir im folgenden Abschnitt besprechen werden.

Doch zuerst wenden wir die Lichtquantenhypothese auf die Hohlraumstrahlung an.
Wir nehmen an, dass zur Beschreibung des thermischen Gleichgewichts der Strahlung das
Boltzmann-Gibbssche Postulat giiltig sei: im thermischen Gleichgewicht bei der Tempe-
ratur 7' ist die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes mit Energie E proportional zu

1
—BE _
e "7 = —.
p kT
Mit der Lichtquantenhypothese findet man dann fiir die mittlere Energie eines Oszillators
mit Frequenz v die Formel

E(T,v) = Z(nhu)wn
n=0
e—ﬁnhu > 1
_ _ —Bmhyv __
Wn = — , Z—mzzoe il p——

Daraus berechnet sich nun die mittlere Energie geméf

d hyeBhv hv

—%logZ: =

E(T,v) = 1 —ePhw  gbhr _ 1

in Ubereinstimmung mit der Planckschen Strahlungsformel (1.15).
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1.4.2 Lichtelektrischer Effekt (Photoeffekt)

1888 bestrahlte W. Hallwachs negativ geladene Metallplatten mit ultraviolettem Licht
und stellte mit dem angeschlossenen Elektrometer fest, dass diese Ladung allméhlich
verschwand [16]. Eine positive Ladung blieb dagegen erhalten. Allgemein 16st hinreichend
kurzwelliges Licht aus Metalloberflichen negative Ladungstriger, ndmlich die 1897 von
J.J. THOMSON entdeckten FElektronen, aus. Die Stiarke des Stromes ist proportional zur
Intensitit der Strahlung, vorausgesetzt, die Frequenz des Lichts ist grofler als eine fiir
das bestrahlte Metall charakteristische kritische Frequenz v.. LENARD fand 1902 den
klassisch unerklarlichen Effekt, dass die mit einer Gegenspannung gemessene Energie der
Elektronen nur von der Frequenz der Strahlung, nicht aber von ihrer Intensitit abhingt

I17).

EINSTEIN erklarte dies 1905 mit Hilfe seiner Lichtquantenhypothese und dem Ener-
giesatz wie folgt: die einfallende Strahlung besteht aus Lichtquanten (Photonen), die eine
Energie hv haben. Ein Elektron im Metall kann nun ein Photon absorbieren und gewinnt
dabei nach dem Energiesatz die Energie hrv. Nach Abzug der Austrittsarbeit W bleibt
dem austretenden Elektron noch die kinetische Energie
1mevz:hl/—I/V:M/zz/c:K.

2 h

Offensichtlich hiangt die Bewegungsenergie der austretenden Elektronen nur von der Fre-
quenz des eingestrahlten Lichts oder der Energie der auftreffenden Photonen ab. Dieses
Gesetz wurde von MILLIKAN 1916 bestétigt [18]. Die Konstante h hat genau denselben
Wert wie die im Ausdruck fiir das Spektrum der Hohlraumstrahlung auftretende Kon-
stante. EINSTEIN erhielt 1921 fiir seine Erkldrung des Photoeffektes den Nobelpreis. Die
klassische Wellentheorie ist nicht in der Lage, den Photoeffekt zu erkliren (sieche MESSIAH
I, Seite 23).

1.4.3 Comptoneffekt

Wenn wir die Energie £/ = hr der mit Materie wechselwirkenden Photonen allméhlich
steigern, wird zuerst das Stadium der Absorption durch den Photoeffekt an gebundenen
Elektronen durchlaufen. Ist schlieflich E wesentlich grofer als die Elektronenbindung, so
wird die Absorption abgelost durch die Streuung an quasifreien Elektronen. Dieser Effekt
wurde 1922 von COMPTON entdeckt [19], wofiir er 1927 den Physik-Nobelpreis erhielt.
Fiir einen geradlinig durch Materie gehenden Strahl bedeutet die Streuung durch den
Compton-Effekt eine Schwichung wie die Absorption durch den Photoeffekt.
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Elektromagnetische Strahlung breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit aus. Nach den
Formeln der relativistischen Mechanik ist

2
1

E:mec2+—mv2+...,
V1 —v?/c? 2

und da mit hv die Energie eines Photons beliebig klein werden kann, mufs ein Lichtquant
verschwindende Ruhemasse haben. Nun gilt allgemein, dass

E? — (cp)® = (mc?)?, (1.17)

also fiir Lichtquanten mit Frequenz v

E  hv
lpl=—=—="nlk|,
c c

wobei k der Wellenzahlvektor ist. Dies kann man auch der Maxwellschen Theorie entneh-
men. Fiir eine monochromatische Welle,

E—(Ecke0)  B=R(E(kAL)etn),

C
w

wobei € L k und w = ¢|k| gilt, zeigt eine kurze Rechnung, dass

1 1
S=—k-u=u=—|S| (1.18)
w c
gilt, wobei
W= (E2+B? wd S—-"EAB
87 4w

die Energiedichte und der Poynting-Vektor (die Impulsdichte) sind. Wenden wir dies auf
einen Quant des Strahlungsfeldes der Energie hr an, dann folgt

p (28 Lk ~hy = 2ik = hk.

2y T

Also sind die Energie und der Impuls eines Photons
E=hv=hw und p = hk. (1.19)

Glaubt man an die unbeschrinkte Giiltigkeit des Energie-Impuls-Erhaltungssatzes, so
kann man die Formeln (1.19) bei St6fen von Lichtquanten an Teilchen, z.B. Elektronen,
testen. In der Tat hat die Photonenvorstellung folgenden zunéchst rédtselhaften Effekt
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aufgeklart: Monochromatisches Rontgenlicht wird durch Materie gestreut, und zwar im
Gegensatz zum sichtbaren Licht unter Vergroferung seiner Wellenldnge. Die Wellenldn-
ge des Streulichts ist um so groker, je grofer der Streuwinkel @ ist. Riickwértsstreuung
mit § = 7 liefert eine Wellenlingenzunahme um 4.85 pm= 0.0485A (ngstrom), unabhin-
gig von der eingestrahlten Wellenlinge®. Die fehlende Energie wird von den auftretenden
‘Riickstofielektronen’, die beim Streuprozess aus dem Atom des streuenden Materials her-
ausgeschlagen werden, weggetragen.

Betrachten wir nun die Kollision zwischen einem lings der x-Achse einlaufenden Pho-
ton mit Energie hv und Impuls ik, = h/) und einem ruhenden Elektron, p = 0. Die

hv'/c
Photon hv/c  Elektron 0
AN NN e
vor dem Stof gnach dem
:Stofd
mu
............... q

Abbildung 1.4: Die Streuung eines Photons an einem ruhenden Elektron. Die Erhaltungs-
sdtze fiir Energie und Impuls sind auch mikroskopisch streng giiltig.

Impulserhaltung impliziert

h n h 0

—~ = @y + —cos

P DY

h .
0 = g+ v sin
und die Energieerhaltung
he he

me® + 5= c\/m202 +@E+aq+ v

Bringen wir den rechten Term in der Energiebilanz nach links, dividieren durch ¢ und

51A (ngstrgm) — 10~'"%m= 0.1nm und 1 Fermi — 10~ m= 1 fm sind Atom -und Kerndimensionen.
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quadrieren, so erhalten wir

1 1 ? 2 2 2
meth{y—+ = (me)® +¢; + q;
1 cosf\? hsin 62
_ 2 2 (L
= (mc) +h <)\ )\/ ) +< )\/ ) )

wobei wir in der letzten Gleichung die Impulserhaltung benutzten. Nach Ausmultiplikation

ergibt sich
mc(N — X) = h(1 — cosh)

oder mit 1 — cos = 2sin? /2 die Beziehung

2h 0
N —XA=A\N= "—sin®_. (1.20)
mc 2
Das Experiment bestétigt diese Formel glinzend; speziell ist 2h/mc der bei einer Riickstreu-

ung gefundene Wert von 0.0485A. Die Hilfte davon,

h
Ae = — = 0.0243A, (1.21)

mc
heilst Compton- Wellenlinge des Elektrons. Ein Photon mit Wellenlédnge A\, hat die Energie
hv = he/A. = mc?, also die der Ruhemasse des Elektrons entsprechende Energie. Es wiir-
de bei Riickwirtsstreuung seine Wellenldnge verdoppeln. Die Annahme eines gestofenen
Elektrons in Ruhe ist gerechtfertigt, solange gilt

h

) Ip|

1.5 Materiewellen

Die Schwierigkeit der klassischen Physik mit kleinen Strukturen, man denke an die In-
stabilitdt des Atoms, fiihrten LOUIS DE BROGLIE auf die Idee, dass es in der Optik
dhnlich sei [20]%: Fiir Beugung und Streuung von Licht an Objekten, die gross verglichen
mit der Wellenldnge sind, kann man die Lichtausbreitung mit den Methoden der geo-

6de Broglie formulierte diese These 1923 in seiner Doktorarbeit. Sie war so revolutionir, dass der
Priifungsausschuss véllig im Dunkeln dariiber tappte, was davon zu halten sei. Der bekannte Physiker
Paul Langevin sandte ein Exemplar der Arbeit an Einstein mit der Bitte um Kritik. Auf Grund Einsteins
positver Fiirsprache wurde die Arbeit akzeptiert.
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metrischen Optik (Strahlenoptik) beschreiben, genauso wie in der klassischen Mechanik
die Teilchenausbreitung mit klassischen Bahnen. Erst fiir kleine Objekte offenbart das
Licht seinen Wellencharakter und Beugungserscheinungen treten auf. Sind auch Teilchen
in Wirklichkeit Materiewellen? Falls ja, miissen die Frequenz und Wellenldnge der pos-
tulierten Materiewelle auf ganz bestimmte Weise mit den Teilchenparametern wie Masse
und Impuls zusammenhéngen.

Da auch Licht aus Teilchen, den Photonen, mit Energie
E=hv (1.22)

besteht, ist es naheliegend diesen Zusammenhang fiir beliebige Teilchen zu iibernehmen.
Ein massives Teilchen, zum Beispiel ein Elektron, hat in seinem Ruhesystem die Energie
Ey = myc? und Frequenz

Y (22 moc?/h. (1.23)
Dem ruhenden Teilchen werde eine stationidre Welle
¢ _ ,QZ)O 627r2'1/0t — ¢0 eiwot

zugeordnet. In einem Inertialsystem, welches sich beziiglich dem Ruhesystem mit der
Geschwindigkeit v in die negative x-Richtung bewegt, hat ein Punkt (¢, ) die Koordinaten

1
V1—v?/c?

der relativistische vy-Faktor ist. In diesem System bewegt sich das Teilchen mit Geschwin-

t/=’y<t+%1’) , @ =~(t+x), wobei =

digkeit v in die z-Richtung und wegen

()= (L))
= ’}/ ’
x —v 1 x
hat die Wellenfunktion in diesem System die Gestalt
w — wo eiwot — wo eiwo’y(t’—vw’/cz) _ wo ei(w/t/_k/m/)'
Ein mit v bewegtes Teilchen hat also die Frequenz und den Wellenzahlvektor

wov
v =11y und k:%y.
c
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Mit A = 27/k findet man auch

1 ¢ (23 h
A= —— (129 —, wobei p=ymyv
v p
der relativistische Teilchenimpuls ist. Beriicksichtigen wir noch, dass die Energie eines
Teilchens gleich E = ymgc® = yhyy ist, so finden wir folgende Beziehungen zwischen den
Teilchengroffen Energie und Impuls und den zugeordneten Welleneigenschaften Kreisfre-

quenz und Wellenzahlvektor:
E=hw und p=ymov = hk. (1.24)

Wird ein Elektron aus der Ruhe auf die Geschwindigkeit v = p/m gebracht, indem
man es eine Potentialdifferenz U durchlaufen ldsst, so gilt geméf dem Energiesatz im
nichtrelativistischen Grenzfall

p2

2
om ’

Aufgeldst nach der de Broglie-Wellenlénge des Elektrons,

1/2
= 2mh N ( 150]) i

2mel UV

Fiir eine Spannung von 100 — 1000 Volt liegt diese im Rontgenbereich.

1.5.1 Elektronenstreuung

Wenn die Bewegung von Teilchen durch Materiewellen beschrieben wird, miissten sich
auch Beugungs- und Interferenzerscheinungen nachweisen lassen. Dies wird in der Tat
beobachtet. Allerdings wurde die Wellennatur der Elektronen erst nach Schaffung der
Quantenmechanik {iberzeugend nachgewiesen. C. DAVISSON und L.. GERMER sahen 1927
deutliche Interferenzmaxima bei der Reflexion von Elektronen an Nickeleinkristallen [21].
Im gleichen Jahr konnte G.P. THOMSON an Interferenzen beim Durchgang von Elektro-
nen durch diinne Metallfolien die Beziehung von DE BROGLIE, A = h/muw, gut priifen und
bestiitigen [22]”. Auch bei Atomstrahlen wurden 1929 Andeutungen von Interferenzen
gefunden, ndmlich von O. STERN bei He-Strahlen an Steinsalzkristallen [23], deutlichere
von I. ESTERMANN und O. STERN mit He- und Hy-Strahlen an LiF-Kristallen |24].

7J.J. Thomson erhielt den Nobelpreis fiir den Nachweis, dass Elektronen Teilchen sind und sein Sohn
G.P. Thomson fiir den Nachweis, dass sie Wellen sind.
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Der Wellencharakter von Elektronen ist uns heutzutage von Elektronenmikroskopen
[25] her wohlbekannt. Im Elektronenmikroskop begrenzt die de Broglie-Wellenlénge des
Elektrons genauso das Auflosungsvermogen wie die optische Wellenldnge das im Lichtmi-
kroskop. Das wohl einfachste Experiment, welches diesen Wellencharakter zeigt, ist die
Streuung von Elektronen an einem langen, geraden und positiv geladenen Faden, siehe
Abbildung (1.5). Das Biprisma von DUKER und MOLLENSTEDT trennt zwei Strahlen frei-
er Elektronen, die aus der gleichen Quelle kommen, und lasst sie dann fast parallel wieder
zusammenlaufen |26]. Als Quelle dient das elektronenoptisch auf 50nm verkleinerte Bild
einer Elektronenquelle. Die Elektronen fliegen an einem positiv geladenen Metallfaden
vorbei und werden von ihm zur Mitte hin abgelenkt. Man kann sich iiberzeugen, dass
im Feld eines langen geraden Drahtes der Gesamtablenkwinkel nicht von dem Abstand
abhéngt, in dem das Elektron den Draht passiert, sondern nur von seiner Energie. Aus
dem beobachteten Interferenzmuster fiir Elektronen mit 1eV kann man deren Wellenlénge
bestimmen. Man misst A = 1.2nm. Dies ist genau die Wellenldnge, die wir aufgrund der
de Broglie-Beziehung erwarten. Das erste Doppelspaltexperiment mit Elektronen wurde

Faden

Elektronen-

quelle\

Abbildung 1.5: Elektronenbeugung am ’Biprisma’ nach Diiker und Mdéllenstedt [26].

von C. JONSSON 1960 in Tiibingen durchgefiihrt® [27] und danach schrittweise verbes-
sert [28]. Elektronen wechselwirken stark mit Materie und auch deshalb verwendet man
gerne Neutronen in Interferenzversuchen [29]. Da Neutronen etwa 2000-mal schwerer als
Elektronen sind, miissen nach A = h/muv diese sehr langsam sein, damit ihre Wellenlénge
noch messbar ist.

8In einer Umfrage des Organs der englischen physikalischen Gesellschaft ,Physics World“ nach dem
schonsten Experiment aller Zeiten, kam der Versuch von Claus Jonsson auf den ersten Platz.
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1.6 Quantisierungsregeln von Bohr-Sommerfeld

Die adltere Quantentheorie beruht auf folgendem Verfahren: Man nehme an, dass Systeme
materieller Teilchen den Gesetzen der klassischen Mechanik folgen. Man postuliere aber
dariiber hinaus, dass von allen Losungen der Bewegungsgleichungen nur diejenigen iibrig
bleiben sollten, die bestimmten, ad hoc eingefiihrten Quantisierungsregeln geniigen |30].
Die Regeln sondern spezielle Bewegungen aus, die auf Grund der Hypothese als allein rea-
lisierbar vorausgesetzt werden. Zu jeder dieser Bewegungen gehort ein bestimmter Wert
der Energie. Die so ermittelten diskreten Energiewerte bilden das quantisierte Energie-
spektrum. In derselben Weise erhilt man ein Spektrum von erlaubten Werten fiir die
anderen Konstanten der Bewegung.

Das Aufstellen der 'Quantisierungsregeln’ war vor allem eine Sache der Intuition: Man
postulierte gewisse Regeln und verglich die sich daraus ergebenden Energiespektren mit
den Experimenten. Bei dieser Suche spielte das Bohrsche Korrespondenzprinzip eine wert-
volle Rolle. Dieses Prinzip besagt, dass die klassische Theorie makroskopisch richtig ist,
d.h. im Grenzfall, wo die quantenhaften Unstetigkeiten noch als unendlich klein angesehen
werden konnen. Oder anders ausgedriickt:

Die Quantentheorie muss fiir groffe Quantenzahlen
asymptotisch in die klassische Theorie tibergehen®.

Insbesondere die Hohlraumstrahlung gehorcht dem Korrespondenzprinzip: Fiir hohe Tem-
peraturen, kT > hv, wenn die typische Energie der Strahlungsmoden wesentlich gréfser
als die Energiedifferenz hv ist, geht die Plancksche Strahlungsformel in die klassische
Strahlungsformel von Rayleigh-Jeans iiber.

Fiir periodische Systeme fiihrt das Korrespondenzprinzip auf natiirliche Weise zu fol-
gender Quantisierungsbedingung:

S = %pdq =nh (PLANCK 1911, BOHR, SOMMERFELD 1913-17) (1.25)

Hier bedeutet § das Integral iiber eine volle Periode der Bewegung mit der Energie E.
Offensichtlich ist S die von der Bahn eingeschlossene Fliche im Phasenraum, hat die
Dimension einer Wirkung und wird Wirkungsintegral genannt.

Wir wollen diese Quantisierungsregel nun auf die Oszillatoren der Hohlraumstrahlung
anwenden: Wir haben gesehen, dass die Moden mit Kreisfrequenz 27v folgende Energie

YEventuell muss man einige quantenmechanische Zusténde mit grofen Quantenzahlen iiberlagern, um
einen klassischen Zustand zu erhalten.
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haben,

H = (p2 +w2q2) .

N | —

Die Losungen der Bewegungsgleichung ¢ + w?q = 0 sind

q(t) = acoswt+ Fsinwt

p(t) = wpfcoswt — wasinwt

und haben die Energie %wz(a2 + 3?). Das Wirkungsintegral ist

S = fpdq = qu’dt = wr(a® + (7).
Nach der Quantisierungsregel S = nh muss also

w w
H = gww(of + 52) = %nh = nhv

gelten, d.h. die Einsteinsche Lichtquantenhypothese folgt aus der Bedingung (1.25).

1.6.1 Bohrsches Modell des Wasserstoffatoms

Das Rutherfordsche Atommodell beschreibt wasserstoffihnliche Atome als einen winzigen

Kern mit positiver Ladung Ze, um den das Elektron auf einer ,Planetenbahn kreist. Am

Elektron greift infolge der Kernladung Ze die Kraft

Ze?
Fe - ?
an, die entgegengesetzt gleich der Zentrifugalkraft

F, = mw?r

ist. Entsprechend gilt

mw?rd = Zé?. (1.26)

Wird das umlaufende Elektron durch eine Welle beschrieben, dann entspricht seinem

Impuls p eine Wellenléinge A = h/muv. Man kann sich nun leicht vorstellen, dass nur solche

Wellen erlaubt sind, bei denen auf den Umfang der entsprechenden Bahn eine ganze

Anzahl von Wellenldngen passt; nur so entsteht eine stehende Welle und interferiert sich
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nicht weg. Also muss gelten

h
2Tr =nA=n—=n

. (1.27)
muv mwr

Nun quadrieren wir diese Beziehung und eliminieren w mit Hilfe von (1.26) mit dem
Resultat

n2h?
Zme?’

Tn

Eingesetzt in (1.26) finden wir die erlaubten Kreisfrequenzen

mZ>2e*
Wy = ———n.
n3h3

Fiir die entsprechenden Energien findet man

, Ze? Z*met
"o, 2n2h? "

Fiihren wir den Bohrschen Radius und die Rydberg-Energie geméfs

h2
rg = — =0529-10"%cm = 0.529 A
me
4
me

ein, so ergeben sich fiir die erlaubten Radien und Energien die Formeln

n2 2

Ty = 7 -rg und FE, = —% - Ry. (1.29)
Je grofker die Quantenzahl, desto ausgedehnter ist das Atom und desto dichter liegen
die Energiewerte E,. Zu denselben Schliissen kommt man iibrigens auch vermittels der
Bohr-Sommerfeldschen Quantenbedingungen. Es ergeben sich drei Bedingungen der Art
§ pdq = nh, da das Elektron zu einer raumlichen Bewegung fihig ist. Da die zugrunde
liegenden Annahmen heute iiberholt sind, wollen wir diese Rechnung hier nicht durchfiih-
ren.

Die Bohrschen Postulate: Als neue, mit der klassischen Physik unvereinbare Postu-
late fiihrte BOHR 1913 zur Deutung der Lichtemission folgende Postulate ein |30, 31]:

e Fiir jedes Atom gibt es eine Anzahl stationdrer Zusténde, in denen das Atom nicht
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strahlt. Eine Anderung seines Energieinhaltes kann nur durch Ubergang von einem
stationdren Zustand in einen anderen erfolgen.

e Die Frequenz der bei einem Ubergang zwischen zwei stationdren Zustéinden ausge-
strahlten oder absorbierten Wellen geniigt der Bedingung

hv =FE, — E,, (1.30)
wobei E, und E,, die Energien der stationdren Zusténde sind.

Nach diesen Postulaten kann ein Wasserstoffatom (Z = 1) also nur Licht mit den Fre-
quenzen
1 1 R
v(in,m>n) = <E — W) R.,, wobei Ry = Ty = 3.2899 - 10'°s7! (1.31)
die Rydbergfrequenz ist, emittieren oder absorbieren. Fiir festes n erhilt man verschiedene
Serien von moglichen Frequenzen oder Wellenldngen. Die niedrigsten sind

Lyman-Serie (1906) im Ultravioletten [32]:

1
v(l,m) = Ry (1 — —2) , Ao = 121,568 nm, Aoo = 91,176 nm.
m

Balmer-Serie (1885) im Sichtbaren [33]:

1 1
v(2,m)=Reo|-—— ), Ao = 656,470 nm, Ao = 364, 705 nm.
4 m?

Paschen-Serie (1908) im Infraroten [34]:

1 1
v(3,m)=Re |- —— ], Ao = 1.875,628 nm, Ao = 820, 587 nm.
9 m?

Brackett-Serie (1922) im Infraroten |35]:

1 1
16 m?

v(4,m) = Rog ( ) . Ao =4.052,283nm, . = 1458.822 nm.

Pfund-Serie (1924) im Ultraroten |36]:

1 1
v(bom) =Ry | — - — |, Ao = 7.459, 884 nm, Ao = 2.279,409 nm.
25  m?
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Ahnliche Serienformeln findet man fiir die wasserstoffihnlichen Tonen He™, Litt, .. ..

1.7 Emission, Absorption und Strahlungsgesetz

Die Strahlung im Hohlraum ist in Kontakt mit den Atomen der begrenzenden Wénde.
Ausgehend von der Bohrschen Atomtheorie nahm EINSTEIN bei der Herleitung der Formel
fiir p(T,v) an |37

e dass Atome Energie nur in wohldefinierten Betrigen aufnehmen oder abgeben kon-
nen. Diese Beobachtung fiihrte zur Annahme, dass Atome Zustinde mit diskreten

Energien
Ei<Ey<..<E,<...

annehmen. Durch Absorption von Licht der Energie hv = E; — E;, kann das Atom
im Zustand £ mit Energie Fj in einen Zustand [ mit groferer Energie F; angeregt
werden. Durch Emission von Licht derselben Frequenz kann [ dann wieder in k

‘zerfallen’.

e Die Zahl der Atome im Energieniveau Fj, ist

N, = Ae PEx A aus ZNk = Niot, 6 =1/kT.
k

Nun stellen wir die verschiedenen Mdoglichkeiten des Energieaustausches zwischen Atomen
und Strahlung zusammen und geben die Haufigkeit der entsprechenden Ereignisse an:

El ; Nl = Ae_El/kT

By N = A e~ Er/kT

induziert spontan

Abbildung 1.6: Ubergangsraten mit entsprechenden Finsteinkoeffizienten.
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o Absorption: Die Ubergangsrate von k nach [ durch Absorptionsprozesse ist propor-

tional zu Ny und zur Intensitdt der Strahlung im entsprechenden Frequenzbereich

Vit® = Bup(T,v) - Ny

e Induzierte Emission: Man erwartet, dass es zum Prozess der induzierten Absorp-

tion auch den Umkehrprozess gibt: Das Strahlungsfeld sollte Ubergéinge aus dem

Zustand [ in den Zustand k induzieren. Diese induzierte (erzwungene) Emission ist

entscheidend fiir das Funktionieren von Maser und Laser. Sie ist proportional zu N,

und p:

Vind = Byp(T,v) - N

e Spontane Emission: Angeregte Atome konnen auch spontan zerfallen wenn kein

Strahlungsfeld vorhanden ist, dhnlich wie Atomkerne radioaktiv zerfallen konnen.

Die Emissionsrate von [ ist proportional zu /NV; und entsprechend
lelg)ontan — Ay Ny,
Die Gleichgewichtsbedingung lautet
'2le _ Nli]?d i leli)ontan
oder

p(T, I/)BklNk = p(T, I/)BlkNl + AlkNl'

Das Einsetzen der Boltzmannverteilung fiir N, und N; ergibt wegen E; — E), = hv

p(T,v)Bye®™ = p(T,v) By + A,

beziehungsweise

Alk
To))=— &
p(T,v) B~ By

(1.32)

Die Einstein-Koeffizienten Ay, By, By hingen von der Atomsorte ab, sind aber unabhén-

gig von der Temperatur. Fiir Shr < 1, das heifst fiir grofe Temperaturen, muss nach dem
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Korrespondenzprinzip das Rayleigh-Jeans-Gesetz gelten, also

A, 8T 4
= —v°kT. 1.33
(Bkl - Blk) + ﬁhl/Bkl c3 v ( )

p(T,v) ~
Dies fiihrt auf die wichtigen Einsteinschen Beziehungen:

A 3
Bkl = Blk und i = 8mh <K> s mit hv = El - Ek (134)
Blk &

Eingesetzt in (1.32) ergibt sich das Plancksche Gesetz

1.8 Zusammenfassung

Der Wellencharakter des Lichts ist zum Beispiel durch Beugung an Strich- oder Kristall-
gittern glianzend bestétigt. Eine wichtige Konsequenz der Wellennatur der elektromagne-
tischen Strahlung sind die Unschérferelationen:

Aw-At>1 und AZ/Ak;>1, j=1,2,3. (1.35)

Die Zweite kann man folgendermafen einsehen: Sei u(t, z) ein Wellenpaket

ko+Ak
u(t,z) = / a(k)ellke=w®H gp;

ko—Ak

d.h. eine Uberlagerung von ebenen Wellen, deren Wellenzahlvektoren in die z-Richtung
zeigen und Werte im Intervall

ko — Ak < k < ko + Ak

haben. Ist © zum Beispiel eine Komponente des elektrischen Feldes, dann lautet die Di-
spersionsrelation w = c|k|. Wir fithren nun eine Variablensubstitution £ = k — k¢ ein und
entwickeln w(k) in eine Potenzreihe in £, w(k) = wy + w(€ + . . .. Beschrinken wir uns auf
die ersten beiden Glieder, dann finden wir

Ak
u(t, z) = a(kg)ekor—wot) / dee’ @08 = 24(kq)

—Ak

sin(Ak[z — wit]) il

k‘ox—wot)
x — wht
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Den Faktor vor der schnell oszillierenden Funktion ei(koz—wot)

kann man als Amplitude
der Funktion bezeichnen. Eine schematische Darstellung dieser Amplitude zur Zeit ¢t = 0

zeigt die folgende Abbildung. Der Maximalwert der Amplitude ist 2a(ko)Ak und gehort

Abbildung 1.7: Die Amplitude des Wellenpaketes ist um x = 0 konzentriert

zum Wert x = 0. Fiir x = x,, = n/Ak mit n = +1,£2, ... verschwindet die Amplitude.
Az = 2x; = 2r/Ak kann man als minimale rdumliche Ausdehnung des Wellenpaketes
ansehen. Je kleiner Ak ist (die Streuung der Wellenzahlvektoren oder Photonenimpulse),
desto grofer ist die rdumliche Ausdehnung des Paketes. Wir finden also

Ax - Ak > 2. (1.36)

Der Teilchencharakter der Lichtquanten kommt im Wien-Planckschen Gesetz der Hohl-
raumstrahlung, im Photoeffekt und in der Comptonstreuung klar zum Ausdruck. Die
wichtigsten Formeln, die die Einsteinsche Lichtquantenhypothese wiedergeben, sind

E=hv=hv und p =hk. (1.37)
Damit wird (1.35) zu
AE-At>h und Az’ - Ap; > 2rh. (1.38)

Dies sind die Heisenbergschen Unschdirferelationen |38|.

Innerhalb einer klassischen, deterministischen Theorie kann man Interferenzerschei-
nungen, die auf dem Superpositionsprinzip der Wellentheorie beruhen, mit der Korpusku-
lartheorie des Lichts nicht vereinbaren. Notig ist daher eine neue Theorie, die diese beiden
komplementiren Aspekte der elektromagnetischen Strahlung vereinigt. Eine solche Theo-
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rie wird auf geeignet gestellte Fragen notwendigerweise nur statistische Antworten geben
konnen. Zum Beispiel: Wo treffen Lichtquanten nach Beugung einer elektromagnetischen
Welle am Spalt oder Gitter auf einem Schirm auf? Die statistische Antwort ist dann, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen eines Photons in einem kleinen Gebiet um z des
Schirms proportional zur Intensitit des klassischen Interferenzmusters im Punkte x des
Schirmes ist. Diese Feststellung kann experimentell mit Hilfe des Photoeffektes getestet
werden.

1.9 Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung

Jeder Korper tauscht mit seiner Umgebung Wiarme aus. Dieser Austausch erfolgt auch,
wenn er sich in einem evakuierten Raum befindet, so dass die gewéhnliche Warmeleitung
ausgeschaltet ist. Die Energieabgabe und -aufnahme erfolgt durch Emission und Absorp-
tion von Strahlung. Je nach Temperatur des Korpers oder seiner Umgebung ist diese
Strahlung im infraroten, sichtbaren oder ultravioletten Bereich. Wir nennen diese Strah-
lung Wirmestrahlung. Das Wesen dieser Strahlung ist in einer Umwandlung eines Teiles
der Wiarmeenergie des strahlenden Korpers in Energie des elektromagnetischen Strah-
lungsfeldes zu suchen. Besteht zwischen einem Ko6rper und seiner Umgebung eine Tempe-
raturdifferenz, so wird diese Differenz durch Strahlung ausgeglichen. Bei Emission kiihlt
sich der Kérper ab und umgekehrt erwérmt er sich bei Absorption von Warmestrahlung.
Im Gleichgewicht ist die ausgestrahlte Energie gleich der aus der Umgebung aufgenomme-
nen. Die Strahlung hingt von der Temperatur des Strahlers und von der Beschaffenheit
seiner Oberfliche ab. Die Ausstrahlung eines Korpers wird durch sein Emissionsvermdgen
E, die von der Flacheneinheit seiner Oberfliche in den Halbraum pro Zeiteinheit ausge-
strahlte Energie, gemessen. Das Emissionsvermogen einer blanken Fliche ist bei gleicher
Temperatur kleiner als das einer schwarzen. Das Absorptionsvermdgen A ist das Verhéltnis

0< A— absorbierte Strahlungsenergie <1

auffallende Strahlungsenergie —

Kirchhoffsches Gesetz: Der Quotient F /A ist von der stofflichen Beschaffenheit des Kor-
pers unabhéngig und hiangt nur von der Temperatur des Kérpers und der Frequenz der
Strahlung ab. Ein Korper, der viel Strahlung emittiert, kann auch viel Strahlung absor-
bieren und umgekehrt.

Wire dem nicht so, so kann man eine Vorrichtung konstruieren, mit deren Hilfe sich im
Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik eine Warmemenge von einem
kilteren auf einen wiarmeren Korper iibertragen liese: Es mogen sich zwei Platten mit
gleicher Temperatur 7" wie in der Figur 1.8 gegeniiberstehen. Die erste sei ein schwarzer
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schwarzer Platte
Korper Ay, Ey
Ala El
AVAVAY NN
Wiinde: ideale Spiegel

Abbildung 1.8: Zur Ableitung des Kirchhoffschen Gesetzes

Korper und absorbiere alle auffallende Strahlung, d.h. habe maximales Absorptionsver-
mogen A; = 1, und die zweite habe ein Absorptionsvermogen As < 1. Der Raum zwischen
den Platten sei durch ideale Spiegel nach aufen abgeschlossen, so dass keine Strahlung
entweichen kann. Die ganze Anordnung sei von adiabatischen Wénden eingeschlossen.

Die Emissionsvermogen der Platten seien F; und Es. Im Gleichgewicht muss die Aus-
strahlung jeder Platte gleich der absorbierten Energie sein. Wire dem nicht so, miisste
eine Platte sich abkiihlen, die andere sich erwdrmen, im Widerspruch zum 2. Hauptsatz.

Also:

schwarze Platte: E, = Ey+FE-(1-Ay)
andere Platte : E, = As-FE,.

Hieraus folgt Ey/A; = E; und der Kirchhoffsche Satz ist gezeigt. Wir haben zusétzlich
gesehen, dass fiir jedes Material das Verhéltnis E/A gleich dem Emissionsvermégen des
schwarzen Korpers bei dieser Temperatur ist. Es ist ausschlieflich eine Funktion von T
und der Wellenlénge A:

E

S =JT).

Nun erinnern wir uns an die beiden ersten Hauptsitze der Thermodynamik.

1. Hauptsatz: Die Konstruktion einer energie-erzeugenden Maschine (Perpetuum Mobile
1. Art) ist unmdoglich.

Bezeichnet dU die Anderung der inneren Energie U des Systems, §Q die aufgenommene
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Wirmemenge und 0 A die abgegebene Arbeit, dann ist
dU = 6Q — 0 A.

Fiir ein einatomiges Gas ist 04 = pdV und fiir einen Magneten A = HdM. Weiter gilt
der

2. Hauptsatz: Es ist unmdglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren,
die nichts weiter macht als Arbeit zu leisten und dabei einen Warmespeicher abzukiihlen
(Perpetuum Mobile 2. Art).

Aus diesem Hauptsatz folgt, dass es eine Zustandsfunktion S(U, V'), genannt Entropie,
gibt, so dass gilt

Stefan-Boltzmannsches Gesetz: Korper, die das Absorptionsvermdgen 1 haben, die
also alle auffallende Strahlung absorbieren, bezeichnet man als schwarze Korper. Es wurde
bald erkannt, dass die schwarze Strahlung in einem Hohlraum mit metallischen Wanden
(aus Platin-Iridium) realisiert ist. Wird die Hohlraumwandung auf einer festen Tempe-
ratur gehalten, dann bildet sich im Hohlraum die schwarze Strahlung aus. Bringt man
in der Hohlraumwandung eine so kleine Offnung an, dass das Strahlungsgleichgewicht
nicht gestort wird, dann kann die durch diese Offnung emittierte Strahlung in sehr guter
Néherung als schwarze Strahlung angesehen werden.

K. STEFAN hat 1879 Messungen an Tyndall analysiert und dabei festgestellt, dass ein
Probekorper bei einer Temperatur von 1473 K eine 11.7 mal grofere Energie abstrahlt als
bei einer Temperatur von 798 K. Er hat bemerkt, dass

1473\ *
117~ | —
798
ist, und daraus geschlossen, dass die gesamte Emissionsintensitit eines schwarzen Korpers
proportional zur vierten Potenz der Temperatur ist,

I(T) = oT". (1.39)

Bemerkenswert ist, dass erstens Tyndall nicht einmal anndhernd ein schwarzer Korper ist
und zweitens die Messung fehlerhaft war. Der richtige Quotient ist 18.6 und nicht 11.7.
Hier hat offensichtlich eine fehlerhafte Messung ihre guten Dienste geleistet. BOLTZMANN
verdanken wir die strenge thermodynamische Begriindung des Gesetzes (1.39) und wir
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wollen seine Herleitung nun geben:

Nach dem zweiten Hauptsatz ist das Strahlungsfeld in einem Hohlraum homogen, iso-
trop (keine Richtung ist ausgezeichnet) und unpolarisiert. Aus der Maxwellschen Theorie
ergibt sich fiir die Energie der Strahlung

b
u_87r(E —I—B)

und deren Spannungstensor

1 /1
T, = o (5(152 + B*)dy; — E;E; — B,.Bj) .

Die Spur des Spannungstensors ist
3p="SpT = i(E2 + B?) — i(EZ +B*) =u

8T 4

und entsprechend lautet die Zustandsgleichung fiir das Strahlungsfeld
u = 3p. (1.40)
Die Strahlungsenergie im Hohlraum ist also gleich
U(T,V)=Vu(T) = 3pV.

Nun folgt aus dem ersten und zweiten Hauptsatz

dU = 6Q — pdV = TdS — pdV

oder
_dU +pdV _ 3d(pV) +pdV 0SS 08
ds = T = T = aValV—l— 8TdT. (1.41)
Durch Koeffizientenvergleich finden wir
oS dp oS 3Vdp

Wegen S,y = S,y folgt dann
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und damit

1dp 4p dp dr
o _
Tar 10 p T

Nach Integration findet man den Druck p(T) = aT*/3, woraus mit der Zustandsgleichung
(1.40) sofort das Gesetz von Stefan und Boltzmann folgt,

u(T) = aT™.

Die gesamte Emissionsintensitét I(7") eines absolut schwarzen Korpers ist [41]

und damit folgt (1.39) mit der Stefan-Boltzmann-Konstante o = ca/4. Aus (1.42) folgt
weiter, dass

oS 4
90— 4aVT? oder S(V,T) = VT3 + Sp(V). (1.43)
or 3
Abermalige Benutzung von (1.42) fiihrt auf
oS p  4a 4a 0S5y
— =4E = T3 = T
ov - trT 3T T3 v
wobei wir beim letzten Schritt (1.43) benutzten. Also ist Sy volumenunabhéngig und
da . o
S(V.T) = ?VT , (1.44)

wobei wir eine Version des 3. Hauptsatzes bemiihten, nach der S fiir 7'\, 0 verschwindet.

Immer noch auf der Grundlage der klassischen Physik ist es WIEN 1894 gelungen,
ein weiteres Gesetz aufzustellen, dem eine Kontrollfunktion zuerkannt werden kann. Als
ersten Schritt hat er das folgende Gedankenexperiment ausgefiihrt: Stellen wir uns einen
'mit schwarzer Strahlung angefiillten” Hohlraum vor, der von einem verspiegelten und
beweglichen Kolben verschlossen wird. Verringern wir mit Hilfe des Kolbens das Hohl-
raumvolumen langsam (adiabatisch), so dass

0QQ =0 oder dS=0

gilt, dann nehmen Energieinhalt und Temperatur im Hohlraum zu, da vom Kolben Arbeit
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geleistet wird:

dU = —pdV.
Wegen p = U/3V ist
v _ _pdv. U AV GdU AV,
u U  3VU u v

und entsprechend sind das Volumen des Hohlraumes und die darin enthaltene Strahlungs-
energie folgendermafen verkniipft:

UV = konstant.
Aufgrund des Stefan-Boltzmannschen Gesetzes ist U = a7V und damit

T3V = konstant. (1.45)

Wiensches Gesetz und Wiensches Verschiebungsgesetz: Durch eine Kombination
von Thermodynamik und Lichttheorie gelang es W. WIEN 1886 zu zeigen, dass die auf
Seite 13 eingefiihrte universelle Funktion v~!- E(T, v) nur eine Funktion des Verhéltnisses
v/T sein kann. Um dies einzusehen bemerken wir, dass die Mode des Stahlungsfeldes
mit Koeffizient a(t, k) die Frequenz c|k|/27 hat, welche proportional zu 1/L ist. Deshalb
werden die Frequenzen bei Vergroferung des Hohlraumes geméf

v*V = konstant (1.46)

rotverschoben. Wir wollen nun das Volumen des Hohlraumes adiabatisch vergrofern, das
heift V' = V(¢) nehme mit der Zeit langsam zu. Der Beitrag der Strahlung im Frequenz-
intervall v, 15| zum Strahlungsdruck,

V2

1 1
p(v1,10) = gu(l/l, vy) = 3 /p(T, v)dv

V1

driickt auf die Wiande und verrichtet bei einer infinitesimalen Vergroferung des Kastens
die Arbeit 0A = dt V (t) - p(v1(t), v2(t)). Damit wird die verrichtete Leistung

v2

A0) = %V(O) / o(T, v)dv, (1.47)

v
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wobei A(0) die Ableitung der Arbeit nach der Zeit zur Zeit ¢ = 0 bedeutet.
Andererseits ist die Arbeit auch §A = —dU und damit

12 va(t)
A(t)ZUo—U(t)Zvo/ p(T,v)dv =V /p )dy, Vo=V(t=0). (1.48)
Vi Vl(t)
Deshalb kann die verrichtete Leistung auch folgendermafsen geschrieben werden:

A(0) = —V(0) / p(T, 1) — Vb 0)p(T, )| — Vi

V1 V1

[ op

o7 —Z(T,v)T(0)dv. (1.49)

Wegen (1.46,1.45) ist bei adiabatischer Expansion
T*(N)V(r) =TV und A(1)V (1) = jVh. (1.50)

Dies benutzen wir, um Vy(0) und V,7'(0) durch —lI/OV(O) und —37ToV /(0) zu ersetzen.
Der Vergleich von (1.47) und (1.49) ergibt die folgende Beziehung fiir p(7', v) :

1 0 :
3/pdu-—/pdu+ /0 Tdu—l— Ll. (1.51)

v
Die Ableitung dieser Gleichung nach 5 an der Stelle 15 = v ergibt

dp 0

Diese partielle Differentialgleichung fiir die spektrale Energiedichte kann man leicht inte-
grieren und dies fithrt auf das Wiensche Gesetz (1.9).

Wenn p als Funktion der Frequenz ein Maximum bei v,,, hat, dann muss

dp S AN Z e

r e (5) -5 ()

DY) =3P )+ 7P 7
fiir ¥ = vpax verschwinden. Dies ist gleichbedeutend mit

§p($) + P’(x)} =0, mit z=v/T.

a

Tmax

A. Wipf, Quantenmechanik I



1. Urspriinge der Quantentheorie 1.10. Anhang: Einheitensysteme, Konstanten 40

Die Losung dieser Gleichung ist ein bestimmter Zahlenwert x,,,, und

Vmax

T

= Tmax, (Verschiebungsgesetz) (1.52)

Aus diesem Gesetz folgt eine Verschiebung des Maximums der Intensititsverteilung mit
wachsender Temperatur zu kiirzeren Wellenldngen hin, deshalb der Name Wiensches Ver-
schiebungsgesetz. Die der maximalen spektralen Energiedichte entsprechende Frequenz ist
der Temperatur direkt proportional.

Gleichverteilungsgesetz: FEin sehr allgemeines Gesetz der klassischen Statistik, der
Gleichverteilungssatz, bietet sich hier zur Anwendung an. Nach diesem Satz kommt auf
jeden Freiheitsgrad die mittlere kinetische Energie %kT, wobei k die Boltzmannsche Kon-
stante ist. Da fiir einen harmonischen Oszillator die mittlere kinetische Energie gleich der
mittleren potentiellen Energie ist, sollten wir fiir die mittlere Energie E(T,v) in (1.8)
gleich kT wihlen. Etwas genauer: Wir haben gesehen, dass jeder Freiheitsgrad des Strah-
lungsfeldes ein harmonischer Oszillator mit Kreisfrequenz w = c|k| ist. Nach der klassi-
schen statistischen Mechanik ist die Wahrscheinlichkeit, den Oszillator mit Impuls in der
Phasenraumzelle dpdq um p, ¢ herum zu finden, durch die Boltzmannverteilung
P(g,p) = %6‘““”"”@ mit H = %(192 +w?¢?)

gegeben. Darin ist § = 1/kT proportional zur inversen Temperatur. Die Division durch
die Zustandssumme

_ dpdq 2T
7 — BH (p,q) —
/ ¢ h Bhw

macht P(p, q) zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf. Fiir die mittlere Energie des Oszillators
ergibt sich dann wie erwartet

1
E(T,v) = / He PH@a) —dphdq — kT

1.10 Anhang: Einheitensysteme, Konstanten

Auf der 10. Generalkonferenz fiir Ma und Gewicht (1954) wurde die Einfithrung des so-
genannten Internationalen Einheitensystems empfohlen (Systeme International d’Unites,
Kurzbezeichnung: SI). In der Lehrbuchliteratur und Forschung ist aber bis heute neben
diesem System auch noch das traditionelle Gaufssche Mafsystem weit verbreitet. Im fol-
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genden gebe ich einen Uberblick iiber beide Einheitensysteme (vgl. die Vorlesung iiber
Elektrodynamik). Fiir weitere Informationen verweise ich auf die particle data group [39].

Internationales Einheitensystem:

Basisgrofen:

e Linge mit der Einheit Meter (m)

e Zeit mit der Einheit Sekunde (s)

e Masse mit der Einheit Kilogramm (kg)

e clektrische Stromstirke mit der Einheit Ampere (A)
e Temperatur mit der Einheit Kelvin (K)

e Stoffmenge mit der Einheit Mol (mol)

e Lichtstirke mit der Einheit Candela (cd)

Name, Symbol Einheit | Einheitszeichen
elektrische Ladung @, e Coulomb | C=As
elektrischer Strom [ Ampere | A=Cs™!
elektrische Feldstirke E ms kg A1
magnetischer Fluss ¢ Weber Wh=Vs
magnetische Induktion B | Tesla Wb m~2
Vektorpotential A ms2kg A~!
skalares el. Potential ¢ Volt V=WA~1=m?s73 kg A~!
Frequenz v Hertz Hz s~!

Kraft F Newton | N=ms 2kg
Energie F Joule J-Nm m?s2kg
Leistung P Watt W=Js™1
Kapazitiat C Farad F-Cv!
Induktivitat L Henry H-=Wb A~!

Gaufisches Mafisystem:

Basisgrofen:

e Linge mit der Einheit Zentimeter (cm)
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e Zeit mit der Einheit Sekunde (s)
e Masse mit der Einheit Gramm (g)

Name der Grofie, Symbol Einheit | Einheitszeichen
elektrische Ladung @, e cm?/2s1g1/?
elektrischer Strom I cm?/2s~2g1/2
elektrische Feldstarke E cm /25 1gl/?
magnetischer Fluss ® Maxwell | cm?/2s~1g!/2
magnetische Induktion B Gauf cm /257 1gl/2
Vektorpotential A cm'/2s7 g
skalares elektrisches Potential ¢ cm'/2s71g
Frequenz v Hertz Hz=s"!
Kraft F dyn dyn —cm s~%g
Energie E erg erg=cm?s2g
Leistung cm?s—3g
Kapazitat cm
Induktivitit cm~ts?

Die Umrechnungsbeziehungen zwischen diesen beiden Einheitensystemen lauten:

1 Coulomb

1 Joule

1 Volt

1 Elektronenvolt (eV)
1eV/c?

ET bei 300 K

2.997 924 58 - 10%cm?/2s~1g1/2
107erg

1 1/24—1,1/2
505 CmM /s

1.60217733 - 10712 erg
1.78262270 - 10733g
(38.68149)71 eV
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Name Symbol Wert Einheit
Zahl 7 ™ 3.14159265359
Zahl e e 2.71828182846
Euler’s Konstante v = lim ( kf 1k — ln(n)) — 0.577215665
0 \k=1
Elementarladung e 1.60217733-1071 C
Feinstrukturkonstante a = e?/2hceg ~ 1/137
Lichtgeschwindigkeit c 2.99792458 - 108 m/s (def)
Influenzkonstante €0 8.854187 - 10712 F/m
Induktionskonstante Lo 4 - 1077 H/m
(4meg) ! 8.9876 - 10° Nm?C—2
Planck’s Konstante h 6.6260755 - 10734 Js
Dirac’s Konstante h=h/2m 1.0545727- 1073 Js
Bohrsches Magneton ug = eh/2m, 9.2741 - 10~ Am?
Bohrradius ag 0.52918 A
Rydberg’s Konstante Ry 13.595 eV
Compton-Wellenliinge e~ | Aco = h/mec 2.4263 - 10712 m
Compton-Wellenldnge p | A¢p = h/mype 1.3214-1071% m
red, Masse des H-Atoms | ugy 9.1045755- 1073 kg
Stefan-Boltzmann Konst. | o 5.67032- 1078 Wm?K
Wien’s Konstante kw 2.8978 - 1073 mK
Molare Gaskonstante R 8.31441 J/mol
Avogadro-Konstante Na 6.0221367 - 10?3 mol !
Boltzmann-Konstante k= R/Nx 1.380658 - 10723 J/K
Elektronenmasse Me 9.1093897 - 10731 kg
Protonenmasse mp 1.6726231-107%" kg
Neutronenmasse My 1.674954 - 10727 kg
clementare Masseneinheit | m, = 5m('3C)  1.6605656 - 10727 kg
Kern-Magneton UN 5.0508 - 10727 J/T
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