
Kapitel 1Ursprünge der Quantentheorie
In den letzten Jahren haben wir erkannt, dass Elektronen in man
hen Situa-tionen sinnvollerweise, ja viellei
ht notwendigerweise, als Wellen und ni
htals Teil
hen betra
htet werden sollten, und Begri�e wie Beugung, Bre
hung,Re�exion und Dispersion zu ihrer Bes
hreibung anzuwenden sind.C. Davisson; Nobelpreis 19371.1 LiteraturhinweiseFolgende Bü
her können empfohlen werden:Zur Vorlesung:K. Gottfried und Y. Tung-Mong, Quantum Me
hani
s: Fundamentals; Springer,2003.S. Gasiorowi
z, Quantenphysik ; Oldenbourg, 2002.C. Cohen-Tannoudji, B. Diu und F. Laloe, Quantenme
hanik I,II ; de Gruyter,1997.N. Straumann, Quantenme
hanik - Ein Grundkurs über ni
htrelativistis
he Quanten-theorie; Springer, 2002.F. S
he
k, Theoretis
he Physik, Band 3, Ni
htrelativistis
he Quantentheorie - Vom Was-sersto�atom zu den Vielteil
hensystemen; Springer, 1999.M. S
hubert und G. Weber, Quantentheorie; Spektrum Akademis
her Verlag, 1993U. S
herz, Quantenme
hanik: Eine Einführung mit Anwendungen auf Atome, Moleküleund Festkörper ; Teubner Studienbü
her, 1999.1



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.1. Literaturhinweise 2F. S
hwabl, Quantenme
hanik I ; Springer, 2002;Quantenme
hanik für Fortges
hrittene; Springer, 2000.W. Nolting, Grundkurs Theoretis
he Physik ; Springer, 2000;Band 5/1, Quantenme
hanik - Grundlagen,Band 5/2, Quantenme
hanik - Methoden und Anwendungen.E. S
hmutzer, Grundlagen der Theoretis
hen Physik II, BI-Wissens
haftsverlag, 1989.A. Messiah, Quantenme
hanik I,II ; de Gruyter, 1990/91.KlassikerP.A.M. Dira
, The Prin
iples of Quantum Me
hani
s; 4th edition; Clarendon Press,1958.W. Pauli, Die allgemeinen Prinzipien der Wellenme
hanik ; Springer, 1990.R. Feynman, The Feynman Le
tures on Physi
s; Bd. III; Addison - Wesley, 1965.L.D. Landau und E.M. Lifs
hitz, Lehrbu
h der theoretis
hen Physik III, Quanten-me
hanik ; Hrsg. Paul Zies
he; 1986.G. Baym, Le
tures on Quantum Me
hani
s; Le
ture Notes and Supplements in Physi
s,Addison-Wesley, 1969.A. Bohm, Quantum Me
hani
s; Springer, 1994.Ges
hi
hte und Interpretation der Quantenme
hanikF. Hund, Ges
hi
hte der Quantenme
hanik ; Ho
hs
hultas
henbü
her.M. Jammer, The Philosophy of Quantum Me
hani
s; Wiley & Sons, 1974.B. d'Espagnat, Con
eptual Foundations of Quantum Me
hani
s; Benjamin, 1976.K. Baumann und R.U. Sexl, Die Deutungen der Quantentheorie; Vieweg, 1984.J.A. Wheeler andW.H. Zurek (eds.), Quantum Theory and Measurement ; Prin
etonUniversity Press, 1983.A. Rae, Quantenphysik: Illusion oder Realität? Re
lam 9607, 1996.J. Audrets
h, Vers
hränkte Welt - Faszination der Quanten, Wiley, Berlin, 2002.Mathematik zur Quantenme
hanik:J. von Neumann, Mathematis
he Grundlagen der Quantenme
hanik ; Springer, 1996.H. Weyl, The Theory of groups and quantum me
hani
s; Dover, 1931.G. Hellwig, Di�erentialoperatoren der Mathematis
hen Physik ; Springer, 1964.T.F. Jordan, Linear Operators for Quantum Me
hani
s; Wiley & Sons, 1969.G. Ludwig, Foundations of Quantum Me
hani
s I und II ; Springer, 1983 und 1985.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.2. Einführung 3W. Thirring, Lehrbu
h der mathematis
hen Physik, Vol. III, IV; Springer 1994.Weitere Literatur wird im Laufe der Vorlesung angegeben.1.2 EinführungEin Verständnis der modernen Naturwissens
haften ist ohne Kenntnis der Quantenme
ha-nik, deren Grundglei
hungen das Verhalten mikroskopis
her Objekte bes
hreibt, undenk-bar. Ohne Quantenme
hanik gäbe es keine Laser, Kernkraftwerke oder ein Verständnis,warum die Sonne s
hon mehrere Milliarden Jahre Energie ausstrahlt. Die Quantentheo-rie darf wohl zu re
ht als eine der gröÿten naturwissens
haftli
hen Errungens
haften deszwanzigsten Jahrhunderts angesehen werden - revolutionär und von groÿem praktis
henNutzen.Die quantenme
hanis
hen Gesetze bes
hreiben Wahrs
heinli
hkeiten und ma
hen eini-ge sehr seltsame Vorhersagen. Selbst Albert Einstein und Erwin S
hrödinger, diewesentli
h zur Entwi
klung und einem tieferen Verständnis der Quantenme
hanik beitru-gen, konnten die von Born, Jordan, Heisenberg und Bohr stammende Interpretationnie akzeptieren. Na
h den Gesetzen der Quantenme
hanik kann ein radioaktives Elementwährend eines Zeitintervalls ein Elektron ausstrahlen oder au
h ni
ht. Man kann si
h Ex-perimente denken, bei denen eine 50-prozentige Chan
e besteht, dass ein Atom in einemKlumpen radioaktiven Materials zerfällt oder ni
ht.S
hrödinger versu
hte diese prinzipielle Unbestimmtheit des Zerfallszeitpunktesdur
h sein berühmt gewordenes Katzenexperiment ad absurdum zu führen [1℄. Man s
hlie-ÿe eine lebendige Katze, zusammen mit einer Apparatur, die Gift entlässt, sobald ein in ihrenthaltenes radioaktives Atom zerfällt, in einen Kasten ein. Na
h der Quantenme
hanikhat keine der beiden Mögli
hkeiten - radioaktiver Zerfall und Vergiftung der Katze oderkein Zerfall und lebende Katze - eine Realität, solange man ni
ht na
hs
haut, was wirk-li
h passiert ist. Der Zerfall ist weder ges
hehen no
h ni
ht ges
hehen, die Katze ist wederlebendig no
h tot, solange wir den Kasten ni
ht ö�nen. Sie ist in einem Zwis
henzustandzwis
hen lebendig und tot. Mit S
hrödingers Worten:Man kann au
h ganz burleske Fälle konstruieren. Eine Katze wird in ei-ne Stahlkammer gesperrt, zusammen mit folgender Höllenmas
hine (die mangegen den direkten Zugri� der Katze si
hern muss): in einem Geigers
henZählrohr be�ndet si
h eine winzige Menge radioaktiver Substanz, so wenig,dass im Laufe einer Stunde viellei
ht eines von den Atomen zerfällt, ebensowahrs
heinli
h aber au
h keines; ges
hieht es, so spri
ht das Zählrohr an undbetätigt über ein Relais ein Hämmer
hen, das ein Kölb
hen mit Blausäure������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.2. Einführung 4zertrümmert. Hat man dieses ganze System eine Stunde lang si
h selbst über-lassen, so wird man si
h sagen, dass die Katze no
h lebt, wenn inzwis
hen keinAtom zerfallen ist. Der erste Atomzerfall würde sie vergiftet haben. Die Psi-Funktion des ganzen Systems würde das so zum Ausdru
k bringen, dass in ihrdie lebende und die tote Katze zu glei
hen Teilen gemis
ht oder vers
hmiertsind.Einstein hat diesen ni
htdeterministis
hen Charakter der Quantenme
hanik nie ak-zeptiert und glaubte an eine tiefergehende deterministis
he Theorie. Eine sol
he Theoriehätte verborgene, dem Experimentator unbekannte, Parameter. Der Wahrs
heinli
hkeits-
harakter der Quantenme
hanik wäre dann ganz analog dem der klassis
hen statistis
henMe
hanik. Einstein ersann viele ingeniöse Gedankenexperimente, die die zugrunde lie-gende Realität der Ers
heinungen klar ma
hen sollten. Eine wi
htige Rolle spielte dabei ei-ne Argumentation von Einstein, Podolsky und Rosen [2℄, oft EPR-Paradox genannt.Dabei zerfalle, wie in der Abbildung (1.1) (na
h der Version von A. Bohm) gezeigt, einTeil
hen mit vers
hwindendem Drehimpuls in zwei Teil
hen A und B, die si
h voneinanderwegbewegen. Misst man die z-Komponente des Spins von Teil
hen A, so kennt man wegender Drehimpulserhaltung die z-Komponente des Spins von Teil
hen B. Das Experimentan A beein�usst den Ausgang des Experiments an B, obwohl A und B weit getrennt sind.

Koinzidenzzähler
Detektor DetektorFilter Quelle FilterPhoton A Photon B

Abbildung 1.1: Jedes Photon tri�t auf einen Polarisationsanalysator. Die Quantenme
ha-nik sagt vorher, dass zwis
hen dem Dur
hgang der Photonen dur
h die beiden Analysa-toren eine Korrelation besteht, obwohl die Photonen si
h o�ensi
htli
h ni
ht miteinanderverständigen können.Au
h wenn die beiden Zerfallsteil
hen beliebig weit voneinander entfernt sind undni
ht mehr kommunizieren können, �ndet man eine Korrelation bei der Messung derEinteil
hen-Zustände. Diese Ni
htlokalität der Quantenme
hanik führt allerdings zu kei-nerlei Widersprü
hen mit der speziellen Relativitätstheorie. Zwar ist na
h Messung einer������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.2. Einführung 5Spinkomponente des ersten Teil
hens sofort bekannt, wel
hen Wert die glei
he Spinkompo-nente des zweiten Teil
hens besitzt, aber es lässt si
h dadur
h keine Information übertra-gen. Einstein, Podolsky und Rosen haben dieses Gedankenexperiment als Argumentfür die Existenz einer vollständigeren Theorie mit verborgenen Parametern angesehen:Wegen der Trennung der beiden Teil
hen hat keine gegenseitige Beein�ussung stattgefun-den und die Spinkomponenten müssen deshalb s
hon vor deren Messung festgelegt sein[3℄. In einer Serie von Experimenten von Alain Aspe
t und Mitarbeitern in Paris wurden1982 die Korrelationen zwis
hen den Polarisationen zweier von einer Quelle in entgegenge-setzter Ri
htungen emittierter Photonen gemessen [4℄, siehe Abbildung (1.1). Die Quan-tenme
hanik und (lokale) Theorien mit verborgenen Parametern sagen für bestimmte Kor-relationskoe�zienten hier vers
hiedene Resultate voraus. Die Messresultate von Aspe
twaren in vollständiger Übereinstimmung mit den Vorhersagen der Quantenme
hanik. Siesind unverträgli
h mit der Bells
hen Unglei
hung [5℄, die für (lokale) Theorien mit ver-borgenen Parametern Gültigkeit hat. Die beiden Photonen bilden einen vers
hränktenZustand. Es ist unmögli
h, dem einzelnen Photon lokale Eigens
haften zuzuordnen.Bevor wir die Quantenme
hanik zu verstehen su
hen, mö
hte i
h einige historis
heBemerkungen anbringen. Ende des 19. Jahrhunderts s
hien die Physik zu einem gewissenAbs
hluss gekommen zu sein. Dies geht aus dem folgenden Zitat von A. Mi
helson (aus'Light Waves and Their Uses', 1903) hervor:Die wi
htigsten Grundgesetze und Grundtatsa
hen der Physik sind alle s
honentde
kt, und diese haben si
h bis jetzt so fest bewährt, dass die Mögli
h-keit, sie wegen neuer Entde
kungen beiseite zu s
hieben, auÿerordentli
h fernzu liegen s
heint ..... Unsere künftigen Entde
kungen müssen wir in den 6.Dezimalen su
hen.Am Ende der klassis
hen Periode bestand das Universum nur aus Materie und Strahlung:Materie: Die Dynamik der Materie wird dur
h die deterministis
hen Newtons
hen Glei-
hungen bes
hrieben. Der Zustand jedes Teil
hens ist in jedem Augenbli
k dur
h Angabeseiner Position und seines Impulses eindeutig bestimmt.Die Korpuskulartheorie der Materie wurde zunä
hst auf die Me
hanik der Himmels-körper und auf makroskopis
he feste Körper bes
hränkt. Na
h der Atomhypothese derChemiker Lavoisier, Proust, Gay-Lussa
 und Dalton wurde sie au
h zur grund-legenden Theorie der Materie im mikroskopis
hen Berei
h. Anfang des 19. Jahrhundertshat John Dalton mit seiner atomistis
hen Erklärung der Gesetze von der Konstanz und������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.2. Einführung 6von den multiplen Proportionen der Verbindungsgewi
hte der Substanzen der Atomhypo-these in der Chemie wi
htige Impulse gegeben. Sein Gesetz wurde dur
h die Annahmelei
ht verständli
h, dass si
h Atome mit bestimmter Masse zu Molekülen verbinden. Heutere
hnet man mit relativen Atommassen und diese werden bezügli
h der vereinheitli
htenatomaren Masseneinheit (die Masse des Kohlensto�-Isotops 12C wird glei
h 12 gesetzt)gemessen.Inspiriert von dem Gesetz über die Volumenverhältnisse reagierender Gase von Gay-Lussa
 stellte Avogadro 1811 seine berühmte Hypothese auf, dass für feste Temperaturund Dru
k glei
he Volumina von Gasen die glei
he Anzahl Moleküle enthalten, unabhängigvon deren 
hemis
her Zusammensetzung,
NA =

pv

kT
p: Dru
k, v: molares Volumen.Spätere Experimente bestätigten Avogadro und na
h den gegenwärtig genauesten Mes-sungen beträgt die Avogadro-Konstante

NA = 6.0221367 · 1023 Mol−1.In der deuts
hspra
higen Literatur wird sie häu�g au
h Los
hmidts
he Zahl genannt.Ende des 19. Jahrhunderts bra
hten J.C. Maxwell und L. Boltzmann die kine-tis
he Theorie der Gase zu einem gewissen Abs
hluss. Na
h dieser Theorie ist Wärmeeine Form von Bewegung der Atome: eine Temperaturerhöhung bedeutet eine s
hnellereBewegung der Teil
hen und entspre
hend mehr Stöÿe gegen die Wand des umgebendenBehälters oder einen höheren Dru
k. In der kinetis
hen Gastheorie bere
hnen si
h ma-kroskopis
he Gröÿen wie Temperatur und Dru
k als Mittelwerte von sehr vielen (∼ 1023)mikroskopis
hen Freiheitsgraden. Die entstehende statistis
he Me
hanik bes
hränkt si
hdabei auf statistis
he Untersu
hungen und versu
ht ni
ht die mikroskopis
he Dynamik ex-akt zu lösen. Die Ergebnisse bei der Untersu
hung von Gasen (kinetis
he Gastheorie) undin der Thermodynamik (statistis
he Thermodynamik) bestätigten die Korpuskulartheorieder Materie qualitativ und quantitativ. Aufgrund der Untersu
hung der Browns
hen Be-wegung von sehr feinen Teil
hen in Flüssigkeiten oder Gasen wurde die reale Existenz vonAtomen und Molekülen dann endgültig akzeptiert. Die vom englis
hen Botaniker RobertBrown 1827 entde
kte Zi
k-Za
k-Bewegung wird den zahlrei
hen Stöÿen mit bena
hbar-ten Atomen und Molekülen zuges
hrieben. A. Einstein undM. Smolu
howski zeigten1905, wie diese Bewegung vermittels statistis
her Bewegungsgesetze Rü
ks
hlüsse auf dieMoleküle erlaubt [6℄. Zum Beispiel wurde die Avogadros
he Zahl auf diese Art bestimmt.
������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.2. Einführung 7Strahlung: I. Newton versu
hte die Eigens
haften des Li
hts dur
h eine Teil
hen-theorie zu erklären. Diese konnte zum Beispiel die Refraktion lei
ht erklären, falls si
hLi
htteil
hen in optis
h di
hteren Medien s
hneller bewegen würden. Die etwa zur selbenZeit entwi
kelte Huygens
he Wellentheorie des Li
hts fand anfängli
h wenige Anhänger(L. Euler und B. Franklin waren Ausnahmen), da damals nur S
hatten mit s
harfenKanten beoba
htet wurden. Erst na
h Youngs und insbesondere Fresnels Interferenzver-su
hen an engen S
hlitzen Anfang des 19. Jahrhunderts änderte si
h die Situation grund-legend. Als dann Mitte des Jahrhunderts L. Fou
ault demonstrierte, dass si
h Li
ht inWasser langsamer als in der Luft fortp�anzte, war dies keine sonderli
he Überras
hungmehr, da si
h die Wellentheorie des Li
hts zu dieser Zeit s
hon dur
hgesetzt hatte. DieTheorie des Li
hts kam mit der Maxwells
hen Theorie des Elektromagnetismus von 1855zu einem gewissen Abs
hluss und die vorhergesagten Radiowellen wurden dann au
h vonH. Hertz na
hgewiesen. Seither fand die Maxwells
he Theorie ihre volle Bestätigungin der Behandlung von Wellenausbreitungsproblemen. Sie führte zu einer einheitli
henBehandlung von Optik und Elektrodynamik. Na
h der Maxwells
hen Feldtheorie hat dieStrahlung unendli
h viele Freiheitsgrade, nämli
h die Komponenten des elektris
hen undmagnetis
hen Feldes an jedem Raumpunkt. Die Strahlung kann ni
ht in lokalisierte Teil-
hen zerlegt werden.Das me
hanistis
he Weltbild: Gegen Ende des vorletzten Jahrhunderts konnten al-le bekannten physikalis
hen Phänomene dur
h eine allgemeine Theorie der Materie undStrahlung erklärt werden. Es bestand ein hoher Grad an Vereinheitli
hung und die Physikstellte si
h als abges
hlossenes und s
heinbar widerspru
hsfreies Gebäude dar.Aber nur s
heinbar. Es gab Probleme bei der Erklärung der elektromagnetis
hen Er-s
heinungen. Die Wellenausbreitung war s
hon von den akustis
hen Vorgängen bekannt,wo sie eine makroskopis
he Ers
heinung ist, die si
h aus der mikroskopis
hen Bewegungvon Atomen oder Molekülen ableiten lässt. In Analogie su
hte man na
h einem Trägerder elektromagnetis
hen Wellen, dem sogenannten Äther. Auf diese Weise wollte man dieWellenausbreitung ebenfalls auf die Kraftgesetze der Newtons
hen Me
hanik, angewandtauf einen geeigneten Träger, zurü
kführen. Dieser Wuns
h na
h einer weiteren Vereinheit-li
hung der physikalis
hen Theorien im Rahmen einer me
hanistis
hen Weltau�assung hatLord Kelvin etwa 1884 zum Ausdru
k gebra
ht:I
h bin niemals zufrieden, bevor i
h ein me
hanis
hes Modell des Gegenstan-des konstruiert habe, mit dem i
h mi
h bes
häftige. Wenn es mir gelingt, einsol
hes herzustellen, verstehe i
h, andernfalls ni
ht. Daher kann i
h die elek-tromagnetis
he das Li
ht so vollständig verstehen wie mögli
h, ohne Dingeeinzuführen, die i
h no
h weniger verstehe. Daher halte i
h an der einfa
hen������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.2. Einführung 8Dynamik fest, denn dort kann i
h ein Modell �nden, jedo
h ni
ht in der elek-tromagnetis
hen Theorie.Der negative Ausgang des Mi
helson-Morley-Experiments drei Jahre später ma
hte klar,dass eine me
hanistis
he Erklärung des Elektromagnetismus ni
ht mögli
h war [7℄. Dasaugens
heinli
he Paradoxon wurde endgültig von A. Einstein im �Wunderjahr� 1905 imRahmen seiner speziellen Relativitätstheorie erklärt [8℄. Diese erweiterte die ni
htrelati-vistis
he klassis
he Theorie, stellte ihr Programm, und insbesondere den Determinismus,aber ni
ht in Frage.1.2.1 Erste Probleme mit der klassis
hen PhysikUm 1900 konzentrierten si
h die Experimentalphysiker auf zwei Fors
hungsgebiete:
• Die genaue Untersu
hung der mikroskopis
hen Struktur der Materie.
• Die We
hselwirkung der Teil
hen untereinander und mit dem elektromagnetis
henFeld.J.J. Thomson entde
kte 1897 das Elektron als Teil
hen der Kathodenstrahlung [9℄. Sei-ne Apparatur war so angelegt, dass er dur
h eine Kompensation der elektris
hen undmagnetis
hen Kraft das Verhältnis e/m der elektris
hen Ladung zur Elektronenmassebestimmen konnte. Im Folgenden wurde das Verhalten der Elektronen in gekreuzten elek-tromagnetis
hen Feldern E ⊥ B (Kaufmann 1901-1906), in parallelen Feldern (J.J.Thomson 1911) und mittels der magnetis
hen Längsfokussierung (H. Bus
h, 1926) ein-gehend studiert, und unter Anwendung der Lorentzs
hen Theorie der We
hselwirkungzwis
hen Elektronen und elektromagnetis
hen Feldern konnte e/m genau bestimmt wer-den.Die Vervollkommnung der experimentellen Te
hniken ermögli
hte die Beoba
htungeinzelner mikroskopis
her Vorgänge und das Zählen von mikroskopis
hen Teil
hen. Zuerwähnen sind die Messung der elektris
hen Elementarladung (Millikan 1911) dur
hBeoba
htung s
hwebender geladener Öltröpf
hen zwis
hen den Platten eines Kondensa-tors mittels eines Mikroskops, die Beoba
htung von Teil
henbahnen in Wilson-Kammern(1912) und die Entwi
klung des Geigerzählers (1913).Parallel dazu wurde mit der Entde
kung der Radioaktivität dur
h Be
querel (1896)und den bahnbre
henden Experimenten vonMarie und Pierre Curie an der SorbonneEigens
haften von Atomkernen erkennbar. H. Geiger, E. Marsden und E. Ruther-ford untersu
hten systematis
h die Streuung von α-Teil
hen (He-Kerne) an Atomen in������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.2. Einführung 9dünnen Substanzs
hi
hten. Die abgelenkten α-Teil
hen wurden dur
h Beoba
htung derLi
htblitze auf einem um das streuende Präparat herumgelegten bzw. herum bewegbarenSzintillationss
hirm na
hgewiesen. Na
h Entde
kung der Wilsons
hen Nebelkammer wares mögli
h, die Bahnen der α-Teil
hen direkt si
htbar zu ma
hen und auszumessen. Mansah, dass sie nur selten mehr als 30 von ihrer Ri
htung abgelenkt wurden. Nur in gerademal einem von a
httausend Fällen gab es Ablenkwinkel von 900 bis 1800.Rutherford entwi
kelte das erste moderne Bild von Atomen1. Sein Atommodell be-stand aus einem sehr kleinen (∼ 10−13−10−12
m) positiv geladenen Kern der Ladung Ze,um den Z Elektronen kreisen. Darin unters
hied es si
h von älteren Modellen, erwähnens-wert ist das Rosinenpudding-Modell von J.J Thomson, das als erster S
hritt auf demWeg zu einer theoretis
hen Deutung des Periodensystems angesehen werden kann. Na
hRutherford vereinigt der Kern fast die ganze Masse des Atoms in si
h. Das Modellähnelt einem Sonnensystem im Kleinen, bei dem die Gravitationskräfte dur
h die elek-tris
hen Kräfte ersetzt werden. Die Coulomb-Anziehung des Kerns, die Zentrifugalkräfteund die gegenseitige Abstoÿung der Elektronen sollten bewirken, dass diese stabile Bah-nen mit Radien von etwa 10−8 
m um den Kern vollführen. Das Rutherfords
he Modellhatte aber ein groÿes Problem, dessen Lösung den Anfang der Quantenme
hanik bedeu-tete. Um ni
ht in den Atomkern zu fallen, mussten die Elektronen um den anziehendenKern kreisen. Na
h den Gesetzen der Elektrodynamik strahlt aber ein kreisendes Elektronund sollte aufgrund des Energieverlustes in den Kern stürzen. Eine kurze Abs
hätzungzeigt, dass im Rutherfords
hen Modell für das Wassersto�atom das Elektron aufgrundder Dipolabstrahlung in nur 1.1 · 10−10s seinen Abstand vom Kern von 10−10m auf 10−14m verringern würde.Einige Monate vor der Radioaktivität fand W. Röntgen dur
h Zufall die na
h ihmbenannte Strahlung. Deren Wellen
harakter wurde 1912 von Laue mit Beugungsexperi-menten an Kristallen na
hgewiesen. Seither vervollständigte si
h die Kenntnis des Spek-trums der elektromagnetis
hen Wellen im Berei
h kleiner Wellenlängen. So wurde au
hdie elektromagnetis
he Struktur der γ-Strahlung radioaktiver Sto�e erkannt. Die Spek-tralanalyse erweiterte dabei ni
ht nur ihren Berei
h, sondern wurde glei
hzeitig immergenauer. Sie lieferte eine Fülle von Daten über Emission, Streuung und Absorption vonLi
ht dur
h Materie. Beim Verglei
h der Voraussagen der Lorentzs
hen Theorie mit denDaten zeigten si
h erste Widersprü
he zwis
hen klassis
her Theorie und Erfahrung. DieProbleme traten bei der Untersu
hung der Spektralverteilung der elektromagnetis
henStrahlung im thermodynamis
hen Glei
hgewi
ht mit der Materie auf. Die Lösung desProblems gelang Max Plan
k 1900 und gilt als Geburtsstunde der Quantentheorie.Wir wollen uns nun dieses Problem und seine Lösung etwas näher ansehen.1Lenard kam aufgrund seiner Deutung des Dur
hgangs von Elektronen dur
h Metallfolien zu ähnli-
hen S
hlüssen wie Rutherford.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.3. Hohlraumstrahlung 101.3 HohlraumstrahlungHier sei nur eine kurze Zusammenfassung gegeben. Mehr Details �nden si
h im Anhangzu diesem Kapitel und in der Vorlesung über Thermodynamik und Statistik.Die Wände eines Hohlraums seien auf die (absolute) Temperatur T gebra
ht. Die Ato-me in den Wänden we
hselwirken mit den elektromagnetis
hen Wellen im Hohlraum: sieabsorbieren und emittieren Wellen. Dabei stellt si
h bald ein von T abhängiges Glei
h-gewi
ht ein. Die Strahlung im Hohlraum enthält elektromagnetis
he S
hwingungen mitvers
hiedenen Frequenzen und Wellenzahlvektoren. Um die spektrale Energieverteilungdieser Strahlung zu untersu
hen, zerlegen wir das Strahlungsfeld in Normalmoden.Bekanntli
h lassen si
h die beiden homogenen Maxwellglei
hungen dur
h Einführungvon elektromagnetis
hen Potentialen lösenB = ∇∧A und E = −∇φ− 1

c
Ȧ. (1.1)Im materiefreien Hohlraum dürfen wir φ = 0 setzen und die Coulombei
hung

∇ ·A = 0 (1.2)wählen. Die verbleibenden Maxwellglei
hungen
∇∧B − 1

c
Ė = 0 und ∇ · E = 0sind dann glei
hbedeutend mit

1

c2
Ä−△A ≡ 2A = 0. (1.3)Der Hohlraum sei ein Kubus mit Seitenlänge L. Die elektromagnetis
hen Felder bilden dar-in stehende Wellen, für die Etang und Bnorm an der Wand vers
hwinden. Statt mit diesenannähernd realistis
hen Randbedingungen zu arbeiten2, wollen wir periodis
he Randbe-dingungen für das Vektorpotential fordern. Die unten angegebene Spektraldi
hte stimmtdann bis auf Terme der Ordnung O(∂V ) und für die zu bere
hnenden Di
hten vers
hwin-det der Fehler für groÿe Hohlraumvolumina. Nun entwi
keln wir A in eine Fourierreihe,A(t, x ) =

∑k∈K

a(t, k) eikx , a(t,−k) = a∗(t, k), 0 ≤ xi ≤ L,2Für kleine Wellenlängen ist jede realistis
he Hohlraumwand dur
hlässig.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.3. Hohlraumstrahlung 11wobei wegen der Periodizität des Potentials die Wellenzahlvektoren k aus
K =

{

2π

L
(n1, n2, n3)

∣

∣ni ∈ Z}sein müssen. Aus der Coulomb-Ei
hbedingung
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Abbildung 1.2: Hohlraumstrahlung und mögli
he Wellenzahlvektoren
∇ ·A(t, x ) = i

∑ k · a(t, k) eikx = 0folgt, dass a senkre
ht auf der Ausbreitungri
htung der Welle steht,k · a(t, k) = 0.Zu jedemWellenzahlvektor k gehören also zwei unabhängige Polarisationsvektoren a(t, k).Die Polarisation ist senkre
ht zur Ausbreitungsri
htung und man sagt, das Strahlungsfeldsei transversal3. Mit (1.1) �nden wir das elektris
he und magnetis
he Feld:E = −1

c

∑

K

ȧ(t, k)eik ·x und B = i
∑

K

k ∧ a(t, k)eik ·x .Um die Energie des Strahlungsfeldes zu bestimmen, benutzen wir die Orthogonalität derstehenden Wellen im Hohlraum,
∫

V

d3x eik ·x eik ′
·x = V δk+k ′ .3Der Spezialfall k = 0 verlangt eine separate Behandlung. Aber eine genauere Analyse führt für groÿeVolumen ebenfalls auf die unten bestimmten Di
hten.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.3. Hohlraumstrahlung 12Man �ndet nun lei
ht für die Energie der Hohlraumstrahlung den Ausdru
k
U =

1

8πc2

∑

K

(

|ȧ(t, k)|2 + ω2(k)|a(t, k)|2
)

, ω = 2πν = c|k |. (1.4)Die Gröÿe ω heiÿt Kreisfrequenz. Die Maxwellglei
hungen (1.3) s
hreiben si
h gemäÿ
2A =

1

c2

∑

K

(ä(t, k) + ω2a(t, k)
)

eik ·x = 0,oder äquivalent dazu ä(t, k) + ω2(k)a(t, k) = 0. (1.5)Aus (1.4,1.5) entnehmen wir, dass das Strahlungsfeld im Hohlraum V einem System vonunendli
h vielen harmonis
hen Oszillatoren äquivalent ist, und zwar 2 je Wellenzahlvektor.Spektrale Di
hte der Oszillatoren: Wir wollen die Anzahl Freiheitsgrade mit Fre-quenzen kleiner als ν = ω/2π, gegeben dur
h
N(ν) = ♯

{k : |k | < 2πν

c

}

,bere
hnen. Zu jedem Wellenzahlvektor gibt es 2 Oszillatoren. Das Gitter im k -Raum hatdie Di
hte (L/2π)3 und wir �nden
N(ν) ∼= 2 · 4π

3

(

2πν

c

)3 (

L

2π

)3oder au
h
N(ν) ∼= 8π

3c3
V ν3. (1.6)Die Anzahl Oszillatoren pro Frequenzintervall um die Frequenz ν ist demna
h

n(ν) ≡ dN(ν)

dν
=

8π

c3
V ν2. (1.7)Energiedi
hte: Im thermis
hen Glei
hgewi
ht ist die mittlere Energie je Oszillator we-gen der Isotropie unabhängig von der Polarisation und der Ri
htung von k , also eineFunktion E(T, ν), die nur von der Temperatur und der Frequenz abhängt. Damit �nden������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.3. Hohlraumstrahlung 13wir für die Energiedi
hte pro Frequenzintervall, au
h spektrale Energiedi
hte genannt,
ρ(T, ν) =

1

V
n(ν)E(T, ν) =

8πν2

c3
E(T, ν). (1.8)Dur
h eine Kombination von Thermodynamik und Li
httheorie gelang es W. Wien 1886zu zeigen (siehe Anhang), dass ρ die folgende funktionale Abhängigkeit von Frequenz undTemperatur haben muss:

ρ(T, ν) =
8πν2

c3
kT P

( ν

T

)

. (1.9)Man sieht lei
ht, dass daraus bereits das Stefan-Boltzmanns
he Gesetz [10℄ für die Energieder Hohlraumstrahlung folgt:
u(T ) =

∫

ρ(T, ν)dν =
8πk

c3
T

∫

ν2P
( ν

T

)

dν =
8πk

c3
T 4

∫

y2P (y) ≡ aT 4, (1.10)wobei wir die Variablensubstitution ν = Ty vornahmen.Aus dem Verglei
h von (1.9) mit der Beziehung (1.8) ergibt si
h unmittelbar, dass
E(T, ν)/kT nur eine Funktion des Verhältnisses ν/T sein kann

E(T, ν) = kT P
( ν

T

)

. (1.11)Einen expliziten Ausdru
k für die universelle Funktion P konnte Wien mit Hilfe ledigli
hthermodynamis
her Überlegungen ni
ht erhalten.Rayleigh-Jeans-Formel: Ein sehr allgemeines Gesetz der klassis
hen Statistik, derGlei
hverteilungssatz, bietet si
h hier geradezu an. Na
h diesem Satz kommt auf jedenFreiheitsgrad die mittlere kinetis
he Energie kT/2. Da für einen harmonis
hen Oszillatordiese glei
h der mittleren potentiellen Energie ist (siehe Anhang), sollten wir für diemittlere Energie je Oszillator kT wählen. Dur
h Einsetzen in (1.8) kam Rayleigh imJuni 1900 zu folgender Formel:4
ρR(T, ν) =

8πν2

c3
kT. (1.12)Für groÿe Wellenlängen oder kleine Frequenzen hat si
h diese Formel als korrekt erwiesen.Allerdings stand sie bei hohen Frequenzen im krassen Widerspru
h zu den Messungenvon Lummer, Pringsheim, Rubens und Kurlbaum [11℄. Dass das klassis
he Ergebnis4Rayleigh irrte si
h um einen Faktor 8. Dies wurde einige Jahre später von Jeans korrigiert.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.3. Hohlraumstrahlung 14(1.12) ni
ht in Ordnung sein kann, erkennt man au
h, wenn man damit die Energiedi
hteder elektromagnetis
hen Strahlung im Hohlraum zu bere
hnen versu
ht:
u =

∫

ρRdν =
8π

c3
kT

∞
∫

0

ν2dν = ∞.Diese Ultraviolettkatastrophe wie au
h die Diskrepanz zwis
hen (1.12) und den experi-mentellen Daten zeugen eindeutig vom Versagen der klassis
hen Physik bei der Erklärungder Hohlraumstrahlung.Wiens
hes Strahlungsgesetz: Unter der Annahme, dass ein Zusammenhang zwis
hendem Strahlungsgesetz und der Maxwells
hen Ges
hwindigkeitsverteilung existieren müsse,wobei die Ges
hwindigkeit dur
h eine nur von der Frequenz abhängige Gröÿe ersetztwerden sollte, hat Wien die folgende spektrale Energiedi
hte angegeben [13℄:
ρW(T, ν) =

8πν2

c3
· hν e−hν/kT = ρR(T, ν) · xe−x, x =

hν

kT
. (1.13)Die Gröÿe x muÿ dimensionslos sein und deshalb ist hν eine Energie. Die hier auftregendeNaturkonstante h ist das Plan
ks
he Wirkungsquantum. Oft führt man das reduzierteWirkungsquantum

~ =
h

2π
(1.14)ein, so dass hν = ~ω gilt. Die theoretis
he Begründung der Wiens
hen Spektraldi
hte waräuÿerst unbefriedigend, und Plan
k versu
hte ihr in den Jahren 1897 bis 1899 ein besse-res theoretis
hes Fundament zu geben. Das Gesetz stimmt für kurze Wellenlängen (groÿe

x) sehr gut, aber mit den oben erwähnten Messungen konnte eindeutig seine begrenzteGültigkeit na
hgewiesen werden.1.3.1 Plan
ks
hes StrahlungsgesetzIm Herbst 1900 stellte si
h die Situation in Bezug auf die s
hwarze Strahlung wie folgtdar. Es existieren zwei theoretis
h abgeleitete Gesetze, das Wien-Plan
k-Gesetz und dasRayleigh-Jeans-Gesetz. Die theoretis
he Herleitung des ersteren ist problematis
h, und ei-ne Übereinstimmung mit den Experimenten wird nur bei hohen Frequenzen errei
ht. DasRayleigh-Jeans-Gesetz steht auf einer festeren theoretis
hen Grundlage, denn es stütztsi
h auf ein sehr allgemeines Prinzip der klassis
hen Statistik, den Glei
hverteilungssatz.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.3. Hohlraumstrahlung 15Trotzdem stimmt das Gesetz nur für kleine Frequenzen mit den Beoba
htungen überein.Um die beiden Lösungen zu kombinieren, hat nun Plan
k zwis
hen ρR und ρW interpo-liert [12℄ (tatsä
hli
h hat er die zweiten Ableitungen der Entropie na
h der Energie aufmögli
hst einfa
he Weise miteinander verbunden), was auf das Plan
ks
he Strahlungsge-setz
ρ(T, ν) =

8π

c3
ν2 hν

ehν/kT − 1
= ρR(T, ν)

x

ex − 1
oder E(T, ν) =

hν

ehν/kT − 1
(1.15)führt. In der Abbildung (1.3) ist die Spektraldi
hte für drei Temperaturen geplottet.Folgende Eigens
haften dieser Formel dienen als Hinweise für ihre Ri
htigkeit:

ρ

hν

T1

T2

T3

T1 > T2 > T3

Rayleigh-Jeans hνmax ∼ T WienAbbildung 1.3: Frequenzverteilung der Wärmestrahlungsintensität für 3 vers
hiedene T
• Im Nieder- und Ho
hfrequenzberei
h gelten (x = hν/kT )

x

ex − 1
−→

{

1 falls x→ 0

xe−x falls x→ ∞,
,in Übereinstimmung mit der Formeln von Rayleigh-Jeans und Wien.

• Plan
k konnte aus dem Experiment bekannten Stefan-Boltzmann-Konstanten und������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.3. Hohlraumstrahlung 16der Konstanten im Wiens
hen Vers
hiebungsgesetz
σ =

ca

4
= 5.67051(19) · 10−8 Wm−2 K−4

xmax =
νmax

T
= 5.88 · 1010 HzK−1die Boltzmann-Konstante k und Plan
ks
he Konstante h wie folgt bestimmen: Mitseiner Formel für die spektrale Energiedi
hte ist die Konstante a im Stefan-Boltzmann-Gesetz (1.10) gegeben dur
h

a = T−4

∫

ρ(ν, T )dν = 8πk

(

k

hc

)3 ∫

x3

ex − 1
dx =

π2

15

k4

(~c)3und für die Konstante im Vers
hiebungsgesetz (siehe Anhang) ergibt si
h
νmax

T
= xmax

k

h
∼ 2.8221

k

h
.Na
h Verglei
h mit den experimentellen Werten ergeben si
h daraus die Naturkon-stanten k und h, deren heutigen Werte

k = 1.380658(12) · 10−23 JK−1

h = 6.6260755(40) · 10−34J s (1.16)sind. Aus der Boltzmann- und Gaskonstanten folgt die Los
hmidts
he Zahl,
NA =

R

k
∼ 6.0221367(36) · 1023 Mol−1,und s
hlieÿli
h ergibt si
h aus der Los
hmidts
hen Zahl und Faraday-Konstantendie elektris
he Ladung des Elektrons

e = F/NA = 1.60217733(49) · 10−19C .
• Das Plan
ks
he Strahlungsgesetz bes
hreibt die spektrale Energieverteilung der s
hwar-zen Strahlung im gesamten Frequenzberei
h ri
htig.Rubens und Kurlbaum haben 1901 die vers
hieden Strahlungsformeln überprüft undPlan
ks Formel für ri
htig befunden [14℄. Das physikalis
he Problem, dessen Lösung dieQuantentheorie gebar, war, E(T, ν) zu erklären.
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.4. Li
htquanten 171.4 Li
htquantenZahlrei
he in ihrer Beweiskraft zwingende Versu
he haben gezeigt, dass das Li
ht einWellenvorgang ist. Es gibt jedo
h eine Reihe genauso überzeugender Versu
he, die si
hmit einer sol
hen Vorstellung ni
ht erklären lassen. Man versteht sie aber sofort mit derAnnahme, dass das Li
ht aus Photonen besteht, die qualitativ ähnli
he Eigens
haftenhaben wie materielle Teil
hen.1.4.1 Einsteins Li
htquantenhypotheseDie Einsteins
he Li
htquantenhypothese (1905) besagt, dass die von einer elektromagneti-s
hen Welle der Frequenz ν transportierte Energie immer ein ganzzahliges Vielfa
hes von
hν = ~ω (~ = h/2π) ist [15℄. Einstein wurde über die Analyse der für groÿe Frequenzengültigen Wiens
hen Strahlungsformel auf die Li
htquantenhypothese geführt. Er war si
hder Radikalität seiner Hypothese bewusst und su
hte na
h Mögli
hkeiten der experimen-tellen Bestätigung. Eine sol
he �ndet man im li
htelektris
hen E�ekt (Photoe�ekt), denwir im folgenden Abs
hnitt bespre
hen werden.Do
h zuerst wenden wir die Li
htquantenhypothese auf die Hohlraumstrahlung an.Wir nehmen an, dass zur Bes
hreibung des thermis
hen Glei
hgewi
hts der Strahlung dasBoltzmann-Gibbss
he Postulat gültig sei: im thermis
hen Glei
hgewi
ht bei der Tempe-ratur T ist die Wahrs
heinli
hkeit eines Zustandes mit Energie E proportional zu

e−βE , β =
1

kT
.Mit der Li
htquantenhypothese �ndet man dann für die mittlere Energie eines Oszillatorsmit Frequenz ν die Formel

E(T, ν) =
∞

∑

n=0

(nhν)wn

wn =
e−βnhν

Z
, Z =

∞
∑

m=0

e−βmhν =
1

1 − e−βhν
.Daraus bere
hnet si
h nun die mittlere Energie gemäÿ

E(T, ν) = − d

dβ
logZ =

hνe−βhν

1 − e−βhν
=

hν

eβhν − 1in Übereinstimmung mit der Plan
ks
hen Strahlungsformel (1.15).������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.4. Li
htquanten 181.4.2 Li
htelektris
her E�ekt (Photoe�ekt)1888 bestrahlte W. Hallwa
hs negativ geladene Metallplatten mit ultraviolettem Li
htund stellte mit dem anges
hlossenen Elektrometer fest, dass diese Ladung allmähli
hvers
hwand [16℄. Eine positive Ladung blieb dagegen erhalten. Allgemein löst hinrei
hendkurzwelliges Li
ht aus Metallober�ä
hen negative Ladungsträger, nämli
h die 1897 vonJ.J. Thomson entde
kten Elektronen, aus. Die Stärke des Stromes ist proportional zurIntensität der Strahlung, vorausgesetzt, die Frequenz des Li
hts ist gröÿer als eine fürdas bestrahlte Metall 
harakteristis
he kritis
he Frequenz νc. Lenard fand 1902 denklassis
h unerklärli
hen E�ekt, dass die mit einer Gegenspannung gemessene Energie derElektronen nur von der Frequenz der Strahlung, ni
ht aber von ihrer Intensität abhängt[17℄.Einstein erklärte dies 1905 mit Hilfe seiner Li
htquantenhypothese und dem Ener-giesatz wie folgt: die einfallende Strahlung besteht aus Li
htquanten (Photonen), die eineEnergie hν haben. Ein Elektron im Metall kann nun ein Photon absorbieren und gewinntdabei na
h dem Energiesatz die Energie hν. Na
h Abzug der Austrittsarbeit W bleibtdem austretenden Elektron no
h die kinetis
he Energie
1

2
mev

2 = hν −W =⇒ ν ≥ νc =
W

h
.O�ensi
htli
h hängt die Bewegungsenergie der austretenden Elektronen nur von der Fre-quenz des eingestrahlten Li
hts oder der Energie der auftre�enden Photonen ab. DiesesGesetz wurde von Millikan 1916 bestätigt [18℄. Die Konstante h hat genau denselbenWert wie die im Ausdru
k für das Spektrum der Hohlraumstrahlung auftretende Kon-stante. Einstein erhielt 1921 für seine Erklärung des Photoe�ektes den Nobelpreis. Dieklassis
he Wellentheorie ist ni
ht in der Lage, den Photoe�ekt zu erklären (sieheMessiahI, Seite 23).1.4.3 Comptone�ektWenn wir die Energie E = hν der mit Materie we
hselwirkenden Photonen allmähli
hsteigern, wird zuerst das Stadium der Absorption dur
h den Photoe�ekt an gebundenenElektronen dur
hlaufen. Ist s
hlieÿli
h E wesentli
h gröÿer als die Elektronenbindung, sowird die Absorption abgelöst dur
h die Streuung an quasifreien Elektronen. Dieser E�ektwurde 1922 von Compton entde
kt [19℄, wofür er 1927 den Physik-Nobelpreis erhielt.Für einen geradlinig dur
h Materie gehenden Strahl bedeutet die Streuung dur
h denCompton-E�ekt eine S
hwä
hung wie die Absorption dur
h den Photoe�ekt.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.4. Li
htquanten 19Elektromagnetis
he Strahlung breitet si
h mit Li
htges
hwindigkeit aus. Na
h denFormeln der relativistis
hen Me
hanik ist
E =

mc2
√

1 − v2/c2
∼ mc2 +

1

2
mv2 + . . . ,und da mit hν die Energie eines Photons beliebig klein werden kann, muÿ ein Li
htquantvers
hwindende Ruhemasse haben. Nun gilt allgemein, dass

E2 − (cp)2 = (mc2)2, (1.17)also für Li
htquanten mit Frequenz ν
|p| =

E

c
=
hν

c
= ~|k |,wobei k der Wellenzahlvektor ist. Dies kann man au
h der Maxwells
hen Theorie entneh-men. Für eine mono
hromatis
he Welle,E = ℜ

(

~E ei(kx−ωt)
) , B = ℜ

( c

ω
(k ∧ ~E)ei(kx−ωt)

)

,wobei ~E ⊥ k und ω = c|k | gilt, zeigt eine kurze Re
hnung, dassS =
1

ω
k · u =⇒ u =

1

c
|S | (1.18)gilt, wobei

u =
1

8π
(E 2 +B2) und S =

c

4π
E ∧Bdie Energiedi
hte und der Poynting-Vektor (die Impulsdi
hte) sind. Wenden wir dies aufeinen Quant des Strahlungsfeldes der Energie hν an, dann folgtp (1.18)

=
1

2πν
k · hν =

h

2π
k ≡ ~k .Also sind die Energie und der Impuls eines Photons

E = hν = ~ω und p = ~k . (1.19)Glaubt man an die unbes
hränkte Gültigkeit des Energie-Impuls-Erhaltungssatzes, sokann man die Formeln (1.19) bei Stöÿen von Li
htquanten an Teil
hen, z.B. Elektronen,testen. In der Tat hat die Photonenvorstellung folgenden zunä
hst rätselhaften E�ekt������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.4. Li
htquanten 20aufgeklärt: Mono
hromatis
hes Röntgenli
ht wird dur
h Materie gestreut, und zwar imGegensatz zum si
htbaren Li
ht unter Vergröÿerung seiner Wellenlänge. Die Wellenlän-ge des Streuli
hts ist um so gröÿer, je gröÿer der Streuwinkel θ ist. Rü
kwärtsstreuungmit θ = π liefert eine Wellenlängenzunahme um 4.85 pm= 0.0485Å(ngström), unabhän-gig von der eingestrahlten Wellenlänge5. Die fehlende Energie wird von den auftretenden`Rü
kstoÿelektronen', die beim Streuprozess aus dem Atom des streuenden Materials her-ausges
hlagen werden, weggetragen.Betra
hten wir nun die Kollision zwis
hen einem längs der x-A
hse einlaufenden Pho-ton mit Energie hν und Impuls ~kx = h/λ und einem ruhenden Elektron, p = 0. Die
Photon hν/c Elektronvor dem Stoÿ na
h demStoÿ

mv

hν ′/c

θ

qAbbildung 1.4: Die Streuung eines Photons an einem ruhenden Elektron. Die Erhaltungs-sätze für Energie und Impuls sind au
h mikroskopis
h streng gültig.Impulserhaltung impliziert
h

λ
= qx +

h

λ′
cos θ

0 = qy +
h

λ′
sin θund die Energieerhaltung

mc2 +
hc

λ
= c

√

m2c2 + q2
x + q2

y +
hc

λ′
.Bringen wir den re
hten Term in der Energiebilanz na
h links, dividieren dur
h c und5

1Å(ngstrøm) = 10
−10m= 0.1 nm und 1Fermi = 10

−15 m= 1 fm sind Atom -und Kerndimensionen.
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.5. Materiewellen 21quadrieren, so erhalten wir
(

mc + h

(

1

λ
− 1

λ′

))2

= (mc)2 + q2
x + q2

y

= (mc)2 + h2

(

1

λ
− cos θ

λ′

)2

+

(

h sin θ

λ′

)2

,wobei wir in der letzten Glei
hung die Impulserhaltung benutzten. Na
h Ausmultiplikationergibt si
h
mc(λ′ − λ) = h(1 − cos θ)oder mit 1 − cos θ = 2 sin2 θ/2 die Beziehung
λ′ − λ = ∆λ =

2h

mc
sin2 θ

2
. (1.20)Das Experiment bestätigt diese Formel glänzend; speziell ist 2h/mc der bei einer Rü
kstreu-ung gefundene Wert von 0.0485Å. Die Hälfte davon,

λc =
h

mc
= 0.0243Å, (1.21)heiÿt Compton-Wellenlänge des Elektrons. Ein Photon mit Wellenlänge λc hat die Energie

hν = hc/λc = mc2, also die der Ruhemasse des Elektrons entspre
hende Energie. Es wür-de bei Rü
kwärtsstreuung seine Wellenlänge verdoppeln. Die Annahme eines gestoÿenenElektrons in Ruhe ist gere
htfertigt, solange gilt
h

λ
≫ |p|.1.5 MateriewellenDie S
hwierigkeit der klassis
hen Physik mit kleinen Strukturen, man denke an die In-stabilität des Atoms, führten Louis de Broglie auf die Idee, dass es in der Optikähnli
h sei [20℄6: Für Beugung und Streuung von Li
ht an Objekten, die gross vergli
henmit der Wellenlänge sind, kann man die Li
htausbreitung mit den Methoden der geo-6de Broglie formulierte diese These 1923 in seiner Doktorarbeit. Sie war so revolutionär, dass derPrüfungsauss
huss völlig im Dunkeln darüber tappte, was davon zu halten sei. Der bekannte PhysikerPaul Langevin sandte ein Exemplar der Arbeit an Einstein mit der Bitte um Kritik. Auf Grund Einsteinspositver Fürspra
he wurde die Arbeit akzeptiert.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.5. Materiewellen 22metris
hen Optik (Strahlenoptik) bes
hreiben, genauso wie in der klassis
hen Me
hanikdie Teil
henausbreitung mit klassis
hen Bahnen. Erst für kleine Objekte o�enbart dasLi
ht seinen Wellen
harakter und Beugungsers
heinungen treten auf. Sind au
h Teil
henin Wirkli
hkeit Materiewellen? Falls ja, müssen die Frequenz und Wellenlänge der pos-tulierten Materiewelle auf ganz bestimmte Weise mit den Teil
henparametern wie Masseund Impuls zusammenhängen.Da au
h Li
ht aus Teil
hen, den Photonen, mit Energie
E = hν (1.22)besteht, ist es naheliegend diesen Zusammenhang für beliebige Teil
hen zu übernehmen.Ein massives Teil
hen, zum Beispiel ein Elektron, hat in seinem Ruhesystem die Energie

E0 = m0c
2 und Frequenz

ν0
(1.22)
= m0c

2/h. (1.23)Dem ruhenden Teil
hen werde eine stationäre Welle
ψ = ψ0 e

2πiν0t = ψ0 e
iω0tzugeordnet. In einem Inertialsystem, wel
hes si
h bezügli
h dem Ruhesystem mit derGes
hwindigkeit v in die negative x-Ri
htung bewegt, hat ein Punkt (t, x) die Koordinaten

t′ = γ
(

t+
v

c2
x
) , x′ = γ(vt+ x), wobei γ =

1
√

1 − v2/c2der relativistis
he γ-Faktor ist. In diesem System bewegt si
h das Teil
hen mit Ges
hwin-digkeit v in die x-Ri
htung und wegen
(

t

x

)

= γ

(

1 −v/c2
−v 1

) (

t′

x′

)hat die Wellenfunktion in diesem System die Gestalt
ψ = ψ0 e

iω0t = ψ0 e
iω0γ(t′−vx′/c2) = ψ0 e

i(ω′t′−k′x′).Ein mit v bewegtes Teil
hen hat also die Frequenz und den Wellenzahlvektor
ν = γν0 und k =

ω0v

c2
γ.
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.5. Materiewellen 23Mit λ = 2π/k �ndet man au
h
λ =

1

γ

c2

ν0v

(1.23)
=

h

p
, wobei p = γm0vder relativistis
he Teil
henimpuls ist. Berü
ksi
htigen wir no
h, dass die Energie einesTeil
hens glei
h E = γm0c

2 = γhν0 ist, so �nden wir folgende Beziehungen zwis
hen denTeil
hengröÿen Energie und Impuls und den zugeordneten Welleneigens
haften Kreisfre-quenz und Wellenzahlvektor:
E = ~ω und p = γm0v = ~k . (1.24)Wird ein Elektron aus der Ruhe auf die Ges
hwindigkeit v = p/m gebra
ht, indemman es eine Potentialdi�erenz U dur
hlaufen lässt, so gilt gemäÿ dem Energiesatz imni
htrelativistis
hen Grenzfallp2

2m
= eU mit p = ~k , |k | =

2π

λ
.Aufgelöst na
h der de Broglie-Wellenlänge des Elektrons,

λ =
2π~√
2meU

∼
(

150

U [V]

)1/2 Å.Für eine Spannung von 100 − 1000Volt liegt diese im Röntgenberei
h.1.5.1 ElektronenstreuungWenn die Bewegung von Teil
hen dur
h Materiewellen bes
hrieben wird, müssten si
hau
h Beugungs- und Interferenzers
heinungen na
hweisen lassen. Dies wird in der Tatbeoba
htet. Allerdings wurde die Wellennatur der Elektronen erst na
h S
ha�ung derQuantenme
hanik überzeugend na
hgewiesen. C. Davisson und L. Germer sahen 1927deutli
he Interferenzmaxima bei der Re�exion von Elektronen an Ni
keleinkristallen [21℄.Im glei
hen Jahr konnte G.P. Thomson an Interferenzen beim Dur
hgang von Elektro-nen dur
h dünne Metallfolien die Beziehung von de Broglie, λ = h/mv, gut prüfen undbestätigen [22℄7. Au
h bei Atomstrahlen wurden 1929 Andeutungen von Interferenzengefunden, nämli
h von O. Stern bei He-Strahlen an Steinsalzkristallen [23℄, deutli
herevon I. Estermann und O. Stern mit He- und H2-Strahlen an LiF-Kristallen [24℄.7J.J. Thomson erhielt den Nobelpreis für den Na
hweis, dass Elektronen Teil
hen sind und sein SohnG.P. Thomson für den Na
hweis, dass sie Wellen sind.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.5. Materiewellen 24Der Wellen
harakter von Elektronen ist uns heutzutage von Elektronenmikroskopen[25℄ her wohlbekannt. Im Elektronenmikroskop begrenzt die de Broglie-Wellenlänge desElektrons genauso das Au�ösungsvermögen wie die optis
he Wellenlänge das im Li
htmi-kroskop. Das wohl einfa
hste Experiment, wel
hes diesen Wellen
harakter zeigt, ist dieStreuung von Elektronen an einem langen, geraden und positiv geladenen Faden, sieheAbbildung (1.5). Das Biprisma von Düker undMöllenstedt trennt zwei Strahlen frei-er Elektronen, die aus der glei
hen Quelle kommen, und lässt sie dann fast parallel wiederzusammenlaufen [26℄. Als Quelle dient das elektronenoptis
h auf 50nm verkleinerte Bildeiner Elektronenquelle. Die Elektronen �iegen an einem positiv geladenen Metallfadenvorbei und werden von ihm zur Mitte hin abgelenkt. Man kann si
h überzeugen, dassim Feld eines langen geraden Drahtes der Gesamtablenkwinkel ni
ht von dem Abstandabhängt, in dem das Elektron den Draht passiert, sondern nur von seiner Energie. Ausdem beoba
hteten Interferenzmuster für Elektronen mit 1eV kann man deren Wellenlängebestimmen. Man misst λ = 1.2 nm. Dies ist genau die Wellenlänge, die wir aufgrund derde Broglie-Beziehung erwarten. Das erste Doppelspaltexperiment mit Elektronen wurde
b

sElektronen-quelle
Faden

Abbildung 1.5: Elektronenbeugung am 'Biprisma' na
h Düker und Möllenstedt [26℄.von C. Jönsson 1960 in Tübingen dur
hgeführt8 [27℄ und dana
h s
hrittweise verbes-sert [28℄. Elektronen we
hselwirken stark mit Materie und au
h deshalb verwendet mangerne Neutronen in Interferenzversu
hen [29℄. Da Neutronen etwa 2000-mal s
hwerer alsElektronen sind, müssen na
h λ = h/mv diese sehr langsam sein, damit ihre Wellenlängeno
h messbar ist.8In einer Umfrage des Organs der englis
hen physikalis
hen Gesells
haft �Physi
s World� na
h dems
hönsten Experiment aller Zeiten, kam der Versu
h von Claus Jönsson auf den ersten Platz.
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.6. Quantisierungsregeln von Bohr-Sommerfeld 251.6 Quantisierungsregeln von Bohr-SommerfeldDie ältere Quantentheorie beruht auf folgendem Verfahren: Man nehme an, dass Systemematerieller Teil
hen den Gesetzen der klassis
hen Me
hanik folgen. Man postuliere aberdarüber hinaus, dass von allen Lösungen der Bewegungsglei
hungen nur diejenigen übrigbleiben sollten, die bestimmten, ad ho
 eingeführten Quantisierungsregeln genügen [30℄.Die Regeln sondern spezielle Bewegungen aus, die auf Grund der Hypothese als allein rea-lisierbar vorausgesetzt werden. Zu jeder dieser Bewegungen gehört ein bestimmter Wertder Energie. Die so ermittelten diskreten Energiewerte bilden das quantisierte Energie-spektrum. In derselben Weise erhält man ein Spektrum von erlaubten Werten für dieanderen Konstanten der Bewegung.Das Aufstellen der 'Quantisierungsregeln' war vor allem eine Sa
he der Intuition: Manpostulierte gewisse Regeln und vergli
h die si
h daraus ergebenden Energiespektren mitden Experimenten. Bei dieser Su
he spielte das Bohrs
he Korrespondenzprinzip eine wert-volle Rolle. Dieses Prinzip besagt, dass die klassis
he Theorie makroskopis
h ri
htig ist,d.h. im Grenzfall, wo die quantenhaften Unstetigkeiten no
h als unendli
h klein angesehenwerden können. Oder anders ausgedrü
kt:Die Quantentheorie muss für groÿe Quantenzahlenasymptotis
h in die klassis
he Theorie übergehen9.Insbesondere die Hohlraumstrahlung gehor
ht dem Korrespondenzprinzip: Für hohe Tem-peraturen, kT ≫ hν, wenn die typis
he Energie der Strahlungsmoden wesentli
h gröÿerals die Energiedi�erenz hν ist, geht die Plan
ks
he Strahlungsformel in die klassis
heStrahlungsformel von Rayleigh-Jeans über.Für periodis
he Systeme führt das Korrespondenzprinzip auf natürli
he Weise zu fol-gender Quantisierungsbedingung:
S =

∮

pdq = nh (Plan
k 1911, Bohr, Sommerfeld 1913-17) (1.25)Hier bedeutet ∮ das Integral über eine volle Periode der Bewegung mit der Energie E.O�ensi
htli
h ist S die von der Bahn einges
hlossene Flä
he im Phasenraum, hat dieDimension einer Wirkung und wird Wirkungsintegral genannt.Wir wollen diese Quantisierungsregel nun auf die Oszillatoren der Hohlraumstrahlunganwenden: Wir haben gesehen, dass die Moden mit Kreisfrequenz 2πν folgende Energie9Eventuell muss man einige quantenme
hanis
he Zustände mit groÿen Quantenzahlen überlagern, umeinen klassis
hen Zustand zu erhalten.������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.6. Quantisierungsregeln von Bohr-Sommerfeld 26haben,
H =

1

2

(

p2 + ω2q2
)

.Die Lösungen der Bewegungsglei
hung q̈ + ω2q = 0 sind
q(t) = α cosωt+ β sinωt

p(t) = ωβ cosωt− ωα sinωtund haben die Energie 1
2
ω2(α2 + β2). Das Wirkungsintegral ist
S =

∮

p dq =

∮

p q̇dt = ωπ(α2 + β2).Na
h der Quantisierungsregel S = nh muss also
H =

ω

2π
ωπ

(

α2 + β2
)

=
ω

2π
nh = nhνgelten, d.h. die Einsteins
he Li
htquantenhypothese folgt aus der Bedingung (1.25).1.6.1 Bohrs
hes Modell des Wassersto�atomsDas Rutherfords
he Atommodell bes
hreibt wassersto�ähnli
he Atome als einen winzigenKern mit positiver Ladung Ze, um den das Elektron auf einer �Planetenbahn� kreist. AmElektron greift infolge der Kernladung Ze die Kraft

Fe =
Ze2

r2an, die entgegengesetzt glei
h der Zentrifugalkraft
Fz = mω2rist. Entspre
hend gilt
mω2r3 = Ze2. (1.26)Wird das umlaufende Elektron dur
h eine Welle bes
hrieben, dann entspri
ht seinemImpuls p eine Wellenlänge λ = h/mv. Man kann si
h nun lei
ht vorstellen, dass nur sol
heWellen erlaubt sind, bei denen auf den Umfang der entspre
henden Bahn eine ganzeAnzahl von Wellenlängen passt; nur so entsteht eine stehende Welle und interferiert si
h������������A. Wipf, Quantenme
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.6. Quantisierungsregeln von Bohr-Sommerfeld 27ni
ht weg. Also muss gelten
2πr = nλ = n

h

mv
= n

h

mωr
. (1.27)Nun quadrieren wir diese Beziehung und eliminieren ω mit Hilfe von (1.26) mit demResultat

rn =
n2

~
2

Zme2
.Eingesetzt in (1.26) �nden wir die erlaubten Kreisfrequenzen

ωn =
mZ2e4

n3~3
.Für die entspre
henden Energien �ndet man

En =
m

2
v2

n − Ze2

rn
=
m

2
ω2

nr
2
n − Ze2

rn
= −Z

2me4

2n2~2
.Führen wir den Bohrs
hen Radius und die Rydberg-Energie gemäÿ

rB =
~

2

me2
= 0.529 · 10−8 
m = 0.529ÅRy =

me4

2~2
= 13.6 eV (1.28)ein, so ergeben si
h für die erlaubten Radien und Energien die Formeln

rn =
n2

Z
· rB und En = −Z

2

n2
· Ry. (1.29)Je gröÿer die Quantenzahl, desto ausgedehnter ist das Atom und desto di
hter liegendie Energiewerte En. Zu denselben S
hlüssen kommt man übrigens au
h vermittels derBohr-Sommerfelds
hen Quantenbedingungen. Es ergeben si
h drei Bedingungen der Art

∮

pdq = nh, da das Elektron zu einer räumli
hen Bewegung fähig ist. Da die zugrundeliegenden Annahmen heute überholt sind, wollen wir diese Re
hnung hier ni
ht dur
hfüh-ren.Die Bohrs
hen Postulate: Als neue, mit der klassis
hen Physik unvereinbare Postu-late führte Bohr 1913 zur Deutung der Li
htemission folgende Postulate ein [30, 31℄:
• Für jedes Atom gibt es eine Anzahl stationärer Zustände, in denen das Atom ni
ht������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.6. Quantisierungsregeln von Bohr-Sommerfeld 28strahlt. Eine Änderung seines Energieinhaltes kann nur dur
h Übergang von einemstationären Zustand in einen anderen erfolgen.
• Die Frequenz der bei einem Übergang zwis
hen zwei stationären Zuständen ausge-strahlten oder absorbierten Wellen genügt der Bedingung

hν = Em − En, (1.30)wobei En und Em die Energien der stationären Zustände sind.Na
h diesen Postulaten kann ein Wassersto�atom (Z = 1) also nur Li
ht mit den Fre-quenzen
ν(n,m > n) =

(

1

n2
− 1

m2

)

R∞, wobei R∞ =
Ry
h

= 3.2899 · 1015 s−1 (1.31)die Rydbergfrequenz ist, emittieren oder absorbieren. Für festes n erhält man vers
hiedeneSerien von mögli
hen Frequenzen oder Wellenlängen. Die niedrigsten sindLyman-Serie (1906) im Ultravioletten [32℄:
ν(1, m) = R∞

(

1 − 1

m2

)

, λ0 = 121, 568 nm, λ∞ = 91, 176 nm.Balmer-Serie (1885) im Si
htbaren [33℄:
ν(2, m) = R∞

(

1

4
− 1

m2

)

, λ0 = 656, 470 nm, λ∞ = 364, 705 nm.Pas
hen-Serie (1908) im Infraroten [34℄:
ν(3, m) = R∞

(

1

9
− 1

m2

)

, λ0 = 1.875, 628 nm, λ∞ = 820, 587 nm.Bra
kett-Serie (1922) im Infraroten [35℄:
ν(4, m) = R∞

(

1

16
− 1

m2

)

, λ0 = 4.052, 283 nm, λ∞ = 1458.822 nm.Pfund-Serie (1924) im Ultraroten [36℄:
ν(5, m) = R∞

(

1

25
− 1

m2

)

, λ0 = 7.459, 884 nm, λ∞ = 2.279, 409 nm.������������A. Wipf, Quantenme
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.7. Emission, Absorption und Strahlungsgesetz 29Ähnli
he Serienformeln �ndet man für die wassersto�ähnli
hen Ionen He+, Li++, . . ..1.7 Emission, Absorption und StrahlungsgesetzDie Strahlung im Hohlraum ist in Kontakt mit den Atomen der begrenzenden Wände.Ausgehend von der Bohrs
hen Atomtheorie nahm Einstein bei der Herleitung der Formelfür ρ(T, ν) an [37℄:
• dass Atome Energie nur in wohlde�nierten Beträgen aufnehmen oder abgeben kön-nen. Diese Beoba
htung führte zur Annahme, dass Atome Zustände mit diskretenEnergien

E1 < E2 < . . . < Ek < . . .annehmen. Dur
h Absorption von Li
ht der Energie hν = El − Ek kann das Atomim Zustand k mit Energie Ek in einen Zustand l mit gröÿerer Energie El angeregtwerden. Dur
h Emission von Li
ht derselben Frequenz kann l dann wieder in k'zerfallen'.
• Die Zahl der Atome im Energieniveau Ek ist

Nk = Ae−βEk A aus ∑

k

Nk = Ntot, β = 1/kT.Nun stellen wir die vers
hiedenen Mögli
hkeiten des Energieaustaus
hes zwis
hen Atomenund Strahlung zusammen und geben die Häu�gkeit der entspre
henden Ereignisse an:
Bkl Blk Alk

El ; Nl = Ae−El/kT

Ek ; Nk = Ae−Ek/kTinduziert spontanAbbildung 1.6: Übergangsraten mit entspre
henden Einsteinkoe�zienten.
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.7. Emission, Absorption und Strahlungsgesetz 30
• Absorption: Die Übergangsrate von k na
h l dur
h Absorptionsprozesse ist propor-tional zu Nk und zur Intensität der Strahlung im entspre
henden Frequenzberei
h

Ṅabs
kl = Bklρ(T, ν) ·Nk.

• Induzierte Emission: Man erwartet, dass es zum Prozess der induzierten Absorp-tion au
h den Umkehrprozess gibt: Das Strahlungsfeld sollte Übergänge aus demZustand l in den Zustand k induzieren. Diese induzierte (erzwungene) Emission istents
heidend für das Funktionieren von Maser und Laser. Sie ist proportional zu Nlund ρ:
Ṅ ind

lk = Blkρ(T, ν) ·Nl

• Spontane Emission: Angeregte Atome können au
h spontan zerfallen wenn keinStrahlungsfeld vorhanden ist, ähnli
h wie Atomkerne radioaktiv zerfallen können.Die Emissionsrate von l ist proportional zu Nl und entspre
hend
Ṅ spontan

lk = Alk ·Nl.Die Glei
hgewi
htsbedingung lautet
Ṅabs

kl = Ṅ ind
lk + Ṅ spontan

lkoder
ρ(T, ν)BklNk = ρ(T, ν)BlkNl + AlkNl.Das Einsetzen der Boltzmannverteilung für Nk und Nl ergibt wegen El − Ek = hν

ρ(T, ν)Bkle
βhν = ρ(T, ν)Blk + Alk,beziehungsweise

ρ(T, ν) =
Alk

Bkleβhν − Blk
. (1.32)Die Einstein-Koe�zienten Alk, Blk, Bkl hängen von der Atomsorte ab, sind aber unabhän-gig von der Temperatur. Für βhν ≪ 1, das heiÿt für groÿe Temperaturen, muss na
h dem
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.8. Zusammenfassung 31Korrespondenzprinzip das Rayleigh-Jeans-Gesetz gelten, also
ρ(T, ν) ∼ Alk

(Bkl −Blk) + βhνBkl

=
8π

c3
ν2kT. (1.33)Dies führt auf die wi
htigen Einsteins
hen Beziehungen:

Bkl = Blk und Alk

Blk
= 8πh

(ν

c

)3

, mit hν = El − Ek. (1.34)Eingesetzt in (1.32) ergibt si
h das Plan
ks
he Gesetz
ρ(T, ν) =

8π

c3
ν2 hν

eβhν − 1
.1.8 ZusammenfassungDer Wellen
harakter des Li
hts ist zum Beispiel dur
h Beugung an Stri
h- oder Kristall-gittern glänzend bestätigt. Eine wi
htige Konsequenz der Wellennatur der elektromagne-tis
hen Strahlung sind die Uns
härferelationen:

∆ω · ∆t ≥ 1 und ∆xj∆kj ≥ 1, j = 1, 2, 3. (1.35)Die Zweite kann man folgendermaÿen einsehen: Sei u(t, x) ein Wellenpaket
u(t, x) =

k0+∆k
∫

k0−∆k

a(k)ei[kx−ω(k)t]dkd.h. eine Überlagerung von ebenen Wellen, deren Wellenzahlvektoren in die x-Ri
htungzeigen und Werte im Intervall
k0 − ∆k ≤ k ≤ k0 + ∆khaben. Ist u zum Beispiel eine Komponente des elektris
hen Feldes, dann lautet die Di-spersionsrelation ω = c|k|. Wir führen nun eine Variablensubstitution ξ = k − k0 ein undentwi
keln ω(k) in eine Potenzreihe in ξ, ω(k) = ω0 + ω′

0ξ + . . .. Bes
hränken wir uns aufdie ersten beiden Glieder, dann �nden wir
u(t, x) = a(k0)e

i(k0x−ω0t)

∆k
∫

−∆k

dξei(x−ω′

0
t)ξ = 2a(k0)

sin(∆k[x− ω′

0t])

x− ω′

0t
· ei(k0x−ω0t) .������������A. Wipf, Quantenme
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.8. Zusammenfassung 32Den Faktor vor der s
hnell oszillierenden Funktion ei(k0x−ω0t) kann man als Amplitudeder Funktion bezei
hnen. Eine s
hematis
he Darstellung dieser Amplitude zur Zeit t = 0zeigt die folgende Abbildung. Der Maximalwert der Amplitude ist 2a(k0)∆k und gehört
x

x1

sink1x
x

sink2x
x

k1 = 2k2

Abbildung 1.7: Die Amplitude des Wellenpaketes ist um x = 0 konzentriertzum Wert x = 0. Für x = xn = nπ/∆k mit n = ±1,±2, . . . vers
hwindet die Amplitude.
∆x = 2x1 = 2π/∆k kann man als minimale räumli
he Ausdehnung des Wellenpaketesansehen. Je kleiner ∆k ist (die Streuung der Wellenzahlvektoren oder Photonenimpulse),desto gröÿer ist die räumli
he Ausdehnung des Paketes. Wir �nden also

∆x · ∆k ≥ 2π. (1.36)Der Teil
hen
harakter der Li
htquanten kommt im Wien-Plan
ks
hen Gesetz der Hohl-raumstrahlung, im Photoe�ekt und in der Comptonstreuung klar zum Ausdru
k. Diewi
htigsten Formeln, die die Einsteins
he Li
htquantenhypothese wiedergeben, sind
E = hν = ~ω und p = ~k . (1.37)Damit wird (1.35) zu

∆E · ∆t ≥ ~ und ∆xj · ∆pj ≥ 2π~. (1.38)Dies sind die Heisenbergs
hen Uns
härferelationen [38℄.Innerhalb einer klassis
hen, deterministis
hen Theorie kann man Interferenzers
hei-nungen, die auf dem Superpositionsprinzip der Wellentheorie beruhen, mit der Korpusku-lartheorie des Li
hts ni
ht vereinbaren. Nötig ist daher eine neue Theorie, die diese beidenkomplementären Aspekte der elektromagnetis
hen Strahlung vereinigt. Eine sol
he Theo-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.9. Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung 33rie wird auf geeignet gestellte Fragen notwendigerweise nur statistis
he Antworten gebenkönnen. Zum Beispiel: Wo tre�en Li
htquanten na
h Beugung einer elektromagnetis
henWelle am Spalt oder Gitter auf einem S
hirm auf? Die statistis
he Antwort ist dann, dassdie Wahrs
heinli
hkeit für das Eintre�en eines Photons in einem kleinen Gebiet um x desS
hirms proportional zur Intensität des klassis
hen Interferenzmusters im Punkte x desS
hirmes ist. Diese Feststellung kann experimentell mit Hilfe des Photoe�ektes getestetwerden.1.9 Anhang: Theorie der HohlraumstrahlungJeder Körper taus
ht mit seiner Umgebung Wärme aus. Dieser Austaus
h erfolgt au
h,wenn er si
h in einem evakuierten Raum be�ndet, so dass die gewöhnli
he Wärmeleitungausges
haltet ist. Die Energieabgabe und -aufnahme erfolgt dur
h Emission und Absorp-tion von Strahlung. Je na
h Temperatur des Körpers oder seiner Umgebung ist dieseStrahlung im infraroten, si
htbaren oder ultravioletten Berei
h. Wir nennen diese Strah-lung Wärmestrahlung. Das Wesen dieser Strahlung ist in einer Umwandlung eines Teilesder Wärmeenergie des strahlenden Körpers in Energie des elektromagnetis
hen Strah-lungsfeldes zu su
hen. Besteht zwis
hen einem Körper und seiner Umgebung eine Tempe-raturdi�erenz, so wird diese Di�erenz dur
h Strahlung ausgegli
hen. Bei Emission kühltsi
h der Körper ab und umgekehrt erwärmt er si
h bei Absorption von Wärmestrahlung.Im Glei
hgewi
ht ist die ausgestrahlte Energie glei
h der aus der Umgebung aufgenomme-nen. Die Strahlung hängt von der Temperatur des Strahlers und von der Bes
ha�enheitseiner Ober�ä
he ab. Die Ausstrahlung eines Körpers wird dur
h sein Emissionsvermögen
E, die von der Flä
heneinheit seiner Ober�ä
he in den Halbraum pro Zeiteinheit ausge-strahlte Energie, gemessen. Das Emissionsvermögen einer blanken Flä
he ist bei glei
herTemperatur kleiner als das einer s
hwarzen. Das Absorptionsvermögen A ist das Verhältnis

0 ≤ A =
absorbierte Strahlungsenergieau�allende Strahlungsenergie ≤ 1.Kir
hho�s
hes Gesetz: Der Quotient E/A ist von der sto�i
hen Bes
ha�enheit des Kör-pers unabhängig und hängt nur von der Temperatur des Körpers und der Frequenz derStrahlung ab. Ein Körper, der viel Strahlung emittiert, kann au
h viel Strahlung absor-bieren und umgekehrt.Wäre dem ni
ht so, so kann man eine Vorri
htung konstruieren, mit deren Hilfe si
h imWiderspru
h zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik eine Wärmemenge von einemkälteren auf einen wärmeren Körper übertragen liese: Es mögen si
h zwei Platten mitglei
her Temperatur T wie in der Figur 1.8 gegenüberstehen. Die erste sei ein s
hwarzer������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.9. Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung 34s
hwarzerKörper Platte
A1, E1

A2, E2

Wände: ideale SpiegelAbbildung 1.8: Zur Ableitung des Kir
hho�s
hen GesetzesKörper und absorbiere alle au�allende Strahlung, d.h. habe maximales Absorptionsver-mögen A1 = 1, und die zweite habe ein Absorptionsvermögen A2 < 1. Der Raum zwis
henden Platten sei dur
h ideale Spiegel na
h auÿen abges
hlossen, so dass keine Strahlungentwei
hen kann. Die ganze Anordnung sei von adiabatis
hen Wänden einges
hlossen.Die Emissionsvermögen der Platten seien E1 und E2. Im Glei
hgewi
ht muss die Aus-strahlung jeder Platte glei
h der absorbierten Energie sein. Wäre dem ni
ht so, müssteeine Platte si
h abkühlen, die andere si
h erwärmen, im Widerspru
h zum 2. Hauptsatz.Also: s
hwarze Platte: E1 = E2 + E1 · (1 − A2)andere Platte : E2 = A2 · E1.Hieraus folgt E2/A2 = E1 und der Kir
hho�s
he Satz ist gezeigt. Wir haben zusätzli
hgesehen, dass für jedes Material das Verhältnis E/A glei
h dem Emissionsvermögen dess
hwarzen Körpers bei dieser Temperatur ist. Es ist auss
hlieÿli
h eine Funktion von Tund der Wellenlänge λ:
E

A
= f(λ, T ).Nun erinnern wir uns an die beiden ersten Hauptsätze der Thermodynamik.1. Hauptsatz: Die Konstruktion einer energie-erzeugenden Mas
hine (Perpetuum Mobile1. Art) ist unmögli
h.Bezei
hnet dU die Änderung der inneren Energie U des Systems, δQ die aufgenommene

������������A. Wipf, Quantenme
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.9. Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung 35Wärmemenge und δA die abgegebene Arbeit, dann ist
dU = δQ− δA.Für ein einatomiges Gas ist δA = pdV und für einen Magneten δA = HdM . Weiter giltder2. Hauptsatz: Es ist unmögli
h, eine periodis
h arbeitende Mas
hine zu konstruieren,die ni
hts weiter ma
ht als Arbeit zu leisten und dabei einen Wärmespei
her abzukühlen(Perpetuum Mobile 2. Art).Aus diesem Hauptsatz folgt, dass es eine Zustandsfunktion S(U, V ), genannt Entropie,gibt, so dass gilt
dS =

δQ

T
.Stefan-Boltzmanns
hes Gesetz: Körper, die das Absorptionsvermögen 1 haben, diealso alle au�allende Strahlung absorbieren, bezei
hnet man als s
hwarze Körper. Es wurdebald erkannt, dass die s
hwarze Strahlung in einem Hohlraum mit metallis
hen Wänden(aus Platin-Iridium) realisiert ist. Wird die Hohlraumwandung auf einer festen Tempe-ratur gehalten, dann bildet si
h im Hohlraum die s
hwarze Strahlung aus. Bringt manin der Hohlraumwandung eine so kleine Ö�nung an, dass das Strahlungsglei
hgewi
htni
ht gestört wird, dann kann die dur
h diese Ö�nung emittierte Strahlung in sehr guterNäherung als s
hwarze Strahlung angesehen werden.K. Stefan hat 1879 Messungen an Tyndall analysiert und dabei festgestellt, dass einProbekörper bei einer Temperatur von 1473K eine 11.7 mal gröÿere Energie abstrahlt alsbei einer Temperatur von 798K. Er hat bemerkt, dass

11.7 ∼
(

1473

798

)4ist, und daraus ges
hlossen, dass die gesamte Emissionsintensität eines s
hwarzen Körpersproportional zur vierten Potenz der Temperatur ist,
I(T ) = σT 4. (1.39)Bemerkenswert ist, dass erstens Tyndall ni
ht einmal annähernd ein s
hwarzer Körper istund zweitens die Messung fehlerhaft war. Der ri
htige Quotient ist 18.6 und ni
ht 11.7.Hier hat o�ensi
htli
h eine fehlerhafte Messung ihre guten Dienste geleistet. Boltzmannverdanken wir die strenge thermodynamis
he Begründung des Gesetzes (1.39) und wir������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.9. Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung 36wollen seine Herleitung nun geben:Na
h dem zweiten Hauptsatz ist das Strahlungsfeld in einem Hohlraum homogen, iso-trop (keine Ri
htung ist ausgezei
hnet) und unpolarisiert. Aus der Maxwells
hen Theorieergibt si
h für die Energie der Strahlung
u =

1

8π

(E 2 +B2
)und deren Spannungstensor

Tij =
1

4π

(

1

2
(E 2 +B2)δij −EiEj −BiBj

)

.Die Spur des Spannungstensors ist
3p = SpT =

3

8π

(E 2 +B2
)

− 1

4π

(E 2 +B2
)

= uund entspre
hend lautet die Zustandsglei
hung für das Strahlungsfeld
u = 3p. (1.40)Die Strahlungsenergie im Hohlraum ist also glei
h

U(T, V ) = V u(T ) = 3pV.Nun folgt aus dem ersten und zweiten Hauptsatz
dU = δQ− pdV = TdS − pdVoder

dS =
dU + pdV

T
=

3d(pV ) + pdV

T
=
∂S

∂V
dV +

∂S

∂T
dT. (1.41)Dur
h Koe�zientenverglei
h �nden wir

∂S

∂V
=

4p

T
und ∂S

∂T
=

3V

T

dp

dT
. (1.42)Wegen S,V T = S,TV folgt dann

d

dT

(

4p

T

)

=
3

T

dp

dT������������A. Wipf, Quantenme
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.9. Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung 37und damit
1

T

dp

dT
=

4p

T 2
=⇒ dp

p
= 4

dT

T
.Na
h Integration �ndet man den Dru
k p(T ) = aT 4/3, woraus mit der Zustandsglei
hung(1.40) sofort das Gesetz von Stefan und Boltzmann folgt,

u(T ) = aT 4.Die gesamte Emissionsintensität I(T ) eines absolut s
hwarzen Körpers ist [41℄
I(T ) =

c

4
u(T ) =

ca

4
T 4und damit folgt (1.39) mit der Stefan-Boltzmann-Konstante σ = ca/4. Aus (1.42) folgtweiter, dass

∂S

∂T
= 4aV T 2 oder S(V, T ) =

4a

3
V T 3 + S0(V ). (1.43)Abermalige Benutzung von (1.42) führt auf

∂S

∂V
= 4

p

T
=

4a

3
T 3 =

4a

3
T 3 +

∂S0

∂V
,wobei wir beim letzten S
hritt (1.43) benutzten. Also ist S0 volumenunabhängig und

S(V, T ) =
4a

3
V T 3, (1.44)wobei wir eine Version des 3. Hauptsatzes bemühten, na
h der S für T ց 0 vers
hwindet.Immer no
h auf der Grundlage der klassis
hen Physik ist es Wien 1894 gelungen,ein weiteres Gesetz aufzustellen, dem eine Kontrollfunktion zuerkannt werden kann. Alsersten S
hritt hat er das folgende Gedankenexperiment ausgeführt: Stellen wir uns einen'mit s
hwarzer Strahlung angefüllten' Hohlraum vor, der von einem verspiegelten undbewegli
hen Kolben vers
hlossen wird. Verringern wir mit Hilfe des Kolbens das Hohl-raumvolumen langsam (adiabatis
h), so dass

δQ = 0 oder dS = 0gilt, dann nehmen Energieinhalt und Temperatur im Hohlraum zu, da vom Kolben Arbeit
������������A. Wipf, Quantenme
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.9. Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung 38geleistet wird:
dU = −pdV.Wegen p = U/3V ist

dU

U
= −pdV

U
= − U

3V

dV

U
=⇒ 3

dU

U
+
dV

V
= 0und entspre
hend sind das Volumen des Hohlraumes und die darin enthaltene Strahlungs-energie folgendermaÿen verknüpft:

U3V = konstant.Aufgrund des Stefan-Boltzmanns
hen Gesetzes ist U = aT 4V und damit
T 3V = konstant. (1.45)Wiens
hes Gesetz undWiens
hes Vers
hiebungsgesetz: Dur
h eine Kombinationvon Thermodynamik und Li
httheorie gelang es W. Wien 1886 zu zeigen, dass die aufSeite 13 eingeführte universelle Funktion ν−1 ·E(T, ν) nur eine Funktion des Verhältnisses

ν/T sein kann. Um dies einzusehen bemerken wir, dass die Mode des Stahlungsfeldesmit Koe�zient a(t, k) die Frequenz c|k |/2π hat, wel
he proportional zu 1/L ist. Deshalbwerden die Frequenzen bei Vergröÿerung des Hohlraumes gemäÿ
ν3V = konstant (1.46)rotvers
hoben. Wir wollen nun das Volumen des Hohlraumes adiabatis
h vergröÿern, dasheiÿt V = V (t) nehme mit der Zeit langsam zu. Der Beitrag der Strahlung im Frequenz-intervall [ν1, ν2] zum Strahlungsdru
k,

p(ν1, ν2) =
1

3
u(ν1, ν2) =

1

3

ν2
∫

ν1

ρ(T, ν)dνdrü
kt auf die Wände und verri
htet bei einer in�nitesimalen Vergröÿerung des Kastensdie Arbeit δA = dt V̇ (t) · p(ν1(t), ν2(t)). Damit wird die verri
htete Leistung
Ȧ(0) =

1

3
V̇ (0)

ν2
∫

ν1

ρ(T, ν)dν, (1.47)������������A. Wipf, Quantenme
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.9. Anhang: Theorie der Hohlraumstrahlung 39wobei Ȧ(0) die Ableitung der Arbeit na
h der Zeit zur Zeit t = 0 bedeutet.Andererseits ist die Arbeit au
h δA = −dU und damit
A(t) = U0 − U(t) = V0

ν2
∫

ν1

ρ(T, ν)dν − V (t)

ν2(t)
∫

ν1(t)

ρ(T (τ), ν)dν, V0 = V (t = 0). (1.48)Deshalb kann die verri
htete Leistung au
h folgendermaÿen ges
hrieben werden:
Ȧ(0) = −V̇ (0)

ν2
∫

ν1

ρ(T, ν)dν − V0ν̇(0)ρ(T, ν)|ν2

ν1
− V0

ν2
∫

ν1

∂ρ

∂T
(T, ν)Ṫ (0)dν. (1.49)Wegen (1.46,1.45) ist bei adiabatis
her Expansion

T 3(τ)V (τ) = T 3
0 V0 und ν3(τ)V (τ) = ν3

0V0. (1.50)Dies benutzen wir, um V0ν̇(0) und V0Ṫ (0) dur
h −1
3
ν0V̇ (0) und −1

3
T0V̇ (0) zu ersetzen.Der Verglei
h von (1.47) und (1.49) ergibt die folgende Beziehung für ρ(T, ν) :

1

3

ν2
∫

ν1

ρdν = −
ν2

∫

ν1

ρdν +
1

3

ν2
∫

ν1

∂ρ

∂T
Tdν +

1

3

[

νρ
]ν2

ν1

. (1.51)Die Ableitung dieser Glei
hung na
h ν2 an der Stelle ν2 = ν ergibt
4ρ = T

∂ρ

∂T
+

∂

∂ν

(

νρ
)

.Diese partielle Di�erentialglei
hung für die spektrale Energiedi
hte kann man lei
ht inte-grieren und dies führt auf das Wiens
he Gesetz (1.9).Wenn ρ als Funktion der Frequenz ein Maximum bei νmax hat, dann muss
dρ

dν
(T, ν) = 3ν2P

( ν

T

)

+
ν3

T
P ′

( ν

T

)für ν = νmax vers
hwinden. Dies ist glei
hbedeutend mit
[3

x
P (x) + P ′(x)

]

xmax

= 0, mit x = ν/T.
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.10. Anhang: Einheitensysteme, Konstanten 40Die Lösung dieser Glei
hung ist ein bestimmter Zahlenwert xmax und
νmax

T
= xmax, (Vers
hiebungsgesetz) (1.52)Aus diesem Gesetz folgt eine Vers
hiebung des Maximums der Intensitätsverteilung mitwa
hsender Temperatur zu kürzeren Wellenlängen hin, deshalb der NameWiens
hes Ver-s
hiebungsgesetz. Die der maximalen spektralen Energiedi
hte entspre
hende Frequenz istder Temperatur direkt proportional.Glei
hverteilungsgesetz: Ein sehr allgemeines Gesetz der klassis
hen Statistik, derGlei
hverteilungssatz, bietet si
h hier zur Anwendung an. Na
h diesem Satz kommt aufjeden Freiheitsgrad die mittlere kinetis
he Energie 1

2
kT , wobei k die Boltzmanns
he Kon-stante ist. Da für einen harmonis
hen Oszillator die mittlere kinetis
he Energie glei
h dermittleren potentiellen Energie ist, sollten wir für die mittlere Energie E(T, ν) in (1.8)glei
h kT wählen. Etwas genauer: Wir haben gesehen, dass jeder Freiheitsgrad des Strah-lungsfeldes ein harmonis
her Oszillator mit Kreisfrequenz ω = c|k | ist. Na
h der klassi-s
hen statistis
hen Me
hanik ist die Wahrs
heinli
hkeit, den Oszillator mit Impuls in derPhasenraumzelle dpdq um p, q herum zu �nden, dur
h die Boltzmannverteilung

P (q, p) =
1

Z
e−βH(p,q)dpdq

h
mit H =

1

2
(p2 + ω2q2)gegeben. Darin ist β = 1/kT proportional zur inversen Temperatur. Die Division dur
hdie Zustandssumme

Z =

∫

e−βH(p,q)dpdq

h
=

2π

βhωma
ht P (p, q) zu einem Wahrs
heinli
hkeitsmaÿ. Für die mittlere Energie des Oszillatorsergibt si
h dann wie erwartet
E(T, ν) =

1

Z

∫

He−βH(p,q)dpdq

h
= kT.1.10 Anhang: Einheitensysteme, KonstantenAuf der 10. Generalkonferenz für Maÿ und Gewi
ht (1954) wurde die Einführung des so-genannten Internationalen Einheitensystems empfohlen (Systeme International d'Unites,Kurzbezei
hnung: SI). In der Lehrbu
hliteratur und Fors
hung ist aber bis heute nebendiesem System au
h no
h das traditionelle Gauÿs
he Maÿsystem weit verbreitet. Im fol-������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.10. Anhang: Einheitensysteme, Konstanten 41genden gebe i
h einen Überbli
k über beide Einheitensysteme (vgl. die Vorlesung überElektrodynamik). Für weitere Informationen verweise i
h auf die parti
le data group [39℄.Internationales Einheitensystem:Basisgröÿen:
• Länge mit der Einheit Meter (m)
• Zeit mit der Einheit Sekunde (s)
• Masse mit der Einheit Kilogramm (kg)
• elektris
he Stromstärke mit der Einheit Ampere (A)
• Temperatur mit der Einheit Kelvin (K)
• Sto�menge mit der Einheit Mol (mol)
• Li
htstärke mit der Einheit Candela (
d)Name, Symbol Einheit Einheitszei
henelektris
he Ladung Q, e Coulomb C=Aselektris
her Strom I Ampere A=Cs−1elektris
he Feldstärke E ms−3kg A−1magnetis
her Fluss Φ Weber Wb=Vsmagnetis
he Induktion B Tesla Wb m−2Vektorpotential A ms−2kg A−1skalares el. Potential φ Volt V=WA−1=m2s−3 kg A−1Frequenz ν Hertz Hz=s−1Kraft F Newton N=ms−2kgEnergie E Joule J=Nm=m2s−2kgLeistung P Watt W=Js−1Kapazität C Farad F=CV−1Induktivität L Henry H=Wb A−1Gauÿs
hes Maÿsystem:Basisgröÿen:
• Länge mit der Einheit Zentimeter (
m)������������A. Wipf, Quantenme
hanik I



1. Ursprünge der Quantentheorie 1.10. Anhang: Einheitensysteme, Konstanten 42
• Zeit mit der Einheit Sekunde (s)
• Masse mit der Einheit Gramm (g)Name der Gröÿe, Symbol Einheit Einheitszei
henelektris
he Ladung Q, e 
m3/2s−1g1/2elektris
her Strom I 
m3/2s−2g1/2elektris
he Feldstärke E 
m−1/2s−1g1/2magnetis
her Fluss Φ Maxwell 
m3/2s−1g1/2magnetis
he Induktion B Gauÿ 
m−1/2s−1g1/2Vektorpotential A 
m1/2s−1gskalares elektris
hes Potential φ 
m1/2s−1gFrequenz ν Hertz Hz=s−1Kraft F dyn dyn=
m s−2gEnergie E erg erg=
m2s−2gLeistung 
m2s−3gKapazität 
mInduktivität 
m−1s2Die Umre
hnungsbeziehungen zwis
hen diesen beiden Einheitensystemen lauten:1 Coulomb 2.997 924 58 · 109
m3/2s−1g1/21 Joule 107erg1 Volt 1

300

m1/2s−1g1/21 Elektronenvolt (eV) 1.602 177 33 · 10−12 erg1 eV/
2 1.782 622 70 · 10−33g

kT bei 300 K (38.681 49)−1 eVDie Zahlenwerte für die wi
htigsten physikalis
hen Konstanten sind
������������A. Wipf, Quantenme
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1. Ursprünge der Quantentheorie 1.10. Anhang: Einheitensysteme, Konstanten 43Name Symbol Wert EinheitZahl π π 3.14159265359Zahl e e 2.71828182846Euler's Konstante γ = lim
n→∞

(

n
∑

k=1

1/k − ln(n)

)

= 0.577215665Elementarladung e 1.60217733 · 10−19 CFeinstrukturkonstante α = e2/2hcε0 ≈ 1/137Li
htges
hwindigkeit c 2.99792458 · 108 m/s (def)In�uenzkonstante ε0 8.854187 · 10−12 F/mInduktionskonstante µ0 4π · 10−7 H/m
(4πε0)

−1 8.9876 · 109 Nm2C−2Plan
k's Konstante h 6.6260755 · 10−34 JsDira
's Konstante ~ = h/2π 1.0545727 · 10−34 JsBohrs
hes Magneton µB = e~/2me 9.2741 · 10−24 Am2Bohrradius a0 0.52918 ÅRydberg's Konstante Ry 13.595 eVCompton-Wellenlänge e− λCe = h/mec 2.4263 · 10−12 mCompton-Wellenlänge p λCp = h/mpc 1.3214 · 10−15 mred, Masse des H-Atoms µH 9.1045755 · 10−31 kgStefan-Boltzmann Konst. σ 5.67032 · 10−8 Wm2K−4Wien's Konstante kW 2.8978 · 10−3 mKMolare Gaskonstante R 8.31441 J/molAvogadro-Konstante NA 6.0221367 · 1023 mol−1Boltzmann-Konstante k = R/NA 1.380658 · 10−23 J/KElektronenmasse me 9.1093897 · 10−31 kgProtonenmasse mp 1.6726231 · 10−27 kgNeutronenmasse mn 1.674954 · 10−27 kgelementare Masseneinheit mu = 1
12
m(12

6C) 1.6605656 · 10−27 kgKern-Magneton µN 5.0508 · 10−27 J/T
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