Kapitel 11

Relativistische Punktteilchen

In diesem Kapitel untersuchen wir die Bewegung von geladenen Punktteilchen in elektromagne-
tischen Feldern. Wir beginnen mit der Diskussion der Weltlinien von Teilchen und deren 4-er
Impuls. Danach studieren wir geladene Teilchen in konstanten elektromagnetischen Feldern und
in ebenen Wellenfeldern.

11.1 Eigenzeit, 4-er Geschwindigkeit und 4-er Impuls

In der klassischen Newtonschen Mechanik versteht man unter der Bahnkurve die durch die
Zeit t parametrisierten drei Raumkoordinaten eines Punktteilchens. Jedem Zeitpunkt wird ein
Punkt des Raumes zugeordnet. Wird die Zeit jedoch als weitere eigenstdndige Dimension im
Minkowski-Raum aufgefasst, dann ist jeder Punkt auf einer Trajektorie ein Ereignis, und die
gesamte Trajektorie ist eine kontinuierliche Kurve im 4-dimensionalen Minkowski-Raum — man
spricht von der Weltlinie des Teilchens. Ist 7 der Kurvenparameter, dann ist eine Weltlinie also
durch eine Abbildung

T — x(1) = (2¥(7)) (11.1)

gegeben. So entspricht einem ruhenden Teilchen die Trajektorie (z°(7),0,0,0). Die Weltlinie
der Erde ist eine Schraube in der Raumzeit, da sie sich auf einer rdumlich kreisférmigen Bahn
um die Sonne und mit konstanter ,Geschwindigkeit® durch die Zeit bewegt. Dies ist in der
Abbildung 11.1 gezeigt. Der Begriff der Weltlinie wurde von Hermann Minkowski (1908) zuerst
im Zusammenhang mit der speziellen Relativitatstheorie benutzt.

Die Ableitung von z#(7) nach dem Kurvenparameter 7 definiert eine 4-er Geschwindigkeit

w by u
ut = (1) = (u) (11.2)
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Abbildung 11.1: Linkes Bild: Die Weltlinien eines ruhenden Teilchens, gleichfdérmig bewegten
Teilchens und der Erde bei ihrer Rotation um die Sonne. Rechtes Bild: Die 4-er Geschwindigkeit
ist tangential an der Weltlinie.

und steht in Verbindung mit der 3-er Geschwindigkeit,

dr dr dr U
_ar _ar dar _ u 11.3
YT T dr ar T o (1L3)
Massive Objekte bewegen sich mit |v| < ¢ oder |u| < |u’| und masselose Objekte haben Lichtge-
schwindigkeit oder |u| = |u°|. Entsprechend sind die Weltlinien massiver Objekte immer zeitartig

und diejenigen von masselosen Teilchen lichtartig,
massive Teilchen: w'w, >0 , masselose Teilchen: u/u, =0. (11.4)

Es gibt nun einen ausgezeichneten Kurvenparameters 7 — die Eigenzeit. Diese ist ein fundamen-
taler Begriff der Relativititstheorie. Die Eigenzeit ist die in einem (momentan) mitbewegten
Bezugssystem ablaufende Zeit. Sie héingt mit dem Linienelement der Metrik, ds?> = N dxtdx”
iiber ds?> = c?dr? zusammen. Die Eigenzeit eines Beobachters entspricht damit der Linge der
Weltlinie des Beobachters. Sie ist ein Skalar, der in der relativistischen Kinematik an die Stelle
des Zeitdifferentials d¢ der Newtonschen Mechanik tritt. Die Eigenzeitelement eines Korpers, der
sich gegen ein Inertialsystem mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist

Adr? = nﬂyu“u”d72 = (U0)2 (1 - 52> dr? . (11.5)

Wegen u0dr = cdt gilt dann folgende Beziehung zwischen der Koordinatenzeit im Inertialsystem
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t und der Eigenzeit T,
dT:dt‘\/1—52:£ bzw. u® =cy. (11.6)
Y

Die Eigenzeit des bewegten Korpers verstreicht also stets langsamer als die des Inertialsystems
(Zeitdilatation). Das Zwillingsparadox ist eine Beispiel, wo sich der Unterschied zwischen Eigen-
und Koordinatenzeit manifestiert. Mit der Eigenzeit als Kurvenparameter gilt also

c
ut = ("Zv) mit  utu, = c?. (11.7)

Multiplizieren wir u* mit der Ruhemasse des Teilchens, dann erhalten wir dessen 4-er Impuls,

c

ptr =mut =m 7
~v

) mit  ptp, = m?c®. (11.8)
Insbesondere ist dessen Zeitkomponente p° proportional zur Energie,

E
Pt = ( /C> mit E? — p2c? = m2ct. (11.9)
p

Fiir ein ruhendes Teilchen reduziert sich die letzte Relation auf die wohl bekannteste Formel
der Physik, E = mc?. Das wichtige Konzept der invarianten Eigenzeit erlaubt uns eine bequeme
kovariante Formulierung der Teilchenkinematik und -dynamik. Die kovariante Definition der
kinematischen Gréflen 4-er Geschwindigkeit und 4-er Beschleunigung

a = — = uuad' =0, (11.10)

erfolgt in Bezug auf die Eigenzeit des Teilchens.

Kovariante Bewegungsgleichungen lassen sich aus dem Hamiltonschen Prinzip in der Lagrange-
formulierung bestimmen. Fiir freie Teilchen hat man als einzigen Vierervektor, der maximal die
erste Ableitung nach der Eigenzeit enthélt, nur u* zur Verfiigung, um eine invariante Wirkung
zu formulieren'. Der einzige Skalar, der sich aus diesem bilden lisst ist utu,,, so dass fiir ein
massives Teilchen

dzt dx
Solz] = — /d:— /d ——k 11.11
o[z] me | ds me [ dry[——— ( )
der geeignete Ansatz fiir eine Wirkung darstellt. Wir haben im letzten Schritt die Wirkung bzgl.
eines beliebigen Kurvenparameters 7 dargestellt, da die Eigenzeit selbst nicht unabhangig ist.
Die Wirkung Sp ist unabhingig von der Parametrisierung der Weltlinie,

/

(1) — 2" (7(7)) mit é > 0.

Lx* ist kein Vektor!
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Man kann als Weltparameter selbstverstandlich auch die Koordinatenzeit ¢ bzgl. eines beliebigen
Inertialsystems wahlen:

Solz] = —ch/dt\/ 1-pB2= /dt (—m02 + %02 +.. ) . (11.12)

Fiir kleine Geschwindigkeiten v < ¢ ist Sy bis auf eine additive Konstante die Wirkung eines
nicht-relativistischen Teilchens [mwv?/2. Die Euler-Lagrange Gleichung zur Wirkung (11.11)

d ut me uU-a
el — H_ T uf) =0. 11.1
" <\/uu> Vu - u <a “ > 0 (11.13)

Wihlen wir die Eigenzeit als Kurvenparameter dann ist u#u, = 1 = v*a, = 0 und die Bewe-

lautet

gungsgleichungen fiir ein freies relativistisches Teilchen vereinfachen sich zu

dut
at = d—“T =0 (ufu,=1). (11.14)

Wir folgern, dass der 4-er Impuls p#* = mu* des Teilchens zeitlich erhalten ist. Dies folgt auch
aus dem Noethertheorem fiir die Invarianz der Wirkung Sy unter zeitlichen und rdaumlichen
Verschiebungen,

E/c
p* = const., (p!)= ( / ) ., E=mne?, p=myv. (11.15)
D

Bisher wurde noch in keinem Experiment eine Verletzung der Energie- und Impulserhaltung
gefunden. Ahnlich wie die Erhaltung der elektrischen Ladung scheinen sie immer und iiberall zu
gelten.

11.1.1 Ein freies Elektron kann kein Photon absorbieren

Ein vollstdndig isoliertes Elektron kann keine Photon absorbieren und dabei ein Elektron bleiben.

Dies wiirde der Erhaltung von Energie und Impuls widersprechen. Es sei

o= (po) - (E/C> . (11.16)
P P

der 4-er Impuls des Teilchens (Elektron, Photon, Positron. ..) Das Produkt

E2
p-p=pp, = sz—p2 = m2c? (11.17)
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hat denselben Wert in allen Inertialsystemen. Bezeichnen wir die 4-er Impulse des einlaufenden
Elektrons, absorbierten Photons und auslaufenden Elektrons mit

E E E
Pl = ( 1/6), P = ( ”/C) und ph = ( 2/0) 7 (11.18)
yul Dy D2

dann bedeutet die Erhaltung von Energie und Impuls beim Stofiprozess
Pl =k (11.19)

Wir quadrieren diese Gleichung und finden mit p, - p, =0

P1-p1+2p “Py = P2 P2 < m2c? + 2p1p,y = m2c2.

Damit gilt in jedem Inertialsystem

_ E\E, _
Pipy = — 3 PPy = 0.

Im Inertialsystem, in dem das Elektron nach Absorption des Photons ruht, gilt po = 0 oder mit
(11.19) auch p, = —py, so dass
E\E,

Tt p? =0. (11.20)

Da die Energie eines Teilchens groBer oder gleich seiner Ruheenergie ist, £ > mc?, folgern wir,
dass |p1] = |py| = 0 gilt. Das Elektron war also auch vor dem Absorptionsprozess in Ruhe und
das Photon hatte wegen E. = hw = 0 eine unendlich grofle Wellenldnge. Dies bedeutet, dass
keine wirkliche Wechselwirkung zwischen Elektron und Photon stattfand. Ist das erste Elektron
aber an ein Atom gebunden oder existieren duflere Felder, dann ist der Absorptionsprozess
e~ 4+ v — e~ durchaus méoglich. Nun stellt sich die folgende interessante Frage: kann eine ebene
Welle mit fester Frequenz, die als Superposition von Photonen mit fester Energie und festem
Impuls angesehen werden kann, ein Elektron beschleunigen?

11.2 Relativistische Teilchen in elektromagnetischen Feldern

Die Berechnung von Elektronenbahnen in starken elektromagnetischen Feldern ist eines der
grundlegenden Probleme der Laser-Elektron Wechselwirkung. Da nun schon mit ’tabletop’-
Lasern sehr grofie Spitzenfelder erzeugt werden, ist ein Verstédndnis der relativistischen Dynamik
von Elektronen in starken Feldern auch von praktischer Bedeutung.

11.2.1 Starke Felder in der Natur und im Laboratorium

Das Erd-Magnetfeld variiert zwischen 0.3 und 0.6 Gauss. Dies ist sehr gering verglichen mit
den Magnetfeldern von bis zu 10'? Gauss an den Polkappen der Neutronensterne. Magnetars,
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dies sind sehr schnell (Periode < 10ms) rotierende und junge Neutronensterne, haben sogar
Magnetfelder bis zu 10'5 Gauss. In Laboratorien kénnen wir statische Magnetfelder von bis zu
40 Tesla oder 4 - 10° Gauss herstellen und mit gepulsten Lasern kann man im Fokus kurzzeitig

Felder mit etwas
1010

B~ <300> Gauss = 3.34 - 107 Gauss (11.21)
erzeugen. Ein Elektron im Abstand von einem Angstrom = 10~® cm vom Proton sieht ein
elektrisches Feld der Stéarke v
e
|E|=— ~14-10° —. (11.22)
r2 cm

Dies ist geringer als die von modernen Femtosekunden-Lasern erzeugten Felder von 10'° V/cm.

Ein Elektron werde von einem Laserfeld der Frequenz v beschleunigt. Wéhrend einer kurzen
Zeitdauer At, die kleiner als die halbe Periode des Laserfelds sei, konnen wir das elektrische Feld
als nahezu konstant behandeln. Die Anderung der Geschwindigkeit ist dann etwa

_ _
Av=SFEAt, E=°FBpa. (11.23)
m T

Das Elektron wird relativistisch bei der Beschleunigung wéhrend einer halben Periode wenn

E E A
Avrmeesag= — =2 51, (11.24)
mwe — me 2w

Messen wir das Feld in Vielfachen von 10° V/ecm und die Wellenléinge in ym (dies entspricht
3.36 fs) dann finden wir

v
ao =031+ B [10"— ] A [pm]. (11.25)
cm
Fiir gepulste Hochintensitatslaser ist der relativistische Parameter ag > 1 und die Elektronen
miissen relativistisch behandelt werden.
11.2.2 Relativistische Form der Lorentzschen Bewegungsgleichungen

Es sei z#(7) die Weltlinie eines geladenen Punktteilchens der Masse m mit der Eigenzeit als
Kurvenparameter. Dann hat die 4-er Geschwindigkeit

(uh) = (j;) . mit = \/11—762 (11.26)
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die kovariante Linge u,u* = c2. Um die kovariante Form der Bewegungsgleichungen zu finden,
verjingen wir den Feldstarketensor

0 Ei/c E3/c Es/c
Ei/c 0 Bs —Bj
Ey/ce —Bs 0 By
Es/e B, —B; 0

(F1) = (11.27)

mit der 4-er Geschwindigkeit und erhalten

-E
FEu" =~ p .
E+vxB

Die Zeitkomponente des Vektors auf der rechten Seite ist proportional zur Arbeit, die das elektri-

sche Feld am Teilchen leistet. Dies fiihrt zu einer zeitlichen Zunahme der Energie E = p’c = mu°

c
des geladenen Teilchens. Die 3 rdumlichen Komponenten des Vektors auf der rechten Seite sind
proportional zur wirkenden Lorentzkraft. Diese Kraft bedingt eine zeitlichen Anderung des 3-er
Impulses p = mu. Zusammengefasst haben die relativistischen Bewegungsgleichungen folgende

elegante Form,

m—— = eFhu”, (11.28)

wobei auf der linken Seite die Ableitung nach der Eigenzeit auftritt. Man beachte, dass aufgrund
von

d e y
. (ufuy,) = B ut =0

die Nebenbedingung wu,u* = ¢ mit den relativistischen Bewegungsgleichungen vertréglich ist.
Benutzen wir noch dt = ~dr, dann lauten diese Gleichungen in der 3 4 1-Zerlegung

d 2

el —ev- E

dt(’ymc ) =-ev

d

a(ymfv) =e(E+vxB). (11.29)

Die erste Gleichung gibt an, wie sich die relativistische Energie ymc? des geladenen Teilchens im
elektrischen Feld &ndert und die zweite Gleichung ist die relativistische Form der Lorentz-Kraft
Gleichung.

11.3 Bewegung im konstanten Feld

Fiir einen konstanten Feldstiarketensor konnen die Bewegungsgleichungen (11.28) formal leicht
integriert werden: Bezeichnet w den Spaltenvektor (u#) und F die 4-dimensionale konstante
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Matrix (F*)) dann lautet die formale Losung

u(r) = e FTu(0), 1=—. (11.30)

m

Im Folgenden wéhlen wir angepasste Inertialsysteme in denen das (konstante) elektromagneti-
sche Feld eine moglichst einfache Form hat. Bei Lorentztransformationen dndern sich skalare
Groflen nicht — sie haben in allen Inertialsystemen denselben Wert. Aus dem elektrischen und
magnetischen Feld kénnen wir nun genau zwei lorentzinvariante Gréolen konstruieren. Dies sind

1 1 [ E? 1 1
—ZFWF/“’ =5 <C2 - BQ> und — gsWPUFWFpG = EE -B. (11.31)

Auf den linken Seiten treten hier nur vollstdndigen Verjiingungen von Tensoren auf und dies
beweist, dass es sich dabei um lorentzinvariante Gréfien handelt. Diese beiden Invarianten treten
im charakteristischen Polynom der Matrix F' auf,

Ft - <E2—32> ka =0, (11.32)

Sie haben denselben Wert in allen Inertialsystemen. Sind zum Beispiel E und B orthogonal in
einem Inertialsystem, dann sind sie auch orthogonal in jedem anderen Inertialsystem. Ferner sind
die Eigenschaften | E| kleiner, grofler oder gleich ¢|B| unabhéngig vom Bezugssystem. Deshalb
haben wir folgende vier verschiedenen Fille:

e Fir E 1 B gibt es folgende drei Félle:
hyperbolisch: Fiir |E| > ¢|B| existiert ein Inertialsystem mit B = 0;
elliptisch: Fir |F| < ¢|B| existiert ein Inertialsystem mit £ = 0;
parabolisch: Fiir |E| = ¢|B| ist in allen Inertialsystemen |E| = ¢|B]|.

e Fiir F - B # 0 existiert ein Inertialsystem mit E || B (loxodromisch).

Der letzte Fall ist die generische Situation. Nun diskutieren wir die Losungen der Bewegungs-
gleichung fiir die 4 unterschiedlichen Félle.

Hyperbolischer Fall: Hier konnen wir ein Inertialsystem wéahlen, in dem B = 0 und £ = Fej
ist. Dann lauten die Bewegunggleichungen fiir die Komponenten der 4-er Geschwindigkeit

W =wer?, W =wal, Wl=u?=0, (11.33)

wobei der Punkt die Ableitung nach 7 bedeutet. Hierin erscheint die charakteristische Frequenz

We = z% = ;i = w[ﬂ ~ 5.867 - 10% x E[Clm} . (11.34)
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Die einfache Losung lautet

osh(weT)u(0) + sinh(weT)u?(0)
inh(we7)u’(0) 4 cosh(w.r)u>(0). (11.35)

IS
(=)
9
~
I
Q

<
w
\]
S~—
Il
0

Fiir ein anfinglich ruhendes Teilchen ist u" = ccosh(we7) und u?(0) = esinh(w,7), so dass

dt u° .
i cosh(weT) bzw. wet = sinh(w,T). (11.36)
T c

Setzen wir dies in 8 = v/c = u/u® ein, dann erhalten wir

(Et/c Wet .
- = E. 11.
p cosh(arcsinh(w,t)) 1+ (wet)? (11.37)

Fiir Zeiten ¢ > 1/w, ndhert sich die Geschwindigkeit des Teilchens der Lichtgeschwindigkeit.

Elliptischer Fall: In dieser Situation kénnen wir ein Inertialsystem wahlen, in dem F = 0
und B = Bejs ist. Es tritt nun die charakteristische Zyklotronfrequenz auf,
B 1
we =B =" <= w.[~| ~1.760 - 107 x B[Gauss]. (11.38)
mo S

Die Losung der Bewegunggleichung beschreibt einen Kreis in der Ebene senkrecht zum Magnet-
feld,

u(1) = cos(wer)ut(0) + sin(w.7)u?(0)

u?(1) = — sin(wer)ut (0) + cos(wer)u?(0) (11.39)

0 43. Damit ist auch |u| und der relativistische «-Faktor konstant. Es folgt,

mit konstanten u
dass die Eigen- und Koordinatenzeit proportional sind, y7 = ¢ und deshalb wird die Kreisbahn

mit rot-verschobener Frequenz w = w./7y durchlaufen,

vl(t) = cos(wt)v!(0) + sin(wt)v?(0)
v?(t) = — sin(wt)v' (0) + cos(wt)v?(0). (11.40)

Ein relativistisches Teilchen zirkuliert mit einer Kreisfrequenz die kleiner als die nicht-relativistische
Zyklotronfrequenz w, ist.

Parabolischer Fall: In diesem Ausnahmefall kénnen wir in ein Inertialsystem wechseln, in
dem
E=Fe; und B =cFe (11.41)
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gilt. Fithren wir wieder die charakteristische Kreisfrequenz w, = eE/mc ein, dann ist die Zu-
nahme der 4-er Geschwindigkeit Au#(7) = u*(7) — ut(0) gleich

w272
AUl (7) = Aud(7) = wer 1t (0) + ET (uO(O) - u3(0))
Aut (1) = wer (uO(O) - u3(0)) . AU (1) =0. (11.42)

Fiir ein anfénglich ruhendes Teilchen ist u(0) = (¢, 0) und die Differentialgleichung cdt/dr =
u®(7) fithrt auf folgende Beziehung zwischen Koordinaten- und Eigenzeit,

t=r1+ %(w67)2 . (11.43)
Die 3-er Geschwindigkeit ist nun
1 2.2
B="T1 o |, v=1+ %27 : (11.44)
WeT /2

worin 7(t) die Losung des kubischen Polynoms in (11.43) ist. Die Geschwindigkeit in Richtung
des elektrischen Feldes nimmt zu bis zur Eigenzeit 1. = V2 Jwe — dies entspricht der Koordi-
natenzeit tyax = 4v/2/(3w,). Dann ist die maximale Geschwindigkeit Y = ¢/v/2 in E-Richtung
erreicht und nimmt danach wieder monoton ab. Die Geschwindigkeit senkrecht zu £ und zu B
nimmt wahrend der ganzen Zeit monoton zu und ndhert sich asymptotisch der Lichtgeschwin-
digkeit.

Loxodromischer Fall: Fiir E - B # 0 konnen wir weder E noch B auf Null transformieren.
Aber wir konnen ein Inertialsystem finden in dem F = Fe3 und B = Beg ist. In diesem System
lautet die Losung der Bewegungsgleichung

= cosh(wer) u’(0) + sinh(w,7) u(0)

u(7) )

u' (1) = cos(wer) ut(0) + sin(wer) u?(0)

u?(1) = — sin(wer) ut (0) 4 cos(wer) u%(0) (11.45)
w?(1) = sinh(wer) u®(0) + cosh(weT) u*(0) .

Fiir ein anfanglich ruhendes Teilchen ist dies die Losung zum hyperbolischen Problem.
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11.4 Relativistische Teilchen in ebenen Wellenfeldern

Das 4-er Potential einer ebenen Welle hat die Form A,(x) = A,(wt — k- ) = A,(k - ), wobei

k= (kM) = (WIZC) (11.46)

der 4-er Wellenzahlvektor ist. In der kovarianten Lorenzeichung erfullt das 4-er Potential die
Bedingung (k*A,)" = 0, wobei Strich die Ableitung nach der Phase kx bezeichnet. Wir diirfen
konstante Betrdge zum Potential vernachlissigen, so dass k,A* = 0 gesetzt werden kann. Die
Richtungsableitung u”d, A, des Potentials in der Bewegungsgleichung

it = Sy = S (oA, — u’d, AN (11.47)
m m
ist proportional zu dessen 7-Ableitung. Deshalb kann der entsprechende Term auf die linke
Seite der Gleichung geschlagen werden. Wir fithren das reskalierte Potential a* = e A" /m mit
der Einheit einer Geschwindigkeit ein, so dass

d

P (u" + a") = u”ota, = u’kta,, . (11.48)
-

Uberschieben wir diese Gleichung mit k, und benutzen k -a = k -k = 0, dann ergibt sich die

zeitliche Konstanz von ku = (). Bis auf eine irrelevante Konstante ist also k,z# = {17. Sei nun

¢ ein konstanter und zu k orthogonaler 4-Vektor. Die Uberschiebung der letzten Gleichung mit

¢ fihrt dann zu einer weiteren Konstanten der Bewegung,

&-v=const. mit o' =u"+d". (11.49)

Der 4-er Vektor muv* ist der eichabhéngige kanonische 4-er Impuls. Der transversale Anteil dieses
Impulses ist zeitlich konstant. Er erfiillt die Bewegungsgleichung

do*

o = u’ktal, = vkt al, — a" k" al, . (11.50)
-

Der letzte Term ist wieder eine 7-Ableitung, da das Argument von a, gleich k -z = Q7 ist:

kKt d Kt d

ky,l//_ 14 — .
@ ) = e dr

”_ﬁ%( (a-a). (11.51)

Beim letzten Gleichheitszeichen benutzten wir, dass wir in der Integrationskonstanten Q = k- u
die 4-er Geschwindigkeit u durch die Anfangsgeschwindigkeit ug ersetzen diirfen. Nun bringen
wir noch den letzten Term in (11.50) nach links unter die Zeitableitung und definieren dabei

den 4-er Vektor
a-a

Qk'UO'

wh = ut + ot + kH (11.52)
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In der Lorenz-Eichung gilt k,w* = k,u* = Q. Der Vektor w* erfiillt die Bewegungsgleichung
v = ktal, w” . (11.53)

Die letzte Gleichung gilt in der Lorenzeichung. Diese Evolutionsgleichung ist leicht zu l6sen, da
die Matrix (k*a), ) in folgendem Sinne nilpotent ist,

ktal (k- z)kVal (k-y)=0.

Die exakte Losung des Systems von gewohnlichen Differentialgleichungen (11.53) lautet nun

kM

wh(T) = wh(1) + "

(ay (27) — a, (2719)) w”(70) - (11.54)

Wir bezeichnen das (reskalierte) Potential und die Geschwindigkeit zur anfénglichen Zeit mit
a*(Q79) = alj und uf). Erinnern wir uns noch an die Definition von w* dann finden wir

Aa “°> L BB (@) — . (11.55)

ut (1) = uly — (Aa“—k“k.uo o g
Man priift leicht nach, dass die Zwangsbedingung u - u = ¢ fiir alle Zeiten gilt. Der letzte Term
enthilt (Aa)? = (a—ap)? und nicht etwa a® — a3 wie man erwarten kénnte. Die Losung ut(7) ist
auch eichinvariant: transformiert man a* — a* + k# N (k - ), so dass das neue Potential immer
noch die Lorenzeichung erfiillt, dann ist die rechte Seite unabhéngig von der Eichfunktion .
Verschwindet das Eichpotential zur anfdnglichen Zeit, dann ergibt sich die etwas einfachere
Formel

u“:ug—(aﬂ—kﬂZiZE)—k%Ziio. (11.56)

Es sein nun A*(k-x) eine ebene Welle, die eine gewisse Zeit auf ein geladenes Teilchen einwirke.
Bevor die Welle das Teilchen erreicht ist am Teilchenort A# = 0. Ist sie am Teilchen vorbeige-
zogen, dann ist am Teichenort wieder A* = 0. Also verschwindet fiir 9 — —oo und 7 — oo die
Differenz Aa* in der allgemeinen Losung (11.55). Daraus folgt sofort

uH (T — 00) = uH (1 — —00). (11.57)

Wirkt eine ebene Welle eine endliche Zeit auf ein geladenes Teilchen dann kann sie weder Energie
noch Impuls auf das Teilchen iibertragen. Wenn die Welle vorbeistreicht, dann beschreibt das
Teilchen eine unter Umstédnden komplizierte und beschleunigte Bewegung. Aber am Ende ist
die Geschwindigkeit wieder gleich der Anfangsgeschwindigkeit. Dieses Lemma heifit Satz von
Lawson und Woodward. Das Theorem ist in Einklang mit unserer Auffassung von ebenen Wellen
als Strom von freien Photonen und der Tatsache, dass ein freies Elektron kein Photon absorbieren
kann.
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11.4.1 Gepulste ebene Wellen

Wir betrachten eine modulierten Puls
(a,) = cagee™ Fe)* /€ (sin(k - z)er — dcos(k - x)ez) (11.58)

mit dimensionloser Amplitude ag, Breite ¢ und Wellenzahlvektor ke = w (1,0,0,1). Fiir § = 0
handelt es ich um eine linear polarisiere und fir 6 = 1 um eine zirkuldr polarisierte Welle.
Die Beziehung zwischen dem Argument des Potentials und der Eigenzeit ist wieder k- x = Q7.
Die 4-er Geschwindigkeit, gemessen in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit, eines zur Anfangszeit
ruhenden Teilchens (dann ist Q = w) lautet

u” 12w L2 : (/02 (g

— | = 1+§ul,uj_,§uJ_ mit u; = age (sin(wr)e; —dcos(wr)ez) . (11.59)

c

Zur numerischen Berechnung der Trajektorie definieren wir den dimensionslosen Weltlinienpa-
rameter 7 = w7t und bezeichen die Ableitung nach n mit einem Strich. Dann gilt

/
Lo ape € sing, (X = c/w)

~

2 = —agde T/ cosn (11.60)

~

X

Y

X
2

%—: %?e_%ﬁma<mn2n—%52am2n),

Das folgende octave-Programm berechnet die Trajektorie eines anfanglich ruhenden Teilchens

fiir ag = 5, £ = 10X und 0 = 1. Zuerst werden die rechten Seite der Differentialgleichungen als

Funktionen definiert

function xdot=f(x,t)

a0=5.0;delta=1;xi=2*xpi*10;

ba=al*exp (- (t/xi)**2) ;

si=sin(t);co=cos(t);

xdot (1)=bax*si;

xdot (2)=-ba*coxdelta;

xdot (3)=0.5*(xdot (1) *xdot (1) +xdot (2) *xdot (2));

endfunction

Das folgende Programm ruft diese Funktion bei der Losung des Differentialgleichungssystems

auf:

x0=[0;0;0];

t=linspace(-100,100,700)’;

x=1sode("f",x0,t);

plot3(x(:,1)/(2*pi),x(:,2)/(2*pi),x(:,3)/(2*pi),’-r’)

Die Bahnkurve im Raum ist in der folgenden Figur geplotted. Anfinglich ruht das Teilchen im
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Ursprung des Koordinatensystems. Nachdem die gepulste Welle am Teilchen vorbeigestrichen
ist kommt dieses bei r ~ (0,0,150)X) wieder zur Ruhe. Fiir eine Diskussion von verwandten
Losungen verweise ich auf Literatur.

Bahnkurve
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80

z/N\ 60

40
20

11.4.2 Teilchen in elliptisch polarisierten harmonischen Wellenfeldern

Wir wollen nun die Bewegung von Testteilchen in einer in z-Richtung propagierenden elliptisch
polarisierten ebenen harmonischen Welle mit Vektorpotential

Ay = (0, Ay (k- 2), Ag(k - 2),0),  (ck”) = (w,0,0,w)7 . (11.61)

untersuchen. Man beachte, dass mit unserer Wahl fiir die Minkowski Metrik die Komponenten
A? von A das umgekehrte Vorzeichen der A; haben. Das elektrische und magnetische Feld

A . — A,
E=w|4y|, B=—|4 |. (11.62)
0 0

sind senkrecht zur Ausbreitungsrichtung und senkrecht zueinander. Das reskalierte Potential
a, = eA,/m hat die Form
a‘,u(x) = (Oacflacf270) (1163)
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mit dimensionslosen Funktionen fi(k-x) und fa(k-z). Fir ein Teilchen mit beliebiger Anfangs-
geschwindigkeit ufy lautet die allgemeine Losung (11.55)

u’ = wc Z Afpuo Z(Afp)

ul :u0+cAf1

u? = u3+cAf2 (11.64)

u3 = WC Z Afpuo Z(Afp) ’

wobei das Argument der Funktionen f1, fo gleich Q7 ist. Wir erinnern daran, dass die Anfangs-
geschwindigkeit und der Wellenzahlvektor die Bewegungskonstante €2 = k - ug bestimmen und
wir die Abkiirzung Af, = f,(Q7) — f»(0) einfithrten. Summiert wird jeweils von p = 1 bis p = 2.
Fiir eine elliptisch polarisierte harmonische Welle kénnen folgende Funktionen f, wéhlen,

fi(z) = apdsinz und  fo(z) = —apdcosz mit & =+/1— 2. (11.65)

Ein anfianglich ruhendes Teilchen

Fiir eine anfingliche ruhendes Teilchen ist uff = (c,0,0,0)” und entsprechend Q = w in der
Losung (11.64) der Bewegungsgleichung. Deshalb hat die Losung die Form

D (14 SN2+ AR AN AR G ARY + 3BR)  (11.69)

mit Af, = fp(wr) — fp(0). Fir die harmonischen Funktionen in (11.65) konnen wir die 4-
er Geschwindigkeit (11.66) leicht beziiglich der Eigenzeit 7 integrieren um die Weltlinien zu
bestimmen. Fiir ein anfinglich am Ursprung ruhendes Teilchen ist x(0) = (0,0,0,0) und wir
finden

x— = apd(1l — coswr)
X

% a0 (wT — sinwr)
x

[\

w

(2wT — sin 2w7) + 62 (6wT + sin 2wT — 8sin wT)) (11.67)

@ _ag (s (5
)( 8
P =cr+a3.

Linear polarisierte Welle: Fiir § = 1 und 6 = 0 ist die ebene Welle linear polarisiert. Die
Weltlinie hat die Form

1 23
P =cr+ad, S =a(l—coswr), =

X

2
%(%17 — sin 2wT) (11.68)

A. Wipf, Elektrodynamik



11. Relativistische Punktteilchen 11.4. Relativistische Teilchen in ebenen Wellenfeldern 183

mit 22 = 0. Das Teilchen bewegt sich in der durch k und E definierten Ebene mit einem Drift in
die Richtung von k. Der relativistische Faktor v = 1+ a3/2-sin? wr ist gleich Eins fiir wr = nr.
Bei diesen Zeiten kommt das Teilchen zur Ruhe. Eine typische Bahn im Raum ist in Fig. 11.2
geplotted.

.,

0

E,

Abbildung 11.2: Bahn eines Teilchens in einer linear polarisierten Welle. Gezeigt sind zwei Zyklen
eines anfinglich im Ursprung ruhenden Teilchens. An den Knicken ruht das Teilchen.

Zirkular polarisierte Welle: Fiir 6 = ¢, also fiir zirkular polarisiertes Licht, vereinfacht sich
der Ausdruck (11.67) fiir die Weltlinie eines Teilchens zu

1 2
2% = e 4 23, % = bo(1 — coswr), T bo(wr — sinwr), 2® = boz?. (11.69)

X

wobei by = ag/v/2 ist. Die Trajektorien zeigen Spitzen fiir wr = 27n, siehe Fig. 11.3.

Ein im zeitlichen Mittel ruhendes Teilchen

Ausgangspunkt ist die Losung (11.64), worin wir die Anfangsgeschwindigkeit derart wéahlen, dass
das Teilchen im zeitlichen Mittel ruht. Zuerst wihlen wir ufj = —¢(Af,), so dass der Drift in die
1— und 2-Richtungen verschwindet. Danach wéhlen wir

uf = %Z< 1) - 2QZ<Af2> (11.70)

damit der Drift in die 3-Richtung verschwindet. Die Bedingung k - ug = w(u$ — ug)/c = Q legt
dann die Anfangsbedingung fiir u° fest. Fithren wir noch die Funktionen

9p = Afp - <Afp> (11-71)
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Ey
B,

Abbildung 11.3: Die Bewegung eines zur Zeit t = 0 ruhenden Teilchens in einer zirkular polari-
sierten Welle.

ein, dann lautet die Losung fiir ein im Zeitmittel ruhendes Teilchen

(“”) - <3 + o5 2 (= 92)) 91,9255 > (97— <g,2,>)> . (11.72)

Cc

Der zeitabhiingige relativistische y-Faktor ist gegeben durch v = u%/c. Interessanter ist der
zeitlich gemittelte y-Faktor

= {(u/c) =Q/w.
2

Die explizite Formel fiir den gemittelten Faktor v folgt dann aus u - u = ¢*,

_ _ oy (11.65) o
V=—=1+>(5) — 1+3. (11.73)

Setzen wir die harmonischen Funktionen f;, in (11.65) in das Resultat (11.72) ein, dann ergibt
die Integration beziiglich der Eigenzeit folgende Trajektorie fiir ein Teilchen mit z(0) = 0,

x 3 apd oo aF (z0 o
- =|ywr+ -, — (1 — cosywT), ——— sin ywT, —5 (0° — ) sin 2qwT | . 11.74
X ( X5 b5 8y ( ) (.79

Linear polarisierte Welle: Fiir eine linear polarisierte Welle mit 6 = 0 vereinfacht sich die
Weltlinie fiir ein im Zeitmittel ruhendes Teilchen zu

1 3 2
0o - 3 T Qg _ x af . -
r =~cr+2°, — =—(1—cosywr), — =——5sin2ywr. 11.75
X ( ) X 872 ( )
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Die Anfangsgeschwindigkeit ist in die entgegengesetzte Richtung zu k& und die Bahn beschreibt
die den Laserphysikern wohlbekannt 8 in der von E und k aufgespannte Ebene, siehe Fig. 11.4.
Die Geschwindigkeit ist maximal fiir sin(yw7) = £1. Dann schneiden sich die Bahnen der Acht.

Abbildung 11.4: Bewegung eines Teilchens in einer linear polarisierten Welle wenn das Teilchen
im zeitlichen Mittel ruht.

An dieser Stelle verschwindet das elektromagnetische Feld.
Zirkular polarisierte Welle: Fiir § = ¢ erhalten wir (by = a/v/2)
1 2 3

z bo _ x by . _ z

— = ——cosYywT, — =——sinqwr, — =0, t=77T. 11.76

X~ 3 X~ 3 X (L0
mit dem relativistischen Parameter ¥ = 14b3. Fiir feste Zeit beschreibt die Weltlinie einen Kreis
in der Ebene senkrecht zu E und B.

Die folgenden Figuren zeigen die Bahnkurven von relativistischen Teilchen mit mittlerer Ge-
schwindigkeit (u) = 0. In allen Plots wéhlten wir die dimensionslose Amplitude ag = 1, so
dass )

« 3
y=1+2="=. 11.77
TEIE =3 (11.77)

Der Elliptizitdtsparameter ¢ hat die Werte 0, /16, 7/8, 37/16 und /4.
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<u>=0, 0 = cos(0)
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<u>=0, 0 = cos(31716)
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