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1 Einleitung

Vor etwas iiber einhundert Jahren dachten viele Physiker, die Beschreibung der Natur
durch die Physik sei vollstdndig und abgeschlossen. Die Grundlagen waren damals die
Newtonsche Mechanik [1] und Mazwells klassische Feldtheorie 2| zur Beschreibung der
elektromagnetischen Wechselwirkung, die scheinbar widerspruchsfrei nebeneinander exis-
tieren konnten. Alle zu diesem Zeitpunkt bekannten Phanomene konnten durch diese beiden
Theorien erklart, wenn auch nicht verstanden werden, und physikalische Experimente ziel-
ten auf eine immer genauere Bestétigung eines deterministischen Weltbildes ab. Raum und
Zeit waren zwei grundsatzlich verschiedene Dinge und bildeten einen konstanten, nicht zu
beeinflussenden Hintergrund fiir die existierenden Theorien. Mit der Entdeckung von Zu-
sammenhéngen und Phidnomenen wie z.B. dem Planck’schen Strahlungsgesetz [3] und dem
Photoeffekt [4] und der Betrachtung makroskopischer und mikroskopischer Skalen kamen
Zweifel an diesem Weltbild auf. Einstein konnte durch seine Spezielle Relativitatstheo-
rie und spéater die Allgemeine Relativitéitstheorie [5, 6] zeigen, dass Raum und Zeit kein
starres Gebilde sind, sondern durch die Anwesenheit von Energie und Materie selbst zu
dynamischen Objekten werden. Er vereinigte beide zu einer 4-dimensionalen Raumzeit und
ermoglichte durch seine Theorie eine neue und tiefergehende Beschreibung des Makrokos-
mos. Auf der anderen Seite entwickelte sich die Quantenmechanik [7, 8, 9], verkniipft mit
Namen wie Schrodinger, Born, Heisenberg, Bohr und Anderen, zu einem leistungsfahigen
Instrument fiir eine jedoch nicht mehr deterministische Beschreibung des Mikrokosmos.
Beide Theorien sind durch vielfdltige Experimente bestétigt, und dennoch stehen sie im
Widerspruch zueinander. In der Allgemeinen Relativitdtstheorie kann der Zustand eines
Systems exakt angegeben werden, die Quantenmechanik zeichnet weiterhin die Zeit gegen-
iiber dem Raum aus und ist deshalb nicht lorentzinvariant.

Aber gerade dieser scheinbare Widerspruch war es, der in den folgenden Jahren eine
rasante Entwicklung in der Physik ausloste, die bis heute anhélt und zum erfolgreichsten
und am besten iiberpriiften Modell der Wissenschaft, dem Standardmodell der Elementar-
teilchen gefiihrt hat. Nach dem heutigen Stand der Wissenschaft gibt es 4 fundamenta-
le Wechselwirkungen, die elektrische, die schwache, die starke Wechselwirkung sowie die
Gravitation, die mit Ausnahme der zuletzt genannten alle im Standardmodell vereinigt
werden. Das Prinzip der Vereinigung bzw. Vereinheitlichung war bei allen Entwicklungen
von physikalischen Theorien eine treibende Kraft. Zuerst gelang dies Maxwell, dann Ein-
stein mit seiner Vereinigung von Raum und Zeit. Dirac postulierte eine lorentzinvariante
Beschreibung des Elektrons [10], also eine relativistische Quantenfeldtheorie und Feynman,
Schwinger und Tomonaga erhielten fiir ihre Quantenelektrodynamik [11, 12, 13|, die durch
eine Quantisierung der Elektrodynamik Vorhersagen in bislang nicht gekannter Perfektion
ermoglicht, den Nobelpreis. Spéatestens nach der Entdeckung der schwachen Wechselwir-
kung, die sich insbesondere durch Phédnomene wie den (-Zerfall bemerkbar macht, sowie
der starken Wechselwirkung durch die Entdeckung des Neutrons 1932 durch Chadwick
[14], wurde und wird immer noch nach einer einheitlichen Theorie zur Beschreibung aller
4 Wechselwirkungen gesucht.

Eine wichtige Erkenntnis ist dabei, dass alle diese Theorien auf Symmetrien beruhen und
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Freiheitsgrade besitzen, die die beschriebene Physik nicht &ndern, die sogenannte Eichfrei-
heit, die bereits aus der klassischen Elektrodynamik bekannt war. Weiter wurde entdeckt,
dass die Menge der Eichtransformationen eine Gruppe bildet, die Fichgruppe. Die Quanten-
elektrodynamik ist eine U(1)-Eichtheorie, basierend auf der abelschen Eichgruppe U(1).
Dieses Prinzip wurde von Yang und Mills 1954 in einer Arbeit iiber den Isospin [15], eine
mit einer inneren Symmetrie der Theorie verbundenen Quantenzahl von Elementarteilchen,
weiter verfolgt, in dem sie den Isospin mit Hilfe einer SU(2)-Eichtheorie beschrieben. Die
SU(2) ist eine nichtabelsche Gruppe, und seitdem werden nichtabelsche Eichtheorien auch
Yang-Mills-Theorien genannt. Die erste grofse Vereinheitlichung gelang Glashow, Salam
und Weinberg [16, 17, 18| durch Zusammenfiihren der Elektrodynamik mit der schwachen
Wechselwirkung zur sogenannten elektroschwachen Wechselwirkung. Sie beruht auf der
Eichgruppe SU(2) x U(1). Den endgiiltigen Beweis, dass das Prinzip der Eichfreiheit ein
fundamentales physikalisches Phé&nomen zu sein scheint, lieferten dann Fritzsch, Gell-Mann
und Leutwyler [19, 20|, indem sie die starke Wechselwirkung durch eine SU(3)-Eichtheorie
erkldaren konnten. Im Standardmodell, welches die Eichgruppe SU(3) x SU(2) x U(1) be-
sitzt, werden diese drei Wechselwirkungen gemeinsam beschrieben. Lediglich die Gravita-
tion lasst sich nicht in derselben Weise wie die {ibrigen Wechselwirkungen in dieses Modell
einbetten. Dieses Problem ist weiterhin ein aktuelles Forschungsgebiet und wird durch An-
satze wie beispielsweise die String Theorie [21, 22| zu 16sen versucht.

Die in der Natur beobachteten Krifte zwischen Teilchen lassen sich durch diese 4 fun-
damentalen Wechselwirkungen beschreiben. Die Vermittlung der Kraft wird dabei durch
Austauschteilchen (Eichbosonen) beschrieben. In der Elektrodynamik ist dieses Eichboson
das Photon, in der schwachen Wechselwirkung sind es W- und Z-Bosonen, in der star-
ken Wechselwirkung die Gluonen und in der Gravitation das bislang noch nicht entdeckte
Graviton. Diese Eichbosonen wechselwirken mit fundamentalen fermionischen Elementar-
teilchen, den Quarks und Leptonen, die die Bausteine der Materie bilden und ihre Masse
iiber ein in Experimenten an Teilchenbeschleunigern bislang noch nicht entdecktes Higgs-
Teilchen erhalten [23].

Auch wenn das Standardmodell lange bekannt ist, so ist es dennoch nicht in allen Aspek-
ten vollstandig verstanden. Die Quarks der Quantenchromodynamik tragen, genau wie die
Gluonen auch, eine Farbladung. Jedoch wurden in der Natur noch keine freien einzelnen
Quarks oder Gluonen beobachtet, die Farbladung wird abgeschirmt. Dieses Verhalten, was
charakteristisch fiir nichtabelsche Eichtheorien zu sein scheint, wird als Confinement be-
zeichnet und ist ein aktuelles Forschungsgebiet. Es gilt die Frage zu kldren, welcher Mecha-
nismus hinter diesem Farbeinschluss in Eichtheorien steckt. Bei Bedingungen wie sie kurze
Zeit nach dem Urknall in unserem Universum herrschten, also bei hohen Temperaturen und
Driicken, konnten Quarks und Gluonen auch frei existieren, das sogenannte Quark-Gluon-
Plasma. Es muss also irgendwann einen Ubergang von dieser Deconfinement-Phase in eine
Confinement-Phase gegeben haben. In der Gluodynamik, dem Teil der Quantenchromody-
namik welcher nur die Wechselwirkung der Gluonen untereinander beschreibt, gibt es bei
endlicher Temperatur einen solchen Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang.

Die analytische Untersuchung der nichtabelschen Eichtheorien ist kompliziert. Gerade
der interessante Aspekt des Confinement ist aufgrund der starken Kopplung der Theorie
bei grofien Abstdnden durch stérungstheoretische Ansétze nicht zugénglich. Wilson [24]
schlug 1974 eine Eichtheorie auf einem diskreten Raumzeit-Gitter vor, die im Kontinu-
umslimes mit der Yang-Mills-Theorie iibereinstimmt. Seitdem ist es moglich, mit Hilfe
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von Computern und Monte-Carlo-Simulationen auch nichtstérungstheoretische Phéanome-
ne von Eichtheorien zu untersuchen.

Aber selbst die nichtstérungstheoretische Untersuchung von Gittereichtheorien liefert
kein eindeutiges Bild des Mechanismus, der hinter dem Confinement steht. Es zeigt sich,
dass wieder Symmetrien, die Z (N )-Zentrumssymmetrie und der Polyakov-Loop, eine Ob-
servable aus Eichtheorien, die in Zusammenhang mit der freien Energie von Quarks steht,
eine wichtige Rolle spielen. Eine weitere Moglichkeit zur Untersuchung des Confinement
stellen somit effektive Theorien dar, die als Freiheitsgrade nur noch den Polyakov-Loop ent-
halten und deshalb sehr viel einfacher zu verstehen sind als die volle Yang-Mills-Theorie.
Nach einer Vermutung von Svetitsky und Yaffe [25] bilden Spinmodelle in D Dimensionen
mit Zentrum Z(N) als globaler Symmetrie eine solche effektive Theorie zur Beschreibung
von SU(N) Eichtheorien in D+ 1 Dimensionen. Als Modelle mit diskreten Einstellmoglich-
keiten des Spins sind hier das Ising-Modell [26] und Pottsmodelle zu nennen, eine Verallge-
meinerung bilden die angesprochenen Polyakov-Loop-Modelle. Fiir die Gluodynamik konn-
te gezeigt werden, dass sie bei endlicher Temperatur einen 1. Ordnungs-Phaseniibergang
besitzt [27]. Die Reproduktion dieser Phasenstruktur stellt deshalb eine Forderung an ef-
fektive Modelle dar, die fiir die SU(2)-Eichtheorie gezeigt werden konnte [28].

In einem Teil dieser Arbeit soll es deshalb darum gehen, effektive Wirkungen fiir eine
SU(N) Eichtheorie zu finden, an die als Erweiterung auch eine Ladung in Form eines ef-
fektiven Potentials gekoppelt wird. Da ein analytischer Ubergang von der Eichtheorie zur
effektiven Beschreibung nicht immer durchfiihrbar ist, sollen hier zwei numerische Metho-
den (inverse Monte-Carlo-Methoden) untersucht werden, mit deren Hilfe es moglich ist eine
effektive Wirkung zu konstruieren. Dies sind zum einen Schwinger-Dyson-Gleichungen, die
auf Pfadintegralidentitdten und Gruppeneigenschaften beruhen und zum anderen ein rein
statistischer Zugang mit der Damon-Methode [29].

Aber auch in Eichtheorien mit einem trivialen Zentrum kann es Confinement geben,
wie Arbeiten von [30, 31| zeigen. Die Zentrumssymmetrie kann deshalb nicht die einzige
Erklarung fiir das Phéanomen des Confinements sein, es muss einen anderen Confinement-
Mechanismus geben. Eine mogliche Erklarung bieten hier center vortices und eine domain
structure des Yang-Mills-Vakuums [32], die zu einem bestimmten Verhalten, dem Casimir
scaling der string tension fiihren, was in Simulationen {iberpriift werden kann [33].

In einem zweiten Teil dieser Arbeit geht es deshalb um eine solche Eichtheorie mit trivia-
lem Zentrum, die Go-Yang-Mills-Theorie. Auch hierfiir sollen effektive Wirkungen gefunden
werden. Des Weiteren soll ein Higgsteilchen an die Theorie gekoppelt werden, da es hier
interessante Zusammenhénge zu SU(3)-Eichtheorien und der Quantenchromodynamik gibt.

Im Einzelnen ist die Arbeit wie folgt strukturiert:

In den Kapiteln 2 und 3 werden physikalische Grundlagen und mathematische Methoden
zur Behandlung von Eichtheorien im Kontinuum und auf dem Gitter zusammengestellt.
Insbesondere sollen diese Kapitel einen Uberblick iiber die in der weiteren Arbeit bené-
tigten Aspekte der Gruppentheorie geben. Auferdem wird gezeigt, wie das Pfadintegral
der Kontinuumstheorie zu einer euklidischen Zustandssumme auf dem Gitter wird und wie
mit Hilfe von Monte-Carlo-Methoden Erwartungswerte der Theorie berechnet werden kon-
nen. Kapitel 4 gibt einen Uberblick iiber Confinement, Confinement-Mechanismen sowie

11
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Ordnungsparameter fiir einen Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang. Im Anschluss
wird in Kapitel 5 gezeigt wie es analytisch moglich ist, mit Hilfe einer Entwicklung der
Yang-Mills-Theorie mit beliebiger Eichgruppe Beitrage zu einer effektiven Theorie, formu-
liert in Polyakov-Loops, zu bekommen.

Die Kapitel 6 und 7 beschéftigen sich mit der Simulation von SU (3)-Eichtheorien. Hier
werden im Wesentlichen Ergebnisse von Monte-Carlo-Simulationen gezeigt. Im Anschluss
werden in den Kapiteln 8 und 9 die theoretischen Grundlagen zu inversen Monte-Carlo-
Methoden (IMC) gelegt und die Schwinger-Dyson-Gleichungen sowie Ddmon-Methoden
abgeleitet. Kapitel 10 widmet sich ausfithrlich der Ddmon-Methode. Hier wird anhand ei-
nes einfachen Beispiels erarbeitet, wie Ddmon-Methoden anzuwenden sind. Im Kapitel 11
werden dann beide IMC-Methoden, Schwinger-Dyson-Gleichungen und Damon, mitein-
ander verglichen und auf die zuvor in dieser Arbeit besprochenen Theorien angewendet.
Insbesondere soll hier der Confinement-Deconfinement-Ubergang reproduziert werden.

Kapitel 12 beschéftigt sich dann mit der Go-Eichtheorie. Hier wird zunéchst ein Bild
des Confinement in Eichtheorien mit trivialem Zentrum gegeben und im Anschluss ein
Monte-Carlo-Algorithmus, aufbauend auf einem Hybrid-Monte-Carlo, zur Simulation die-
ser Eichtheorie entwickelt. Der Rest des Kapitels zeigt Simulationsergebnisse fiir verschie-
dene Observable wie den Polyakov-Loop und Quark-Antiquark-Potentiale. In diesem Zu-
sammenhang wird auch Casimir scaling untersucht. Im Kapitel 13 werden dann mit Hilfe
der Ddamon-Methode und Schwinger-Dyson-Gleichungen effektive Wirkungen fiir Go-Yang-
Mills vorgestellt und getestet. Im letzten Kapitel (14) dieser Arbeit wird schlieflich ein
Go-Higgsmodell besprochen, mit dem es moglich ist zwischen Gy und SU(3)-Yang-Mills
zu interpolieren.

Kapitel 15 gibt eine Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick auf mogliche

zukiinftige Untersuchungen, die im Rahmen dieser Arbeit nicht mehr durchgefiihrt werden
konnten.

12



2 Yang-Mills-Theorie

Nichtabelsche Eichtheorien wurden, wie in der Einleitung bereits erwéhnt, zuerst von Yang
und Mills [15] in einer Arbeit iiber den Isospin beschrieben und werden seitdem Yang-
Mills-Theorien genannt. Sie sind ein wesentlicher Bestandteil des Standardmodells der
Elementarteilchen, in dem Kréfte zwischen Elementarteilchen durch den Austausch von
Eichbosonen (2,,) beschrieben werden. Die Dynamik dieser Bosonen wird duch die Yang-
Mills-Wirkung Sy beschrieben und die der Fermionen (¥) iiber einen Dirac-Term. Ver-
nachléssigt man die Dynamik der Fermionen, also im Falle der Quantenchromodynamik
(QCD) die Dynamik der Quarks, erhélt man eine Theorie, die nur noch dynamische Eich-
bosonen, fiir die QCD sind dies die 8 Gluonen, enthélt. Deshalb nennt man diese Theorie
auch Gluodynamik.

In diesem Kapitel wird beschrieben, worum es sich bei einer Yang-Mills-Theorie handelt.
Dazu wird zuerst eine Formulierung im Kontinuum angegeben und spéter der Ubergang
zu einer Gittereichtheorie vollzogen. Als Referenzen wurden in diesem Kapitel verwendet

34, 35, 36, 37].

2.1 Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Yang-Mills-Theorien sind eine nichtabelsche Verallgemeinerung der Elektrodynamik ohne
duflere Felder. Um zu verdeutlichen was Eichtheorie {iberhaupt bedeutet wird jedoch zu-
néchst die Lagrangedichte £ mit Materie (Dirac-Term) betrachtet (Signatur der Metrik
(—+++)).
1 y -
,E:ZtMF@F“)+W(¢—nQW (2.1)

mit der kovarianten Ableitung

D, =08, +ig¥, und I =+"D, (2.2)

Die Feldstiarke F),, ist gegeben durch den Kommutator der kovarianten Ableitungen in
Richtung g und v, also

1

F
pv Zg

[Du,Du] = 8;&(,, - 8,,91“ +1g [Ql“,Ql,,] (2-3)
Die v-Matrizen erfiillen die Clifford-Algebra
{¥*, 4"} =2n |, " =diag(-1,1,1,1) (2.4)

Die Eichkopplung g beschreibt die Stédrke der Kopplung der Gluonen in der Theorie, in
der Elektrodynamik entspricht sie der Elementarladung e. Im Falle der Elektrodynamik

13



2 Yang-Mills-Theorie

verschwindet der Kommutator zwischen 2, und 2, es handelt sich um eine abelsche Eich-
theorie mit Eichgruppe U(1). Fiir beliebige Eichgruppen G ist dies jedoch nicht der Fall.
Die Lagrangedichte ist invariant unter der folgenden Transformation (Eichtransformation)

mit Q(z) € G

U — U (z) = Qz)¥(z) 2.5
U — U'(z) = U(2)Qf(2) (2.6)
A, (2) — A (z) = Q) (2)Q1 (z) + %Q(x)@HQT(:E) (2.7)

Schreibt man Q(x) = exp (—igx(z)) € G mit x(x) € g aus der Algebra zu G, so er-
gibt sich unter Benutzung der spéter noch einmal genauer definierten Linksableitung eines
Gruppenelementes fiir die letzte Gleichung

Apu(2) — A, () = Aa) {Au(@) — dux(2)} () (2.8)

Dies ist die Verallgemeinerung der aus der Elektrodynamik bekannten Eichfreiheit des
Vektorpotentials. Wenn die Eichtranformationen €2 Elemente der Eichgruppe G sind, so
muss das Eichfeld y und damit auch das Vektorpotential aus der Algebra g, also dem
Tangentialraum an das e-Element der Gruppe G, sein. Um die Invarianz der Wirkung unter
diesen Eichtransformationen zu garantieren, muss fiir die kovariante Ableitung folgendes
Transformationsverhalten gefordert werden

D, — D, (x) = Q(x) D, (x)Qf () (2.9)

Aufgrund der Invarianz der Wirkung unter lokalen Eichtransformationen werden Theorien
dieser Art auch als Eichtheorien bezeichnet. Das Feld ¥ beschreibt hierbei die Fermio-
nen (Materiefeld) der Theorie und das Feld 2, die Eichbosonen (Austauschteilchen der
Krifte). Ein Ausschreiben der Lagrangefunktion zeigt, dass im nichtabelschen Fall Ter-
me mit Potenzen grofer 2 im Eichfeld auftreten. Dies sorgt fiir eine Selbstwechselwirkung
zwischen den Eichbosonen, die im abelschen Fall nicht gegeben ist (die Photonen der Elek-
trodynamik wechselwirken z.B. nicht miteinander, sondern nur mit dem Materiefeld). Den
Ubergang zu einer reinen Eichtheorie (Yang-Mills-Theorie) erhilt man hieraus in dem man
die Masse der Fermionen so grof wahlt, dass keine fermionischen Zustdnde mehr angeregt
werden kénnen und der Dirac-Term damit in der Dynamik vernachléssigt werden kann.

Lyvm = %tr (Fu F*) (2.10)
2.1.1 Quantisierung

Die Quantisierung von Observablen in der Eichtheorie erfolgt hier durch die Pfadintegral-
methode. Das Pfadintegral ist gegeben durch

Z = /DmeiSYMW‘] (2.11)

mit der Wirkung

14



2.1 Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Sym[] :/d4$£YM[Ql] (2.12)

Es ist also ein Funktionalintegral iiber die unbeschriankten Elemente %I der Algebra g. Zeit-
geordnete Erwartungswerte von Observablen O lassen sich demnach wie folgt berechnen

(TO) = % / DAO(A)e vl (2.13)

2.1.2 Euklidische Theorie und Zustandssumme

In dieser Arbeit soll die Yang-Mills-Theorie mit Hilfe des Computers auf einem Raum-
zeitgitter betrachtet werden. Zur Berechnung von Erwartungswerten dienen Monte-Carlo-
Methoden, die jedoch erfordern, dass der Integrand an einer Stelle des Phasenraums loka-
lisiert ist. Dies ist in einer Theorie in Minkowski-Raumzeit jedoch nicht gegeben, da der
"Boltzmannfaktor’ e?S[% stark oszilliert. Damit eignet sich diese Formulierung der Theo-
rie nicht fiir numerische Simulationen und es muss vorher zu einer euklidischen Raum-
zeit mit Signatur (+ 4+ + +) der Metrik iibergegangen werden. Dies geschieht durch eine
Wick-Rotation, die eine Fortsetzung der Raumzeit in die komplexe Ebene darstellt. Mit
der Transformation t — 47 erreicht man die gewiinschte Signatur der Metrik. Fiir die
Lagrangefunktion und die Wirkung ergibt sich damit

dt —idr
E?t — — zE?T
Ay — — Ao
iSym[A] — — Sg[] = —i /dT/d?’a; tr (FuwFu) (2.14)

Die letzte Beziehung gilt, weil

Flu F* = 2Fy F* + Fy F™

t—iT

= —2FyiFo; + Fyp Fy, = 2Fy Fo; + Fp iy = Fl F (2.15)

Damit ergibt sich als euklidisches Pfadintegral

g = / DA 5ml (2.16)

Nun ist der Boltzmannfaktor reell, lokalisiert um das klassische Minimum der Wirkung
und damit zugénglich fiir numerische Simulationen. Es muss im Folgenden nur noch die
Raumzeit diskretisiert und eine Wirkung gefunden werden, die im Kontinuumslimes, also
einer immer feiner werdenden Diskretisierung, gegen die Kontinuumswirkung geht. Zuvor
soll jedoch eine Verbindung zu statistischen Systemen und dem Begriff der Temperatur
hergestellt werden.
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2 Yang-Mills-Theorie

2.1.3 Endliche Temperatur und statistische Systeme

Die Yang-Mills-Theorie soll in dieser Arbeit auf dem Gitter bei endlicher Temperatur
simuliert werden. Wie ist jedoch Gl. (2.16) mit einer Temperatur in Verbindung zu bringen?
Dazu wird ein statistisches System mit Hamiltonoperator H betrachtet. Die Zustands-
summe im kanonischen Ensemble ist im thermodynamischen Gleichgewicht definiert durch

2= wexp(~rH) = [ (alexp (~Br) o) da (2.17)

mit der inversen Temperatur Gy = % Diese Spur laft sich ausrechnen, wenn man da-
zu Ubergangsamplituden zwischen zwei Zustinden betrachtet die durch das Pfadintegral
gegeben sind

q' (t)=p(t)
(p(t)| exp (—iHE) [g(0)) = / Dy exp (i5[q') (2.18)
q'(0)=q(0)

Dies ist ein Integral {iber alle Wege mit Anfangspunkt ¢(0) zum Zeitpunkt ¢t; = 0 und
Endpunkt p(t) zum Zeitpunkt to = ¢t. Wick-Rotation fithrt zu

q' (t)=p(7)
(p(r)] exp (—HT) [g(0)) = / Dy exp (—S5ld)) (2.19)
q’'(0)=q(0)

Das gewiinschte Ergebnis erhédlt man nun fir ¢(0) = p(7) = ¢ und 7 = Bp und es folgt fiir
die Zustandssumme

Z = /dq §£ Dq' exp (—SErlq]) (2.20)
q'=q(0)=q(Br)

Die Zustandssumme ist also ein Integral iiber alle in Zeitrichtung periodischen Wege. Damit
ibersetzen sich endliche Temperaturen in periodische Randbedingungen (fiir Bosonen, fiir
Fermionen erhélt man antiperiodische Randbedingungen) in euklidischer Zeitrichtung und
es gilt % = fr = 7. Fiir die Yang-Mills-Theorie bedeutet dies Periodizitdt der Eichfelder

™Ay, (2,7) = Ay(2, 7+ Br) (2.21)

Diese Beziehung gilt jedoch nur bis auf Eichtransformationen. Da bei der Forderung von
periodischen Randbedingungen sich jedoch auch Bedingungen an die Eichtransformationen
ergeben, werden diese Ubergangsfunktionen im néichsten Abschnitt genauer betrachtet.

2.1.4 Randbedingungen und Ubergangsfunktion

Unter der Forderung von periodischen Randbedingungen in Richtung v ergibt sich folgendes
Transformationsverhalten der Eichfelder

W2+ Lye,) = (2) (A, (2) + 8,0 () (2.22)
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2.2 Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

mit der Ubergangsfunktion Q,(z). Zweimaliges Anwenden ergibt

A, (x + Lye, + Lyep)
= Dy (2 + Lye,p) (Au(@ + Lpe,) + 8,000 (x + Lye,)
= Qy(x + Lpep) (Qp(2) (Ap () + 8#)9}:(517) + 8#)93;@ + Lyep) (2.23)

Vertauscht man die Richtungen erhilt man folgende Bedingung fiir die Ubergangsfunktio-
nen

(x4 Lpey)Qp(x) = Qp(x + Lye, ) (x) 2, (2.24)

wobei der Twist-Tensor z,, € Z(G) im Zentrum der Eichgruppe liegen muss, also mit
allen Elementen aus G vertauschen muss. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit spielt er in der
Definiton des Polyakov-Loops eine zentrale Rolle.

2.2 Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Eine vollstandig analytische Behandlung der Yang-Mills-Theorie ist nicht moglich. Mit Hil-
fe von Storungstheorie ist man zwar in der Lage, analytische Ergebnisse im Falle kleiner
Eichkopplung g zu erhalten, in dieser Arbeit sollen jedoch die Eigenschaften von Eichtheo-
rien und effektiven Modellen auch im Bereich der starken Kopplung und insbesondere am
Confinement-Deconfinement-Ubergang der Theorie untersucht werden. Eine Maglichkeit
hierzu bietet die Formulierung der Theorie auf einem diskreten hyperkubischen Raum-
Zeit-Gitter in Verbindung mit Monte-Carlo-Simulationen. Dies wurde zuerst von Wilson
in [24] vorgeschlagen und deshalb heift die Gitterwirkung, die der Yang-Mills-Wirkung
im Kontinuum entspricht, Wilson-Wirkung. Die Einfiihrung eines Gitters stellt gleichzeitig
eine Regularisierung der Theorie dar, weil durch die Diskretisierung der Raumzeit keine be-
liebig hohen Impulsmoden angeregt werden (UV-cutoff), die zu Divergenzen in der Theorie
fiihren konnen. Man spricht hierbei auch von Gitterregularisierung. Ein Problem bei der
Behandlung von Eichtheorien mit einem Computer besteht in der Eichfreiheit. Die Eichbo-
sonen sind wie gezeigt Elemente der Liealgebra und damit unbeschrankt. Durch Umeichung
konnen somit beliebig grofle Werte der Felder erzeugt werden, die auf einem Computer
nicht darstellbar sind. Eine Moglickeit wére das Arbeiten in einer speziellen Eichung, also
das Einfiigen eines eichfixierenden Terms in die Wirkung, eine andere Moglichkeit stellt
ein Variablenwechsel von den unbeschrankten Eichfeldern %A, , zu den sogenannten Link-
Variablen U, ,, dar, die beschrankt sind. Im Folgenden wird letztere Methode vorgestellt.

Auf einem Computer ist es nur moglich, endliche Raumzeitvolumina zu betrachten.

V=1L x L} (2.25)

L, ist die Ausdehnung der Raumzeit in Zeitrichtung, Ls die Ausdehnung in Raumrichtung.
Weiterhin sind nur diskrete Werte moglich, was die Einfithrung eines minimalen Abstandes
notwendig macht. Die Raumzeit wird diskretisiert.

Li=a;:N; und L, =asN, (2.26)
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2 Yang-Mills-Theorie

Die ganzen Zahlen Ny und Ny sind dimensionslos. Das Raumzeitgitter I' wird durch fol-
gende Menge an Vektoren aufgespannt

D
I'={a|o=iaeg+ » juase, mit 0<i<N,0< gy, <N, (2.27)
p=1

D = 3 ist die Anzahl der rdumlichen Dimensionen des Gitters. Im weiteren Verlauf wird
as = a; = a gesetzt. Auf einem Gitter kénnen Ableitungen nicht in derselben Art definiert
werden wie im Kontinuum, weil es keine beliebig kleinen Absténde gibt. Deshalb werden
Variablen (Paralleltransporter) eingefiihrt, die die kovariante Ableitung der Yang-Mills-
Wirkung ersetzen und auch auf einem Gitter sinnvoll definiert werden kdnnen.

2.2.1 Der Paralleltransport

Zunichst wird gezeigt, wie sich Felder auf einem Gitter an verschiedenen Raumpunkten
miteinander vergleichen lassen. Die Gleichung kovarianter Konstanz fiir ein Skalarfeld be-
sagt

D, p(x) = (0, + igAy) p(x) =0 (2.28)

Vertauschbarkeit der 2. Ableitungen (Integrabilitiatsbedingung) liefert

[0, 0v] 0(x) = —igFuo(x) =0 (2.29)
Der Paralleltransport findet entlang eines Weges C statt. Dieser Weg wird parametrisiert

durch

z(0)=z und z(1)=y (2.30)

und aus (2.28) ergibt sich folgende Differentialgleichung

i(s)Dy(a(s)) = I oot ()i ()6 a(s)) = 0 (2.31)

Diese Gleichung hat die Losung

1
¢@:Pmpm/@%u@mw>am
0

= Pexp ig/dajumu(ﬂf) o(x) (2.32)
C

wobei

U(C) = Pexp ig/da:MQlM(a;) (2.33)
c
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2.2 Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

der Paralleltransporter entlang des Weges C ist. Das Symbol P bedeutet, dass das pfad-
geordnete Produkt dieses Ausdrucks genommen werden soll. Diese Ordnungsvorschrift ist
notwendig, da Algebra-Elemente 2, (z) an verschiedenen Orten nicht miteinander kom-
mutieren. Die Grofe U(C) ist ein Element der Eichgruppe G und damit eine kompakte
Variable. Der Paralleltransporter zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten ergibt sich
damit zu (a bezeichnet den Gitterabstand und e, einen Einheitsvektor in Richtung p)

rtaey,

Uz = Pexp | ig / dx, A, (x)

= exp (iga,(x)) = 1+ iga,(x) (2.34)

Die Theorie soll in diesen ( im folgenden Linkvariablen genannten ) Paralleltransportern
Uy, zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten formuliert werden. Dabei ist zunéchst
festzustellen, dass

DA, ~ DU, (2.35)

Das Integrationsmafs dndert sich bei dieser Transformation also nur um eine irrelevante
Konstante.

2.2.2 Die Wilson-Wirkung

Jetzt muss noch eine Gitterwirkung gefunden werden, die im Kontinuumslimes, also fiir
a — 0 in die Yang-Mills-Wirkung iibergeht. Dazu werden zunéchst Plakettevariablen U, ..,
definiert, die den Paralleltransport um die kleinste Fliache (die Plakette) auf dem Gitter
beschreiben.

Uz, = uxvﬂux'f‘@u7Vul+eu+el,“uul+eu,y, (2.36)

Unter Benutzung von Gl. (2.34) und der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel findet man
nach kurzer Rechnung

Uy iy = €xp (iga2F;w + O(a3)) (2.37)
Damit ergibt sich weiter
P 2 4 5
Uy + Uy 22— g7a" Fup Flyy + O(a’) (2.38)

was folgende Gitterwirkung motiviert

=5y <1 - N%?Rtr(uw)> (2.39)
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2 Yang-Mills-Theorie

mit § = 22]\;‘21 und N, der Dimension der Darstellung von U, ,. Dies ist die nach Wilson
benannte Wilson-Wirkung, die im Kontinuumslimes gegen die Yang-Mills-Wirkung geht.
Sie ist nicht die einzige Wirkung mit dieser Eigenschaft, aber die einfachste. Es existieren
verbesserte Wirkungen, die Beitriage von groferen Plaketten (Wilson-Loops) auf dem Gitter
enthalten [38].

Wie bereits gezeigt ergeben sich endliche Temperaturen durch Periodizitét in euklidischer
Zeitrichtung. Zusétzlich wird zur Vereinfachung ebenfalls Periodizitéit in den Raumrichtun-
gen gefordert, so dass sich ergibt

u{:cl,...,(Nu-‘,-l)a,...,:cN},u = u{xl,...,l,...,xN},u (240)

Um Randeffekte zu vermeiden wird das rdumliche Gitter (Anzahl der Gitterpunkte Nj)
grofer als das zeitliche (Anzahl der Gitterpunkte Ny) gewéhlt. Erfahrungen haben gezeigt,
dass fiir Ny > 4N; finite-size-Effekte minimiert werden.

2.2.3 Kontinuumslimes

In diesem Abschnitt soll beschrieben werden, wie auf dem Gitter berechnete Zahlen mit
Werten von Observablen in der Kontinuumstheorie zusammenhéngen. Dazu werden nur
in diesem Teil Gittergrofen mit einem ~  versehen. Die Temperatur des Systems ist
einerseits gegeben durch

_ b
_CLNt

Durch GI. (2.41) wird die Temperatur jedoch nicht festgelegt, weil der Gitterabstand a kein
freier Parameter der Theorie ist. Um die Temperatur festzulegen muss eine physikalische
Léngenskala bestimmt werden. Der Gitterabstand ist die einzige dimensionsbehaftete Gro-
e auf dem Gitter, alle anderen Grofien werden also in Einheiten dieses Gitterabstandes
gemessen. Eine solche Langenskala kann aus der Betrachtung von dimensionslosen Groéfsen
und durch Vergleich mit Experimenten gewonnen werden. Eine im Experiment messba-
re Observable ist beispielsweise die Kraft zwischen zwei Quarks. Sie ergibt sich aus der
Ableitung des Potentials V' zwischen zwei Ladungen, welches eine auf dem Gitter gut zu
bestimmende Observable ist. In Gittereinheiten hat das Potential die Einheit

T (2.41)

V] =la™"] (2.42)

Eine dimensionslose Grofse ergibt sich dabei durch den Ausdruck

o dV dv
r2%yf:m Ja = 7’2%]7“:,,0 =1.65 (QCD, 79 = 0.5fm) (2.43)

1o ist eine typische Skala der Theorie (Sommer-Skala [39]).

Um die Temperatur auf dem Gitter einstellen zu kénnen kann eine aus Renormierungs-
gleichungen und Stérungstheorie erhaltene Beziehung zwischen dem Gitterabstand und der
sogenannten 'nackten’ Kopplung g verwendet werden [40].

a(g) o e/ x P (2.44)
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2.2 Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Mit grofer werdender Kopplung 8 wird also der Gitterabstand kleiner und damit bei fest-
gehaltener Anzahl von Gitterpunkten in Zeitrichtung die Temperatur gréfser. Ohne einen
aus Experimenten erhaltenen Wert fiir z.B. die Temperatur des Phaseniibergangs bleibt
die Temperatur also nur bis auf einen Faktor bestimmt. In der Gl. (2.44) ist auch eine Ei-
genschaft von Eichtheorien, die asymptotische Freiheit, zu erkennen. Fiir verschwindenden
Abstand r = 7a geht die Kopplung der Theorie gegen 0.

Der Prozess a — 0 wird als Kontinuumslimes bezeichntet. Fiir Massen auf dem Gitter
gilt z.B.

(2.45)

=3

Damit die physikalische Masse m im Kontinuum einen endlichen Wert behélt, muss im
Kontinuumslimes die Gittermasse m also ebenfalls gegen 0 gehen.

Weiter muss der sogenannte Thermodynamische Limes durchgefiihrt werden (V — 00).
Um eine endliche Temperatur zu erreichen, muss die Ausdehnung des Gitter in Zeitrichtung
immer kleiner sein als in Raumrichtung.

2.2.4 Monte-Carlo-Simulationen

Ziel von numerischen Simulationen ist es Erwartungswerte zu berechnen, die allgemein die
Form

(), = / D O()p(x) (2.46)

haben, wobei p(x) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, also z.B. den Boltzmannfaktor der
Zustandssumme darstellt. Hierbei handelt es sich um hochdimensionale Integrale. Fiir ein
typisches Gitter mit einer Gréfe von 162 x 4 Gitterpunkten hat dieses Integral fiir SU(3)-
Yang-Mills z.B die Dimension Gittervolumen x Anzahl der Raumzeitdimensionen x 8 =
524288. Dies ist mit einfachen Integrationsverfahren wie der Diskretisierung des Integrati-
onsgebietes nicht in angemessener Zeit zu schaffen. Deshalb mussten andere Methoden fir
Integrale dieser Art geschaffen werden. Die iibliche Methode die sich durchgesetzt hat, ist
die sogenannte Monte-Carlo-Integration, die hier kurz beschrieben werden soll.

Eine Konfiguration C(z) bezeichnet den aktuellen Wert der Variablen x. Wenn die
Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x) lokalisiert ist (dies wird als Importance Sampling be-
zeichnet) und es einen Algorithmus gibt, der eine Folge von Konfigurationen C;(z) erzeugt
die nach p(z) verteilt sind, dann berechnet sich der Erwartungswert der Observablen O
wie folgt

(0), = lim e > 0(Ci(x)) (2.47)

also als Mittelwert der Observable iiber die erzeugte Folge von Konfigurationen. Ausgehend
von einer Startkonfiguration C(z) gelangt man zu einer neuen Konfiguration C'(x) mit der
Wahrscheinlichkeit W (C(x),C’(x)). Damit die Verteilung p(z) erzeugt wird miissen folgende
zwei Bedingungen erfiillt sein:
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2 Yang-Mills-Theorie

Ergodizitat Ergodizitit bedeutet, dass es von jeder Konfiguration C(x) ausgehend mog-
lich sein muss eine Konfiguration C’(z) in endlich vielen Schritten zu erreichen. Der Algo-
rithmus zur Erzeugung der Verteilung muss also den gesamten Phasenraum der Theorie
durchlaufen kénnen.

Detailliertes Gleichgewicht In Worten ausgedriickt bedeutet dies, dass die Warschein-
lichkeit eine Konfiguration C(x) anzunchmen multipliziert mit der Warscheinlichkeit zu
einer Konfiguration C'(z) iiberzugehen gleich der Warscheinlichkeit sein muss, an einer
Konfiguration C’(z) zu sein und von dieser iiberzugehen zu C(x). In einer Formel ausge-
driickt sieht dies wie folgt aus

p(C(x))W(C(x),C' (x)) = p(C(x)(x))W (C'(x),C(x)) (2.48)

Startet man eine Simulation mit einer beliebigen Verteilung po(z), so ergibt sich die ge-
suchte Verteilung p(z) als Fixpunkt der Folge von Verteilungen. In Abhéngigkeit von der
gewdhlten Startkonfiguration kénnen die ersten durch einen Algorithmus erzeugten Konfi-
gurationen also noch nicht die Gleichgewichtsverteilung p(z) wiedergeben. Dieser Prozess
des Konvergierens gegen die gewiinschte Verteilung wird als Thermalisierung bezeich-
net. Konfigurationen, die noch nicht thermalisiert sind, diirfen in der Mittelbildung nicht
beachtet werden.

In dieser Arbeit wurden verschiedene Algorithmen benutzt, die Konfigurationen erzeu-
gen, die nach einer gegebenen Verteilung verteilt sind. Dies sind insbesondere ein Wérme-
badalgorithmus fiir SU(NV)-Yang-Mills und der Metropolis-Algorithmus fiir die effektive
Theorie.

Der Prozess der Mittelbildung wird in dieser Arbeit auch als messen bezeichnet. Da
nur fiir unendlich viele erzeugte Konfigurationen die Beziehung (2.47) exakt ist, muss
zu jedem Messwert ein statistischer Fehler angegeben werden. Eine géngige Art diesen
abzuschétzen ist die Jackknife-Methode. Hierbei wird der Mittelwert der Observablen
auf M Blocken, die mit (O), bezeichnet werden, bestimmt. Die Blockgréfe sollte grofer
als die Autokorrelationszeit 7o der Observablen gewahlt werden. Der Jackknife-Fehler ist
dann gegeben durch

o=\ > (0), - (0 (2.49)

i=1

Die Korrelation von Konfigurationen wird iiber die Autokorrelationsfunktion gemessen

To(t) = /dt’ (O(t’)O(t+t’) - <0>2) ~ exp (—i> (2.50)

TO

wobei ¢t die Monte-Carlo-Zeit bezeichnet. Die Grofe 7o ist die Autokorrelationszeit der
Observablen O.

Eine weitere wichtige Grofe insbesondere zur Bestimmung von Phaseniibergéngen ist
die Suszeptibilitiat einer Observablen. Sie ist definiert durch

Yo =((0-(0)?) = (0% — (0 (2.51)
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2.3 Zusammenfassung

2.3 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde gezeigt, worum es sich bei einer Eichtheorie handelt und wie
der Ubergang von einer Definition im Kontinuum zu einer mit numerischen Methoden
zugénglichen Formulierung auf einem endlichen diskreten Raumzeitgitter zu vollziehen ist.
Aufserdem wurde mit der Monte-Carlo-Methode gezeigt, wie hochdimensionale Zustands-
summen numerisch auszuwerten sind und Observable der Theorie bestimmt werden kénnen.
Da viele Aspekte von Eichtheorien mit Eigenschaften der Eichgruppe G in Verbindung
stehen und, wie in der Einleitung bereits erwéhnt, die Eigenschaften der Gruppe eine
wichtige Rolle fiir effektive Wirkungen spielen, werden im néchsten Kapitel die bendtigten
Grundlagen der Gruppentheorie zusammengestellt.
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3 Grundlagen der Gruppentheorie

Nachdem im vorherigen Kapitel gezeigt wurde, dass in Eichtheorien Gruppen eine wich-
tige Rolle spielen, sollen hier die wichtigsten Aspekte der mathematischen Beschreibung
von Gruppen zusammengefasst werden. Es werden zunéchst allgemein die in dieser Arbeit
benoétigten Eigenschaften von Lie-Gruppen zusammengefasst und anschliefsend einige spe-
zielle Lie-Gruppen explizit vorgestellt. Die Ausfiihrungen folgen weitgehend dem Buch von
Robert N. Cahn [41]. Weitere benutzte Literatur ist [42, 43].

3.1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Lie-Algebra Eine Lie-Algebra g ist ein Vektorraum V iiber einem Koérper K mit einer
bilinearen Abbildung [-,-]:V x V +— V die folgende Eigenschaften erfillt (z,y,z € V, X €
K)

o [z+y z]=[z,2]+[y, 2] (Linearitét)
o [Az,y]=Alz,y] (Linearitit)
o [z,y]=—[y,x] (Antisymmetrie)
o [z,[y, 2]+ [y,[z,2]] + [z [2,y]] =0 (Jacobi-Identitét)

Die Abbildung [, -] heift Lie-Produkt oder Lie-Klammer. Im Folgenden bezeichnet t,
eine Basis dieses Vektorraums. Dann gilt

[tmtb] = fabctc (31)

Die fu¢ werden Strukturkonstanten genannt und sind vollstindig antisymmetrisch. Die
Elemente t, (a =1...dim(V)) sind die Generatoren der Lie-Algebra.

Lie-Gruppe Eine Lie-Gruppe G ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer dif-
ferenzierbaren Abbildung (Produkt)

GxG—G (g,h) — gh (3.2)
mit der G zu einer Gruppe wird (es existiert ein Einselement e und ein inverses g—! mit
gg~! = e). Es existieren Abbildungen

Ly:G— G Lg(h)=gh (3.3)

R;:G— G Ry(h)=hg (3.4)

die Links- und Rechtstranslationen auf der Gruppe. Da eine Lie-Gruppe auch eine dif-
ferenzierbare Mannigfaltigkeit ist, existiert an jedem Gruppenelement ein Tangentialraum
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3 Grundlagen der Gruppentheorie

Ty mit Vektorfeldern X,. Die Links- und Rechtstranslationen induzieren dann Abbildungen
zwischen den Tangentialraumen

Ly : T — Ty, (3.5)
Rg* : Th — Thg

Ein Vektorfeld heift Linksinvariant wenn gilt Ly, X), = Xy, Vg € G. Der Zusammen-
hang zwischen einer Lie-Gruppe und einer Lie-Algebra ist folgender
g:=T.(G) (3.7)

Die Lie-Algebra g ist der Tangentialraum an das Einselement e der Lie-Gruppe G

Die Exponentialabbildung Die Exponentialabbildung ist eine Abbildung exp : g — G
definiert durch

g = exp(a) geGaeg (3.8)

Mann kann zeigen, dass fiir kompakte zusammenhéngende Lie-Gruppen jedes g € G als
g = exp(a) geschrieben werden kann.

Die Linksableitung Betrachtet man allgemeine Funktionen f(g) auf G, dann ist die Links-
ableitung dieser Funktion in Richtung des Generators t, definiert durch

Li(o) = 5| Flexpltt)o (39)

3.2 Darstellungen und Charaktere

Sei V' ein Vektorraum und L(V') die Gruppe der linearen und invertierbaren Abbildungen
V — V. Eine Darstellung einer Gruppe ordnet jedem Gruppenelement g eine lineare
Transformation p auf einem Vektorraum V' zu

p:G—L(V) g p(g) (3.10)

mit folgenden Eigenschaften

p(e) =1, p(g)p(h) = p(gh) (3.11)

Die Dimension einer Darstellung ist die Dimension des Vektorraums V. Genauso lassen
sich Darstellungen der Algebra definieren

p:g+— L(V) mit Eigenschaft p[z,y]=[p(z),p(y)] fir z,yecg (3.12)

Eine Darstellung erhélt also die Gruppenstruktur. Eine spezielle Darstellung ist die ad-
jungierte Darstellung. Sie ist definiert als
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3.3 Cartan-Unteralgebra

ad, () = [z,y] (3.13)

Die Dimension der Algebra entspricht also der Dimension der adjungierten Darstellung.
Eine Darstellung heift reduzibel, falls ein echter invarianter Teilraum von V exisiert,
ansonsten heifit sie érreduzibel. Der Charakter einer Darstellung ist x,(g) = trp(g).
Bezeichnen p und v irreduzible Darstellungen so gilt

V,@V, =Y ChVa (3.14)
A

Wenn die Darstellung V), ® V,, vollreduzibel ist, dann sind V) irreduzible Darstellungen.
Diese Gleichung tibertrégt sich auf die Charaktere

Xu(9) xu(9) =D Coxalg) (3.15)
A

3.3 Cartan-Unteralgebra

Die Cartan-Unteralgebra H ist die maximale abelsche Unteralgebra von g, also

[ha,hﬁ] =0 fir ha,hg e H (3.16)

Der Rang der Algebra ist die Dimension der Cartan-Unteralgebra. Die Killing Form ist
definert als (a,b) = trad,adp.

3.4 Wurzeln und Gewichte

Seien h € H die Elemente der Cartan-Unteralgebra zu g. Die iibrigen Generatoren bzw.
Linearkombinationen von diesen (Auf- und Absteigeoperatoren) sind dann Eigenvektoren
beziiglich adj,, also

adpeq, = [hyeq ] = a(h)eq (3.17)

Die e, werden Wurzelvektoren genannt und « die zugehorigen Wurzeln. Sie sind lineare
Funktionale iiber H und ihre Linearkombinationen bilden einen Vektorraum, den dualen
Raum zu H, also a € H*. Einige Eigenschaften der Wurzeln ergeben sich aus der Jacobi-
Identitat der Lie-Klammer

[h’[eaveﬁ]] = _[eav[eﬁ’h]] - [eﬁ’[hvea]]
= (a(h) + B(R)) [€q, 3] (3.18)

Hieraus folgt

e Wenn a # 3 und [eq,eg] # 0, dann ist o + 5 Wurzel.

e Wenn o Wurzel ist, dann ist 2« keine Wurzel.
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3 Grundlagen der Gruppentheorie

e Wenn o Wurzel ist, dann ist auch —a Wurzel.

Im Folgenden bezeichnen H Darstellungen von h (genauso FE zu e). Diese Darstellungen
wirken auf einen Vektorraum V mit Elementen ¢®. Wahlt man eine Basis in diesem Vek-
torraum, in der die H, also die Darstellungen der Cartangeneratoren diagonal sind, dann
kann man schreiben

Hig® = \3g0 (3.19)
Fiir h = > ¢;h;, also H =Y ¢; H; gilt damit

Ho" = (Z w) ¢" = M“(h)¢*" (3.20)

Die Funktionen M?® heifen Gewichte und sind wie die Wurzeln ebenfalls Elemente des
dualen Raumes zu H (M® € H*). Die Gewichte der adjungierten Darstellung sind also die
Wurzeln der Algebra. In diesem Raum lasst sich mit Hilfe der Killing-Form ein Skalarpro-
dukt definieren

(a,3) = (ha,hg) (3.21)
Nun wird ein Vektor ¢* mit Gewicht M“ betrachtet. Dann gilt

HEo" = ([H, Ea] + EaH) ¢° = (a(h) + M°(h)) Eag" (3.22)

Anwenden von F, auf einen Vektor ¢% erhoht also das Gewicht um «, was die Bezeichnung
Aufsteigeoperator fiir E, rechtfertigt. Genauso erniedrigt F_, das Gewicht um —a(h),
E_, wirkt also als Absteigeoperator. Hierdurch wird eine Sequenz von Gewichten definiert:
M +pa,...,M,... M — ma. Aus den Beziehungen (E_,) ¢ = ¢; und E_,¢p, = 0 ldsst
sich eine Beziehung zwischen M, p und m ableiten

(M, )
—p=2 3.23
mop =2 (3.23)
Im Folgenden bezeichnet a1, ..., o, eine Basis in H{. Damit kann jedes Element des Vek-

torraumes geschrieben werden als p = " ¢;;. Mit folgender Konvention ldsst sich eine

Ordnung zwischen Elementen dieses Vektlorraums herstellen. p ist positiv, wenn der erste
nichtverschwindende Koeffizient ¢; grofer als null ist, anderfalls ist p negativ. Eine ein-
fache Wurzel ist eine positive Wurzel, die nicht als Summe von zwei positiven Wurzeln
geschrieben werden kann. Einfache Wurzeln haben folgende wichtige Eigenschaften

e Jede positive Wurzel kann als Summe von einfachen Wurzeln geschrieben werden.
e Die einfachen Wurzeln bilden eine Basis in H.

Die Dimension von H ist dieselbe wie die von H(j. Damit ist die Anzahl der einfachen
Wurzeln der Rang der Algebra. Alle Eigenschaften einer einfachen Lie-Algebra lassen sich
in einer Matrix, der Cartan-Matrix, zusammenfassen

(3.24)

Sie hat folgende Eigenschaften
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3.5 Weyls Charakter- und Dimensionsformel

e Die Diagonalelemente sind 2.
e Die Off-Diagonalelemente haben die Werte —1, —2 oder —3.
e Wenn A;; = —2 oder —3, dann ist Aj; = —1.

Genauso wie fiir die Wurzeln l&ésst sich auch fiir Gewichte eine Ordnung einfiihren. Damit
gibt es in jeder irreduziblen Darstellung ein h6chtes Gewicht, welches mit A bezeichnet
wird. (Eine endlich-dimensionale irreduzible Darstellung hat immer ein hochstes Gewicht).
Jedes Hochstgewicht A ist festgelegt durch nicht-negative ganze Zahlen A; in der folgenden
Weise

o <A,Oéi>
A = 2<%%> (3.25)

Die A; heilen Dynkin-Koeffizienten. Damit ist auch jede irreduzible Darstellung durch
Angabe dieser Koeffizienten eindeutig bestimmt. Darstellungen mit Dynkin-Koeffizienten
= (0,...,1,...0) heiken fundamentale Darstellungen. Die Charaktere der funda-
mentalen Darstellungen bilden eine Basis fiir alle Klassenfunktionen f(g) = f(hgh™!).

3.5 Weyls Charakter- und Dimensionsformel

Ziel dieses Abschnittes ist es, die Dimension einer irreduziblen Darstellung zu bestimmen.
Dazu wird als erstes die Definition der Weylgruppe benétigt. Die Weylgruppe W ist die
Menge aller Reflexionssymmetrien des Gewichtsgitters. Eine solche Reflexion eines Gewich-
tes M kann geschrieben werden als

S (M) = M — 2%2% (3.26)

Sei S € Wund p= > pac. Dann gilt fiir den Charakter x einer Darstellung (Sx)(p) =
acy
X(p). Hieraus liasst sich Weyl’s Charakterformel herleiten

> (detS)exp (A+6,Sp)

Sew
x0) = e o (5,59 (3:27)
Sew

wobei 6 = % >~ « die halbe Summe iiber alle positiven Wurzeln ist. Aus dieser Formel
a>0
ergibt sich dann Weyl’s Dimensionsformel (dima = x(0)).

dimy = }:[0 % (3.28)

3.6 Integration iiber Gruppen

Die Berechnung von Zustandssummen in Eichtheorien wird auf dem Gitter zu einer Inte-
gration iber die Eichgruppe G. Das dabei verwendete Integrationsmafs ist das links- und
rechtsinvariante Haar-Maf du(g). Es ist bis auf eine multiplikative Konstante eindeutig
und besitzt folgende Eigenschaften
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3 Grundlagen der Gruppentheorie

o du(g) = du(hg) = du(gh) fir g,h € G (links-, rechtsinvarianz)

o [du(g)=1 (Normierung)
G

Fiir Klassenfunktionen f(g) = f(hgh™!) wird das Haar-Maf zum reduzierten Haarmaf.
Es definiert ein Skalarprodukt fiir die Charaktere einer Gruppe. Fiir irreduzible Darstel-
lungen (p) und (v) gilt folgende Orthogonalitdtsrelation

(Xua Xv) = /d/‘requX_V = 5;w (3.29)
G

3.7 Allgemeine Eigenschaften der Gruppen SU(N)

Nachdem grundlegende allgemeine Eigenschaften der Gruppentheorie zusammengestellt
wurden, sollen nun fir die Gruppe SU(N) einige Eigenschaften spezialisiert werden. Dies
sind insbesondere das reduzierte Haarmafs, welches in Zustandssummen der effektiven
Theorie als Integrationsmafs benotigt wird sowie Charakter- und Dimensionsformeln fir
Darstellungen. Der Rang der Gruppe SU(N) ist r = N — 1, die Dimension der Algebra
dim(su(N)) = N? — 1.

3.7.1 Leiteroperatoren und Generatoren fiir SU(N)

Die Gruppe SU(N) besitzt N(N —1)/2 Leiteroperatoren. Sie sind in einer speziellen Basis
gegeben durch

(Eij)ab = 0iabyp fiir 1<i<j<N (3.30)

Eine Wahl der N — 1 Cartan-Generatoren ist

1 0 firz <0
Ni)ap = Oap (0(1 — a) — g4 mit 6(z) = 3.31
($i)ab R ES) b (0(i —a) it+1) (2) {1fﬁrx20 (3.31)
In dieser Basis ergeben sich die N2 — 1 Generatoren zu
1 .. .
Lij = §(EU + EZ) fir 1<i<j<N (3.32)
1 . .
Tij = 5 (Bij — Ef) fir 1<j<i<N (3.33)
=9 (3.34)
Sie sind normiert durch
, 1
tr Ty = Y0qp mit v = 3 (3.35)
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3.7 Allgemeine Eigenschaften der Gruppen SU(N)

3.7.2 fundamentale Charaktere der Gruppe SU(N)

In Simulationen der effektiven Theorie werden die fundamentalen Charaktere der Gruppe
benoétigt. Fiir die Gruppe SU(N) lasst sich Weyls Charakterformel mithilfe einer Van-der-
Monde Determinante ausdriicken. Benutzt man die Definition der Determinante

N
det A = Z sgn(o) H i (i) (3.36)
i=1

g€SN

mit der Permutationsgruppe Sy von N Elementen, so lassen sich die Charaktere schreiben
als

N
> sgn(o) [T 7"
oESN =1
Xreern (U) = N ; (3.37)
> sga(o) [T e 7Y
oESN =1

wobei ¢; die Eigenwerte der Matrix U € SU(N) sind. Die Darstellung wurde hier mit Hilfe
der Lange r; der Zeilen des zugehorigen Young-Tableaus ausgedriickt. Dies soll nun fiir
die Charaktere in fundamentalen Darstellungen spezialisiert werden, da sich daraus alle
weiteren Charaktere irreduzibler Darstellungen ergeben. Dazu wird der Zusammenhang
zwischen Dynkin-Labels und Young-Tableaus benutzt. Wenn p das Dynkin-Label mit Ein-

p-teStelle
~~
trag 1 an der p-ten Stelle bezeichnet, also p = (0,..., 1 ,...,0) und r der Rang der
s
Gruppe ist, dann gilt
ri(p) =0(j —p)+n—3j (3.38)

Nach kurzer Rechnung erhidlt man damit fiir die fundamentalen Charaktere der Gruppe
SU(N) folgende Formel

N
_ 1 8(n—o(i)—p)
XpU) = NI(N —p)! > I (3.39)

ceSy i=1

3.7.3 Das reduzierte HaarmaR

Des Weiteren wird zur Berechnung der auftretenden Integrale das reduzierte Haarmaf der
Gruppe SU(N) benétigt. Betrachtet man nur Klassenfunktionen f, reicht es diese auf
Diagonalelementen der Gruppe zu berechnen, die die Form

€1 0 0
0 e ... O . ‘

U=1. o mit € =exp(i¢;), ¢n=—(p1+ - +oén-1) (3.40)
0 0 en
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3 Grundlagen der Gruppentheorie

besitzen. Das reduzierte Haarmaf ergibt sich dann als Jacobi-Determinante

dx,(U
[ dmeaor@) = [ ooy det (%) F) (3.41)
SU(N) ¢ ’
Dieser Ausdruck lasst sich weiter vereinfachen zu
bi— & N—1
_ 2 2 i — Yj )
dpired(U) = H Sm (T) H do; (3.42)
1<i<j<N i=1

3.7.4 Zentrum

Das Zentrum einer Gruppe ist die Menge aller Gruppenelemente die mit allen Gruppenele-
menten kommutiert. Fiir SU(N) ist das Zentrum Z(N) = {exp(i 27rk 1y ‘ k=1...N}.

3.8 Eigenschaften SU(3)

Die Gruppe SU(3) hat Rang 2, die Dimension der Algebra ist 8. Eine mogliche Wahl der
Generatoren sind die Gell-Mann Matrizen

010 0 —i 0 1 0 0
M={10 0] X=]|i 0 0] X= 0—10

00 0 0 0 0 0 0

00 1 00 —i 00 0
M=100 0] x=[00 0] x=[001

100 i 0 0 010

00 0 L (100
AM=100 —i|] X=—[01 0 (3.43)

0 i 0 V3o 0 —2

Die Dimension einer Darstellung A = (n1,n2) berechnet sich durch

(3.44)

2
dimy = (n1 +1) (n2 + 1) <w>

2

Die fundamentalen Darstellungen sind (1,0) = (3) und (0,1) = (3). Die Ausreduktion von
Tensorprodukten liefert folgende irreduzible Darstellungen

B)@@3)=(6)o(3) (3.45)
Be@) =B o) (3.46)
(3) ® (6) = (10) @ (8) (3.47)
(3)®(6) = (15) @ (3) (3.48)
(3)® (8) = (15) @ (6) @ (3) (3.49)

Damit ergibt sich fiir die Entwicklung von Charakteren nach fundamentalen Charakteren
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3.9 Die exzeptionelle Gruppe Go

X(1,1) = X8 = X3X3 — 1 (3.50)
X(2,0) = X6 = X3 — X3 (3.51)
X1 = X15 = X3(Xs — 1) — 2x3 + X3 (3.52)
X(3,0) = X10 = X3 — 2x3X3 + 1 (3.53)

Fiir Klassenfunktionen reicht es, Diagonalelemente der Gruppe zu betrachten. Eine allge-
meine Diagonalmatrix aus SU(3) schreibt sich dann als

et 0 0
U=]| 0 ¢ 0 (3.54)
0 0 e HP1te2)

und es ergibt sich

X3(61,¢2) = €'¥1 4 €92 4 7 (P1102) (3.55)

3.9 Die exzeptionelle Gruppe G,

Die Gruppe G5 ist eine der exzeptionellen Lie-Gruppen und lésst sich als Untergruppe von
SO(7) konstruieren. SO(7) hat Rang 3 und 21 Generatoren. Die Untergruppe Go enthalt
diejenigen Matrizen Q2 € SO(7), fiir die gilt

o detQd=1
e QO7 =17 oder QQF =15 SO(7)-Bedingung
® lape = Tdedeaerch (G9-Bedingung

wobei T ein total antisymmetrischer Tensor ist mit

Ti97 = Tisa = The3 = Togs = Toes = T37a = Th76 = 1 (3.56)

Die G3-Nebenbedingung zusammen mit Gl. (3.56) stellt 7 nichttriviale Nebenbedingungen
an die Elemente aus € SO(7), so dass 14 freie Parameter bleiben. Die Gruppe Go
hat damit 14 Generatoren. Da alle Darstellungen der SO(7) reell sind, gilt dies auch fiir
Darstellungen von Gs. Das Zentrum von G5 ist trivial, enthélt also nur die Identitét.

3.9.1 G,-Lie-Algebra

Die Lie-Algebra der Gruppe G hat die Dimension 14. Die Algebra gy besitzt als Unteral-
gebra eine su(3)-Algebra und weiter gilt die Beziehung [44]

Go/SU(3) ~ SO(7)/SO(6) ~ S (3.57)

Die Coset-Réaume Go2/SU(3) und SO(7)/SO(6) sind also isomorph zu einer 6-Spéhre. Da-
mit lésst sich die Algebra von G2 als Summe von Vektorrdumen schreiben
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3 Grundlagen der Gruppentheorie

ga=s5u(3)Ps (3.58)

mit s = s0(7)/s0(6) und es gelten folgende Kommutatorrelationen

[su(3),su(3)] C su(3) [su(3),s] Cs [s,5] Csu(3)ds (3.59)

Fiir eine Matrix Q € Go gilt damit (etwas formal aufgeschrieben)

2 =exp (g2) = exp (5u(3) & s) = exp (s) exp (su(3))- =S -U (3.60)

Jede Matrix aus Go ldsst sich als Produkt zweier Matrizen U € SU(3) und S € Sg schrei-
ben.

3.9.2 Darstellungen, Charaktere und Haarmal}

Die fundamentalen Darstellungen von G sind

(1,0) = (7) und (0,1) = (14) (3.61)

Die Charaktere sind gegeben durch

X(1,0) = 1 +2cos(¢1) + 2cos(p2) + 2cos(¢p1 + ¢2) (3.62)
X(0,1) = 2(1 + cos(¢1) + cos(¢p1 — ¢2) + cos(d2) + cos(p1 + ¢2)
+ cos(2¢1 + ¢2) + cos(¢1 + 2¢2)) (3.63)

und das Haarmaf

dpired = <4Xi()’170) - X%l,o) = 2x(1,00 — 10x(1,00X(0,1) + 7 — 10x(0,1) — X%Ql))

: (7 — X{ro) — 2X(10) + 4X(o,1)> dp1des (3.64)

3.9.3 Komplexe Darstellung

Die komplexe Darstellung der Generatoren von G eignet sich gut zum Rechnen, wird je-
doch nicht in Simulationen verwendet. Sie ist unitér Aquivalent zu einer reellen Darstellung.
Damit bleiben also alle Charaktere reell.

Generatoren

Die 14 Generatoren sind gegeben durch [30]

L[N 00
T=—[0 —xr 0| fir i=1...8 (3.65)
V2lo o o
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3.9 Die exzeptionelle Gruppe Go

wobei \; Gell-Mann-Matrizen sind und

1 0 9
Tgpi=— -0 0 t| fir i=1...6 (3.66)
Ve T 0
mit
0 -1 0 0 72 0 0 01
91=1|1 0 0O 9= [—-7 0 O 903=10 0 O
0O 0 O 0 0 O -1 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 O
u=10 00 =10 0 -1 =10 0 1
-1 0 0 01 O 0 —2 O
(3.67)
und

0 -1 —i
t4\/§<z') t5\/§(0) tﬁﬁ(o) (3.68)
0 0 0

Die Generatoren sind normiert auf

tr(T,%p) = 2 (3.69)
Die ersten 8 Generatoren bilden eine Basis fiir eine 7-dimensionale reduzible Darstellung
der su(3).
Zerlegung
Nach [45] ist die Zerlegung Q = S - U explizit gegeben durch

oK)  DEK)"  up(K)K
S(K)=| D(K) CK)" — u(K)K” (3.70)
—uE)KT —p(K)KT e
U 0 0
U=0 U* 0] mit UeSU@) (3.71)
0 0 1

K ist ein komplexer 3-Vektor und die 3 x 3-Matrizen C und D sind gegeben durch

C(K ! il D(K Wy KR 3.72
( )”_Z{”_M} , DKy =41~ —x3 (3.72)
und
Wij = eiijk , A=+v1+ K2 (3.73)
Auflerdem gilt
V2
p(K) = 2 (3.74)
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3 Grundlagen der Gruppentheorie

3.9.4 Reelle Darstellung

Die reelle Darstellung (alle Generatoren sind reell) der G ist in Simulationen zu bevorzu-

gen, weil sie hier deutliche Geschwindigkeitsvorteile bietet.

Generatoren

Die 14 Generatoren sind gegeben durch [46]

0 0 0 -1
-1 0 0 O

0

0
0 00

0

0
0
0
0
-1
0
0

000 0O
00000

0

000 0O
00000
00000
0 00 01

-1
0
0

0 0010

2

2

T, =

0 0 0 0O
0 0 0 01

0

0000
00 00
-1 0 0 0 O

0

0010

0
0
0

oS O O

0
-1

0000

Q\
—
a

Ty =

0
0

0
0
0

0 000
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3.9 Die exzeptionelle Gruppe Go

00 0 —-200 0 00 0 0 -2200
00 0 0 00 —1 00 0 0 0 10
Cloo o 0010 Lloo 00 0 00
Th=——=I(20 0 0 00 0| Th=—-|0 0 0 0 0 0 0
26100 0 0 00 o0 2v6 15 0 0 0 0 0 0
00 -1 0 00 0 0 -1 0 0 0 00
01 0 0 00 0 00 =10 0 00
000 0 0 -2 0 00 00 0 0 —2
000 0 -1 0 0 00 01 0 0 0
L {000 -1 0 0 0 L0000 -10 0
Tys=—001 0 0 0 0| Tu=——|0 =100 0 0 0
260 10 0 0 0 0 2610 0 10 0 0 0
200 0 0 0 0 00 00 0 0 0
000 0 0 0 0 20 00 0 0 0

(3.75)

Sie sind normiert durch
1
tr(‘zasb) = _5 ab (3'76)

Zerlegung

Wie die Zerlegung 2 = S - U fiir die reelle Darstellung durchzufithren ist, ist im Anhang
(A.2) im Detail beschrieben.

Nachdem in diesem Kapitel die bendtigten Aspekte der Gruppentheorie zusammenge-
stellt und einige Lie-Gruppen explizit vorgestellt wurden wird im néchsten Kapitel gezeigt,
wie sich Eigenschaften von Teilchen mit Hilfe von Gruppentheorie beschreiben lassen.
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3 Grundlagen der Gruppentheorie
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4 Confinement

Wie in der Einleitung bereits gesagt, sollen in dieser Arbeit effektive Wirkungen fiir Eich-
theorien gefunden werden, die als dynamische Variablen den Polyakov-Loop enthalten.
Ziel dieser effektiven Wirkungen soll es sein, verschiedene Aspekte von Eichtheorien bes-
ser zu verstehen. Hierzu gehort insbesondere die Eigenschaft, dass nichtabelsche SU(N)-
Eichtheorien bei endlicher Temperatur einen Phaseniibergang zwischen einer Tief- und
einer Hochtemperaturphase zeigen, den Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang. In
diesem Kapitel sollen der Begriff des Confinement erldutert und verschiedene Observable
in Gittereichtheorien betrachtet werden, die Confinement charakterisieren bzw. einen Ord-
nungsparameter fiir einen solchen Phaseniibergang darstellen. Eine dieser Observablen ist
der Polyakov-Loop. Er ist, wie gezeigt wird, einerseits eng verbunden mit der Zentrums-
symmetrie der Eichtheorie und andererseits iiber die freie Energie eines Quarks mit dem
Confinement. Die Ausfithrungen in diesem Kapitel orientieren sich an Arbeiten von [32, 47].

4.1 Was ist Confinement?

Experimentelle Arbeiten zeigen, dass Quarks in der Natur nur als gebundene Zustinde
in Hadronen, also Baryonen, wie z.B. dem Proton oder Mesonen (z.B. m-Mesonen) vor-
kommen. Diese Nichtbeobachtbarkeit von freien Quarks muss einen Grund haben, der auf
ein allgemeineres physikalischen Konzept schliefsen lédsst. Eine Suche nach Quarks ist in
der Expermentalphysik immer eine Suche nach unganzzahligen Ladungen in Einheiten der
Elementarladung. Unganzzahlige Ladungen reichen jedoch zur Charakterisierung dieses
Konzeptes nicht aus, da es vielleicht andere massive Skalare geben kann die gebunden mit
Quarks unganzzahlige Ladungen haben. Neben ihrer elektrischen Ladung tragen Quarks
aber auch eine Farbladung beziiglich der starken Wechselwirkung. Alle beobachteten Bin-
dungszusténde von Quarks sind jedoch Farbneutral (Farb-Singuletts), die Baryonen beste-
hen aus 3 Quarks, die Mesonen aus einem Quark und einem Anti-Quark. Deshalb bietet
sich folgende Definiton fiir dieses Confinement genannte Phinomen an:

FEs existieren in der Natur keine isolierten Tetlchen
mait nichtverschwindender Farbladung.

Eine Theorie besitzt also Confinement, wenn es in ihr einen Mechanismus gibt, der
die Ladung der Teilchen dieser Theorie abschirmt. Die Quantenelektrodynamik ist bei-
spielsweise keine Theorie mit Confinement, da das elektrische Feld eines Elektrons sich im
gesamten Raum ausbreiten kann. Es wird beschrieben durch ein Coulomb-Potential. In der
QCD hingegen breitet sich das Feld nicht im gesamten Raum aus, sondern es bilden sich
Flussschlduche zwischen Quarks, in denen das Feld konzentriert ist. Confinement héngt
also mit der Form des Potentials zwischen Ladungen der Theorie zusammen.
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4 Confinement

4.2 Das statische Quark-Antiquark-Potential

Dies soll jetzt am Beispiels eines Mesons, also dem Bindungszustand eines Quarks mit
einem Antiquark verdeutlicht werden. Die Energie eines solchen Flussschlauches zwischen
statischen Quarks im Abstand L ist ungefahr

E=oL (4.1)

Die Proportionalitdtskontante o wird string tension (Stringspannung) genannt. Der Begriff
stammt aus einem Bild der Stringtheorie, in welchem die Dynamik eines Quark-Antiquark-
Paares durch einen String beschrieben wird.

Wenn m, die Masse des leichtesten Quarks der Theorie bezeichnet, dann sind diese
Flussschlauchzustéande stabil bis zu Langen von

2m
L=—1 4.2
i (42)
Bei groferen Absténden reicht die Energie aus, um aus dem Vakuum ein neues Quark-
Antiquark-Paar zu erzeugen. Der Flussschlauch zwischen den statischen Quarks reifst (string
breaking) und es bilden sich neue Flussschlauche zwischen den statischen und den dyna-
mischen Quarks und Antiquarks (siehe Abb. 4.1). Die Farbladung wird also weiterhin

abgeschirmt (color screening).

O L)
° @ L)
° DE L)
C 00 00 L)

Abbildung 4.1: Schematisch: string breaking fiir ein Quark-Antiquark-Paar

Aus Gl. (4.2) ist zu sehen, daf Paar-Produktion unterdriickt ist fiir sehr schwere Quarks.
Reine Eichtheorien (also Theorien die nur die Dynamik der Eichbosonen beschreiben, im
Falle der starken Wechselwirkung die Gluodynamik) erhélt man wie bereits beschrieben, in
dem man die Masse der Quarks unendlich grofs werden lasst. Damit kann kein string brea-
king auftreten und in diesen reinen Eichtheorien reduziert sich das Confinement-Problem
auf folgende Aufgabe

Zeige, dass, wenn alle Quarkmassen unendlich grof8 werden,
die Arbeit die bendtigt wird um den Abstand zweier Quarks in einem
Quark-Antiquark-System um L zu erhéhen asymptotisch gegen oL geht,
wobet o konstant ist.

Diese Definition von Confinement beruht also darauf, dass das statische Quark-Antiquark-
Potential fiir grofse Abstdnde L asymptotisch gegen oL geht, also
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4.2 Das statische Quark-Antiquark-Potential

V(r)=c+or fir r—oo (4.3)

Mit Quarks werden im Allgemeinen Teilchen bezeichnet, die unter der definierenden Dar-
stellung der Eichtheorie transformieren, also im Falle von SU(N) in der (N)-Darstellung
((3) in der QCD, Antiquarks transformieren unter (3)). Man kann jedoch auch Ladungen
in hoherdimensionalen Darstellungen betrachten. Hierfiir muss die Definition von Confine-
ment noch einmal verfeinert werden. Zuerst werden dazu Eichgruppen mit nichttrivialem
Zentrum wie z.B. SU(N) betrachtet. Darstellungen R lassen sich durch ihr Verhalten unter
Zentrumstransformationen charakterisieren

R(g) = 2"R(zg) (4.4)

mit z € Z(G), also Element des Zentrums der Eichgruppe G. Die Zahl k wird mit N-
ality bezeichnet. Betrachtet werden Ladungen in Darstellungen mit N-ality k # 0. Diese
Ladungen koénnen nur abgeschirmt werden durch Teilchen in Darstellungen mit N-ality
k # 0, weil ein Farbsingulett, also die triviale Darstellung, N-ality k = 0 besitzt. Dies
wird deutlich an einem Beispiel fiir SU(3) (¢ = exp (i27n/3) 1). Die 3 - dimensionale
Darstellung (Quark) hat N-ality k = 1, die 8-Dimensionale (Gluon) hat N-ality k = 0 und
damit ergibt sich

(3)® (3) = (1) @ (8) hat N-ality k=0, weil z-z=2"=1 (4.5)
3)®(3)®(3)=(1)®... hat N-ality k=0, weil 23=20=1
(3)®(8) = (3) @ (6) ® (15) hat N-ality k=1, weil 2.2 = 2!

Mit dem Begriff der N-ality stellt sich das Confinement-Problem wie folgt dar

Zeige, dass wenn alle Massen von Feldern mit N-ality ungleich 0 gegen
unendlich gehen eine Confinement-Phase existiert, in der die Arbeit die
bendtigt wird um ein Teilchen-Antiteilchen-Paar in einer Darstellung mit
N-Ality ungleich 0 um eine Distanz L zu trennen, asymptotisch gegen o)L
geht, wobei o) eine darstellungsabhdngige Konstante ist.

Das Potential zweier statischer Ladungen in der Darstellung A im Abstand r muss also
fiir grofse r die Form

Vi(r) =cyx+oyr fir r— oo (4.8)

annehmen.

Es wurde also gezeigt, dass die Untersuchung des statischen Potentials zwischen zwei
Ladungen erlaubt, zwischen einer Phase mit Confinement und einer Deconfinement-Phase
einer Theorie zu unterscheiden. Da in dieser Arbeit reine Eichtheorien auf dem Gitter
betrachtet werden, muss im folgenden Abschnitt eine Verbindung zwischen Observablen,
die in der Gittereichtheorie messbar sind, und dem Potential zwischen zwei Ladungen, die
in der Gittereichtheorie nicht als dynamische Objekte existieren, hergestellt werden.
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4 Confinement

4.3 Das statische Quark-Antiquark-Potential auf dem Gitter

Die Wirkung einer reinen Eichtheorie auf dem Gitter mit einem zusétzlichen Wilson-Quark
in der Darstellung r ist nach [32] gegeben durch

_ 1 _ "
S = Sw+ Z {(mq +40) To Wy — HZ_:MW (o +7M)U§7,Z\I/x+u} =Sw+Sr (4.9

Der eichinvariante Erzeugungsoperator fiir ein Quark-Antiquark-Paar zur Zeit ¢ im Ab-
stand R in x-Richtung hat die Form

Q(t) =TT [ U (&)Ur(2) (4.10)

Jetzt kann man berechnen

2 (01QT[n) (nle~H|m) (m|Q]0)

(Qlm)Q() = BT (4.11)

= leal?e T mit  AE, = E, — E (4.12)
n

Andererseits ist der Vakuumerwartungswert gegeben durch

(@' M) = / DUDYDT Q1 (T)Q(0) exp { Swltd] + Se[¥, T, 4]} (4.13)

Ausintegration der Fermionen liefert

(@'m)a0)) = [ D de()Q! Q) exp (S ) (4.14)

mit der Fermionmatrix

1 T
Kayapab = (Mg +4a) <5wy5a65"b ~ 2(my + 4a) <uz—:u (@+ %) ag u$(7l)lab5(w+ﬂ)y>>
(4.15)

Weiterhin gilt folgende Gleichung (I = (z, v, a))
U0, =K} (4.16)

Nun kann man zeigen, dass der niedrigste nichtverschwindende Beitrag in einer Entwicklung
nach miq fiir my — oo gegeben ist durch

<QT(T)Q(0)> o C(myg + 4a)—2TZi / DU U(R, T))e WM (4.17)
u
o C(my +4a) ' W,(R,T) (4.18)
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4.4 Ordnungsparameter fiir Confinement-Deconfinement Phaseniibergéinge

Die Matrix U(R,T') ist das pfadgeordnete Produkt der Links entlang einer rechteckigen
Schleife mit Seitenldnge R in Raumrichtung und T in Zeitrichtung. Der Wilson-Loop
W,.(R,T) ist der Erwartungswert der Spur von U(R,T). Es folgt damit

> lenl?e 2T o Cmg + 4a) T W,(R, T) (4.19)

n

Im Limes T" — oo bleibt nur der Zustand mit der niedrigsten Energie iiber dem Vakuum
AFEmin = V;“gtal(R) iibrig. Das Potential zwischen zwei Quarks enthélt eine vom Abstand
R unabhéngige Selbstwechselwirkung. Es folgt

1
otal selbst : =27
Vot = Vst L V(R) = — Jim = n {C(mq+4a)' W, (R,T)} (4.20)

Fiir den R-abhéngigen Teil des statischen Quark-Antiquark Potentials in der Darstellung
r folgt damit

. W, (R, T +1)
Vr(R) = —Thm In (W) (4.21)

Auf dem Gitter ldst sich eine Confinement-Phase also durch Messen von grofsen Wilson-
Loops identifizieren. Wenn das statische Quark-Potential das asymptotische Verhalten

Vi(R) ~0o.R (4.22)

besitzt fiir grofte R und Darstellungen mit N-ality ungleich null, dann existiert eine Confinement-
Phase. Detailliertere Uberlegungen zeigen, dass das Potential die Form

Vi(R) = ¢ — % +o.R (4.23)

hat und fiir Wilson-Loops ergibt sich

—InW,.(R,T) =C, +V.(R)T fiir groke T (4.24)

Da auf einem Gitter nicht beliebig grofse Wilson-Loops gemessen werden kénnen, bietet ein
Fit der Wilson-Loops mit dieser Form des Potentials Vorteile und wird deshalb in dieser
Arbeit benutzt um die string tension zu messen.

4.4 Ordnungsparameter fiir Confinement-Deconfinement
Phaseniibergange

Nachdem gezeigt wurde was Confinement bedeutet und durch welche Observablen im Kon-
tinuum und auf dem Gitter sich Confinement nachweisen lésst, soll in diesem Abschnitt
eine Moglichkeit gezeigt werden, wie ein Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang, der
wie bereits erwéhnt in der Yang-Mills-Theorie bei endlicher Temperatur stattfindet, identi-
fiziert und charakterisiert werden kann. Mit Hilfe von solchen Ordnungsparametern lassen
sich die Phasen eindeutig voneinander abgrenzen und die Art des Ubergangs bestimmen.
Fiir Eichtheorien mit nichttrivialem Zentrum bildet der Polyakov-Loop einen solchen Ord-
nungsparameter.
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4 Confinement

4.4.1 Der Polyakov-Loop

Der Polyakov-Loop ist im Kontinuum definiert durch (nach der Wickrotation)

Br
P(x) =T exp i/SZ(O(T,a;)dT (4.25)
0

Das Symbol 7 bedeutet hier Pfadordnung. Da fiir endliche Temperaturen in zeitlicher
Richtung periodische Randbedingungen gefordert sind und damit das Eichfeld periodisch
bis auf Eichtransformationen ist, gilt

W (7 + Br, ) = Qo(@) Ay (x) + 9,)0f () (4.26)

und der Polyakov-Loop lasst sich schreiben als
0
P'(z) = Qo(0,2)7 exp <z§£ (Qlo(T,:E) + a—ij) d7'> Qg(ﬁT,x) (4.27)

= T (0, z) exp <z§£ Ao (7, :c)dr> Ql (Br, z) (4.28)

Auf dem Gitter ist er dementsprechend definiert durch

Ny
Po = [ [Uerico0 (4.29)
i=1

Der Polyakov-Loop ist also eine spezielle Wilson-Schleife, die sich einmal in euklidischer
Zeitrichtung um das Gitter windet. Unter Eichtranformationen transformiert er eichvariant,
ist also keine physikalische Observable

P'(x) = Q(0,2)P(z)Q (Br, ) (4.30)

Die Ubergangsbedingung Gl. (2.24) hat folgende mégliche Losung

Q(r+ Or,x) =Q1)z mit z € Z(G) (4.31)

Diese Losung lasst sowohl die Wirkung als auch das Haarmaf invariant. Der Polyakov-Loop
transformiert jedoch wie folgt

P'(z) = Qz)P(x)Q ()2 (4.32)
Eine physikalische (eichinvariante) Observable ist dabei die Spur des Polyakov-Loops P(z) =

tr P(x). Fiir sie ergibt sich

P'(z) = zP(x) (4.33)
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4.4 Ordnungsparameter fiir Confinement-Deconfinement Phaseniibergéinge

Im weiteren Verlauf der Arbeit ist mit Polyakov-Loop immer die Spur gemeint. Sie lasst
sich mit der freien Energie F} eines statischen Quarks in Verbindung bringen [32].

(Py) = e~ Talt (4.34)

Hier ergibt sich die Verbindung zum Confinement. Wenn die asymptotische string tension
von Null verschieden ist, also in einer Eichtheorie, in der die Eichgruppe ein nichttriviales
Zentrum besitzt, dann ist diese freie Energie eines isolierten Quarks in einer Confinement-
Phase unendlich. Es ist also nicht moglich ein Quark in dieser Phase zu isolieren. Damit
folgt fiir den Erwartungwert des Polyakov-Loops (P) = 0. In einer Deconfinement-Phase
ist die freie Energie hingegen endlich und damit der Erwartungswert des Polyakov-Loops
(P) > 0. Damit eignet sich der Polyakov-Loop als Ordnungsparameter fiir einen Phasen-
iibergang der Theorie.

0 Confinement

(P) = { (4.35)

a >0 Deconfinement

Die Art eines Confinement-Deconfinement-Phaseniibergangs 1afst sich mit Hilfe von Histo-
grammen des Polyakov-Loops und seiner Suszeptibilitit feststellen. In einer Eichtheorie
mit trivialem Zentrum ist der Polyakov-Loop auch in einer Confinement-Phase von Null
verschieden. Dieser Aspekt wird im Kapitel Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe G erlau-
tert. In diesem Kapitel soll noch ein weiter Aspekt des Polyakov-Loops betrachtet werden,
der mit der Zentrumssymmetrie zusammenhéangt.

4.4.2 Confinement und Zentrumssymmetrie

Wie bereits gezeigt wurde, sind die Yang-Mills-Wirkung und das reduzierte Haarmaf in-
variant unter Zentrumstransformationen. Der Erwartungswert des Polyakov-Loops trans-
formiert jedoch nichttrivial

(P =2(P) mit z¢c Z(G) (4.36)

Wenn der Erwartungswert des Polyakov-Loops einen Wert ungleich Null annimmt, dann
ist diese Zentrumssymmetrie der Wirkung spontan gebrochen, weil der Grundzustand der
Theorie nicht mehr invariant unter Zentrumstransformationen ist. In einer zentrumssym-
metrischen Phase der Theorie muss der Polyakov-Loop damit Null sein. Er stellt also einen
Ordnungsparameter fiir den Ubergang von einer symmetrischen in eine Zentrumsphase,
also eine spontane Symmetriebrechung, dar.

(P) = (4.37)

0 symmetrische Phase
a >0 Zentrumsphase

Damit ergibt sich folgender Schluss

Confinement-Phase <= Zentrumssymmetrie ungebrochen
Deconfinement-Phase <= Zentrumssymmetrie spontan gebrochen
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4 Confinement

Auch in Eichtheorien mit einer Eichgruppe, die ein triviales Zentrum besitzt, kann eine
Confinement bzw. Deconfinement-Phase existieren. Hier ist der Polyakov-Loop kein Ord-
nungsparameter fiir einen Confinement-Deconfinement-Ubergang mehr. Dies wird in den
letzten Kapiteln am Beispiel der Gso-Eichtheorie verdeutlicht.

In diesem Kapitel wurde ein Uberblick gegeben, was Confinement bedeutet und wie man
es in Gittereichtheorien nachweisen kann. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird Confi-
nement in effektiven Modellen fiir Eichtheorien betrachtet, die als Freiheitsgrad nur noch
den Polyakov-Loop enthalten. Da dieser, wie hier gezeigt wurde, einen Ordnungsparame-
ter fiir Confinement darstellt, eignen sich effektive Modelle also zur Untersuchung von
Confinement in Gittereichtheorien. Im néchsten Kapitel wird gezeigt, wie solche effektiven
Wirkungen konstruiert werden koénnen.
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5 Effektive Polyakov-Loop-Modelle

Wie in der Einfiihrung beschrieben, sollen in dieser Arbeit effektive Modelle fiir Eichtheo-
rien untersucht werden, die als Freiheitsgrad nur noch den Polyakov-Loop P in den funda-
mentalen Darstellungen der Gruppe enthalten. Dazu muss also die 34 1-dimensionale Yang-
Mills-Theorie auf eine 3-dimensionale effektive Theorie reduziert werden. Dieser Ubergang
lasst sich durch Einsetzen einer §-Distribution ins Pfadintegral erreichen. Damit ergibt sich
auf folgende Art eine effektive Wirkung Seg[X]

T

2= [ pue st = [ Dupu(0) [ T] 60es vl Pad) e

z p=1

— /DM(X‘)e—Scff[f] (5.1)

N,
mit Sw[U] als Wilsonwirkung und dem Polyakov-Loop P;[U] = ]_i Uptie, t- Xp sind die
1=0
Charaktere in den fundamentalen Darstellungen der Gruppe G mit Rang r und ¥ =
(X1,---,Xr). Die effektive Wirkung ist demnach also gegeben durch

Se[¥] = —1In / DU T ] 60w xp(Pelth]))e 5w (5.2)

z p=1

Die Ausintegration der nicht bendtigten Freiheitsgrade ist jedoch nicht direkt analytisch
moglich, so dass nach anderen Methoden gesucht werden muss, um die effektive Wir-
kung zu bestimmen. Eine Moglichkeit ist eine Entwicklung in der Kopplungskonstanten
8 g%, obwohl die Yang-Mills-Theorie nicht nur im Bereich kleiner § betrachtet werden
soll. Diese Entwicklung wird starke Kopplungsentwicklung genannt und ist fiir die Grup-
pe SU(N) im Detail in den Arbeiten von [48, 49] beschrieben. Hier sollen zunéchst die
wichtigsten Aspekte dieser Entwicklung wiedergegeben und insbesondere auf den Einfluss
der Eichgruppe geachtet werden, da im Verlauf dieser Arbeit auch effektive Wirkungen fiir
Go-Yang-Mills konstruiert werden sollen. Im Anschluss werden dann verschiedene Modelle
fir SU(3)- und SU(4)-Yang-Mills angegeben, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit als
Grundlage fiir inverse Monte-Carlo-Simulationen dienen sollen.

5.1 Starke Kopplungsentwicklung

Der 1. Schritt ist die Entwicklung der Wilsonwirkung nach irreduziblen Darstellungen
der Eichgruppe G. Dazu wird der Boltzmannfaktor zunéchst als Produkt {iber Plaketten
geschrieben. N, bezeichnet hier die Dimension der fundamentalen Darstellung mit Dynkin-

Label F' = (1,0,...,0).

exp (—Swlud) = exp (—BZ (1- N%%xﬂ%])) =Tl Cosbethl) 63

p
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5 Effektive Polyakov-Loop-Modelle

Aufgrund der Vollstandigkeit und Orthogonalitidt der Charaktere der Gruppe lésst sich die
Plakette-Wirkung .S, weiter entwickeln, wobei das Dynkin-Label R = (qi,...,q,) fiir eine
beliebige irreduzible Darstellung der Gruppe G steht (r ist der Rang der Gruppe).

% =3 an(B)xalth] mit ar= [ dUe P Hxallg (5.4)
R

Die Koeffizienten lassen sich jetzt nach der Kopplungskonstanten § entwickeln, wobei sich
ergibt:

[e'e) k
P R S 1 _ _
= t = 5.5
aR I;_O apB’ mit ap < N (xp+ XF)> XR (5.5)
r
Schreibt man die Summe {iber alle Darstellungen als Doppelsumme mit r = |R| = ) g;,

so ergibt sich als Entwicklung der exponenzierten Wilson-Wirkung

R (3> (zaRﬁk) ity 56

r=0 R,|R|=r

Wie in [48] gezeigt wurde, handelt es sich bei der Summe iiber r um eine endliche Summe
iiber r < k (es gilt a§, = 0 fiir k¥ > |R|). Damit lassen sich die Summen umordnen und es
ergibt sich

Tl (zﬂk » ) 6

p
mit
k
p) =Y Y. dixrlUy) (5.8)
r=0 R,|R|=r

Dieser Ausdruck ldasst sich mit Hilfe der Chauchy-Formel fiir Produkte von unendlichen
Summen umschreiben zu

e W =

n n—kl n—ki—-—kn, -2 Np—1

Zﬂ" Z Do > H gk p)g(n —ky — - —kn,—1,N,) | (5.9)

=0 k2=0 kNp 1=0

Dies lasst sich auch schreiben als

[ee) Np [e'e)
e W =" Y [[akp.p) | = Ben (5.10)

|K|=np=1

mit Multiindex K = (k1,...,kn,) und [K| =) k;.
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5.1 Starke Kopplungsentwicklung

Ausintegration der rdumlichen Links In einem zweiten Schritt werden nun die nicht
bendtigten Freiheitsgrade, also alle rdumlichen Linkvariablen, ausintegriert. Um dies zu
vereinfachen wéahlt man hier die temporale Eichung, in der alle zeitlichen Links bis auf
die Links an den Punkten (0, ) zur Identitit werden. Damit ist P, = U ), und dP; =
dUo,z),- Folglich kénnen im Pfadintegral alle rdumlichen Links (Index s) ausintegriert
werden und es ergibt sich fiir die effektive Wirkung

e~ SenlPl — Zﬁ"/DUsen = Zﬁ”e; (5.11)
n=0 n=0

wobei der Strich bedeutet, dass die Summe nur Polyakov-Loop abhéngige Terme umfasst.
Auszurechnen sind also in n-ter Ordnung Terme der Form

Np
[ou | S ot (5.12)

|K|=np=1

wobei g(k,p) eine Summe von Charakteren von Plakettvariablen an der Plakette p ist.
Es léasst sich zeigen, dass nur Terme nicht verschwinden bzw. eine Polyakov-Loop-Ab-
héngigkeit haben, in denen ein rdumlicher Link mindestens zweimal vorkommt. Kommt
ein rdumlicher Link nur einmal vor, so ist aufgrund der Links- und Rechtsinvarianz des
Haarmafies dieser Term entweder Null oder Konstant, wie durch folgende Rechnung leicht
zu sehen ist (Up . . . Us sind Teilnehmer an einer Plakette)

/dUoduldusz3XR(UoU1U2U3) :/duoduldu2du3XR(Vu3)

0, wenn |R|>0

(5.13)
1, wenn|R|=0

_ / AUt dUsdihsx (Us) = {

G. Buss zeigt in seiner Arbeit [48], dass die einzigen Moglichkeiten, eine Polyakov-Loop-
Abhéngigkeit zu erreichen, die folgenden sind:

1. Es wird die zeitliche Periodizitét des Gitters ausgenutzt und Plaketten in Darstel-
lungen mit |R| > 0 in Zeitrichtung werden so iibereinander gestapelt, dass sie sich
einmal um das Gitter wickeln. Diese Terme werden Strickleiterbausteine genannt.

2. Eine Zahl von N Plaketten in Darstellungen mit |R| > 0 schliefst ein raumliches Vo-
lumen ein. Diese Terme lassen sich auf Wiirfel reduzieren, die jedoch keine Polyakov-
Loop-Abhéingigkeit liefern.

3. Mischungen aus Wiirfeln und Strickleitern, die sich jedoch auf Strickleitern reduzieren
lassen.

Dabei werden keine gruppenspezifischen Argumente aufser der Orthogonalitdt bzw. Uni-
taritdt der Matrizen benutzt und deshalb gelten sie sowohl fiir SU(N) als auch Gs.

Der erste Strickleiterterm kann in der Ordnung N; auftreten, weil genau Ny Plaketten fiir

eine Strickleiter benttigt werden. Dies ist dann der Fall wenn in Gl. (5.10) Ny der Indizes
k; 1 sind und die restlichen Indizes 0. Dieser Term sieht bis auf eine Konstante nach dem
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5 Effektive Polyakov-Loop-Modelle

Ausintegrieren folgendermafen aus (in der Rechnung wurden keine gruppenspezifischen
Eigenschaften benutzt)

e, ~ Y >R (XR(Po)XR(Pasi) + c.c.) (5.14)
|R|=1 =3

Dieses Verfahren lisst sich fiir beliebige Ordnugen anwenden und es ergibt sich ein Beitrag
zur effektiven Wirkung bis zu einer beliebigen Ordnung k - V;

k
e~SenlPl — C(3) + Z Z Sh... gk (5.15)
r=1|K[<k
mit K = (k}l, L ,k‘r) und
S =" Cr(B) (Xr(Pr)Xg(Prts) + c.c.) (5.16)
|R| =i

Endgiiltig ergibt sich also fiir die effektive Wirkung (nach Entwickeln des Logarithmus)

00 k J

Sea[P] = (_jl!)j > gh gk (5.17)

j=1 r=1 |K|<k

In [48] wird agumentiert, dass der Logarithmus langreichweitige Korrelationen unterdriickt
und deshalb Nachste-Nachbar-Wechselwirkungen die gréfiten Beitrdge liefern. Arbeiten
von [50, 49| und eigene Simulationen bestétigen dies. Deshalb werden in dieser Arbeit nur
néchste Nachbarn berticksichtigt.

Nachdem gezeigt wurde, wie die Entwicklung allgemein aussieht, sollen jetzt die ersten
Ordnungen fiir die Gruppen SU(3) und SU(4) explizit angegeben werden

5.2 Entwicklung fiir SU(3)

Fiir die Gruppe SU (3) ergeben sich in den verschiedenen Ordnungen folgende Terme ((z, y)
bedeutet = und y sind néchste Nachbarn)

1. Ordnung
S1=_ (xao(Pa)Xon(Py) +ec) (5.18)
(z,y)
2. Ordnung
Sa =Y (X)) (Pe)x1)(Py) + cc) (5.19)
(z,y)
S5 = (xeo)(Pa)X02)(Py) +cc) (5.20)
(z,y)
Sy = Z (X(l,O) ('P;p)X(Ql)(Py) + C.c.)2 (5.21)
(z,y)
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5.3 Entwicklung fiir SU(4)

Durch Ausreduzieren der Terme in der 2. Ordnung kann man durch Einfithren einer
zusétzlichen Kopplung auf 5 verschiedene Terme bis zur 2. Ordnung kommen, die jedoch
streng genommen nach der starken Kopplungsentwicklung nicht unabhéngig sind, jedoch
eine grofere Flexibilitdt des Modells erlauben. In dieser Arbeit wird darauf jedoch ver-
zichtet, um moglichst dicht an der starken Kopplungsentwicklung zu bleiben. Dies ist auch
sinnvoll, wie in [49] gezeigt werden konnte.

3. Ordnung

Sy = Z (X(Q,l)(Pm)X(l,g) (Py) + c.c.) (5.22)
(z,y)

S6= ) (XG0 (Pa)Xws)(Py) +cc) (5.23)
(z,y)

S1= Z (x(1,0)(P)x0,1) (Py)x(1,1) (Pe)x(1,1)(Py) + c.c.) (5.24)
(z,y)

Ss =2 (x(1.0)(Pe)x(0,1)(Py)X(2.0)(Pr)X(02) (Py) + c:c.) (5.25)

(z,y)

Sy = Z (X(1,0)(P2)x(0,1)(Py) + c.c.)3 (5.26)

(z,y)

5.3 Entwicklung fiir SU(4)

Fiir SU(4) ergibt sich

1. Ordnung

S1= Z (X(1,0,0) (P2)X(0,0,1)(Py) + c.c.) (5.27)
(z.y)

So = Z (X(0,1,0)(Pe)X(0,1,0)(Py) + c.c.) (5.28)
(zy)

51



5 Effektive Polyakov-Loop-Modelle

2. Ordnung

S3 = Z (X(z,o,o) (Px)X(op,g) (Py) + c.c.) (5_29)
(z.y)

Sy = Z (X(Lo,o) (P2)X(0,0,1)(Py) + c.c.)2 (5.30)
(z,y)

S = Z (X(0.20)(Pe)X(0,2,0)(Py) + c-c.) (5.31)
(zy)

Se = Z (X(0,1,0)(P2)x(0,1,0)(Py) + c.c.)2 (5.32)
(zy)

S7 = Z (X(I,O,l)(Pr)X(LO,l)(Py) + C.C.) (5.33)
(z,y)

Ss = (X1.10/(Pr)X0.1.1)(Py) + c.c) (5.34)
(z.y)

Sy = Z (X(1,0,0)(P2)X(0,1,0) (P2)X(0,1,0) (Py) X(0,0,1) (Py) + c.c.) (5.35)
(z.y)

Dies ist die volle Entwicklung fiir SU(4) bis zur 2. Ordnung und Beschrankung auf
Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen.

Die starke Kopplungsentwicklung ist nur eine von vielen moglichen Entwicklungen. Es
ist z.B. auch moglich, diese Wirkungen um Potentialterme zu ergénzen. Dabei sollte aber
immer auf die Symmetrien der Yang-Mills-Theorie geachtet werden, insbesondere also auf
die Zentrumssymmetrie. Die Terme, die sich aus der starken Kopplungsentwicklung erge-
ben, sind alle zentrumssymmetrisch. Nachdem in den letzten Kapiteln nun die wesentli-
chen theoretischen und mathematischen Grundlagen besprochen wurden, werden in den
folgenden beiden Kapiteln zunéchst verschiedene mikroskopische Theorien, insbesondere
SU (3)-Yang-Mills, mit Monte-Carlo-Methoden behandelt. Im weiteren Verlauf dieser Ar-
beit sollen die Ergebnisse dieser Theorien dann mit effektiven Polyakov-Loop-Modellen,
wie sie in diesem Kapitel vorgestellt wurden, reproduziert werden. Dazu werden dann auch
die Eigenschaften eines speziellen 3-Kopplungs-Modells erlautert.
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6 Modell 1: SU(3)-Yang-Mills-Theorie

Das erste Modell, welches in dieser Arbeit diskutiert wird, ist die SU(3)-Yang-Mills-Theorie
in ihrer gitterregularisierten Form, dargestellt durch die Wilson-Wirkung. Sie soll mit
Monte-Carlo-Methoden numerisch untersucht werden. Der verwendete Algorithmus zur
Erzeugung der Verteilung ist ein SU (IV)-Wirmebad-Algorithmus von Cabibbo und Mari-
nari [51, 52| mit zusitzlicher Uberrelaxiation [53] im Verhiltnis 1 : 1. Die Gitterwirkung
dieser Theorie ist gegeben durch

S =53 {1~ Rt (6.1)

T, uv

Im Folgenden werden die Ergebnisse auf den Gittern 63 x 2, 123 x 2 und 163 x 4 vorge-
stellt. Da es in dieser Arbeit um die Konstruktion von effektiven Polyakov-Loop-Modellen
geht, ist der Polyakov-Loop die Observable, die hier in der Yang-Mills-Theorie betrachtet
wird. Da der Polyakov-Loop als Ordnungsparameter fiir einen erwarteten Confinement-
Deconfinement-Phaseniibergang dient, wird sein Wert sowie seine Suszeptibilitdt in der
Nihe des Ubergangs betrachtet. Mit Hilfe von Polyakov-Loop-Histogrammen wird ent-
schieden, um welche Ordnung von Phaseniibergang es sich handelt. Erwartet wird ein 1.
Ordnungs-Phaseniibergang. Da es aufgrund der Zentrumssymmetrie der Wirkung keinen
Unterschied zwischen den 3 Z(3)-Kopien des Polyakov-Loops gibt wird zunéchst jedoch,
der Arbeit von [49] folgend, eine Observable definiert, die alle Z(3)-Kopien des Polyakov-
Loops auf einen Wert abbildet.

6.1 Der rotierte Polyakov-Loop
Dazu wird der Fundamentalbereich von SU(3) in Bereiche aufgeteilt. Dies ist in Abb. (6.1)

zu sehen. Der Polyakov-Loop auf einer Konfiguration ergibt sich als Mittelwert iiber das
rdumliche Gitter

1
P=q > X0 (P) (6.2)

Der rotierte Polyakov-Loop Py ist definiert als die Projektion von P auf die Z(3)-Achse
(Achsen durch (0,0) und ein Zentrumselement) mit dem kleinsten Abstand zu P.

R(P) PeF
Pt = —iR(P) + L3(P) :PeF (6.3)
—IR(P) - B3(P) :PeF"
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6 Modell 1: SU(3)-Yang-Mills-Theorie

Abbildung 6.1: Fundamentalbereich von SU(3)
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6.2 Das 63 x 2-Gitter

6.2 Das 63 x 2-Gitter

Auf dem 63 x 2-Gitter wurde die Theorie im Bereich § = 5.0 bis 8 = 5.2 fiir 68 Kopplun-
gen mit einer Statistik von 200000 erzeugten Konfigurationen simuliert. Gemessen wurde
der rotierte Polyakov-Loop (Pot) sowie seine Suszeptibilitidt (Xp, ) auf 20000 unabhén-
gigen Konfigurationen. Die Ergebnisse sind in Abb. (6.2) zu sehen. Aus dem Maximum
der Suszeptibilitdt folgt, dass der Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang bei einer
Kopplung von . = 5.086(5) liegt. Um die Art des Phaseniibergangs zu bestimmen, wer-
den Polyakov-Loop-Histogramme betrachtet (Abb. 6.3). Man sieht eine Koexistenz der
Confinement- und der Deconfinement-Phase wiahrend des Phaseniibergangs. Zwischen dem
Maximum der Verteilung in der Deconfinement-Phase und dem Maximum der Verteilung
der Confinement-Phase liegt ein deutlich sichtbarer Abstand. Es handelt sich also um einen
Sprung des Ordnungsparameters und damit um einen Phaseniibergang 1. Ordnung.
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0.2 - * 4

*
¥ X
*
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Abbildung 6.2: Rotierter Polyakov-Loop und Suszeptibilitit auf dem 63 x 2-Gitter
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Abbildung 6.3: Polyakov-Loop Histogramme auf dem 63 x 2-Gitter
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6.3 Das 123 x 2-Gitter

6.3 Das 12° x 2-Gitter

Der Confinement-Deconfinement-Ubergang auf dem 123 x 2 Gitter wurde mit einer Statis-
tik von 100000 Konfigurationen pro Eichkopplung 5 untersucht. Gemessen wurde auf 10000
unabhéingigen Konfigurationen. In Abb. (6.4) sind der rotierte Polyakov-Loop sowie seine
Suszeptibilitdt dargestellt. Es ergibt sich eine kritische Kopplung von . = 5.094(5), die
damit nur leicht iiber der kritischen Kopplung auf dem 63 x 2-Gitter liegt. Diese schwache
Abhéngigkeit vom Volumen ist zu erwarten, weil Korrelationsfunktionen, die am Phasen-
iibergang langreichweitiger werden, nicht schnell genug abfallen und dadurch das endliche
Gittervolumen zu sogenannten finite Volume Effekten fiithrt (der thermodynamische Limes
V — oo ist noch nicht realisiert). Weiter wurden auch hier Histogramme des Polyakov-
Loops auf dem Fundamentalbereich von SU(3) betrachtet (Abb 6.5). Es ist wieder deutlich
der Sprung des Polyakov-Loops, also ein 1. Ordnungsiibergang, zu erkennen. Ebenfalls ist
eine Koexistenz der beiden Phasen zu sehen, wenn auch nicht so deutlich wie auf dem
6% x 2-Gitter, da der Ubergang auf dem groReren Gitter schirfer ist.
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Abbildung 6.4: Rotierter Polyakov-Loop und Suszeptibilitit auf dem 123 x 2-Gitter
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Abbildung 6.5: Polyakov-Loop Histogramme auf dem 123 x 2-Gitter
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6.4 Das 163 x 4-Gitter

6.4 Das 16° x 4-Gitter

Als letztes wird ein 163 x 4-Gitter betrachtet, um zusétzlich zu verschiedenen raumlichen
Gittergrofsen auch eine Variation in der zeitlichen Ausdehnung des Gitters zu haben. Hier
wird erwartet, dass sich der Phaseniibergang zu grofseren Kopplungen 3 verschiebt, weil der
physikalische Phaseniibergang bei einer festen Temperatur T, = m stattfindet. Fiir
grofsere Ny muss deshalb die Gitterkonstante kleiner sein, was nach Gl. (2.44) groferen
kritischen Kopplungen (. entspricht. Deshalb wurden hier Simulationen in einem Bereich
von B = 5.0 bis § = 6.0 mit jeweils 100000 Konfigurationen pro Kopplung durchgefiihrt.
Wie in Abb. (6.6) zu sehen ist, liegt die kritische Kopplung bei . = 5.69(1), also wirklich
hoher als auf den Gittern mit zeitlicher Ausdehnung von 2 Gitterpunkten. Deutlich zu
sehen ist der 1. Ordnungsiibergang in den Polyakov-Loop-Histogrammen (Abb. 6.7).
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01 .

5 51 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6

g

Abbildung 6.6: Rotierter Polyakov-Loop und Suszeptibilitit auf dem 163 x 4-Gitter

6.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe SU(3) auf 3 verschiedenen
Gittern am Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang simuliert und kritische Kopplun-
gen sowie die Art des Phaseniibergangs bestimmt. Diese hier angesprochenen Aspekte sollen
in folgenden Kapiteln mit effektiven Wirkungen rekonstruiert werden.
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Abbildung 6.7: Polyakov-Loop Histogramme auf dem 163 x 4-Gitter
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7 Modell 2: Erweiterte
SU(3)-Yang-Mills-Theorie

Das zweite Modell, welches betrachtet werden soll, ist die SU (3)-Yang-Mills-Theorie mit
einem zusétlichen Potentialterm, der den Polykov-Loop in der adjungierten Darstellung
beinhaltet.

7.1 Teilchen in der adjungierten Darstellung

Die Wirkung dieser Theorie ist gegeben durch [54]

Br

S = Sywltd] - / @ by (P(2)) = SymU] — T / / FrhyayPE) (1)
0

oder auf dem Gitter

Su= 0% {1 R0 b+ S xn(P) (72)

T, uv

Terme dieser Art konnen durch Teilchen in der adjungierten Darstellung in
1-Loop-Rechnungen als effektives Potential erhalten werden. In [54] wird angeben, dass
sowohl Fermionen als auch Bosonen mit Masse M, die unter der adjungierten Darstel-
lung transformieren, zu einer Anderung AV.g des effektiven Potential fithren (in 3 + 1
Dimensionen)

(25 + 1) M3T?

AVer = — 5 Ko(M/T)x1,1(P)| =Thxa)(P), h<0 (7.3)

™

T ist hier die Temperatur und 2s+ 1 ein Beitrag der durch den Spin der Teilchen entsteht.
Diese Rechnungen zeigen, dass der Faktor h negativ ist, topologische Anregungen kénnen
nach [54, 55] jedoch auch zu einer positiven Kopplung A fiithren.

7.2 Die Antizentrumsphase

In [54] konnte gezeigt werden, dass positive h zu einer neuen Phase in der Eichtheorie fiih-
ren, die durch einen negativen rotierten Polyakov-Loop gekennzeichnet ist. Da diese Phase
im Fundamentalbereich der Gruppe SU(3) den Zentrumselementen gegeniiberliegt, wird
sie als Antizentrumsphase bezeichnet. In einer Arbeit von [49] konnte diese Antizentrums-
phase auch in einem effektiven Polyakov-Loop-Modell gefunden werden.
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7 Modell 2: Erweiterte SU(3)-Yang-Mills-Theorie

7.3 Simulation der erweiterten Yang-Mills-Theorie

Die Wirkung (7.2) wird auf einem 122 x 2-Gitter simuliert, weil die Antizentrumsphase
nur fir Ny > 6N, deutlich auftritt. Dazu wurde ein Phasendiagramm im Kopplungsraum
B € 15,7 und H € [0,0.3] erstellt. Es wurden fiir etwa 2000 Kopplungssitze Simulationen
mit einer Statistik von jeweils 40000 Konfigurationen durchgefiihrt. Gemessen wurde der
rotierte Polyakov-Loop auf 4000 unabhéngigen Konfigurationen. Das erhaltene Phasen-
diagramm ist in Abb. 7.1 dargestellt. Fiir grofse Kopplung H befindet sich der Polyakov-
Loop in einer Confinement-Phase, fiir kleine H in einer Deconfinement-Phase. Dazwischen
liegt entweder ein direkter Ubergang von der Deconfinement in die Confinement-Phase
oder ein Ubergang von der Deconfinement in die Antizentrumsphase und anschliefiend ein
Antizentrums-Confinement-Ubergang vor. Ein Schnitt durch die Antizentrumsphase bei
B = 6.05 ist in Abb. 7.2 zu sehen. Die Suszeptibilitat zeigt 2 Phasentiberginge an (Abb.
7.3).
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A#Z’%%':\gé;ﬁ Yavay,
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Abbildung 7.1: Rotierter Polyakovloop auf dem 123 x 2-Gitter mit Potential in adjun-
gierter Darstellung (die hier markierten Schnitte werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit
mit effektiven Modellen rekonstruiert)
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Abbildung 7.2: rotierter Polyakov-Loop in Abhéngigkeit der Kopplung H fiir festes 8 =
6.05
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Abbildung 7.3: Suszeptibilitdt des rotierten Polyakov-Loop in Abhéngigkeit der Kopp-
lung H fiir festes § = 6.05
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7 Modell 2: Erweiterte SU (3)-Yang-Mills-Theorie

7.4 Der Deconfinement-Antizentrums-Ubergang

Bei diesem Phaseniibergang handelt es sich um einen 1. Ordnungsiibergang bei H =
0.170(2) (fiir das Untersuchte 5 = 6.05). Der Polyakov-Loop bewegt sich mit grofer wer-
denden H zunéchst in Richtung (0,0) und springt dann in die Antizentrumsphase. Dies
ist in Abb. 7.4 auf Seite 65 zu sehen.

7.5 Der Antizentrums-Confinement-Ubergang

Der Ubergang von der Antizentrums in die Confinement-Phase ist ein wahrscheinlich ein
1. Ordnungsiibergang (Vermutung in [54]). Dies miisste jedoch auf groferen Gittern noch
néher untersucht werden, soll aber nicht Gegenstand dieser Arbeit sein. Auf dem betrachte-
ten Gitter bestédtigen die Polyakov-Loop-Histogramme die Vermutung eines 1. Ordnungs-
iibergangs, wie in Abb. 7.5 auf Seite 66 zu sehen ist. Der Polyakov-Loop geht aus der
Antizentrumsphase in die symmetrische Phase iiber, wobei beide Phasen koexistieren. Fiir
das Untersuchte 3 = 6.05 liegt der Ubergang bei H = 0.260(5).

7.6 Zusammenfassung

Das betrachtete Modell enthélt eine symmetrische, eine Zentrums- sowie eine Antizen-
trumsphase. Mit Hilfe von effektiven Polyakov-Loop-Modellen soll fiir diese erweiterte
Yang-Mills- Theorie in den néchsten Kapiteln insbesondere die Antizentrumsphase repro-
duziert werden. Dies stellt die Forderung an eine effektive Wirkung, ebenfalls eine solche
Phase zu enthalten.
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7.6 Zusammenfassung
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Abbildung 7.4: Polyakov-Loop Histogramme am Ubergang Deconfinement-
Antizentrums-Phase
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H =0.27

H =0.258

Abbildung 7.5: Polyakov-Loop Histogramme am Ubergang Antizentrums-Confinement-
Phase
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8 Schwinger-Dyson-Methode

In den vorherigen Kapiteln ging es um die 3 + 1-dimensionale mikroskopische Yang-Mills-
Theorie und effektive Wirkungen in 3 Raumdimensionen, die als Variable den Polyakov-
Loop enthielten. Mit der starken Kopplungsentwicklung wurde dabei im Prinzip gezeigt,
wie diese Reduktion auf das effektive Modell durchzufiihren ist. Die Abhéngigkeit der
Kopplungen der effektiven Wirkung von der Eichkopplung liefsen sich zwar analytisch be-
rechnen, was fiir einfache Modelle in verschiedenen Arbeiten [56, 57| auch geschehen ist, in
dieser Arbeit sollen jedoch Moglichkeiten verglichen werden, die eine numerische Bestim-
mung der Kopplungen A fiir eine gegebene Kopplung & erlauben und fiir beliebige effektive
Wirkungen anwendbar sind. Dazu wird in diesem Kapitel eine Methode vorgestellt, die auf
Schwinger-Dyson-Gleichungen, also Integralidentitdten beruht. Im darauf folgenden Kapi-
tel wird dann die sogenannte Dadmon-Methode, die auf einer statistischen Beziehung zwi-
schen mikrokanonischem und kanonischem Ensemble beruht, beschrieben. Beide Methoden
werden als inverse Monte-Carlo-Methoden bezeichnet, da sie aus gegebenen Konfiguratio-
nen eine Wirkung berechnen. Deshalb wird zunéchst schematisch vorgestellt, wie diese im
Folgenden IMC genannten Methoden funktionieren.

8.1 Invers Monte-Carlo

Das folgende Diagramm zeigt schematisch wie man von einer gegebenen Wirkung (hier
die Wilsonwirkung) zu einer effektiven Wirkung gelangt, wenn dieser Ubergang nicht di-
rekt analytisch moglich ist oder mit anderen Methoden (numerisch) iiberpriift werden soll
(gestrichelte Linie).

[ Wilson Wirkung ]- ----------------- -)[ Effektive Wirkung ]
MC H\/|[C
X Xp = Xp(U) Polyakov-Loop Kon-

Konfigurationen C (i)

N

figurationen C(¥)

Mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen werden zunéchst Konfigurationen in den mi-
kroskopischen Variablen (hier den Linkvariablen Uf) erstellt. Diese Konfigurationen werden
dann zu Konfigurationen in den Freiheitsgraden der effektiven Wirkung reduziert (in die-
sem Fall dem Polyakov-Loop) und aus diesen Konfigurationen wird dann mit Hilfe von
IMC die effektive Wirkung konstruiert. Mathematisch stellt sich der Ubergang von der
mikroskopischen zur effektiven Wirkung wie folgt dar

exp (—Seft[X]) = / DUTTTT 0 Ctpes Xp(Pald])) e (8.1)

T p=1
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8 Schwinger-Dyson-Methode

Erwartungwerte von Observablen O, die in beiden Theorien definiert sind, berechnen sich
wie folgt

)= / DUOWU) exp (—SU)) (8.2)
(O = 7 | PADOD exp (~Sunl) (53)

Das IM(C-Schema sieht wie folgt aus

Konfigurationen Ansatz Seg = > \ilS;
pu) ox =M S

IMC-Methode
SD Gleichungen

oder
Damon Methode

~

. -
I;(O%ﬁilr:ug;%l (—[ Effektive Wirkung ]

Die mikroskopischen Konfigurationen, verteilt nach p(x[U]), und ein Ansatz der Form
Seft = Y A\;S; gehen in die IMC-Methode ein. Aus diesen Daten werden dann die Kopplun-

gen \; (Zier effektiven Wirkung berechnet. Die Berechung hingt dabei von der verwendeten
Methode ab. Anschlieffend kénnen mit der effektiven Wirkung z.B. iiber Monte-Carlo-
Simulationen Konfigurationen verteilt nach p(x) berechnet werden. Um zu testen wie
erfolgreich die Bestimmung der Kopplungen der effektiven Theorie war, miissen Erwar-
tungswerte zwischen mikroskopischer und effektiver Theorie verglichen werden. Hieraus
ergibt sich auch das grofite Problem der Methode: Wahrend der Berechnung gibt es im
Allgemeinen keine Mdglichkeit zu kontrollieren, ob die erhaltenen Kopplungen und damit
die effektive Wirkung iiberhaupt eine Reduktion der mikroskopischen Wirkung im Sinne
von Gl. (8.1) darstellt. Erst durch das Berechnen von Erwartungswerten in beiden Theo-
rien konnen Aussagen gemacht werden. Dabei geniigt es im Allgemeinen jedoch nicht, die
Ubereinstimmung in nur einer Observable zu zeigen, oder anders gesagt: Stimmen die Er-
wartungswerte fiir eine Observalbe der Theorie, im Rahmen der notwenigen Trunkierung
der effektiven Wirkung, iiberein, ist dies keine Garantie, das andere Observable ebenfalls
iibereinstimmen! Nach dieser grundsétzlichen Beschreibung von IMC werden jetzt die bei-
den Methoden zur Bestimmung der Kopplungen beschrieben.

8.2 Schwinger-Dyson-Gleichungen

Es gibt mehrere Arten von Schwinger-Dyson-Gleichungen (SDG) [49]. In dieser Arbeit
sollen nur die sogennanten geometrischen SDG (auch geometrische Wardidentitéten [58])
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8.2 Schwinger-Dyson-Gleichungen

betrachtet werden. Sie ergeben sich aus den Eigenschaften des Haarmafes der Eichgruppe.
Aus der Linksinvarianz des Haarmafes folgt

/ du(9)Laf(g) = 0 (8.4)

G

wobei L, die Linksableitung in Richtung des Algebra-Elementes T, ist und f eine Funktion
auf G, also f : G — C. Gl. (8.4) lasst sich wie folgt zeigen

[an@)tatto) = [auto) 5 sexpiT)g)

Z & t=0
_ % » CZ dp(exp(tT)g) f (exp(tTa)g)
= L Jautmsm=o

t=0
G

Nun werden Klassenfunktionen F(g) = F(hgh™!) betrachtet. Die Integration wird dann
zu einer Integration iiber den maximalen abelschen Torus (das Integrationsmaf ist also das
reduzierte Haarmaf). Man kann zeigen (siehe [58]), dass fiir beliebige Klassenfunktionen
F und F die Bildung

; La <FLaF> (8.5)

wieder eine Klassenfunktion ist. Die fundamentalen Charaktere x,, wobei p das Dynkin-

p-te Stelle
~ =~
Label mit Eintrag 1 an der p-ten Stelle bezeichnet, also p = (0,..., 1 ,...,0) und r

T
der Rang der Gruppe ist, bilden eine Basis fiir alle Funktionen auf dem maximalen abel-
schen Torus. Damit kann man die Wirkung der Linksableitung auf eine Funktion schreiben
als

Lo(6) = 3 5 B Lyl (5.0

q=1

und es ergibt sich

0= / diired(9) Y La (F(9)Laxp(9))

G
— [ dmate) { 3 (Laslo) gjg; (Loxa@) + 3" F@)LaLaxple) b (87)
a a,q=1 q a=1

Weiterhin gilt fiir den Laplaceoperator (quadratischer Casimiroperator)
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8 Schwinger-Dyson-Methode

> LaLaxp(9) = —coxp(9) (8.8)

und damit

T

T
Z LaLaxpxq = Z (Xp(LaLaxq) + (LaLaxp)Xq + 2(Laxp)(LaXq))
a=1 a=1

_(CP + CII)Xqu + Q(LaXp an Z gCAXA (8.9)

Einsetzen von Gl. (8.8) und Gl. (8.9) in Gl. (8.7) ergibt

T

1 oF
0= /d,ured 3 Z ((cp + Cq)XpXq — Z Cg‘qc,\x)\> o epXpF (8.10)
)

G 9=1 !

Diese r Gleichungen (p = 1...r) gelten fiir alle einfachen kompakten Lie-Gruppen. Wie
lassen sie sich jetzt zur Bestimmung von Kopplungen der effektiven Wirkung benutzten?
Die Gleichungen enthalten eine beliebige Klassenfunktion F. In der Sprache von Eichtheo-
rien sind Klassenfunktionen eichinvariante Observable, also z.B. die effektive Wirkung. Mit
dem Ansatz

F = fexp(—Se[P]) und dppeg — DP =[] dPs (8.11)

ergibt sich

1 < 0 0Se
0=(5 Z (cp + cq)XpXq — Z C;\qCAXA <—f - H> — CpXpf (8.12)
2 q=1 \ IXq IXq a

Nun kann man die effektive Wirkung und die Funktion f schreiben als

Seff = zn: liij (8.13)
j=1
f=Ar} (8.14)

Gemeint ist, dass man einen Satz von n Funktionen f; nimmt und daraus eine auswéhlt.
Es folgt

T

N =

Dk <
J q=1
AN A ofi
= <§ Z ((Cp + Cq)XpXq — Z Cqu)\X)\> —an - cpxpfi> (8.15)
q=1 A

eff

A

0S;
< Cp + Cq XpXq — E C)\XA) fi—axj >
q
eff
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8.2 Schwinger-Dyson-Gleichungen

Diese Gleichungen sind die gesuchten Schwinger-Dyson-Gleichungen (SDG). Sie lassen sich
kompakt als Gleichungssystem schreiben, wenn man einfiihrt

K,

-3 Kot

D) Zqu—i — CpXpli
2 = Oxq

Kpq = ((Cp + ¢qg)XpXq — Z Cﬁchx) (8.16)
A

(AP) e i = (P oy (8.17)

Die Matrix K ist offensichtlich symmetrisch, also K,, = Kg,. Diese Gleichungen eignen
sich jedoch noch nicht zur Bestimmung von &, weil die Erwartungswerte mit der effektiven
Wirkung gebildet werden, die jedoch nicht bekannt ist sondern erst bestimmt werden soll.
Unter der Annahme, dass man eine effektive Wirkung nach Gl. (8.1) bestimmt hat, stimmen
die Erwartungswerte der effektiven und der mikroskopischen Theorie jedoch {iberein, es gilt
also (AP) g = (AP) und (bP) 4 = (b”) und die Kopplungen ~ ergeben sich aus

k= (AP)" (bP) (8.18)

Im Falle der starken Kopplungsentwicklung wiirde dies bedeuten, dass man alle Terme der
Entwicklung, also eine unendliche Reihe, beriicksichtigen miisste. Da dies in der Praxis
jedoch nicht moglich ist, ist eine gute Ndherung (Trunkierung) fiir die effektive Wirkung
und eine sinnvolle Wahl der Funktion f notwendig, um trotz der Naherung, dass Erwar-
tungswerte der mikroskopischen und der effektiven Theorie iibereinstimmen, brauchbare
Ergebnisse zu erhalten. Die Figenwerte des quadratischen Casimiroperators lassen sich wie
folgt ausrechnen, wenn A das Hochstgewicht einer irreduziblen Darstellung ist [41].

e = (A A+26) (8.19)

wobei § = % > « die Halfte der Summe iiber alle einfachen positiven Wurzeln ist. Jedes
a>0
Hochstgewicht lasst sich als Summe einfacher Wurzeln schreiben

A=) Mo (8.20)

Der Eigenwert des quadratischen Casimiroperators lasst sich dann auf die Dynkin-Koeffizienten
der Darstellung zuriickfiihren, die gegeben sind durch

(A, ;) oz],ozZ
= 7_22: E: A 21
n Aj (oi01) AA; (8.21)

(awaz

Damit folgt
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8 Schwinger-Dyson-Methode

7 1,J

Einsetzen liefert (Summation iiber alle Indizes)

—m. AL -1 ) A1 )
cn = njA; Ay (ay,ap) +2n; A7 (@, 0)
%<al,al>Au

<Oéj,0£j >’I’L]7”LkA];j1 + 2njAj_z'1 <Oéi,5> (8.23)

N —

Weiter gilt fiir §

5:%Za:il\p (8.24)
p=1

a>0

wobei A, die Hochstgewichte der fundamentalen Darstellungen sind. Es gilt somit A, =
Z 5ij]7i1ai = Z A;ilozi und damit § = Z A;ilozi. Weiter folgt
0. i ip

CA = <Oéj, o7 >njnkA,;j1 + 2njA]-_i1A;k1 <Oéia 893 >

N =

%<0¢k70¢k YAik

<< Qj, Q > njnkA,;jl + 2”3'14]'_1'114;1@1 <Oék, Qg > Azk)

N — N =

<Oéj, o7 > <7”Lj’I’LkA];jl + 27”LjA;jl) (8.25)

Damit ergibt sich also endgiiltig folgende Form, die nur von den Dynkin-Koeffizienten und
der inversen Cartan-Matrix abhéingt

T

1 _
A=y 5 (a5,05) nj Ay (g, +2) (8.26)
]7k:1

Da in dieser Arbeit speziell die Gruppen SU(N) und G5 bearbeitet werden sollen, werden
die SDG jetzt fiir diese Gruppen spezialisiert. Im Anschluss wird dann eine Wahl fiir die
Funktionen f; getroffen.

8.2.1 SDG fiir SU(N)

Fiir die Gruppe SU (V) lasst sich die Cartan-Matrix allgemein invertieren

ij
N

Die einfachen Wurzeln haben alle dieselbe Lange und damit ergibt sich

1 e
A, =min(i, j) — (8.27)

T

ca= Y n (min(kz,j) — %) (ng + 2) (8.28)

]7k:1
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8.2 Schwinger-Dyson-Gleichungen

Benétigt werden die Casimiroperatoreigenwerte in fundamentalen Darstellungen A, mit
(np)i = dip, die sich damit einfach ergeben zu

cp = (p— %) + 25: (min(k‘,p) - %)
k=1

p r r
_( _@) 2%
=(p + 2 k +2p 1 k
Nk 2

:p—|—1

—— —_— ——"
P(P;l) r—p T'(”“2+1)
N+1
= TP(N - p) (8.29)

Weiter gilt fiir fundamentale Darstellungen von SU (V)

XpXa = X(Ap+Aqg) T X(p—1)X(g+1) flir p>gq (8.30)

wobei als Konvention angenommen wird yg = 1 und x,<o = 0. Iteriertes Anwenden liefert
(fiir p > q)

min(p7r'Q)
2 _ A _
“L20Xg = D2 O = D A XA HAas)
A 1=0
mln(va_q)
= D gyt Xo-0X(H) ~ Xe-i-)X(g+i+D) (8.31)
=0

Es miissen also auch noch die Casimir-Eigenwerte c(y,45,) berechnet werden. Dies geht
analog mit (n(Ap+Aq))i = 0ip + 0ig-

T

. L kj
C(Ap+Aqg) = Z (0jp + 0jq) <m1n(/<;,j) — N) (Okp + Okq + 2)

k=1
. R : N
=cp+cg+ Z djp | min(k,j) — N Okq + Z djq | min(k, j) — N Skp
J:k=1 j.k=1
. qap . pq
=cptegt <mm(q,p) - ﬁ> + (mm(p, q) — ﬁ>
=cptegt2 <min(p, q) — %) (8.32)
Damit ergibt sich fiir p > ¢
Kpq = ((Cp + ¢q)XpXq — Z C&QXA)
A
min(p,N-q)
= fpq0XpXq — Z Ipai (Xp—1)X (a+i) — X(p—i—1)X (q+i+1)) (8.33)
i=0

mit
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8 Schwinger-Dyson-Methode

foi = L (- DOV —p i)+ (g W g 1)

pgi = Fpgi +2 <min(p Cigi) — w>

Gleichung (8.33) ist die gesuchte allgemeine Matrix (SDG fir SU(N)). Sie kann bei Angabe
von N sofort explizit aufgeschrieben werden. Dies soll jetzt fiir die Gruppen SU(3) und
SU(4) geschehen.

SDG fiir SU(3)

SU(3) hat Rang 2. Mit P = x(1 ) und P = X(o,1) folgt

_ _ 4 _
Ky = —P2 bl (P2 —P) - %P = —gp2 +4P (8.34)
_ 2  _
Ko = §6PP - 6(PP —1)=—3PP+6 (8.35)
_ 4 _
Ko =K1 = —§P2 + 4P (8.36)

und damit ergeben sich folgende SDG

A up) 195 (255 R A
Z<< 3P +4P>fzap+< 3PP+6>f,8P>n]_

J

<<——P2 +4P> gﬁ <——PP+6> gﬁ 1—36sz> fir p=1 (8.37)

und

J

of; 4 of; 16 - .
<<—§PP+6> aﬁ <—§P2+4P> aﬁ Pfi> fiir p=2 (8.38)

Die effektive Wirkung fiir SU(3) ist reell und zentrumssymmetrisch (Z(3)). W&hlt man

08S;

fi= g,

(8.39)

so werden die beiden Gleichungen fiir p = 1 und p = 2 komplex konjugiert zueinander und
invariant unter Z(3)-Zentrumstransformationen.

SDG fiir SU(4)
SU(4) hat Rang 3. Mit P = x(1,0,0) ,P = X(0,0,1) und @ = Xx(0,1,0) folgt
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8.2 Schwinger-Dyson-Gleichungen

K =4Q — gjﬂ (8.40)
Koy = 6P — PQ (8.41)
K3 =8 —4Q* + ;PP (8.42)
K3z = 6P — QP (8.43)
Koy =8 — 2Q° + 4PP (8.44)
K33 = 4Q — gPQ (8.45)

Daraus ergeben sich dann die SDG fiir SU(4).

8.2.2 SDG fiir G

Die Cartanmatrix fiir G lautet

A:<_23 _21> und A—1:<§ ;) (8.46)

Damit ergibt sich fiir die Eigenwerte des quadratischen Casimiroperators mit Hoéchstge-
wicht A = (nl, ng)

cx = 10ny + 2n% + 18n9 4+ 6n1ng + 6n§ (8.47)

Die Ausreduktion der Tensorprodukte ist im Kapitel Gruppentheorie angegeben. Mit x (1 o) =
P7 und x(g,1) = P14 ergibt sich fiir die Matrix K

Ky =284 16P; + 4Py — 4P? (8.48)
Ky = 14P? — 6P; Py + 16P; — 14Py, — 14 (8.49)
Ky = 28 + 12P3 + 20P2 — 24P; Py — 44P; — 8Py, — 12P}, (8.50)

Damit ergeben sich folgende SDG fiir p =1

dS;
2
§ <fi ((14 +8P; —2P7 + 2P14)8—Pi

J

0S;
+(=7+8P; + TP} — TPy — 3PrPiy) == | ) K;
OP14

= - <12P7fi — (14 +8P; — 2P? + 2P14)§1J§
7
+(7 — 8Py — TP? + 3P; Py + TP14) Ofi (8.51)
0Py

und fiir p = 2
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8 Schwinger-Dyson-Methode

0S;

> (fi( (TP} = 3PPy + 8P — TPy — T) 52
aP;

J

08,
+(14 + 6P2 + 10P? — 12P; Py — 22P; — 4Py — 6P124)8T’>> Kj
14

ofi
= <24P14fi + (7P72 — 3PPy +8P; — TPy — 7) 8}:
7
+(14 4 6P + 10P2 — 12P; P14 — 22P; — 4Py — 6P2)) ;fi > (8.52)
14

Fiir G, fallen Symmetrieargumente fiir die Funktionen f; weg. Eine Wahl muss hier fir
jede betrachtete Wirkung separat getroffen werden.

8.2.3 Implementierung der SDG

Bei der Implementierung der SDG muss beachtet werden, dass die Matrix A;; und der
Vektor b; auch jeweils zwei Gitterindizes tragen (einer kommt von den Charakteren in der
Matrix K, der andere von den Funktionen f;, die nicht am selben Ort ausgewertet werden
miissen). Das Gleichungsystem hat also folgende Form

<A§y>effﬂ - <bgy>eff (853)

Es hat sich in Simulationen jedoch ergeben, dass die Auswertung am selben Gitterpunkt
(x = y) und anschliefende Mittelung iiber das Gitter (D) die stabilsten Ergebnisse liefert.

x
Die SDG werden also in der folgenden Form implementiert

(T o= (Tom) (851
T eff x eff

In den nachfolgenden Kapiteln wird diese Form der Schwinger-Dyson-Gleichungen auf den
Confinement-Deconfinement-Ubergang der Yang-Mills-Theorie und die Antizentrumsphase
der erweiterten Yang-Mills-Theorie angewendet.
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O Die Damon-Methode

Nachdem im letzten Kapitel eine IMC-Methode vorgestellt wurde, die auf Identitéten des
Pfadintegrals beruht, soll hier nun eine Methode aus der statistischen Physik vorgestellt
werden, die auf dem Ubergang vom mikrokanonischen zum kanonischen Ensemble beruht,
der mit der Einfiithrung einer Temperatur verbunden ist. Es wird sich zeigen, dass die Kopp-
lungen der effektiven Wirkung eine Art von verallgemeinerten Temperaturen darstellen, die
sich messen lassen. Bevor jedoch die Ddmon-Methode [29] beschrieben wird, werden kurz
einige benotigte Grundlagen der statistischen Physik zusammengefasst [59].

9.1 Statistische Physik

9.1.1 Die mikrokanonische Verteilung

Gegeben sei ein statistisches System mit Koordinaten ¢; und Impulsen p;, die den Phasen-
raum aufspannen. Sei

eine Zelle dieses Phasenraums. I'(E) bezeichnet die Anzahl der Zustdnde mit Energie klei-
ner oder gleich E. Die Anzahl der Zustinde im Energieintervall AE ist dann gegeben
durch

dr
Al' = —AF 9.2
B (9.2)
und die Entropie ist definiert als
S =InAT (9.3)
Damit gilt
dl'  exp(S)
1B~ AR (9.4)
Die Wahrscheinlichkeit das System in diesem Phasenraumelement zu finden ist
At(Aq, A
W(Agq, Ap) = lim At(Ag, Ap) (9.5)
T—o00 T
bzw. differentiell
1
dw = Th_r)rgo Tdt (9.6)

wobei At die Zeit ist, die sich das System im Element AqAp befindet und T die Ge-
samtzeit, in der das System betrachtet wird. Daraus ergibt sich fiir infinitesimal kleine
Phasenraumelemente
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9 Die Damon-Methode

dw = p(p;, ;) [ [ dpidai (9.7)
i
Die Funktion p heisst Verteilungsfunktion des Systems. Sie ist wie folgt normiert (im
Folgenden bezeichnet I' den Phasenraum, also hier dI" = [[ dpidg;)
i

/ p(T)dl = 1 (9.8)
N
Mittelwerte berechen sich durch das Zeitmittel

:%Ln;o?/f t)dt = /f (9.9)

und dieses ist also dquivalent zum Phasenraummittel. Nach dem Liouville-Theorem kann
die Verteilungsfunktion nur von Groéfen abhéngen, die bei der Bewegung des als abge-
schlossenen Systems aufgefassten Untersystems konstant bleiben. Diese Grofsen werden im
Folgenden mit F; bezeichnet. Damit nimmt die Verteilungsfunktion sofort die folgende
Form an

p = const - H 0 (E; — Ey) (9.10)
Diese Verteilungsfunktion nennt man mikrokanonsich.

9.1.2 Der Ubergang zur kanonischen Verteilung

Im Folgenden wird ein System (E,I'") betrachtet mit Verteilungsfunktion

p = const - § (E — Ey)
dwr = const - § (E — Ey) dl’ (9.11)

Dieses System wird an ein Warmebad (E’,T") mit Temperatur T gekoppelt. Die Vertei-
lungsfunktion dieses gekoppelten Systems ist dann

pzconst-é(E—l—E'—Eo)
dwrrs = const - § (E + E' — Ep) dl'dl” (9.12)

wobei gelten soll £ < Ejy. Nun kann man iiber die Freiheitsgrade des Warmebades inte-
grieren

dwr = /const -0 (E +F — Eo) drdr’

1"/
dr’
j— . / ep—— /
_/const 5(E—|—E EO) dE’dE dr’
1—‘/
! —
0D st . SR Fo — B)) (9.13)

A(E, — E)
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Mit E < Ej folgt, dass sich das Energieintervall A(Ey — E) bei einer Anderung von E nur
sehr wenig dndert und es gelten folgende Naherungen

A(Ey — F) = A(Ey) = const (9.14)
S'(Ey — B) ~ S'(Ey) — g%E _ S'(E) - %E _ §'(Ey) — BE (9.15)

mit § als inverser Temperatur des Systems. Es ergibt sich

dwr = const - exp(—FE)dl’ (9.16)

Aus der Normierungsbedingung folgt const™ = [ exp(—BE)dl' = Z die Zustandsumme Z
und es lasst sich folgende Verteilungsfunktion ablesen

p= %exp(—ﬂE) (9.17)

Sie heifst kanonische oder Gibb’sche Verteilung.

9.2 Messung von Temperatur und die Damon-Methode

Nachdem die mikrokanonische und die kanonische Zustandssumme eingefiihrt wurden,
wird in diesem Abschnitt nun gezeigt, wie sich die Temperatur des Systems messen l&sst.
Dazu wird im Folgenden ein System mit einem einzigen Freiheitsgrad, seiner Energie,
betrachtet. Dieses System wird Ddmon genannt und ist vollstdndig beschrieben durch die
Grofen (Ep,I'p). In einem Warmebad mit inverser Temperatur bzw. Kopplung (3 ist seine
kanonische Verteilungsfunktion gegeben durch

1
pD = Z—Dexp(—ﬂED) und Zp = /exp(—ﬁED)dFD (9.18)
I'p

Sein Energieerwartungswert ist gegeben durch

(Ep) = ZLD /ED exp(—BEp)dl'p = f(B,I'p) (9.19)

I'p
Dieses Integral ldsst sich ausrechnen und es folgt fiir die Temperatur des Warmebades
B = B((Ep),T'p), wenn der Mittelwert der Energie des Damons bekannt ist. Wie lésst
sich also die mittlere Energie des Ddmons bestimmen? Hierzu wird die mikrokanonische
Verteilung des gekoppelten Systems Démon (Ep,I'p) und Warmebad (E,I") betrachtet.

1
S(E4+Ep—Ey) , Zme= / / §(E + Ep — Eg)dldl'p (9.20)

mc

p:
I' T'p

Hieraus ergibt sich

1

{ED)mec = + //Epé(E + Ep — Eq)dl'dl'p (9.21)

I' T'p
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9 Die Damon-Methode

Damit stellt sich offensichtlich folgende Frage: Wann gilt

(ED) e = (Ep) (9.22)

Wann stimmen also die Erwartungswerte, gebildet mit dem kanonischen und dem mikroka-
nonischen Ensemble, iiberein? Beim Ubergang von der mikrokanonischen zur kanonischen
Verteilung wird % gendhert durch ¢ - exp(—BFEp). Diese Naherung muss also

genauer untersucht werden. Dazu:

eXp(S(E() — ED))

In A(EO—ED) = S(EO —ED) —IHA(EQ —ED)
= S(Ey) —InA(Ey— E (Ut E¥
= S(Eo) —InA(Ey — Ep) + ) W\ BEE D
k=1 D7V
& -1 k 8k_15
= S(FEy) —InA(Ey— Ep) + Z ( k!) <8Ek_1) E¥
k=1 D A%
0o ( )n+1 anﬁ 41
S(Eo) In A(E(] - ED) ﬁED n En
; (n+1)! \oE® ), P
(9.23)
Mit
OED> <8ED> <6T> <8T>
— = — — — 9.24
<8ﬁv or ), \og), “\ag), (9:24)
und cy = const folgt
exp(S(Eo — Ep)) _ 3 3 3 — (=ptt o n+l
In A(Eo — ED) = S(E(]) In A(EO ED) GEp + > (n n 1)'6‘/ BT ” ED
= S(Eo) —1In A(EO — ED ﬁED < ﬁED ) (925)
Es ergibt sich mit ¢y o< V und A(Ey — Ep) = const
p = const - exp <—6ED - %(ﬁED)2 + O(V_2)> (9.26)
1%

Fiir grofte Volumina stimmen die kanonische und die mikrokanonische Verteilung also iiber-
ein. Es gilt

lim (Ep), . = (Ep) (9.27)

V—oo

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im Folgenden angenommen, dass die betrachteten
Volumina grof genug sind und es gilt (Ep) ~ (Ep) ..

Die Mittelwerte der Damonenergie erhélt man also durch Simulationen mit der mikro-
kanonischen Zustandssumme des Systems (siehe Anhang A.3).

Tine = //5(E + Ep — Eg)dldl'p (9.28)
I'p I
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9.2 Messung von Temperatur und die Damon-Methode

Diese héngt per Definition nicht explizit von § ab. Im Folgenden wir fiir ein System mit
kontinuierlicher Energie der kanonische Mittelwert berechnet (I'p = (—Emax, Emax))

EIU&X
f ED eXp(—ﬂED)dED P
(Ep) = _Er;x = ~ a8 InZ
[ exp(—BEp)dEp
_EmaX
EmaX 1
Z = / exp(—(Ep)dEp = _B sinh(8Fmax)
_Emax
1 Emax
= (Ep) = 7 tanh(3Em) (9.29)
Mit GL. (9.22) folgt also
1 Emax
(ED)pe = (9.30)

B B tanh (8 Emax)

Diese Gleichung léasst sich numerisch invertieren und man erhélt die Temperatur bzw.
Kopplung # als Funktion der mittleren Damonenergie. SFEnyax hingt nur vom Verhéltnis
% ab. Mit dieser Methode ist es also mdoglich, die Temperatur eines Warmebades zu
messen.

9.2.1 Verallgemeinerung auf mehrere Warmebader

Angenommen ein System besteht aus mehreren untereinander gekoppelten Wérmebadern
mit fester Temperatur. Das i-te Wirmebad wird beschrieben durch (I'Y, 3¢, E*). An die-
ses Gesamtsystem werden Damonen (FiD, Eb) gekoppelt. Die mikrokanonische Verteilung
dieses Systems lautet

p=- [[6(E" + B — E})  mit ZmC://H5(E”+E})—E3)dP’dP’D (9.31)

A
KB

Fiir die kanonische Zustandssumme des Damonsystems gilt analog

o= Z—lD exp (— Zﬂ’E},) mit Zp = /exp (— ZﬁiE},) HdFiD (9.32)

3 FD (2

Weiterhin gelten die verallgemeinerten Beziehungen

. ) _ 7 _ 1 Erinax
Jm (Eb)ue = (Eb) = 5 — GomiEr ) (9.33)

Mit diesem Mechanismus ist es also moglich aus Energieerwartungswerten, gebildet mit
dem mikrokanonischen Ensemble eines Systems von Dadmonen, die Kopplungen eines Sys-
tems von Warmebédern zu messen. Im folgenden Abschnitt wird die Verbindung zu mikro-
skopischen und effektiven Theorien gezeigt, um die Ddmon-Methode in IMC' zu benutzen.
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9 Die Damon-Methode

9.3 Der mikrokanonische Damon

Die effektive Wirkung hat die Form

SeH:ZﬁiSi und ZZ/GXP(_SeH)dF (9:34)
i r

Diese Kopplungen /3 sollen jetzt mit einem gekoppelten Damon-System gemessen werden.
Die kanonische und mikrokanonische Zustandssumme sind also gegeben durch

Zp = //exp(— Zﬂ"(si + E4))drdl p

I'p T

ZDme = / / [14(Si + E}, - E§)drdrp, (9.35)

rp I *
Mit folgendem Schema lassen sich die Kopplungen /3 reproduzieren

1. Wihle Kopplungen 3
2. Simuliere das System Z und greife eine thermalisierte Konfiguration C heraus
3. Kopple das Damon-System an Z

4. Simuliere Zp,, mikrokanonisch mit Ej = S*[C]

5. Messe <Ej3>mc und berechne daraus ﬁi/ (<Eb>

me)

6. Vergleiche ﬂi/ L B

Dieses Schema stellt zugleich einen Konsistenztest fiir die Methode dar und wurde mit
jeder benutzten effektiven Wirkung zuvor erfolgreich absolviert. Wie lésst sich jetzt der
Ubergang von einer mikroskopischen Theorie wie der Yang-Mills-Theorie zu einer effekti-
ven Wirkung mit dieser Methode vollziehen. Die mikroskopische Zustandssumme und die
effektive Wirkung sind wieder gegeben durch

7o = / DU exp(—BS[U])

exp(—Ser[U']) = eXp(—ZﬁiSi[U’]) = /DU5(U’ — fU]) exp(=B5[U]) (9.36)

Die Kopplungen 3’ kénnen dann mit folgendem Schema aus der Kopplung 3 berechnet
werden

1. Wahle Kopplung 6
2. Simuliere Zp,jk; und wihle thermalisierte Konfigurationen C[U]

3. Reduktion mittels U’ = f[C[U]] = Konfiguration C’'[U’]
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9.4 Der kanonische Diamon

4. Mikrokanonische Simulation der effektiven Zustandsumme mit gekoppeltem Damon

und E} = SUC'[U']]

5. Messe <Ej3> und berechne daraus 52(<E}3>

mc mc )

Zur Berechnung von Erwartungswerten kann jetzt die effektive Wirkung kanonisch si-
muliert und die Ubereinstimmung von Observablen getestet werden. Ein Problem dieses
sogenannten mikrokanonischen Ddmons ist sofort klar: Die Berechung der Kopplungen be-
ruht nur auf einer einzigen thermalisierten Konfiguration der mikroskopischen Theorie, die
natiirlich nicht alle Informationen iiber das System enthalten kann. Deshalb wurde in [60]
eine Verbesserung der Ddmon-Methode vorgeschlagen, der sogennante kanonische Dimon.

9.4 Der kanonische Damon

Im kanonischen Ddmon wird das Schema zur Bestimmung der Kopplungen um eine Riick-
kopplung an das kanonische Ensemble der mikroskopischen Theorie ergédnzt. Es sicht wie
folgt aus

1. Wahle Kopplung 6
2. Simuliere Z,; kanonisch

3. Wihle thermalisierte Konfigurationen C[U] und setze Startenergie des Didmons E%, =
0

4. Reduktion mittels U’ = f[C[U]] = Konfiguration C’'[U’]

5. Simuliere mikrokanonisch mit gekoppeltem Diimon und E} = S*[C'[U’]]

6. Halte Ddmonenergie E}, fest und wihle neue kanonische Konfiguration C[U]
7. Weiter bei 4

8. Messe <Ej3>mc und berechne daraus ﬁz(<Eb>mc)

Dieses Schema beseitigt den zuvor genannten Kritikpunkt der zufélligen Wahl einer Kon-
figuration. Im folgenden Kapitel soll die Ddmon-Methode anhand eines einfachen Modells
getestet und dabei insbesondere auf verschiedene Thermalisierungseffekte sowohl im ka-
nonischen als auch im mikrokanonischen Ensemble untersucht werden, bevor sie dann am
Beispiel der in den Kapiteln zuvor vorgestellten Modelle mit Schwinger-Dyson-Gleichungen
verglichen werden soll.
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10 Untersuchung der Damon-Methode an
einem 3-Kopplungs Modell

Ziel dieses Kapitels ist es anhand eines einfachen Modells zu verstehen, wie die Dadmon-
Methode funktioniert und auf welche Art Kopplungen einer effektiven Theorie am besten
bestimmt werden kénnen. Dazu werden insbesondere verschiedene Termalisierungseffekte
sowohl im mikrokanonischen als auch im kanonischen Damon, die Abhéngigkeit der Kopp-
lungen von einzelnen Konfigurationen aus der mikroskopischen Theorie und die benétigte
mikrokanonische Statistik zur Berechnung der Ddmonenergie untersucht. Als mikroskopi-
sche Theorie dient hier SU(3)-Yang-Mills, also das in Kapitel 6 vorgestellte Modell. Fiir die
Eichkopplung wurde im gesamten Kapitel 8 = 6.05 gewéhlt, also eine Kopplung bei der die
Theorie tief in einer Deconfinement-Phase und damit der Polyakov-Loop in der Néhe eines
Zentrumselements ist. Diese Wahl wurde getroffen um Tests fiir die Ddmon-Methode nicht
durch Phaseniibergange komplizierter zu machen. Anstatt sofort die gefundene Losung fir
die aufgetretenen Probleme zu présentieren, soll hier zundchst mit der einfachst moglichen
Benutzung der Dédmonmethode begonnen und anhand von Beispielen verschiedene Proble-
me aufgezeigt werden. Diese werden dann individuell gelost und so die Methode Schritt
fiir Schritt verbessert, bis am Ende ein Algorithmus zur Verfiigung steht, der dann in den
folgenden Kapiteln angewendet werden kann. Zunéchst muss jedoch das effektive Modell
vorgestellt werden.

10.1 Das effektive Modell

Da nicht die volle Entwicklung der effektiven Wirkung in Simulationen benutzt werden
kann, muss nun eine Trunkierung der effektiven Wirkung, erhalten durch die starke Kopp-
lungsentwicklung, durchgefiihrt werden. Das resultierende Modell muss dabei alle in den
vorangegangenen Kapiteln vorgestellten Phasen, also die symmetrische, die Deconfinement
sowie die Antizentrumsphase enthalten. Simulationen haben ergeben, dass die folgende
Trunkierung diese Eigenschaften erfiillt.

Sett =M1 Y (x1,0)(Pe)x01)(Py) +c.c) + X2 D (X2,0)(Pa)X(0,2) (Py) + c.c.)
() ()

+ A3 Z (x1,0)(Pz)x(0,1)(Py) + C'C-)z (10.1)

(z,y)

Das Modell besteht aus der 1. Ordnung der starken Kopplungsentwicklung, dem Polyakov-
Loop in der fundamentalen Darstellung. Die weiteren Terme in 2. Ordnung sind der
Polyakov-Loop in der (2,0) = (6)-Darstellung sowie das Quadrat des Polyakov-Loops in
der fundamentalen Darstellung. Der in der 2. Ordnung ebenfalls auftauchende Term in
der adjungierten Darstellung ((1,1) = (8)) hat sich bei spéteren Betrachtungen mit IMC-
Methoden als iiberfliissig erwiesen und wurde deshalb hier bereits weggelassen, um eine
moglichst einfache effektive Theorie zu erhalten.
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10 Untersuchung der Damon-Methode an einem 3-Kopplungs Modell

In numerischen Simulationen wurde fiir iiber 30000 Kopplungen ein Phasendiagramm die-
ses Modells erstellt. Die Phasenstruktur ist in Abb. 10.1 zu sehen. Im untersuchten Bereich
existiert also eine Confinement-, eine Deconfinement und eine Antizentrumsphase. In den
Abbildungen 10.2 bis 10.5 sind Schnitte durch verschiedene Ebenen (A1, A3) bei konstanter
Kopplung Ao dargestellt. Die Phasenstruktur dieses Modells ist also ausreichend, um den
Polyakov-Loop der Yang-Mills-Theorie und der erweiterten Yang-Mills-Theorie zu repro-
duzieren.

A3

Phasengrenzen -
0.08 )
007 £
006 L Confinement-Phase i
0.05
0.04 L Antizentrumsphase

0.03 AR

Abbildung 10.1: Phasendiagramm des 3-Kopplungsmodells im untersuchten Gebiet

Dieses effektive Modell soll im weiteren Verlauf des Kapitels als Testobjekt zur Unter-
suchung von Eigenschaften der Ddmon-Methode dienen.
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10.1 Das effektive Modell

Abbildung 10.2: Phasendiagramm in (A, A3) bei Ao =0

Abbildung 10.3: Phasendiagramm in (A1, A3) bei Ao = —0.04
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10 Untersuchung der Ddmon-Methode an einem 3-Kopplungs Modell

Abbildung 10.4: Phasendiagramm in (A1, A3) bei Ay = —0.08

Abbildung 10.5: Phasendiagramm in (A1, A3) bei Ay = —0.12
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10.2 Der mikrokanonische Damon

10.2 Der mikrokanonische Damon

Erwartungswerte berechnen sich in Monte-Carlo-Simulationen als Mittelwerte der Observa-
blen auf einzelnen Konfigurationen C;. Aufgrund von statistischen Fluktuationen hat also
der Wert der Observablen auf einer einzelnen Konfiguration im Allgemeinen nichts mit
dem Mittelwert der Observablen zu tun. Die ist einer der in [60] genannten Kritikpunkte
am mikrokanonischen Ddmon. Der Satz der berechneten Kopplungen der effektiven Theorie
héngt von der verwendeten Konfiguration C; der mikroskopischen Theorie ab, er sollte aber
im Idealfall nur von der Kopplung der Yang-Mills-Theorie abhéngen. Diese Abhéngigkeit
wird in diesem Abschnitt untersucht. Dazu muss zunéchst jedoch ausgeschlossen werden,
dass weitere Thermalisierungseffekte im mikrokanonischen System eine Rolle spielen. Hier
gibt es verschiedene Parameter und Eigenschaften, die untersucht werden miissen. Dies
sind zum einen die Werte, die ein Ddmon maximal annehmen kann, die Entwicklung des
Déamons mit der Monte-Carlo-Zeit sowie die Entwicklung des Polyakov-Loops.

10.2.1 Die Parameter und die einfachste Methode

Um zu verdeutlichen welche freien Parameter der mikrokanonische Damon besitzt, werden
hier noch einmal alle relevanten Gleichungen zusammengefasst. Fiir dieses Modell mit 3
Kopplungen werden 3 Ddmonen mit Energien E}') an das System gekoppelt. Die Mittelwerte
der Energien berechnen sich nach

(Bb)me = 3 ~ TamhOCBE ] (10.2)

Hieraus ergeben sich die freien Parameter E?, .. . Die mikrokanonischen Simulationen finden

max*
mit der Zustandssumme

e = / / [16(s° + B, — Epydrtary (10.3)

N
I T,

statt. Hier ergeben sich 3 weitere freie Parameter Eé, die Startenergien der Ddmonen. Ein
weiterer freier Parameter ist die gewéhlte Konfiguration der SU (3)-Yang-Mills-Theorie. Sie
wird im folgenden mit C bezeichnet. Sicherlich wird auch die Anzahl der mikrokanonischen
Konfigurationen Ny, eine Rolle spielen sowie die vor dem Messen verworfenenen Konfigu-
rationen T,.. Es sind also ingesamt 9 Parameter, die zu wahlen sind. Fiir ein Modell mit N
Kopplungen ergeben sich 2N +3 freie Parameter. Die Untersuchungen der Dédmon-Methode
sollen mit folgender Wahl begonnen werden

Ey=0 fiiralle i
Konfiguration C': beliebige, aber thermalisierte Konfiguration, fest

El o =Fpax , F2..=F3 =05 Fpax

max max max

Nme = 10000 , Tpe = 1000
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10 Untersuchung der Damon-Methode an einem 3-Kopplungs Modell

Als freier Parameter bleibt also nur noch die Energie E,.y. Filir Eﬁ;ix wurde die Halfte
gewahlt, weil Simulationen gezeigt haben, dass die zugehdrigen Wirkungsterme langsamer
Energie an die Damonen abgeben als der fithrende Term der Entwicklung. Die Statistik Ny,
und die Thermalisierung T}, wurden so gewéhlt, dass die statistischen Fehler der Kopplun-
gen keine Rolle spielen. Die Startenergie Fy = 0 der Ddmonen ist eine sinnvolle Wahl, da
I'p symmetrisch um 0 ist. Der Parameter F,,,, bestimmt, wie stark der Démon eine gege-
bene Konfiguration veréandern darf. Man erwartet also, dass mit zunehmender Energie .«
die erhaltenen Resultate fiir den Polyakov-Loop in Simulationen mit der effektiven Theorie
starker vom Wert der Yang-Mills-Theorie abweichen. Der Wert fiir Fy,.y darf jedoch auch
nicht zu klein sein, weil ansonsten die Akzeptanz einer neuen Konfiguration der Simulati-
on im mikrokanonischen Ensemble einbricht. Die Parameter der Yang-Mills-Theorie sind
hier so gewahlt, dass der Polyakov-Loop einen Wert tief in der Deconfinement-Phase an-
nimmt, in diesem Fall 3 = 6.05, £ = 0 und damit (|P|)y,; = 1.8264(5). Der Polyakov-Loop
auf der gewahlten Konfiguration C ist |P|(C) = 1.80047 und die Energien der einzelnen
Wirkungsbeitréige sind

SHC)=33894.4 |, S?*(C)=31052 , S3(C)=262526 (10.4)

Die Gittergroke betrigt 123 x 2 Gitterpunkte.

In Abbildung 10.6 ist der Betrag des Polyakov-Loops, erhalten mit der effektiven Theorie,
iiber der Energie Fy,. aufgetragen. Es ergibt sich das erwartete Verhalten. Statistische
Fehler, die durch die reine Simulation der effektiven Wirkung entstehen, werden hier nicht
angegeben, da sie mit ausreichender Statistik so klein gehalten wurden, dass sie hier im
Vergleich zu den Fehlern in der Bestimmung der Kopplungen zu vernachlassigen sind.
Uber einen relativ groken Bereich Eyay (etwa 50 bis 3000) liegen die erhaltenen Werte in
der Nidhe der Referenzwerte aus der Yang-Mills-Theorie. Fiir kleine Energien fluktuieren
die Werte des Polyakov-Loops sehr stark. Bei zu grofen Energien wird die Yang-Mills-
Konfiguration vom Di#mon praktisch zerstort (alle Terme S? gehen gegen 0) und damit
geht auch der Polyakov-Loop gegen 0. Zur genaueren Analyse werden fiir 3 verschiedene
Energien (10,120,4000) der Verlauf des Polyakov-Loops in der mikrokanonischen MC-Zeit
untersucht sowie Histogramme der Démonenergien betrachtet. Diese Ergebnisse sind in
Abbildung 10.7 zu sehen.
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3** T T L | T T UL | T T T T
YM Mittelwert
% YM Konfiguration
% Effektive Wirkung
25 —
X X
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(|IP|) 15 | *K » .
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05 —
1 10 100 1000 10000

Emax

Abbildung 10.6: Betrag des Polyakov-Loops iiber der maximalen Energie des Démons

Fiir Fpax = 10 sind die Damonenergien fiir die Wirkungsterme 2 und 3 nahezu gleich-
verteilt, die Mittelwerte also in der Néhe von 0, wahrend die Energie zum Wirkungsterm 1
sich in der Ndhe von Ey,,x konzentriert. Der Polyakov-Loop zeigt extrem langreichweitige
Korrelationen, was aus einer schlechten Akzeptanz des mikrokanonischen Update-Schrittes
folgt. Der Damon ist nicht in der Lage, die in der Wirkung frei werdende Energie aufzuneh-
men. Fir E.x = 120 ist ElD wieder am Rand konzentriert, die anderen Damonen liegen
leicht oberhalb bzw. unterhalb der 0. Der Polyakov-Loop zeigt nicht mehr so grofse Korre-
lationsldngen und liegt nur leicht unter seinem Startwert von |P|(C) = 1.80047. Das wird
durch die guten Ergebnisse der effektiven Theorie in diesem Bereich von Fy,.y bestétigt.
Frnax = 4000 zerstort die gegebene Konfiguration schliefslich, was sehr deutlich im Verhal-
ten des Polyakov-Loops zu erkennen ist. Er fallt bereits nach wenigen Konfigurationen auf
einen Wert weit unterhalb des Startwertes. Die Korrelation ist allerdings nochmal kiirzer.
Insgesamt zeigt sich eine sehr starke Abhéngigkeit des Polyakov-Loops in der effektiven
Theorie vom maximalen Wert der Damonenergie. Ziel einer Verbesserung muss es deshalb
sein diese Abhéngigkeit zu verringern, um einerseits zu grofsen Werten der Dédmonenergie
gehen zu kénnen andererseits aber eine gegebene Konfiguration nicht zu zerstoéren.
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Abbildung 10.7: links: Histogramme der Ddmonenergien (blau: E]13, rot: E%, griin: E%)

rechts: Betrag des Polyakov-Loops liber der mikrokanonischen MC-Zeit, zum Vergleich der
Polyakov-Loop aus der Yang-Mills-Konfiguration (rote Linie)
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10.2.2 Verbesserung des mikrokanonischen Damons

Die theoretischen Uberlegungen im vorherigen Kapitel haben ergeben, dass fiir unendlich
grofse Volumina die Mittelwerte im kanonischen und im mikrokanonischen Ensemble iden-
tisch sind, weil dann der Damon selbst die Temperatur des Warmebades praktisch nicht
beeinflusst. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die mittlere Energie des Wéarmebades
konstant ist. Die Losung des gezeigten Problems besteht also darin, dem Damon bereits
am Anfang die Energie zu geben, die er spéter als Mittelwert besitzen wird. Wenn dies der
Fall ist bleiben aufgrund der Energieerhaltung bei mikrokanonischen Simulationen eben-
falls die Mittelwerte der Wirkung (das Warmebad) <Si>mc erhalten und die Konfiguration
wird nicht zerstort. Wie jedoch kann man dem Démon die Startenergie geben, die er spéter
im Mittel besitzen wird (oder zumindest eine gute Néherung fiir sie erhalten)? Die Antwort
ist, dem Damon einfach immer wieder dieselbe Konfiguration zu geben und als Startwert
der Simulation den Mittelwert der vorherigen Simulation zu benutzen. Es bietet sich also
folgendes Schema an

1. Wihle Konfiguration C
2. Wahle Toleranz ¢ > 0 klein
3. Setze Eé =0

4. Simuliere das Damonsystem mikrokanonisch

5. Berechne 6 = \/Z (<E})> - Eé)2

6. Wenn ¢ > € dann setze Ej = (E%) und gehe zu 4
7. Berechne Kopplungen aus <EZD>

8. Simuliere die effektive Theorie mit den erhaltenen Kopplungen

Hier miissen nun Thermalisierungseffekte beziiglich der Anzahl der Wiederholungen mit
einer Konfiguration untersucht werden.

10.2.3 Thermalisierungeffekte

Hierzu wird zunéchst fiir die 3 zuvor untersuchten Energien ., die Abweichung § iiber
der Anzahl N., wie oft dieselbe Konfiguration dem Damonsystem gegeben wurde, aufge-
tragen. Die mikrokanonische Statistik Ny, betragt jedesmal 10000 pro Konfiguration. Die
Ergebnisse sind in Abb. 10.8 (links) zu sehen. Es féllt auf, dass ¢ fiir alle Energien Eyax
gegen etwa denselben absoluten Wert sinkt, dann aber nicht weiter fllt. Dies ist auf sta-
tistische Messfehler der Damonenergie zurtickzufiihren, wie in Abb. 10.8 (rechts) zu sehen
ist. Hier wurde fiir Epax = 1000 die Abweichung (), gemittelt iiber 80 Konfigurationen
N, (die ersten 20 Konfigurationen wurden als Thermalisierung verworfen), tiber der mikro-
kanonischen Statistik pro Konfiguration aus dem Yang-Mills-Ensemble aufgetragen. Fir
eine Statistik von Ny, = 1000000 wurden also insgesamt 100 Millionen mikrokanonische
Konfigurationen erzeugt. Es zeigt sich, dass () mit wachsender Statistik gegen Null geht.

Weiter wird die Entwicklung der Damonenergien und Kopplungen in Abhéngigkeit von

der Anzahl der N, der Konfigurationen aus dem Yang-Mills-Ensemble fiir verschiedene
Energien Eax betrachtet. Fiir die Ddmonenergien (Abb. 10.9) sieht man, dass fiir grofer
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Abbildung 10.8: links: Abweichung ¢ iiber der Anzahl der Konfigurationen N, rechts:
(0) in Abhéngigkeit von der mikrokanonischen Statistik pro Konfiguration

werdende Energie FEi.x die Thermalisierungszeit grofser wird. Dies ist versténdlich, da
eine Konfiguration nur eine bestimmte Menge an Energie abgeben kann. Fiir zu kleine
Energien Epax liegen die Ddmonenergien bei anderen Werten und fluktuieren stérker. Dies
ist noch deutlicher in den Kopplungen zu sehen (Abb. 10.10). Nur fiir grofe Energien
gehen die Werte gegen dieselbe Kopplung. Insbesondere die Démonenergie zur Kopplung
Ao iberstreicht den gesamten Bereich, bevor sie thermalisiert. Deshalb erhdlt man fir
grofte maximale Ddmonenergien keine guten Resultate fiir die Kopplungen, wenn man
eine Konfiguration nur einmal benutzt, und damit kann auch der Polyakov-Loop in der
effektiven Theorie nicht dem Polyakov-Loop der Yang-Mills-Theorie entsprechen.
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Abbildung 10.9: Entwicklung der Ddmonenergien mit der Anzahl der Konfigurationen
(rosa: Fmax = 10, rot: Epax = 120, griin: Eyae = 1000, blau: Ep.x = 4000, Stern: EIID’
Quadrat: E3, Kreis: E})

In Abb. (10.11) ist die Entwicklung des Polyakov-Loops in Abhéngigkeit von der mikro-
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Abbildung 10.10: Entwicklung der Kopplungen mit der Anzahl der Konfigurationen
(rosa: Fmax = 10, rot: Epax = 120, griin: Eyax = 1000, blau: Ep.x = 4000, Stern: Ay,
Quadrat: Ao, Kreis: \3)

kanonischen Statistik gezeigt. Im Vergleich dazu wieder der Wert im Yang-Mills-Ensemble
und auf der Yang-Mills-Konfiguration. Man kann, wenn auch nicht mit absoluter Sicherheit,
erkennen, dass fiir grofse Statistik der Wert des Polyakov-Loops in der effektiven Theorie
gegen den Wert des Polyakov-Loops auf der Konfiguration aus dem Yang-Mills-Ensemble
geht.

Nach diesem Vorbetrachtungen wird jetzt noch einmal der Polyakov-Loop in der effek-
tiven Theorie fiir verschiedene Energien Ep,.x gemessen (Abb. 10.12). Die Simulationspa-
rameter sind N, = 20 bei einer Statistik von 10000 mikrokanonischen Konfigurationen pro
Simulation.

Die Fluktuationen bei kleinen Energien haben sich nicht gedndert, jedoch ist die Damon-
Methode nun auch bei grofsen Energien Ep . noch stabil. Damit konnten effektiv 3 Pa-
rameter (fiir n Kopplungen entsprechend n Parameter) eleminiert werden, wenn man die
Déamonenergien so wihlt, dass sie viel grofer sind als die Energie, die an einem Gitterpunkt
von dem zugehorigen Wirkungsterm maximal abgegeben werden kann. In diesem Fall wird
die Akzeptanz im Wesentlichen durch die Akzeptanz des Haarmafies bestimmt und man
erhélt kurze Autokorrelationszeiten fiir den Polyakov-Loop in den mikrokanonischen Simu-
lationen. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden fiir dieses Modell die Ddmonenergien
E}. . =1000 und E2, = E3. . = 500 gewihlt.
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3 T T T
28 ——— YM Mittelwert 7
= YM Konfiguration
26 | % Effektive Wirkung i
OIS
24 .
22 | -
X
(IP)) 2t X -
‘ K% %1 Wi@%% K Koo -
1.8 % % P NN % N N ‘W
R ¥
16 -
X
wl K ¥ K i
12 ¥ ]
1 " " PR | " " PR | " " PSS | " " PR
1 10 100 1000 10000

Emax

Abbildung 10.12: Betrag des Polyakov-Loops iiber der maximalen Energie des Damons

96



10.2 Der mikrokanonische Damon

10.2.4 Thermalisierung im Yang-Mills-Ensemble

Trotz der Verbesserungen héngt das Ergebniss noch von der Wahl der Konfiguration aus
dem Yang-Mills-Ensemble ab. Wenn die Wahl einer Konfiguration nicht willkiirlich gesche-
hen soll, muss ein Kriterium gefunden werden welches bestimmt ob eine Konfiguration ein
gutes Ergebniss in der effektiven Theorie liefern wird. Da die Werte des Polyakov-Loops in
der effektiven Theorie gegen Werte des Polyakov-Loops auf der Yang-Mills-Konfiguration
gehen, wire eine Moglichkeit Konfigurationen C so zu wihlen, dass gilt P(C) ~ (P)y;. Die
effektive Theorie soll jedoch nicht nur den Polyakov-Loop als einzelne Observable korrekt
wiedergeben, sondern ein effektives Modell fiir die Yang-Mills-Theorie darstellen. Deshalb
muss ein anderes Kriterium gefunden werden, welches nicht von einer speziellen Observal-
ben abhéngt. Hier wurde folgender Zusammenhang gefunden: Auf Konfigurationen, fiir die
gilt

S'(C) ~ (8')y,, fir alle i (10.5)

ist die Streuung der erhaltenen Werte fiir die Kopplungen geringer als fiir zufillig gewéhl-
te Konfigurationen. Deshalb werden sie im Folgenden gut thermalisierte Konfigurationen
genannt. Simulationen haben gezeigt, dass die aus verschiedenen zufillig gewdhlten Konfi-
gurationen erhaltenen Kopplungen in sehr guter Naherung in einer Ebene im Kopplungs-
raum liegen. In Abb. (10.13) ist diese Ebene als Schnitt durch den Kopplungsraum zu sehen
(Ebene mit A; und A2, A3 ~ —0.069 - A\; — 0.185 - Ay — 0.01). Die Linie, die durch die gut
thermalisierten Konfigurationen ausgezeichnet wird, fiihrt bei groffer werdender Statistik
zu einer immer scharferen Linie, auf der die Werte des Polyakov-Loops identisch sind. Zum
Vergleich sind in Abb. 10.14 (rechts) Bereiche mit identischem Polyakov-Loop zu sehen.
Dementsprechend ist auch die Streuung der Polyakov-Loops auf diesen Konfigurationen
kleiner (Abb. 10.14 links). Aufgrund dieses Zusammenhangs zwischen Polyakov-Loops und
gut thermalisierten Konfigurationen werden bei der Anwendung des mikrokanonischen Déa-
mons im weiteren Verlauf dieser Arbeit nur diese gut thermalisierten Konfigurationen aus
dem Yang-Mills-Ensemble verwendet.
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10.3 Der kanonische Damon

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, ob der kanonische Damon tatsichlich eine Ver-
besserung gegeniiber dem mikrokanonischen Damon darstellt. Auch im kanonischen Ddmon
ist die Energie E.x ein freier Parameter. Weitere Parameter sind die Anzahl Ny der
verwendeten verschiedenen Konfigurationen C;. Da auch hier die Ddmonenergie am Anfang
0 ist, werden ebenso wie fiir den mikrokanonischen Ddmon Thermalisierungseffekte beziig-
lich der Konfigurationen erwartet. Deshalb werden die ersten 20 Konfigurationen nicht zur
Berechnung der Mittelwerte benutzt. Aspekte, die hier untersucht werden sollen, sind die
Abhéngigkeit der erhaltenen Kopplungen und Polyakov-Loops von der mikrokanonischen
Statistik pro Konfiguration und von der Anzahl der verschiedenen Konfigurationen Ny
aus dem Yang-Mills-Ensemble.

10.3.1 Thermalisierungeffekte und mikrokanonische Statistik

Zunéchst wird fiir 4 verschiedene Anzahlen von Konfigurationen Ny aus dem Yang-Mills-
Ensemble (10,100, 1000 und 3000) die Abhéngigkeit der erhaltenen Kopplungen von der
mikrokanonischen Statistik untersucht. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 10.15 bis
10.18 zu sehen.

002 . T %lfélllig 10 T T T T T T T T
[ ] =
0.01 | Nme = 100 .
b e = Hl, :
° = ¢ . .
0.00 | me S I
001 | .
2002 | .
[ ]
-0.03 | ]
A2
-0.04 | ) .
-0.05 .- ]
006 L . ) . ) . :: . K . . |
-0.07 | ‘e .
-0.08 | .
_009 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
029 -028 -027 -026 -025 -024 -023 -022 -021 -020 -019 -0.18

A1

Abbildung 10.15: Kanonischer Ddmon auf Nyy; = 10 Konfigurationen

Hierbei ist zu sehen, dass fiir steigende Anzahl der verwendeten Konfigurationen Ny
die Streuung der Kopplungen erwartungsgemaéfs sinkt. Fiir wachsende mikrokanonische Sta-
tistik Ny gibt es eine systematische Verschiebung in das Zentrum des durch die zufélligen
mikrokanonischen Kopplungen ausgezeichneten Bereichs und damit gegen Kopplungen,
die in der effektiven Theorie zu einem Polyakov-Loop-Erwartungswert fiihren, der dem des
Yang-Mills-Erwartungswertes entspricht. Da es sich nicht um statistische Fluktuationen
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Abbildung 10.16: Kanonischer Damon auf Nyy = 100 Konfigurationen

sondern um eine systematische Verschiebung handelt, konnte man Thermalisierungseffekte
entweder in den mikrokanonischen Simulationen selbst oder in der Anzahl der verwor-
fenen Konfigurationen Ny vermuten. Deshalb wurden Simulationen durchgefiihrt, bei
denen die mikrokanonische Statistik auf einer Yang-Mills-Konfiguration festgehalten wird
(Nme = 100) und verschieden viele (7y,) mikrokanonische Konfigurationen verworfen wur-
den. Es zeigt sich, dass es sich um eine sehr langreichweitige Thermalisierung handelt, die
direkt in der Ddmonenergie nicht gemessen werden konnte, weil die Fluktuationen der Dé-
monenergie wesentlich grofer sind als dieser Thermalisierungseffekt. In den resultierenden
Kopplungen hat sie jedoch sichtbare Auswirkungen, wie in Abb. 10.19 zu sehen ist.

Da es kaum moglich ist, die Thermalisierungszeit zu bestimmen, muss bei nachfolgenden
Simulationen immer eine hohe mikrokanonische Statistik erzeugt werden, da Fehler (und
damit auch Thermalisierungseffekte) mit 1/v/Npye reduziert werden.
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10.3.2 Entwicklung des Polyakov-Loops

Nun wird der Polyakov-Loop in Abhéngigkeit von der mikrokanonischen Statistik und
der Anzahl der Konfigurationen Nvyy; betrachtet. In Abb. 10.20 ist der Polyakov-Loop
tiber der gesamten mikrokanonischen Statistik Nmc ges aufgetragen (Nme ges = NyM - Nme)-
Dabei wurden fiir festes Nyn 20 verschiedene Konfigurationssdtze aus dem Yang-Mills-
Ensemble benutzt, um die Streuung zu bestimmen. Es ist zu sehen, dass die Streuung
von der Gesamtstatistik abhéngt. Benutzt man zu wenige Konfigurationen Ny oder eine
zu kleine mikrokanonische Statistik Ny, erhélt man die bereits erwdhnten systematischen
Fehler.
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Abbildung 10.20: Polyakov-Loop iiber gesamter mikrokanonischer Statistik (rot: Nyy =
10, griin: Nyy = 100, rot: Nyy = 1000, schwarz: Ny = 3000)

Als Letztes wird noch der Polyakov-Loop iiber der mikrokanonischen MC-Zeit betrachtet
(Abb. 10.21). Es wurden Simulationen mit Nyy=100 und Ny, = 10000 (also insgesamt
eine Millionen mikrokanonische Konfigurationen) durchgefiithrt und anschliefend die effek-
tive Theorie simuliert.

Es ist zu sehen, dass es zwischen den einzelnen Konfigurationen aus dem Yang-Mills-
Ensemble keine relevanten Thermalisierungszeiten gibt. Lediglich am Anfang sollten einige
Yang-Mills-Konfigurationen verworfen werden. Weiter ist der Mittelwert des Polyakov-
Loops in der Yang-Mills-Theorie und in der effektiven Theorie dargestellt. Dazu wurde
der Mittelwert iber die mikrokanonischen Konfigurationen berechnet. Er stimmt mit dem
Erwartungswert aus dem Yang-Mills-Ensemble iiberein.
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Abbildung 10.21: Polyakov-Loop iiber mikrokanonischer MC-Zeit

10.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden untersucht, wie der mikrokanonische und der kanonische Damon
anzuwenden sind. Hierbei hat sich ergeben, dass es mit dem mikrokanonischen Démon nur
moglich ist den Polyakov-Loop auf der verwendeten Konfiguration mit grofer Genauigkeit
zu reproduzieren. Der Erwartungswert des Polyakov-Loops aus dem Yang-Mills-Ensemble
ist jedoch (wie zu erwarten war) mit dieser Methode nicht zu erreichen. Eine Verbesserung
erreicht man durch gut thermalisierte Konfigurationen aus dem Yang-Mills-Ensemble, die
geringere Schwankungen der Kopplungen aufweisen als zuféllig ausgewéhlte Konfiguratio-
nen.

Der kanonische Damon stellt eine Verbesserung dar, weil es mit ihm moglich ist, Erwar-
tungswerte aus dem Yang-Mills-Ensemble zu reproduzieren. Insgesamt zeigt sich, dass mit
zunehmender mikrokanonischer Statistik eine immer genauere Approximation der Werte
moglich ist. Fiir den kanonischen Damon ist dies jedoch ein sehr zeitaufwendiger Prozess,
da auf jeder einzelnen Konfiguration eine hohe Statistik notwendig ist um systematische
Fehler (die aus langreichweitigen Thermalisierungseffekten im mikrokanonischen Ensemble
resultieren) in der Bestimmung der Kopplungen zu vermeiden. Die Anzahl der Konfigu-
rationen aus dem Yang-Mills-Ensemble reduziert lediglich die Streuung der erhaltenen
Kopplungen, systematische Fehler gibt es hier nicht.

Nach diesen grundlegenden Untersuchungen der Ddmon-Methode soll sie nun im folgenden
Kapitel auf zwei verschiedene Phaseniibergéinge sowie verschiedene Gitter angewendet und
mit Schwinger-Dyson-Gleichungen verglichen werden.
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11 Vergleich von SDG- und
Damonmethode

Nachdem in den letzten Kapiteln die beiden IMC-Methoden Schwinger-Dyson-Gleichungen
und Damon vorgestellt wurden, sollen sie jetzt an zwei verschiedenen Modellen getestet
und miteinander verglichen werden. Das eine Modell ist der Confinement-Deconfinement
Phaseniibergang in der reinen SU(3)-Yang-Mills-Theorie, das andere der Zentrums-Anti-
zentrums-Phaseniibergang in der erweiterten Yang-Mills-Theorie. Im Anschluss wird ein
Ausblick auf SU(N)-Yang-Mills gegeben.

11.1 Der Confinement-Deconfinement-Ubergang

Als erstes werden die IMC-Methoden auf den Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang
in der SU(3)-Yang-Mills Theorie bei verschiedenen Gittergrofen angewendet und vergli-
chen. Die verwendete effektive Wirkung ist das vorher besprochene 3-Kopplungsmodell.

11.1.1 Das 6° x 2-Gitter

Wie in [49] gezeigt wurde, liefern die Schwinger-Dyson-Gleichungen auf kleinen Gittern
sehr gute Ergebnisse in der Reproduktion des Polyakov-Loops. Auf dem 63 x 2-Gitter sol-
len deshalb insbesondere die Unterschiede zwischen SDG und kanonischem D&mon mit
verschiedenen Parametern verglichen werden. Ein Anwenden des mikrokanonischen Dé&-
mons macht aufgrund des starken Tunnelns zwischen den Z(3)-Kopien auf diesem klei-
nen Gitter keinen Sinn, weil der Polyakov-Loop auf den gut thermalisierten Konfiguratio-
nen aus der Yang-Mills-Theorie iiberhaupt nicht mit dem Mittelwert des Polyakov-Loops
{ibereinstimmt. Die Didmon-Energien betragen wie im vorherigen Kapitel EL = 1000,
E2,. = 500 und E2, = 500. Variiert werden fiir den kanonischen Dimon die Anzahl
Nyw der Konfigurationen aus dem Yang-Mills-Ensemble sowie die mikrokanonische Sta-
tistik Ny und Thermalisierungszeit Ti,c. Im Einzelnen sind dies folgende Parametersétze
fiir den kanonischen D&mon:

‘ Name H kan. 1 ‘ kan. 2 ‘ kan. 3 ‘ kan. 4 ‘ kan. 5 ‘
Nym 150 1500 1500 15000 15000
N 10000 1000 10000 100 1000
The 0 0 0 0 1000

Nme,ges || 1.500.000 | 1.500.000 | 15.000.000 | 1.500.000 | 15.000.000

In Abb. 11.1 ist der rotierte Polyakov-Loop in Abhéngigkeit von der Kopplung § darge-
stellt.

Es ist zu sehen, dass der kanonische Damon fiir grofse Statistik den Phaseniibergang
besser wiedergeben kann als die Schwinger-Dyson-Gleichungen, jedoch sind die erhalte-
nen Werte fiir den rotierten Polyakov-Loop weniger glatt als fiir die Schwinger-Dyson-
Gleichungen. Mit zunehmender Anzahl von Konfigurationen und zunehmender Anzahl mi-
krokanonischer Statistik werden die Fluktuationen kleiner. Wie die Simulation mit 150
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Abbildung 11.1: Vergleich IMC' auf dem 63 x 2-Gitter am Confinement-Deconfinement-
Ubergang

Konfigurationen aus dem Yang-Mills-Ensemble zeigt, reicht es aber nicht die gesamte mi-
krokanonische Statisitk Nycges zu betrachten, weil die Ergebnisse mit kleiner Zahl von
Konfigurationen Ny trotz grofer Statistik pro Konfiguration schlechter abschneiden als
eine vergleichbare Gesamtstatistik mit mehr YM-Konfigurationen. Dies ist versténdlich,
weil in der Nahe eines Phasentibergangs die Werte des Polyakov-Loops sich auf den einzel-
nen Konfigurationen stark unterscheiden und auch zur Berechnung des Mittelwertes eine
hohere Statistik (in YM) notwendig ist. Nachdem gezeigt wurde, dass beide Methoden den
Phaseniibergang gut reproduzieren konnen, werden in den Abb. 11.2 bis 11.4 die erhaltenen
Kopplungen betrachtet.

Hierbei fallt auf, dass die Kopplungen die durch Schwinger-Dyson-Gleichungen erhalten
werden wesentlich glatter verlaufen, was aufgrund des Polyakov-Loops auch zu erwarten
war. Allerdings stimmen sie nicht mit den Kopplungen aus dem kanonischen Dédmon {iber-
ein. Dies ist besonders deutlich fiir die fithrende Kopplung A1 zu erkennen, wodurch sich
auch die Verschiebung des Phaseniibergangs zu groferer Kopplung 3 gegeniiber dem Yang-
Mills-Ubergang und den durch die Diémonmethode erhaltenen Phaseniibergang erkliren
lasst.
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Abbildung 11.2: Vergleich der Kopplungen auf dem 63 x 2-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang
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Abbildung 11.3: Vergleich der Kopplungen auf dem 62 x 2-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang
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Abbildung 11.5: Vergleich der Suszeptibilitit auf dem 63 x 2-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang
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Mit Hilfe der Suszeptibilitdt (Abb. 11.5) soll nun noch die kritische Kopplung des Pha-
seniibergangs bestimmt werden. Es ergeben sich folgende Werte

‘ Methode H YM ‘ SDG ‘ kan. 1 ‘ kan. 2 ‘ kan. 3 ‘ kan. 4 ‘ kan. 5 ‘
| B [ 5.086(5) | 5.10(1) | 5.088(10) | 5.094(10) | 5.094(5) | 5.089(5) | 5.094(5) |

11.1.2 Das 123 x 2-Gitter

Nachdem auf dem 62 x 2-Gitter im Wesentlichen der kanonische Démon mit verschiedenen
Parametern untersucht wurde, sollen auf dem 122 x 2-Gitter nun der mikrokanonische, der
kanonische sowie die Schwinger-Dyson-Gleichungen miteinander verglichen werden. Die
Parameter fiir mikrokanonischen und kanonischen Ddmon wurden dabei so gewéhlt, dass
sie auf der betrachteten 3-Skala optimal sind. Im Einzelnen sind dies

e Npc = 1.000.000 (mikrokanonischer Démon)

e Nyym = 500 und Ny = 1000 pro YM-Konfiguration (kanonischer Déamon)

In Abbildung 11.6 ist der rotierte Polyakov-Loop dargstellt. Es ist zu sehen, dass so-
wohl der mikrokanonsiche als auch der kanonische Ddmon den Punkt des Phaseniiber-
gangs besser treffen als die Schwinger-Dyson-Gleichungen. Die SGD liefern dagegen einen
stabileren Ubergang. Der Wert des Polyakov-Loops liegt aber auch bei § = 5.2 noch deut-
lich unterhalb des Wertes fiir den Poyakov-Loop erhalten durch die Ddmon-Methoden.
Auch die Kopplungen in Abb. 11.7 bis 11.9 fluktuieren weniger stark als die Resultate der
Déamon-Methoden, zeigen jedoch wieder die auf dem kleinen Gitter bereits beobachtete
Abweichung.

109



11 Vergleich von SDG- und Didmonmethode

—— Yalmg—Mills I I I I I I
14 u SDG 4
mikrok. Damon
* kan. Damon
1.2
10 |
08
<Pr0t>
0.6
04
0.2 |
x| 1 1 1 Il
5 5.025 5.05 5.075 5.1 5.125 5.15 5.175 5.2

Abbildung 11.6: Vergleich IMC auf dem 123 x 2-Gitter am Confinement-Deconfinement-
Ubergang
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Abbildung 11.8: Vergleich der Kopplungen auf dem 123 x 2-Gitter am Confinement-

Deconfinement-Ubergang
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Abbildung 11.9: Vergleich der Kopplungen auf dem 123 x 2-Gitter am Confinement-

Deconfinement-Ubergang
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11 Vergleich von SDG- und Didmonmethode

11.1.3 Das 163 x 4-Gitter

Auf dem 162 x 4-Gitter wurden folgende Parametersiitze betrachtet

e SDG : Schwinger-Dyson-Gleichungen
e mikro.: mikrokanonischer Ddmon mit N, = 10000.
e kan. 1: kanonischer Damon mit Nyy = 100, Ny = 10000 und Ty = 0

e kan. 2: kanonischer Damon mit Nyy = 1000, Ny = 1000 und Ty, = 1000

Die Schwinger-Dyson-Gleichungen zeigen im untersuchten Bereich keinen Phaseniiber-
gang mehr an, wiahrend der kanonische Ddmon und mikrokanonische Damon eine Pha-
seniibergang durchlaufen (Abb. 11.10). Die Fluktuationen des Polyakov-Loops sind je-
doch wesentlich grofser als auf kleineren Gittern, so dass sich keine glatte Kurve mehr er-
gibt. Im Unterschied hierzu zeigen die Kopplungen der effektiven Theorie (Abb. 11.11 bis
11.13) einen glatten Verlauf. Die Fluktuationen des Polyakov-Loops werden verstindlich
wenn man beriicksichtigt, dass sich die effektive Theorie auch oberhalb des Yang-Mills-
Phasentibergangs noch an einem 1. Ordnungsiibergangs befindet. Belegt wird dies durch
Polyakov-Loop-Histogramme, die starkes Tunneln zwischen Z(3)-Kopien und der symme-
trischen Phase zeigen (siehe Abb. 11.15 8 = 5.8 auf Seite 115). Die Suszeptibilitdt in Abb.
11.14 zeigt an, dass die Ddmon-Methoden Kopplungen in der Ndhe eines Phaseniibergangs
liefern. Fiir die SDG ist hingegen kein Peak zu erkennen.
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Abbildung 11.10: Vergleich IMC auf dem 163 x 4-Gitter am Confinement-Deconfinement-
Ubergang
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Abbildung 11.11: Vergleich der Kopplungen auf dem 16% x 4-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang
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Abbildung 11.12: Vergleich der Kopplungen auf dem 163 x 4-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang
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Abbildung 11.13: Vergleich der Kopplungen auf dem 16% x 4-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang
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11.1 Der Confinement-Deconfinement-Ubergang

11.1.4 Polyakov-Loop-Histogramme

Zum Vergleich mit den Ergebnissen aus der Yang-Mills-Theorie werden in Abb. 11.15 auf
Seite 115 Polyakov-Loop-Histogramme der effektiven Theorie auf dem 62 x 2 sowie dem
16° x 4 gezeigt. Auch hier ist zu sehen, dass der Ubergang auf dem kleinen Gitter wesentlich
stabiler reproduziert werden kann, wihrend auf dem grofen Gitter der Ubergang in der
effektiven Theorie zwar nur wenig zu grofsen Kopplungen [ verschoben ist, dafiir aber auch
bei § = 5.8 immer noch eine Koexistenz der beiden Phasen vorliegt.

1.0

0.6

3 = 5.086, kanonischer Damon

B =5.086, SDG

B=6.0

Abbildung 11.15: Polyakov-Loop Histogramme der effektiven Theorie am Confinement-
Deconfinement-Ubergang (oben: 62 x 2-Gitter, mitte und unten: 163 x 4-Gitter)
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11.2 Die Antizentrumsphase

Nachdem gezeigt wurde, dass beide Methoden einen Confinement-Deconfinement-Ubergang
wiedergeben konnen, sollen sie jetzt auch auf den Zentrums-Antizentrumsiibergang der er-
weiterten SU(3)-Yang-Mills Theorie angewendet werden.
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Abbildung 11.16: Vergleich IMC auf dem 123 x 2-Gitter in der Antizentrumsphase

Wie in Abb. 11.16 zu sehen ist, konnen sowohl der kanonische als auch der mikroka-
nonische Damon die Antizentrumsphase reproduzieren. Die Schwinger-Dyson-Gleichungen
liefern hier jedoch ein komplett anderes Verhalten. Sie bringen die Theorie direkt in eine
Confinement-Phase anstatt in eine Antizentrumsphase. Dieses Problem konnte auch durch
die Hinzunahme von weiteren Termen der starken Kopplungsentwicklung sowie verschie-
denen zentrumssymmetrischen Potentialtermen und iibernéchsten Nachbarwechselwirkun-
gen nicht gelost werden. Wie in den Abb. 11.17 bis 11.19 zu sehen ist, liefern die SDG
insbesondere fiir den fithrenden Beitrag zur Wirkung im Vergleich zur Ddmon-Methode
stark abweichende Kopplungen. Trotz des nicht korrekt wiedergegebenen Polyakov-Loops
sind die Ergebnisse dennoch stabiler als die der Damon-Methode, die insbesondere in der
Antizentrumsphase stark fluktuieren. In der Deconfinement-Phase zeigen alle Methoden
hervorragende Ergebnisse in der Reproduktion des Polyakov-Loops. Einer der Griinde fiir
das Versagen der SGD und die stark fluktuierenden Ergebnisse der Démon-Methode ist,
dass sich die effektive Theorie, auch wenn sich die Yang-Mills-Theorie tief in der Anti-
zentrumsphase befindet, immer in der Néahe eines Phaseniibergangs befindet. Dies wird
deutlich wenn man die erhaltenen Kopplungen im Phasendiagramm der effektiven Theo-
rie betrachtet (Abb 11.20). Gezeigt sind die Trajektorien der Kopplungen der effektiven
Theorie fiir den kanonischen Damon sowie die SDG bei § = 6.05 und H = 0...0.3. Zum
Vergleich ist in Abb. 11.21 die Verteilung von Kopplungen aus dem mikrokanonischen
Déamon bei g = 6.05 und H = 0.2 auf zufélligen Konfigurationen aus dem Yang-Mills-
Ensemble gezeigt. Die Kopplungen liegen hier sowohl in der symmetrischen Phase als auch
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in der Antizentrums- und Deconfinement-Phase.
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Abbildung 11.17: Vergleich der Kopplungen auf dem 123 x 2-Gitter am Antizentrums-
Ubergang
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Abbildung 11.18: Vergleich der Kopplungen auf dem 123 x 2-Gitter am Antizentrums-
Ubergang

0.1 T T T T T
0 SDG
mikrok. Damon %

0.09 F * kan. Damon * i

' ¥

0.08 * B

i
o
* o
0.07 ¥ O -
* O
0.06 . x a
*

)\3 X O N

0.05 [ ¥ _— .

o
o
o
o
0.04 B
0.03 -
x 0
0.02 | e x 200 -
* o
g ¢ x 20 0F°
g x £ A g 00"
0oL 5 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
H

Abbildung 11.19: Vergleich der Kopplungen auf dem 123 x 2-Gitter am Antizentrums-
Ubergang
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Abbildung 11.20: Vergleich der Kopplungen von SDG und kanonischem Damon bei
8 =6.05

0.08
0.07

8.06 - Symmetrische Phase
0.05
0.04
0.03 [
0.02

Antizentrums-Phase

Deconfinement-Phase

Phasengrenzen *  mikrokanonische Kopplungen

Abbildung 11.21: mikrokanonische Kopplungen fiir 8 = 6.05 und H = 0.2
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11 Vergleich von SDG- und Didmonmethode

11.2.1 nicht-zentrumsinvariante Wirkungen

Mit einer zentrumssymmetrischen Wirkung war es nicht moglich mit Schwinger-Dyson-
Gleichungen die Antizentrumsphase zu reproduzieren. Wie im Abschnitt zuvor angespro-
chen befindet sich die effektive Theorie immer in der Néhe eines Phaseniibergangs, auch
wenn die Yang-Mills-Theorie sich tief in der Antizentrumsphase befindet. Dies sieht anders
aus, wenn man nicht-zentrumsinvariante Wirkungen betrachtet.

Seff =M1 Z (X(1,0)(P2)x(0.1)(Py) + c.c.) + A2 Z (X(2.0)(Pr)X(0,2)(Py) +c.c.)

(z.y) (z.y)
+A3 Z (x(1,0)(Pe)x(0,1)(Py) + C-C-)2 + A\ Z (x,1)(Pe)xa,1)(Py) +c.c.)
() (zy)
+X5 > Ry(1,0)(Pr) (11.1)

Durch den Term } Ry 0)(P,) wird ein Potential addiert, welches das Phasendiagramm

so verschiebt, dass évlie erhaltenen Kopplungen durch Schwinger-Dyson-Gleichungen jetzt
auch in der effektiven Theorie in einer Antizentrumsphase liegen. Die tibrigen Terme ent-
sprechen der starken Kopplungsentwicklung bis zur 2. Ordnung. Der Term in der adjun-
gierten Darstellung ist hier notwendig, es handelt sich also um eine minimales Modell (im
Sinne der starken Kopplungsentwicklung) zur Reproduktion der Antizentrumsphase mit
Schwinger-Dyson-Gleichungen. Die Simulationsergebnisse sind in Abb. 11.22 zu sehen.
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Abbildung 11.22: SDG auf dem 122 x 2-Gitter in der Antizentrumsphase mit nichtzen-
trumssymmetrischer Wirkung

Mit diesem Modell liefern also auch die Schwinger-Dyson-Gleichungen eine effektive
Theorie fiir die Antizentrumsphase der erweiterten Yang-Mills-Theorie. Dieses Modell wird
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11.2 Die Antizentrumsphase

jedoch nicht weiter betrachtet, weil die Zentrumssymmetrie in der Wirkung bereits explizit
gebrochen wird und es deshalb nicht helfen kann, Confinement und spontane Symmetrie-

brechung der Zentrumssymmetrie zu beschreiben. Versuche dhnliche Potentialterme, die
1

jedoch invariant unter Zentrumstransformationen sind ( wie z.B. <X?1,0)> : ) zu addieren
lieferten nicht die gewiinschten Resultate. Damit muss es in dieser Arbeit eine offene Frage
bleiben, ob die SDG mit einer anderen zentrumssymmetrischen Trunkierung der effektiven
Wirkung (die nicht notwendigerweise aus der starken Kopplungsentwicklung folgen muss)
nicht doch die Antizentrumsphase reproduzieren kénnen.

11.2.2 Polyakov-Loop-Histogramme

Nun soll noch die Verteilung der Polyakov-Loops, berechnet durch die effektive Theorie, in
der Antizentrumsphase bei § = 6.05 und H = 0.2 betrachtet werden. In Abb. 11.23 sind
Polyakov-Loop-Histogramme, erhalten durch den kanonischen und den mikrokanonischen
Déamon sowie die SDG, fiir das 3-Kopplungsmodell sowie Histogramme fiir die SDG mit der
nichtzentrumssymmetrischen Wirkung dargestellt. Die besten Ergebnisse in Bezug auf die
Verteilung in Yang-Mills liefert hier eindeutig die nicht-zentrumssymmetrische Wirkung
mit den SDG. Beide Ddmonmethoden liefern praktisch identische Ergebnisse in der An-
tizentrumsphase. In den Histogrammen der SDG mit zentrumssymmetrischen Wirkungen
ist kein Anzeichen einer Antizentrumsphase zu erkennnen.

Damit sind die Untersuchungen von effektiven Modellen fiir SU (3)-Eichtheorien in dieser
Arbeit abgeschlossen.

-1

1

kanonischer Dimon SDG, zentrumssymmetrisch

[ 1
mikrokanonischer Damon SDG, nicht zentrumssymmetrisch

Abbildung 11.23: Polyakov-Loop Histogramme der effektiven Theorie in der Antizen-
trumsphase bei § = 6.05 und H = 0.2
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11.3 SU(N)-Yang-Mills
Zum Schlufs soll hier noch ein Ausblick auf SU(N)-Yang-Mills gegeben werden. Dazu wird
der Deconfinement-Phaseniibergang von SU (4)-Yang-Mills betrachtet.

11.3.1 Effektive Wirkungen

Die effektive Wirkung folgt aus einer Trunkierung der starken Kopplungsentwicklung, die
die erste Ordnung der Entwicklung und Terme aus der zweiten Ordnung enthélt. Es wurde
wieder ein minimaler Ansatz gewahlt.

Seff = A1 Z (X(1,0,0)(Pe)X(0,0,1)(Py) + c..) + Ao Z (X(0,1,0)(Px)X(0,1,0)(Py) + c.c.)

(z,y) (z,y)
+ A3 Z (X2,0,0)(Pe)X(0,02) (Py) + c.c.) + A3 Z (X(1,0,0)(Pe)X(0,0.1)(Py) + C-C-)2
(z,y) (zy)

(11.2)

11.3.2 SU(4)-Phaseniibergang

Die SU (4)-Yang-Mills-Theorie wurde auf einem 63 x 2-Gitter mit einer Statistik von 100000
Konfigurationen simuliert und Kopplungen der effektiven Theorie mit dem kanonischen
Déamon berechnet. Es ist zu sehen (Abb. 11.24), dass der Phaseniibergang der vollen Theorie
stabil wiedergegeben werden kann. Dies ist auch in den Histogrammen des Polyakov-Loops
tiber dem Fundamentalbereich (Abb. 11.25) sichtbar.

2.0 T T : : -
—©— Yang-Mills % N b
* kan. Damon P K
15 F .
(IP[xo 1
0.5 a
| SRNRDY. S
0.0 : L L 1 1 1 L
9.60 9.65 9.70 9.75 9.80 9.85 9.90 9.95 10.00

g

Abbildung 11.24: SU(4) Confinement-Deconfinement-Ubergang
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11.3 SU(N)-Yang-Mills

B=09.78 B3=09.78

Abbildung 11.25: Polyakov-Loop Histogramme der SU(4)-Yang-Mills-Theorie (links)
und der effektiven Theorie (rechts) am Confinement-Deconfinement-Ubergang
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11 Vergleich von SDG- und Didmonmethode

11.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden inverse Monte-Carlo-Methoden auf Confinement-Deconfinement-
Ubergiinge in SU(3)- und SU(4)-Yang-Mills-Theorie sowie auf die Antizentrumsphase der
um einen Potentialterm erweiterten SU (3)-Yang-Mills-Theorie angewendet. Es wurden da-
bei verschiedene Gittergrofen betrachtet. Fiir die in dieser Arbeit gewédhlte Trunkierung
der effektiven Wirkung haben Simulationen ergeben, dass der mikrokanonische sowie der
kanonische Damon den Schwinger-Dyson-Gleichungen in der Reproduktion des Polyakov-
Loops am Confinement-Deconfinement-Ubergang, insbesondere in der Bestimmung des
kritischen Punktes des Phaseniibergangs, iiberlegen sind. Mit zunehmender Gittergrofse
bleibt die Ddmon-Methode nahezu gleich gut, wahrend die Schwinger-Dyson-Gleichungen,
in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen von [49], keine stabilen Ergebnisse mehr liefern.
Ein Nachteil der Damon-Methode gegeniiber den Schwinger-Dyson-Gleichungen ist der
wesentlich grofsere Zeitaufwand in der Bestimmung der Kopplungen, da mit zunehmender
Gittergrofe die Kopplungen immer genauer bestimmt werden miissen und damit eine im-
mer hohere mikrokanonische Statistik erforderlich ist.

Fiir den Deconfinement-Antizentrums-Ubergang hat sich ergeben, dass die Schwinger-
Dyson-Gleichungen die Antizentrumsphase nicht reproduzieren koénnen, wahrend die
Déamon-Methoden Polyakov-Loop-Werte im Antizentrum liefern. In der gewdhlten Trunkie-
rung befindet sich die effekitve Theorie in der Antizentrumsphase immer in der Néhe eines
Phaseniibergangs, was die Bestimmung der Kopplugen erheblich erschwert und die starken
Fluktuationen der Damon-Methoden in dieser Phase erklart. Tief in der Deconfinement-
Phase liefern sowohl Schwinger-Dyson-Gleichungen als auch Ddmon-Methoden stabile Er-
gebnisse. Weiter hat sich gezeigt, dass der kanonische Damon mit einer geeigneten Trun-
kierung der effektiven Wirkung auch den Confinement-Deconfinement-Ubergang in SU (4)-
Yang-Mills reproduzieren kann.

Nachdem nun verstanden wurde, wie Ddmon-Methoden in der SU(N)-Yang-Mills-Theorie
anzuwenden sind, soll im weiteren Verlauf der Arbeit zu einer anderen Eichgruppe, der
exzeptionellen Lie-Gruppe G iibergegangen werden. Hier soll auch gezeigt werden, dass
IMC-Methoden anwendbar sind zur Bestimmung von Kopplungen in einer effektiven Wir-
kung.
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12 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe G5

Als ein weiteres Modell einer Eichtheorie soll in diesem Kapitel die Yang-Mills-Theorie
mit Eichgruppe Go untersucht werden. Motivationen fiir das Betrachten dieser Eichgrup-
pe liegen in Zusammenhéngen zwischen Gs-Yang-Mills, SU(3)-Yang-Mills und QCD. In
den letzten Kapiteln wurde immer wieder der Zusammenhang zwischen Zentrumssymme-
trie und Confinement deutlich. Da die Gruppe G4 ein triviales Zentrum hat, aber trotz-
dem eine Art von Farb-Confinement besitzt, bietet diese Eichtheorie eine weitere Mog-
lichkeit, ein Versténdnis fir Confinement-Mechanismen zu entwickeln. Zunéchst werden
jetzt anhand von gruppentheoretischen Uberlegungen die grundlegenden Eigenschaften
von Ga-FEichtheorie zusammengestellt, um dann im Anschluss diese Fakten mit Hilfe von
Monte-Carlo-Simulationen zu bestétigen. Ziel soll es dann sein, auch fiir Ga-Yang-Mills
eine effektive Wirkung zu finden, die eine Anpassung der Theorie mit Hilfe von inversen
Monte-Carlo-Methoden erlaubt.

12.1 Theorie

12.1.1 Confinement in G,-Eichtheorie

In diesem Abschnitt soll mit Hilfe von gruppentheoretischen Uberlegungen gezeigt werden,
was die Unterschiede zwischen Confinement in Ga-Eichtheorie und SU (3)-Eichtheorie sind
(nach einer Arbeit von [30]). Dazu wird zunéchst noch einmal kurz zusammengefasst, wie
sich Confinement in SU(3) darstellt. Die Quarks in SU(3) transformieren unter der funda-
mentalen 3-dimensionalen Darstellung. Farbe kann nur durch Teilchen abgeschirmt werden,
die in Darstellungen mit N-ality ungleich Null transformieren, also insbesondere nicht durch
Gluonen. In einer Confinement-Phase von SU (3) kann also der Flussschlauch zwischen zwei
statischen Testquarks nicht reiffen und das statische Quark-Antiquark-Potential wéachst li-
near mit dem Abstand zwischen den Quarks, womit die freie Energie eines einzelnen Quarks
also gegen unendlich geht und damit der Polyakov-Loop gegen Null. Der Polyakov-Loop ist
somit auf der einen Seite ein Ordnungsparameter fiir einen Confinement-Deconfinement-
Phaseniibergang und andererseits aufgrund der Zentrumssymmetrie auch ein Ordnungspa-
rameter fiir einen Ubergang von einer symmetrischen Phase in eine Zentrumsphase. Wie
sieht dieses Bild nun in Go-Eichtheorie aus? Dazu werden zunéchst Tensorprodukte und
ihre Zerlegung nach irreduziblen Darstellungen betrachtet:

(M (M) =>0)a(7)® (14) ® (27) (12.1)

Mo (Me(M=>01)a4-(1®2-(14) @3- (27) ®2-(64) @ (77) (12.2)

(14) ® (14) = (1) @ (14) & (27) @ (77) @ (77) (12.3)
1414 (14) =0 (7)e5-(14) 3. (27) & 2- (64)

©4-(TT) @3- (77) @ (182) @3- (189) & (273) @ 2 - (448)  (12.4)

(7))@ (14) = (7) @ (27) @ (64) (12.5)

Die Go-Quarks, im folgenden einfach Quarks genannt, transformieren in der 7 - dimen-
sionalen Darstellung, Go- Gluonen, Gluonen genannt, in der 14-dimensionalen adjungierten
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12 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Ga

Darstellung. Da alle Darstellungen von G» reell sind, gibt es keinen Unterschied zwischen
Teilchen und Antiteilchen. Genauso wie fiir SU(3) bilden zwei Quarks (Quark und An-
tiquark in SU(3)) einen farbneutralen Zustand (Farbsingulett (1), ein Meson) wie in GL
(12.1) zu sehen ist. Ebenso bilden drei Quarks ein farbneutrales Baryon (Gl. 12.2).

Da das Zentrum von Go trivial ist, existiert das Konzept der N-ality zur Charakterisie-
rung von Darstellungen nicht mehr. Dies hat insbesondere zur Folge, dass die Farbladung
eines Quarks auch durch drei dynamisch erzeugte Gluonen abgeschirmt werden kann, es
existieren also farbneutrale Bindungszustinde aus Quarks und Gluonen, was in den Ten-
sorprodukten daran ersichtlich ist, dass die rechte Seite von Gl. (12.4) eine (7)-Darstellung
enthélt. Daraus ergibt sich

M4 o (14) o (14 =1)a... (12.6)

Dies bedeutet, dass auch in einer Confinement-Phase der reinen Eichtheorie der Fluss-
schlauch zwischen zwei Quarks aufgrund der dynamischen Erzeugung von Gluonen reifst
und damit der Polyakov-Loop auch in der Confinement-Phase der Theorie einen Wert ver-
schieden von Null annimmt. Damit ist der Polyakov-Loop kein Ordnungsparameter mehr
fiir einen Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang. Dies zeigt auch, dass die Defini-
tionen von Confinement in SU(3) und in Gz nicht dieselben sein konnen. In SU(3) ist
Confinement verbunden mit der Existenz einer von Null verschiedenenen asymptotischen
String-Tension. Diese ist in G2 jedoch immer identisch Null. Confinement in Gy bedeutet
deshalb immer die Abwesenheit von freien Farbladungen im physikalischen Spektrum der
Theorie. Aufgrund der fehlenden Zentrumssymmetrie lassen sich auch keine Aussagen iiber
die Art eines Confinement-Deconfinement-Ubergangs machen. In [30] wird vermutet, dass
es sich entweder um einen Crossover oder einen schwachen 1. Ordnungsiibergang handelt.

12.1.2 Darstellungen von G, unter SU(3)-Transformationen

Schrankt man die Ga-Eichgruppe auf ihre SU(3)-Untergruppe ein, kann man die fundamen-
talen Darstellungen nach irreduziblen Darstellungen der Untergruppe zerlegen. Es ergibt
sich

(14) = 8) ® (3) ® (3) (12.7)

Ein Ga-Quark zerfillt also in ein SU(3)-Quark, ein SU(3)-Antiquark und ein Farbsin-
gulett, die Gluonen in die normalen SU(3)-Gluonen in der (8)-Darstellung plus 6 weite-
re Eichbosonen in (3)- und (3)-Darstellungen, die damit diesselbe Farbquantenzahl wie
SU(3)-Quark und Antiquark besitzen. Dadurch erhdlt man &hnliche Effekte wie in der
QCD, in der der Flussschlauch zwischen Testquarks durch die Erzeugung von leichten dy-
namischen Quark-Antiquark-Paaren aus dem Vakuum reifft. Dieser Aspekt wird jedoch
spater in dieser Arbeit mit Hilfe eines Eich-Higgs-Modells ndher untersucht. Nun wird
noch gezeigt, wie sich die Charaktere in den fundamentalen Darstellungen unter Z(3)-
Zentrumstransformationen in der SU(3) Untergruppe verhalten. Dazu wird eine beliebige
Matrix €2 € G4 geschrieben als

0=S-u (12.8)
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12.1 Theorie

mit

U 0 0 c D' K
U=_[o v o ., 8= D ¢ K* (12.9)
0 0 1 ~Kt —KT 4

In diesen Betrachtungen wird von einer komplexen Darstellung der Go ausgegangen, die
Charaktere sind aber weiterhin reell. Zentrumselemente Z von SU(3) haben die Form

0 2k
zls O Z = exp <ZT> ,k=0,1,2 (12.10)
1

Damit ergibt sich in der (7)-Darstellung

C D* K
X7 =tr(SUZ) = tr D c* K~ ZU*
-Kt —KT 4
=tr (CzU) +tr (C*zU") +d = ztr (CU) + ztr (C*U™) + d
=R{2z2tr (CU) + d} (12.11)
und in der adjungierten Darstellung
14
Xu =Y tr (TaSLIZTaZT uTST)
a=1
8 14
=Y & (Tasunws* ) +3 b (TCLSLIZTQZTL{T st ) (12.12)
a=1 a=9

X8

Interessant ist hier der Fall mit SU = 17, weil er einem Polyakov-Loop in der voll ausge-
richteten Deconfinement-Phase entspricht. Es ergibt sich (z = exp ( ”))

=(7,14), “x=(-2,5), “x=(-2,5) (12.13)

Beide Transformationen z und z bilden das e-Element also auf denselben Punkt ab. Dies
ist allgemein der Fall fir S = 17 und U € SU(3) mit trU € R, was sich auch aus GL
(12.7) ergibt. Fiir beliebige Gruppenelemente ist dies jedoch nicht der Fall, wie in Abb.
12.1 zu sehen ist.
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12 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Ga

X14

X7

—2 0 2 4 6

Abbildung 12.1: Z3-Zentrumstransformationen im Fundamentalbereich von Go

12.2 Ein Algorithmus zur Simulation von Eichtheorien

Um Go-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter numerisch untersuchen zu kénnen ist ein Monte-
Carlo-Update-Algorithmus erforderlich, der Verteilungen nach Haarmafs x Boltzmannfak-
tor erzeugt. Fiir SU(N) konnte von Cabibbo und Marinari [52] aufgrund der Struktur
der Eichgruppe ein Warmebad-Algorithmus konstruiert werden, der in dieser Arbeit be-
nutzt wurde. Fiir die Eichgruppe G» ist dieser Algorithmus jedoch nicht anwendbar, da
er spezielle Eigenschaften der Gruppe SU(NN) benutzt. Es existiert zwar eine Modifikation
dieses Algorithmus fiir Gy [45], jedoch soll hier ein Algorithmus konstruiert werden, der
flir verschiedene Eichgruppen universell anwendbar ist. Ein Ansatzpunkt hierfiir ist der
in [61, 62, 63| beschriebene Hybrid-Monte-Carlo Algorithmus, der hier an die Gruppen-
struktur der Theorie angepasst wird. Dazu miissen zunéchst geeignete Freiheitsgrade der
Theorie gefunden werden. Jede Matrix U € G lasst sich schreiben als

U(E) = exp (A(1)) = exp <¢\%ua(t)za> (12.14)

mit 2 € g und T¢ als den Generatoren der Algebra g. Die zeitabhéngigen Freiheitsgrade
sind also die Variablen w,(t). Damit lasst sich eine fiktive Hamiltonfunktion wie folgt
aufschreiben

1
Hlu,pl = 5 Y 12 o+ Swlts pal (12.15)
T, [1,a

Die Hamilton’schen kanonischen Gleichungen ergeben

OH

- 12.16
apxyuva o ( )

u(E“U,,CL =
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12.2 Ein Algorithmus zur Simulation von Eichtheorien

Ableiten von Gl. (12.14) ergibt

U(t) = z‘\%ua(t) TU(t) = z‘\%pa(t) TEU(t) (12.17)

Diese Differentialgleichung wird durch folgenden Ansatz erfiillt

Ui =Tew | = / pa(P)dr T | U(ty) (12.18)

Das Symbol 7 bedeutet hier das zeitgeordnete Produkt der Matrizen. Mit der Einfithrung
von matrixwertigen Impulsen

1

(ﬂpx,u = ﬁpx,u,a:{a (12.19)
lasst sich die Hamiltonfunktion auch schreiben als
1
H =35> 05, + Swlde,]
Z,Hl
— | 2 5 2N, — U ul 12.20
=tr | 5D Pl o o= Uny —Us (12.20)
ZE“U, ¢ ZB“UJ/
S

Gleichung (.12.17) ist eine erste Bewegungsgleichung des Systems. Eine Zweite ergibt sich
direkt aus H =0

1= o { BB+ S
,u

=Y tr {‘Bx,ﬁx,u - % (L’{xvqu,u + Rl,ﬂiﬂ} —0 (12.21)
T, 1

wobei R, die Summe der unvollstindigen Plaketten ist, die den Link U/, enthalten
(Staple). Mit (12.17) folgt

0= Z tr {"Bx,u‘bmw - i <§’B$,MUI7HR%H - R;rﬁ,uul#ml#) }

2N,
T,
. i3
-3t {apx,u [apw N (Ui~ R;,HULH)] } (12.22)
T,

Eine mogliche Losung dieser Gleichung ist das Verschwinden der eckigen Klammer. Als
zusitzliche Freiheit hat man die Moglichkeit, eine Matrix G, zu addieren, fiir die gilt
tr(Pz,uGz,p) = 0. Damit ergibt sich das zu 16sende Gleichungssystem zu

ax,u = imx,uux,u (12.23)
(ﬂpx,u = 12—]\[0 (Ux,qu,u - RLMU;,M) - Gx,u = FJ/HM — GJ/HM (12.24)
0= tr(PouGap) (12.25)
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12 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Ga

Die Freiheit in Gleichung (12.24) ist notwendig, weil B, , € g in der Algebra der Gruppe
liegt, aber F , im Allgemeinen nicht. Es kann jedoch immer ein G, gefunden werden,
welches die Bedingung (12.25) erfiillt und dafiir sorgt, dass P, , € g, was durch folgende
explizite Konstruktion gezeigt werden kann:

1
Gop=Fpp— —tr(Fp %)% (12.26)
v
Nachrechnen zeigt (B, = Py, T)

1
tr ("B:E,,qu,,u) =tr (‘Bm,pFw,u) - ; tr (Fm,,u‘za) tr <p:c,u,b‘zbga)

1
=tr ("BIE,“FLM) - ; tr (Fm,,usa) px,u,b’wsab

= tr (P Fop) — tr(Frp pw,u,bzb) =0
——
PBa,u

Mit dieser Wahl der Matrix G , liegt 5].3:@“ offensichtlich immer in der Algebra und damit
bleiben auch die Impulse B, , immer in g. Fiir die Algebra su(NN) geniigt es F , spurfrei

zu machen, also

tr F,
Gx,u - r—]\;f,u]l

zu wahlen.

Die Gleichungen (12.23) bis (12.25) sind die gesuchten Bewegungsgleichungen. Sie miis-
sen im HMC-Algorithmus integriert werden, wobei die Impulse p, ,, , gaulverteilt initiali-
siert werden miissen. Integriert man die Bewegungsgleichungen global, so muss fiir jeden
Link und fiir jeden Integrationsschritt der Staple R, , neu berechnet werden. Da dies aber
sehr zeitintensiv ist, ist der HMC in dieser globalen Variante fiir Eichtheorien unpraktika-
bel. Durch eine Modifikation zu einem lokalen Update-Algorithmus kann dieser Nachteil
jedoch umgangen werden.

Lokaler Hybrid-Monte-Carlo (IHMC)

Der lokale HMC (IHMC) stellt im Prinzip einen verbesserten Metropolis-Algorithmus dar.
Die Bewegungsgleichungen werden nicht simultan fiir alle dynamischen Variablen gelost,
sondern nur lokal fiir eine Variable. Der Pseudocode sieht wie folgt aus:

1. Erzeuge Startkonfiguration C(U. )

2. Wahle Link U, ,

3. Ziehe Impulse p, gauverteilt

4. Berechne H = H(pq,Us ;)

5. Integriere Hamilton’sche Bewegungsgleichungen von t =0 bis t =T

6. Berechne H' = H(p,,U, ,) und 6H = H' — H
7. Akkzeptiere den neuen Link Z/[:L , mit Wahrscheinlichkeit p = min(1, e™9H)

8. wiederhole ab 2 bis alle Variablen einmal gewahlt wurden
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12.3 Die Berechnung der Exponentialabbildung

9. neue Konfiguration C'(U;,,,), beginne wieder bei 2

Fiir eine Akzeptanz von 1, also exakter Energieerhaltung, wiirde dieser Algorithmus
also einem Wirmebad-Algorithmus entsprechen. Allerdings muss bei einem HMC darauf
geachtet werden, dass die Integrationslange 7" nicht zu klein ist, damit unabhangige Kon-
figurationen erzeugt werden. Dies erhoht normalerweise die Energieverletzung und senkt
damit die Akzeptanz. Im Folgenden wird kurz der verwendete Integrator, ein Leap-Frog,
vorgestellt.

Leap-Frog-Integrator

Der Leap-Frog-Integrator ist ein symplektischer zweiter-Ordnungs-Integrator, der zeitum-
kehrinvariant ist. Er verwendet folgendes Integrationsschema:

A NS

Posulr + 5) = Bau(r) + 5 Pa(7) (12.27)
Uy (T + AT) = exp {iAT‘/B;E“u,(T + %)}L{Lu(ﬂ (12.28)

Bou(T +AT) = Py u(7 + %) - %qéw(r + 67) (12.29)

Die Zeitordnung in Gleichung (12.18) kann hier fallengelassen werden, weil die Impulse
iiber einen Zeitschritt A7 als konstant angenommen werden. Der Fehler, der dabei gemacht
wird, ist von Ordnung O(A7?). Das Exponentieren der Algebra in Gleichung (12.28) ist
sehr zeitaufwendig. Da der Integrator jedoch nur bis zur Ordnung O(A7?) exakt ist, reicht
es im Prinzip die Exponentialfunktion bis zur zweiten Ordnung zu entwickeln. Dies hat
jedoch den Nachteil, dass das so erhaltene ¢/ nicht mehr in der Gruppe liegen muss, was
zu Problemen fiihrt die im Anhang A.4 zu dieser Arbeit noch genauer untersucht werden.
Der IHMC hat zwei freie Parameter, die Integrationsldnge T und die Feinheit der Diskre-
tisierung A7. Diese miissen fiir jede Anwendung entsprechend optimal eingestelllt werden.
Richtwerte sind Integrationsldngen in der Groflenordnung von 7' = 1, so dass etwa eine Ak-
zeptanz von 70% erreicht wird (fiir HMC). Selbst wenn die Exponentialfunktion z.B. iiber
eine Spektralzerlegung exakt berechnet wird, kann es jedoch durch numerische Fehler dazu
kommen, dass insbesondere fiir grofsere Matrizen sich diese Fehler nach vielen Sweeps iiber
das Gitter so summieren, dass die Links nicht mehr in der jeweiligen Eichgruppe liegen.
Es ist deshalb notwendig, einen Link nach einigen Sweeps wieder zuriick in die Gruppe zu
projizieren. Im Anhang A.2 werden Methoden gezeigt, wie dies fiir die Gruppen SU(N)
und Gy moglich ist. Damit der Algorithmus fiir G5 ausreichend schnell fiir Simulationen
ist, muss eine Moglickeit gefunden werden, die Exponentialfunktion effizient zu berech-
nen. Hierfiir wird nun eine Methode konstruiert, die von einer speziellen Zerlegung von
Go-Matrizen und der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel Gebrauch macht.

12.3 Die Berechnung der Exponentialabbildung

In diesem Abschnitt wird eine Abbildung von der Algebra go in die Gruppe G9 konstruiert,
die die Exponentialabbildung in zweiter Ordnung néahert, dabei aber die Gruppe nicht
verlasst und mit deutlich weniger Zeitaufwand auszufiihren ist als das exakte Berechnen
der Exponentialfunktion. Hierzu wird wieder die Beschreibung der Sg als Coset-Space
von G3/SU(3) benutzt. Deshalb zunéchst noch einmal als Erinnerung: u = su(3) ist eine

131



12 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Ga

Unteralgebra von go. Die Algebra von G4 ldsst sich schreiben als Summe von Vektorrdaumen
g, = u+ s und es gelten folgende Kommutatorrelationen

[wu] Cu, [u,s]Cs, [s,8]Cu+s (12.30)

Damit lasst sich jedes Element der Gruppe G3 schreiben als 2 = SU. Im Folgenden bezeich-
nen i, die Generatoren der Unteralgebra u, also 4, € u und &, die {ibrigen Generatoren
von g,, also 6, € s. Damit gilt fiir ein beliebiges Element aus G»

Q = exp {67(3,6° + @, U") } = exp {675,6,} exp {5TuU"} (12.31)

Die ungepunkteten Indizes laufen iiber die Generatoren von s, also x = 9...14, die ge-
punkteten {iber die Generatoren von u, also £ =1...8.

Die Exponentiale auf der rechten Seite der Gleichung lassen sich wie spéter gezeigt wird
explizit angeben. Ziel ist es also, die Koeffizienten s, und u, aus §, und 4, zu berechnen.
Dies ist moglich mit Hilfe der Hausdorff-Formel

H(A,B) =1In(exp{A}exp{B})

:A+B+%[A,B]+1—12[A,[A,B]]+1—12[B,[B,A]]
+ LA BLIAB] ... (12.32)

24
Also gilt
67(546% + 1 U%) = H(675,8,, 6Tuad?)
. 1 .
=T (sa6a + udil“) + 55727%3@ [6“,11“]
1 3 . a b ((a o a b ~a
+ 507 (saspua | 67, | &4 | | + squay | 0%, | 0 ¢ |)
1 . .
+ 50 saspuay | [67,40], [ &40 [+ (12.33)
Mit den oben angegebenen Kommutatorrelationen lésst sich weiter schreiben
. . 1 .
67 (846" + 1al?) = 67 (5,64 + uall®) + 5572%3@ [ e
1 . C
+ 5573 (sasbuafb“c [6%,6°] + sauaubfb“cf“cd6d>
1 . .
+ ﬂ5748asbudubf““cfbbd [66, Gd} + ... (12.34)

Die Kommutatoren zwischen s und s liegen in u + s = go. Die Generatoren von go werden
mit T bezeichnet, wobei griechische Indizes von 1...14 laufen. Damit ergibt sich weiter

. . 1 .
67(8,6" + 1l?) = 67 (5,64 + uatl?) + 5572%3@ o 6
1 . ; .
+ 557'3 (sasbuafb“cf‘waia + sauaubfbacf“Cde)

1 ) .
+ ﬁ5T4sasbuaubfaacfbbddeaTx +... (12.35)
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Im néchsten Schritt werden mit Hilfe der Orthogonalitéit der Generatoren die Koefliizenten
auf der linken Seite der Gleichung isoliert. Es folgt

1 .
0TS, = 0TSy + §5T2ua3afmx
1 ; ' ;
+ 557_3 (Sasbuafbacfacx + Sauaui,fbacfacx>

1 "
+ ﬁ5743a3buaubf“acfbbdf0dm +... (12.36)

und

1 .
0Tl = 0Tug + E5T?’sasbuafbacfaci
1

245T4sasbudubf“dcfbi’df6di +... (12.37)

_|_

Im Folgenden werden nur noch Terme bis zur Ordnung O(872) betrachtet und es entsteht
nach Umbenennen einiger Summationsindizes folgendes Gleichungssystem

1 . 1 . )

Sy = S5, + §5Tuasaf““x + E672saudf““b (scfd’x — uc-fd’x> (12.38)
1 .

g = ug + ﬁ(57'2sasbud fha e, (12.39)

Dies ist ein Gleichungssystem mit 14 nichtlinearen Gleichungen fiir die Variablen s, und
ug. Tm niichsten Schritt wird dieses System bis zur Ordnung O(672) geldst.

Losen des Gleichungssystems bis zur Ordnung O(672)

Eine Losung ist deshalb einfach moglich, weil Gleichung (12.39) keine Terme in 1. Ordnung
in 07 enthélt und in wu; linear ist. Sie lasst sich schreiben als

1 . ;
Uy = <55gy + E5T2Sa8bfbycfacgb> uy = X3 uy (12.40)

Die Inverse einer Matrix der Form 1 + 67A 4 672B ist bis zur Ordnung 0(57'2) gegeben
durch

1
1+ 674+ 67°B

=1-67A+ 7% (A% — B) + O(67%) (12.41)

Damit folgt also

1 .
Uy = <5¢y - Eé#sasbfbycfaci) Uy (12.42)

Einsetzen in Gleichung (12.38) und streichen von allen Termen mit Ordnung > 2 in 07
zeigt, dass in 2. Ordnung die s, nur von 4, nicht aber von u; abhéngen. Damit entkoppeln
die Gleichungen und koénnen separat gelost werden. Es bleibt also folgende Gleichung zu
16sen, die als Summe eines linearen und eines nichtlinearen Teils geschrieben werden kann:
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12 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Ga

1 : 1 o 1 .
8z = <5xy +507taf", — E&%adefyabfcz)x) Sy + E&TQﬁafyabebxscsy (12.43)
Die Struktur der Gleichung ist die folgende
80 = (1 + 6TA+ 67°B)aysy + 072 Fry25,5- (12.44)

Der nichtlineare Teil ist von 2. Ordnung. Findet man eine Losung fiir den linearen Part,
dann ist der Rest mindestens von 1. Ordnung in é7. Es wird also der folgende Ansatz
gemacht:

Se =& + 0T, (12.45)
mit
(14 067TA+ 072B)1yéy = 32 (12.46)
Einsetzen liefert also
0=(1+d7A+ (5T2B)xy6y + 0T Fyy (Syiz +07(&yex + &2ey) + 5T2eyez) (12.47)

Léasst man hier wieder nur Terme bis zur 2. Ordnung zu, so ergibt sich eine lineare Gleichung
fir €.

{(Q+6TA+67°B)yy + 67°E(Froy + Fuyz) } €y = 07Fpy.6y6. (12.48)

In zweiter Ordnung hat sie die Losung

1 . 1 . . 1 . .
e = 4 0.Y = S0Tha Yy + 20T (Gatie(fY0.F5 0 — 2 Y% 1,)
2 4 3
1. za a fz 1 ~ pca pz
—guafz(f bfybm + fY%f b:v)> } §5Tuaf bf byﬁcﬁz (12.49)
und &, berechnet sich durch

&= {axy - 5%%#2 + iaﬂaaaé (fyzfmx - éf%f%) } 8y (12.50)

Auf diese Art lasst sich also die Zerlegung durchfithren. Wie die Matrix S auszurechnen
ist, wird im Anhang A.2 gezeigt. Im Folgenden muss also nur noch die Matrix exp (u444%)
berechnet werden.
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12.4 Simulationsergebnisse

Berechnung der Exponentialabbildung von su(3)

Die Exponentierung einer Matrix aus su(3) ist in [64] angegeben.

=1
U=e"= Z Eﬁn mit 6 € su(3) (12.51)
n=0 "

Mittels des Cayley-Hamilton-Theorems kann diese unendliche Reihe von Matrizen in eine
unendliche Reihe von Koeffizienten umgeschrieben werden

9 =boH+co und 9 =0a,H+bH+¢ (12.52)

mit den Rekursionsrelationen

ai+1="b; , b1 =abo+c , cip1=ac (12.53)
ap=0 , —by=zy+zz+yz , co=2zxY2 (12.54)

wobei z, y und z die Eigenwerte der Matrix $) sind (z 4+ y + z = 0). Damit ldsst sich U
schreiben als

_ 12 = may 9
mL{—m<]lg+5§+25§>+<Z (n+3)!>ﬁ

n=0
. mb, . mec,
* (;Z:O (n—|—3)!) ot (;} (n+3)!>
m=(z—y)(z—2)(y—2) (12.55)

Diese Rekursionsrelationen lassen sich 16sen und es ergibt sich fiir U

U= % {(yz(y — z)e* + x2(z — x)e¥ + zy(x — y)e*) 13
+ (z(y — 2)e” +y(z —x)eY + 2(z —y)e*) H
+ ((y—2)e"+ (z —x)e¥ + (x — y)ez)532} (12.56)

Die Eigenwerte einer antihermiteschen 3 x 3-Matrix kénnen ebenfalls analytisch angegeben
werden und damit ist dieses Problem gelst. Das Exponentieren einer beliebigen Matrix
aus go bis zur zweiten Ordnung ist damit auf das Losen eines Gleichungssystems und einer
Multiplikation von zwei 7 x 7-Matrizen zuriickgefiihrt. Dieses Verfahren ist etwa 10-mal
schneller als das direkte Exponentieren der Matrix und vermeidet systematische Fehler
einer Taylor-Entwicklung der Exponentialfunktion (siehe Anhang A.4).

12.4 Simulationsergebnisse

Nachdem jetzt also ein Algorithmus zur Verfiigung steht mit dem es mdglich ist, Ga-
Eichtheorie zu simulieren, werden in diesem Abschnitt die numerischen Ergebnisse zusam-
mengefasst. Die Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe G wurde auf verschiedenen Gittern
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12 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Ga

mit dem beschriebenen Algorithmus simuliert. Dabei wurden als Observablen die iiber das
Gitter und alle Richtungen (u,v) gemittelten Plakette W

1
W= 7'6.V§§truxw (12.57)
sowie der Polyakov-Loop betrachtet.

12.4.1 Das 123 x 2-Gitter

Auf diesem Gitter wurden fiir jede Kopplung 10000 Konfigurationen (in der Néhe des
Phaseniibergangs, also 5 = 8.6...9.9, 20000 bzw. 50000 Konfigurationen) erzeugt. In Abb.
12.2 ist die {iber das Gitter gemittelte Plakette, die proportional zur Wirkung ist, iiber der
Kopplung § aufgetragen und in Abb. 12.4 die dazugehdrende Suszeptibilitdt. Die Ergeb-
nisse zeigen, dass es bei . = 9.081(2) einen Phaseniibergang in der Theorie gibt, der durch
einen kleinen Wert des Polyakov-Loops (Abb. 12.3) in der Phase mit schwacher Kopplung
f und einen ausgerichteten (in der Ndhe des 1-Elementes der Gruppe) Polyakov-Loop fiir
starke Kopplungen charakterisiert werden kann. Dieser Phaseniibergang wird in Uberein-
stimmung sowohl von der Suszeptibilitit der Plakette als auch der des Polyakov-Loops
angezeigt. Auch wenn nach den theoretischen Uberlegungen der Polyakov-Loop keinen
exakten Ordnungsparameter darstellt, scheint er sich auf diesem Gitter dennoch in gu-
ter Naherung als Unterscheidungskriterium der beiden Phasen zu eignen. Deshalb werden
seine Histogramme (Abb. 12.5) zur Bestimmung der Art des Phaseniibergangs benutzt.
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Abbildung 12.2: Plakette in Abhéngigkeit von 8 auf dem 123 x 2-Gitter

Die Histogramme zeigen, dass es sich um einen Phaseniibergang 1. Art handeln konnte.
Zur genaueren Bestimmung werden im Folgenden grofere Gitter betrachtet.
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Abbildung 12.3: Polyakov-Loop in 7- und 14-dimensionaler Darstellung in Abhéngigkeit
von 3 auf dem 123 x 2-Gitter
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Abbildung 12.4: Suszeptibilitéit der Plakette und des Polyakov-Loops (reskaliert) in Ab-
hiingigkeit von 3 auf dem 123 x 2-Gitter
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Abbildung 12.5: Histogramme des Polyakov-Loops auf dem 123 x 2-Gitter
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12.4 Simulationsergebnisse

12.4.2 Das 163 x 4-Gitter

Die Simulationen auf diesem Gitter wurden mit einer Statistik von 10000 Konfigurationen
durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in den Abb. 12.6 und 12.7 zu sehen.
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Abbildung 12.6: Plakette in Abhingigkeit von § auf dem 163 x 4-Gitter

Auch auf diesem Gitter ist der Phaseniibergang sowohl im Polyakov-Loop als auch in
der Plakette zusehen. Die kritische Kopplung liegt in Ubereinstimmung der beiden Ob-
servablen (in der gewéhlten Auflosung und Statistik) bei 5. = 9(1). In der Hochtempe-
raturphase gibt es jedoch einen Unterschied zum 2-er Gitter. Der Polyakov-Loop in der
7-Darstellung nimmt sowohl positive als auch negative Werte an, wéhrend in der Plakette
im Rahmen der Statistik kein Unterschied zwischen diesen Phasen mit negativem bzw.
positivem Polyakov-Loop zu erkennen ist. Ein Vergleich mit Werten der analytischen Be-
trachtung von Zentrumstransformationen in der SU (3)-Untergruppe zeigt, dass es sich bei
dieser Phase um ein Relikt der SU(3)-Zentrumssymmetrie handeln koénnte, die jedoch fiir
GG keine exakte Symmetrie sein kann. Dies wird in Abschnitt 12.4.4 genauer untersucht
werden. Auf diesem Gitter wurden fiir jede Kopplung Simulationen sowohl mit Warmstart
(zuféllige Anfangsverteilung) als auch mit Kaltstart (Anfangsverteilung mit allen Links
auf der Einheit) durchgefiihrt. Fiir einen Kaltstart lauft die Theorie immer in die Phase
mit positivem Polyakov-Loop wahrend der Warmstart zu beiden Phasen fiihrt. Dies ist
verstédndlich da der Polyakov-Loop in einer Deconfinement-Phase mit positivem Wert in
der Néahe der Einheit liegt.
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Abbildung 12.7: Polyakov-Loop in 7- und 14-dimensionaler Darstellung in Abhéngigkeit
von 3 auf dem 163 x 4-Gitter

12.4.3 Das 16° x 6-Gitter

Auf diesem Gitter wurde die Yang-Mills-Theorie mit einer Statistik von 100000 Konfigu-
rationen untersucht. Die Ergebnisse fiir den Polyakov-Loop sind in Abb. 12.9, die fiir die
Plakette in Abb. 12.8 zu sehen. Die Peaks in der Suszeptibilitdt von Polyakov-Loop und
Plakette (Abb. 12.10) liegen nicht mehr bei derselben Kopplung (. Dies stimmt mit den
Ausfiithrungen in [65] iiberein, die zeigen, dass es in Go-Yang-Mills auf dem Gitter neben
dem Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang bei f. = 9.765(5) einen sogenannten
Bulk-Ubergang bei 3 = 9.45(5) gibt, der den physikalischen Confinement-Deconfinement-
Phaseniibergang auf kleinen Gittern iiberdeckt. In der Suszeptibilitiat der Plakette ist am
physikalischen Phaseniibergang ein wesentlich kleinerer Peak zu sehen, der mit dem Peak
in der Polyakov-Loop-Suszeptibilitdt iibereinstimmt, aber nur mit mehr Statistik genauer
aufzultsen ist. Weiter ist zu bemerken, dass auch auf diesem Gitter in der Hochtempera-
turphase der Polyakov-Loop sowohl positive als auch negative Werte annimmt. Nun soll
in der Néhe des Phaseniibergangs die Monte-Carlo-Zeitentwicklung des Polyakov-Loops
(Abb. 12.11) betrachtet werden um die Art des Phaseniibergangs zu bestimmen. Es zeigt
sich, dass es sich um einen Phaseniibergang 1. Art (auf diesem Gitter) handelt, weil der
Polyakov-Loop zwischen der Confinement- und der Deconfinement-Phase springt. Es gibt
also am Phaseniibergang eine Koexistenz der beiden Phasen. Der Polyakov-Loop springt
auf einer Skala von etwa 10000 Konfigurationen zwischen den beiden Phasen.
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Abbildung 12.8: Plakette in Abhéngigkeit von 8 auf dem 163 x 6-Gitter
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Abbildung 12.9: Polyakov-Loop in 7- und 14-dimensionaler Darstellung in Abhéngigkeit
von 3 auf dem 163 x 6-Gitter
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Abbildung 12.10: Suszeptibilitdt der Plakette und des Polyakov-Loops (reskaliert) in
Abhingigkeit von 3 auf dem 163 x 6-Gitter
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Abbildung 12.11: Polyakov-Loop iiber Monte-Carlo-Zeit fiir 3 = 9.765 auf dem 163 x 6-
Gitter
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12.4.4 Untersuchung der nicht exakten Z(3)-Zentrumssymmetrie

Um den Ursprung der Phase mit negativem Polyakov-Loop n#&her zu untersuchen, wird
auf einem 123 x 4-Gitter eine Hysteresekurve erstellt. Dazu wird wihrend der Simula-
tion die Kopplung zunéchst von der Deconfinement-Phase bis kurz unterhalb des Pha-
seniibergangs runtergefahren und danach wieder langsam erhoht. Zwischen dem Andern
der Kopplungen wird dem System Zeit zum Thermalisieren gegeben. Insgesamt wurden
500000 Konfigurationen erzeugt und die Thermalisierungszeit zwischen dem Andern der
Kopplung betragt 1000 Konfigurationen. Damit ergeben sich 250 verschiedene Kopplungen
zwischen § =9...13. Da die Phase mit negativem Polyakov-Loop untersucht werden soll,
muss das System am Anfang in diese Phase gebracht werden. Als Ausloser hierfiir haben
sich Zentrumstransformationen in der SU(3)-Untergruppe bewéhrt. Um die Abhéngigkeit
von einem bestimmten Satz an Zufallszahlen zu reduzieren, wurden 2 verschiedene Seeds
gerechnet. Die Ergebnisse sind in Abb. 12.12 und 12.13 zu sehen.

In Abb. 12.12 ist der Polyakov-Loop in der (1, 0)- und in der (0, 1)-Darstellung fiir beide
Seeds tiber der Kopplung 3 (entspricht der Monte-Carlo-Zeit) aufgetragen. Er beginnt in
der Phase mit negativer (1,0)-Darstellung. Kurz vor dem Erreichen der symmetrischen
Phase spring er in beiden Seeds in die Phase mit positivem Wert in der (1, 0)-Darstellung.
Nach dem Durchlaufen der symmetrischen Phase lduft er in beiden Seeds in die Phase
mit positivem Wert. Dies entspricht den Beobachtungen, dass in der Ndhe des Phasen-
iibergangs immer der positive Wert angenommen wird. Erst fiir grofe Kopplungen ist die
Phase mit negativem Wert stabil genug. Dies zeigt, dass es sich nicht um eine exakte Sym-
metrie handelt, sondern, wenn man nur lange genug wartet, immer die Phase mit positivem
Polyakov-Loop angenommen wird. Ein Tunneln zwischen diesen beiden Phasen wurde bei
Simulationen bisher nicht beobachtet. Abb. 12.13 zeigt den Weg des Polyakov-Loops in
der 7 — 14-Ebene. Dabei wurden immer Konfigurationen mit derselben Kopplung zusam-
mengefasst (in einer Farbe und Punktart dargestellt). Hier ist ebenfalls zu sehen, dass
der Polyakov-Loop nicht kontinuierlich gréffer wird sondern dass die Hoch- und Tieftem-
paraturphase klar durch einen Sprung voneinander getrennt sind und es sich damit also
um einen 1. Art Phaseniibergang handelt (auf diesem endlichen Gitter, es wurde hier kein
Kontinnumslimes durchgefiihrt).

Wie im Abschnitt 12.1.2 gezeigt, kénnen die Z(3)-Kopien auch zu unterschiedlichen
Punkten im Fundamentalbereich von G fiihren. Es konnte also ebenfalls eine 3-Peak-
Struktur in Histogrammen auftauchen. Dies wird jetzt auf einem kleinen Gitter (6% x 2)
untersucht. Dazu werden fiir verschiedene Eichkopplungen (3 oberhalb des Confinement-
Deconfinement-Ubergangs Histogramme des Polyakov-Loops betrachtet (Abb. 12.14 auf
Seite 146 und Abb. 12.15 auf Seite 147). Es wurden dabei fiir jede Kopplung 1000 verschie-
dene Seeds gerechnet. Fiir 6 = 9.081 und 8 = 9.1 erkennt man zwei Peaks, einer entspricht
der Confinement-Phase und der andere der Deconfinement-Phase. Die Koexzistenz der bei-
den Phasen ist auf diesem kleinen Gitter sehr stark ausgeprigt. Bei 6 = 9.5 und 8 = 10
sind zwei Deconfinement-Peaks zu erkennen. Hier fallen also zwei Z(3)-Kopien aufeinander
(vgl. 12.1.2). Fiir § = 15 ist ein dritter Peak zu erkennen, der bei § = 20 noch stérker
ausgepragt ist. Der Polyakov-Loop in der adjungierten Darstellung ist hier auch negativ.
Fiir grofe 3 lassen sich auf diesem Gitter also alle Z(3)-Kopien des Polyakov-Loops dieser
nicht exakten SU(3)-Zentrumssymmetrie beobachten.
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Abbildung 12.12: Hysteresekurve des Polyakov-Loops auf einem 123 x 4-Gitter
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Abbildung 12.14: Histogramme des Polyakov-Loops auf dem 63 x 2-Gitter
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12.5 Das Quark-Antiquark Potential

Nachdem in dieser Arbeit bislang nur der Polyakov-Loop als Observable in Eichtheorien
betrachtet wurde, soll jetzt das statische Quark-Antiquark-Potential untersucht werden.
Hierzu soll insbesondere die string tension in verschiedenen irreduziblen Darstellungen der
G5 gemessen werden. Weil in Ga-Fichtheorie aufgrund der dynamischen Erzeugung von
Gluonen, die, wie bereits gezeigt, ebenfalls Farbe abschirmen kénnen, keine asymptotische
string tension existiert, kann nur eine intermediate string tension gemessen werden. Das
Potential wéchst nur in einem Bereich bis r. = 8 [30] linear und wird danach wieder
flacher. Zur Erinnerung werden hier noch einmal die wesentlichen Gleichungen aus Kapitel
4 angegeben. Wilson-Loops in der Darstellung r haben die Form

—InW,(R,T) =C, + V.(R)T fiir groke T (12.58)
mit dem statischen Quark-Antiquark-Potential

Vi(R) = cr — % +o,R (12.59)

12.5.1 Casimir scaling

Verschiedene Modelle fiir Confinement-Mechanismen [32] sagen voraus, dass das Verhéltnis
von Stringspannungen in verschiedenen Darstellungen gleich dem Verhéltnis der Eigenwerte
¢, des quadratischen Casmiroperators ist.

Cu
o, = o 12.60
" gt (12.60)
Dies wird als Casimir scaling bezeichnet. Der Eigenwert zur Darstellung p = (nq,ns9)
berechnet sich wie folgt
ey = 2nT + 6n3 + 6n1ng + 1011 + 18n, (12.61)

In der folgenden Tabelle sind die Eigenwerte des quadratischen Casimiroperators c,, fiir
einige Darstellungen angegeben sowie das vorausgesagte Verhaltnis der string tension

Darstellung p (1,0) | (0,1) | (1,1) | (2,0) | (0,2) | (3,0)
Dimension von p 7 14 64 27 7 7

Eigenwert c, 12 24 42 28 60 48
Verhiltnis o,,/0(1 o) 1 2 3.5 ]2.333 5 4

12.5.2 Smearing

Der Uberlapp von grofien Wilson-Loops mit dem Vakuum ist nur sehr gering. Aus diesem
Grund ist es fast nicht moglich, die string tension in hoheren Darstellungen zu messen.
Aufgrund von UV-Effekten fallt der Wilsonloop bei kleinen Abstédnden sehr schnell ab. Um
diesen Effekt zu reduzieren, wurde in |66, 67| eine Technik beschrieben, die das Abfallver-
halten von kleinen Wilson-Loops reduziert. Sie wird als stout smearing bezeichnet. Dabei

(1)

berechnet sich ein verschmierter Link Uz ;, wie folgt aus einem Link L[;E?,i =Uy
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12.5 Das Quark-Antiquark Potential

Cx,u = pRm,,u (1262)

Qx,u = Cx,uu;# (1263)
1

Doy = = 0 (U0 a) T° (12.64)

UL = exp (iQq,.) U (12.65)

wobei R, , der Staple ist und p ein smearing-Parameter. Nun kann man eine Folge von
Links definieren durch

n+1) _ . n n
U = exp (ZQ;&) u) (12.66)
In dieser Arbeit wird folgende smearing-Prozedur angewendet

o Setze Linkfeld U;E?) = U,,, fiir alle (z, p1)

Schleife ¢ = 1 bis i = Ny mit Ny als Anzahl der smearing-Schritte

Schleife tiber alle (x, )

Berechne UQEZL = exp (iﬂgﬁl)> U:S:Z;; b
e Berechne Wilsonloops mit Z/IQEZL

Vergleicht man diese smearing-Prozedur mit dem HMC-Algorithmus, so ist sie identisch
wenn man nach jedem Schritt die Impulse auf Null setzt. Man sieht also, dass stout smearing
die Wirkung minimiert. Die Plaketten sollten also fiir pNgy — oo gegen 1 gehen.

12.5.3 Simulationsergebnisse

Da Gleichung (12.58) nur fiir grofe Zeiten T gilt, miissen entsprechend grofse Gitter be-
trachtet werden. Aufgrund des string breaking reicht als rdumliche Ausdehnung des Gitters
14. Die ersten Tests finden deshalb auf einem 14%-Gitter statt. Fiir die Kopplung wurde
8 = 9.7 in der Confinement-Phase gewéhlt, da dies kleinen Gitterabstdnden a entspricht
und damit Wilson-Loops langsamer abfallen.

Das 14*-Gitter

Zunéichst wird fiir festen Parameter p = 0.1 das Verhalten von Wilson-Loops in der fun-
damentalen Darstellung (1,0) mit zunehmender Anzahl der Smearing-Schritte Ny, unter-
sucht. Dazu wurden 5000 Konfigurationen erzeugt mit maximalem Ny, = 25.

Der kleinste Wilson-Loop ist die Plakette. In Abb. 12.16 ist sie iiber der Anzahl der
smearing-Schritte Ngy aufgetragen. Wie zu erwarten war werden Plaketten also sehr stark
verdndert. Es ist auch zu sehen, dass sie wie erwartet gegen 1 geht. Die Wirkung wird also
auf einer gegebenen Konfiguration minimiert.
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Abbildung 12.16: Plakette (berechnet mit verschmierten Links) in Abhéngigkeit von der
Anzahl der smearing-Schritte

Nun wird fir verschiedene Werte von R der Wilson-Loop iiber der Zeit T betrachtet. Dies
ist fiir Ngy = 1 und Ngy = 15 in den Abbildungen 12.17 und 12.18 zu sehen. Aus diesen
Daten kann man erkennen, dass in guter Naherung ab 7' = 3 der lineare Zusammenhang
aus Gl. 12.58 erfiillt ist. Deshalb wird das statische Quark-Antiquark-Potential aus diesen
Daten beginnend bei T' = 3 gefittet.

Nun soll untersucht werden, wie stark das smearing kleine und grofse Wilson-Loops
verandert. Dazu wird fiir R = 1 und R = 6 der Wilson-Loop fiir verschiedene Werte von
Ngp tiber der Zeit T aufgetragen. In Abb. 12.19 und 12.20 ist zu sehen, dass die Steigung
der Geraden fiir groffe R weniger stark beeinflusst wird als fiir kleine R.
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12.5 Das Quark-Antiquark Potential
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Abbildung 12.17: Wilson-Loops fiir Ngy = 1 iiber der Zeit T
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Abbildung 12.18: Wilson-Loop fiir Ngy = 15 {iber der Zeit T
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Abbildung 12.20: Wilson-Loop fiir R = 6 iiber der Zeit T
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12.5 Das Quark-Antiquark Potential

In Abb. 12.21 ist das Potential in der fundamentalen (1,0)-Darstellung fiir verschiedene
Werte von Ng\ dargestellt.

1.2 T T T T
—K— Nsm =1
Nsm =2
K— Nopy =5 ¥
L —K— Ngm = 10
B Ngum = 15 i
Ngm = 25 X
x
0.8 i
X £
=)
Z 06 | i
~ » ¥
X
0.4 K 4
4 K ¥
02+ % W g
x*
O/ 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6

Nsm

Abbildung 12.21: Potential in der (1,0)-Darstellung fiir verschiedene Anzahl von smea-
ring-Schritten

Es ist zu sehen, dass der Coulomb-Anteil sich sehr stark &ndert wéihrend der lineare
Anteil stabiler bleibt, allerdings auch nicht konstant ist. Aus diesem Grund wird die string
tenston hier nur durch einen linearen Ansatz im Bereich R = 4...6 gefittet. Dies ist fiir
verschiedene Darstellungen in Abb. 12.22 geschehen. Hier ist die string tension iiber Ngym
aufgetragen. Man sieht eine starke Abhédngigkeit von der Anzahl der smearing-Schritte
Ngn- Das Verhaltnis zwischen verschiedenen Darstellungen ist jedoch nahezu konstant, was
in Abb. 12.23 zu sehen ist. Die durchgezogenen Linien sind die Vorhersagen des Casimir
scaling. Auf diesem Gitter sieht man also noch sehr starke Abweichungen zum vermuteten
Casimir scaling. Da Simulationen auf diesen groften Gittern sehr zeitaufendig sind konnte
dies in dieser Arbeit nicht mehr durchgefiithrt werden, soll aber Gegenstand zukiinftiger
Untersuchungen sein.
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Abbildung 12.22: string tension fiir verschiedene Darstellungen iiber der Anzahl der

smearing-Schritte
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12.6 Zusammenfassung

12.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Go-Eichtheorie auf dem Gitter untersucht. Dazu wurde nach
theoretischen Vorbetrachtungen ein Algorithmus entwickelt um Gs-Eichtheorie zu simu-
lieren. Es wurde auf verschiedenen Gittern der Polyakov-Loop in beiden fundamentalen
Darstellungen der G betrachtet und die kritische Kopplung sowie die Art des Phasen-
ibergangs auf dem Gitter bestimmt. Dabei hat sich gezeigt, dass der Polyakov-Loop in der
Deconfinement-Phase verschiedene Werte annimmt, die mit einer nicht exakten SU(3)-
Zentrumssymmetrie in Verbindung gebracht wurden.

Des Weiteren wurde das statische Quark-Antiquark-Potential gemessen sowie die string
tension bestimmt. Die betrachteten Gitter sind jedoch noch zu klein, um Kontinuums-
aussagen treffen oder Casimir scaling zeigen zu kénnen. Es konnte jedoch gezeigt werden,
dass die verwendete smearing-Prozedur das Verhéltnis von Stringspannungen in verschie-
denen Darstellungen nur wenig #ndert und den Uberlapp von groken Wilson-Loops mit
dem Vakuum erhdht.

155



12 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Ga

156



13 Effektive Polyakov-Loop-Modelle fiir
(G5 Eichtheorie

In diesem Kapitel soll genauso wie fiir SU(3)-Yang-Mills eine effektive Wirkung gefun-
den werden die in der Lage ist, das Verhalten des Polyakov-Loops am Confinement-
Deconfinement-Phaseniibergang der mikroskopischen Yang-Mills-Theorie wiederzugeben.
Im Unterschied zu SU(3) gibt es hier jedoch keine Symmetrien die die Wahl einer Wir-
kung einschrianken, was im Prinzip mehr Spielraum fiir die Konstruktion einer Wirkung
lasst. Wie fiir SU(3) soll auch hier als Ausgangspunkt die starke Kopplungsentwicklung
der Wilson-Wirkung genommen werden. Aus dieser entsteht ein minimales Modell, welches
zunéchst getestet werden soll. Da im vorherigen Kapitel deutlich wurde, dass das Zentrum
der SU(3) zwar keine exakte Symmetrie fiir Gy darstellt, jedoch auch eine wichtige Rol-
le zu spielen scheint, wird danach ein erweitertes Modell untersucht, welches durch die
SU (3)-effektive Wirkung motiviert wird.

13.1 Starke Kopplungs-Entwicklung fiir G5

Die fiir SU(N) detailliert beschriebene starke Kopplungsentwicklung ist auch auf G direkt
anwendbar, wobei es fiir G5 jedoch keinen Unterschied zwischen der Darstellung selbst und
ihrer komplex konjugierten Darstellung gibt. In fiithrender Ordnung ergibt sich damit als

effektive Wirkung GIl. (13.1).

Seft = A7 Z X(1,0)(Pz)x(1,0)(Py) +A14 Z X(0,1)(Pz)x(0,1)(Py) (13.1)

<zy> <zy>

S(1,0) S(0,1)

Das Modell mit dieser Wirkung wird im Folgenden als einfaches Modell bezeichnet. Die
weiteren Terme in 2. Ordnung der Entwicklung sind

Se0 = Z X(2,0)(Pz)X (2,0) (Py) (13.2)
<zy>
So,2) = Z X(0,2) (Pz)x(0,2) (Py) (13.3)
<zxy>
5(1,1) = Z X(l,l)(PSL‘)X(l,l)(Py) (13.4)
<zy>
2
Saor = Y (xa,0(Pe)xa,0(Py)) (13.5)
<zy>
2
5(0,1)2 = Z (X(O,l)(Px)X(O,l)(Py)) (13.6)
<zxy>
S1,00,1) = Z X(1,0)(Px)X(0,1) (P ) X (1,0) (Py) X(0,1)(Py) (13.7)
<zy>
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Bis zur 2.0rdnung der Entwicklung erhélt man also 8 unabhéngige Terme. Die Darstellung
der Charaktere in fundamentalen Charakteren der Gy ist im Kapitel 3 angegeben.
13.2 Phasendiagramm der effektiven Wirkung

Zunéachst wird das einfache Modell untersucht, welches nur fundamentale Darstellungen
enthélt. Dies geschieht hier analytisch iiber eine klassische Betrachtung der Wirkung und
danach mit Hilfe von Monte-Carlo-Methoden.

13.2.1 Klassische Analyse

Fiir eine klassische Analyse des Modells wird das Gitter I' in zwei Untergitter

Iy = {:anv Z|(_1)x+y+z = _1} (13.8)
und
Iy = {z,y,z|(-1)"""* =1} (13.9)

aufgeteilt. Auf jedem Untergitter wird angenommen, dass der Polyakov-Loop konstant ist,
also dass gilt

Xr(Pz) = x(Py) fiir zely (13.10)
Xr(Pz) = xr(Pu) fiix z el (13.11)

Damit lasst sich die Wirkung schreiben als

Set = 6V (Arx(1,0)(Pg)X(1,0)(Pu) + A1ax(0,1)(Pg) X (0,1) (Pu)) (13.12)

Nun werden die Minima dieser Wirkung im Fundamentalbereich von G9 gesucht. In den
Abb 13.1 und 13.2 sind der Polyakov-Loop P = % (X(l,O) (Pg) + x(1,0 (Py)) sowie die Mag-
netisierung M = 1 1X(1,0)(Pg) — X(1,0)(Pyg)| dargestellt.

Nach dieser klassischen Analyse des Modells ergeben sich folgende Phasen

e P=(7,14) und M = (0,0) ferromagnetische Phase
e P=(25,9.5) und M = (4.5,4.5) antiferromagnetische Phase
e P=(3,6) und M = (4,8) antiferromagnetische Phase

Man erhélt also eine ferromagnetische Phase sowie zwel antiferromagnetische Phasen. In
Abbildung 13.3 sind diese Phasen im Fundamentalbereich der G zu sehen. Der Polyakov-
Loop in der ferromagnetischen Phase (rot) entspricht dem e-Element der Gruppe. Die
antiferromagnetischen Phasen (rot und griin) enthalten ein Untergitter mit Polyakov-Loop
am e-Element und das andere Untergitter mit Polyakov-Loop an den Punkten (—2,5) bzw.
(—1,—2). Zusitlich sollte um (A1, A2) = (0,0) eine symmetrische Phase existieren. Nach
dieser klassischen Analyse sollen jetzt Monte-Carlo-Simulationen durchgefiithrt werden.
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Abbildung 13.1: Klassisches Phasendiagramm (Polyakov-Loop) des einfachen Modells

Abbildung 13.2: Klassisches Phasendiagramm (Magnetisierung Polyakov-Loop) des ein-
fachen Modells
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X14

X7

Abbildung 13.3: Phasen im Fundamentalbereich von Go

13.2.2 Monte-Carlo-Simulation

Es wurde ein Phasendiagramm des einfaches Modells im Bereich (A1, A\2) = (—0.3,—0.3)
bis (A1, A2) = (0.3,0.3) erstellt. Das Ergebnis fiir den Polyakov-Loop in der (7)-Darstellung
ist in Abb. 13.4 dargestellt und in Abb. 13.5 ist seine Magnetisierung zu sehen.

In Ubereinstimmung von klassischer Betrachtung und Monte-Carlo-Simulationen ist zu
sehen, dass eine Phase existiert mit P = 0 und verschwindender Magnetisierung (symme-
trische Phase), eine Phase mit P # 0 und M = 0 (ferromagnetische Phase) sowie zwei
Phasen mit P # 0 und M # 0 (antiferromagnetische Phasen). Trotz der reichhaltigen
Phasenstruktur dieses einfachen Modells fehlt eine Phase in der der Polyakov-Loop in der
7-dimensionalen Darstellung kleiner als Null ist. Da in der Yang-Mills-Theorie eine sol-
che Phase jedoch als Rest einer Z(3)-Symmetrie auftritt, ist dieses Modell als effektive
Wirkung also nicht geeignet und muss um zuséatzliche Terme erweitert werden. Die aus
den Erfahrungen mit SU(3)-Yang-Mills naheliegende einfachste Erweiterung ist die Hin-
zunahme eines Terms der quadratisch in der (1,0)-Darstellung ist. Fiir die im Folgenden
erweitertes Modell genannte effektive Wirkung ergibt sich damit

Sert =M D X(1,0)(Pe)x(0)(Py) + M1 D X(0.1)(Pa)X(0,1)(Py) (13.13)
<xzy> <zy>
A Y (0 (Pa)xan (Py)* (13.14)
<zy>

Simulationen haben gezeigt, dass dieser Zusatzterm dem Modell die erforderliche Phase hin-
zufiigt und damit sollte es jetzt moglich sein, die Yang-Mills-Theorie mit Ddmon-Methoden
und Schwinger-Dyson-Gleichungen zu untersuchen.

160



13.2 Phasendiagramm der effektiven Wirkung

Abbildung 13.5: Monte-Carlo Phasendiagramm (Magnetisierung Polyakov-Loop) des
einfachen Modells
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13.3 Ergebnisse der Damon-Methode fiir die effektive
Wirkung

In diesem Abschnitt soll die Ddmon-Methode, die bereits fur SU(3) und SU(4)-Yang-
Mills gute Ergebnisse lieferte, nun auf Go-Yang-Mills angewendet werden. Dazu werden
zunéchst drei Gitter mit dem einfachen Modell untersucht. Wie bereits vermutet, kann
dieses einfache Modell nur auf dem 123 x 2-Gitter erfolgreich sein, es wird hier dennoch
auch auf andere Gitter angewendet. Im Anschluss wird dann das erweiterte Modell auf
den groferen Gittern benutzt. Auf allen Gittern wurde der kanonische Dadmon mit einer
mikrokanonischen Statistik von 1000 Konfigurationen bei einer Thermalisierungszeit von
ebenfalls 1000 Konfigurationen angewendet. Fs wurden dabei jeweils 5000 Konfigurationen
aus dem Yang-Mills-Ensemble verwendet, womit sich also eine gesamte mikrokanonische
Statistik von 5 Millionen Konfigurationen ergibt.

13.3.1 Das 123 x 2-Gitter

In Abb. 13.6 ist zu sehen, dass der kanonische Ddmon die Yang-Mills-Theorie im Unter-
suchten Bereich sowhl in der (1,0)- als auch in der (0, 1)-Darstellung gut reproduzieren
kann. Lediglich direkt am Phaseniibergang liefert die effektive Theorie in beiden Darstel-
lungen zu grofse Werte fiir den Polyakov-Loop. Fiir diese Werte von 3 wurde aber auch
der Polyakov-Loop in der Yang-Mills-Theorie hier nur unzureichend genau bestimmt. Die
kritische Kopplung von effektiver Theorie und Yang-Mills-Theorie stimmt in der gewéhlten
Auflésung iiberein.

8.0 T T T
—*k— Yang-Mills Py
—H8— Yang-Mills P4
70 k- * kan. Damon Pr7
: 0 kan. Damon Pqy4
6.0 |
50 |
40
(P)
3.0 |
20 |
1.0
0.0 & & % B
1.0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Abbildung 13.6: Dimon-Methode auf dem 123 x 2-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang
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13.3.2 Das 163 x 4-Gitter

Das 163 x 4-Gitter wird hier benutzt um zu testen, ob das erweiterte effektive Modell den
Polyakov-Loop mit negativem Vorzeichen reproduzieren kann. Die Ergebnisse sind in Abb.
13.7 fir das 2-Kopplung- sowie das 3-Kopplungsmodell zu sehen. Das 3-Kopplungsmodell
ist in der Lage, alle Phasen korrekt wiederzugeben, wahrend dies fiir das 2-Kopplungsmodell
nur fiir Werte mit positivem Polyakov-Loop gilt.

4.0 T T T
—*— Yang-Mills P;
—&— Yang-Mills P4
35 F X  kan. Damon 2 Koppl. Py
0 kan. Damon 2 Koppl. Pi4
K kan. Damon 3 Koppl. P7
30F O  kan. Dimon 3 Koppl. Py
25
20
15
(P)
10
05
0.0 & ® % 5
-05 |
-1.0
_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Abbildung 13.7: Dimon-Methode auf dem 16% x 4-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang

13.3.3 Das 16° x 6-Gitter

Zum Schluss wird auf dem 163 x 6-Gitter noch die Verschiebung der kritischen Kopplung zu
groferen [ untersucht. Abbildung 13.8 zeigt den Polyakov-Loop in der (1, 0)- und der (0, 1)-
Darstellung. Wie bereits in der SU (3)-Theorie gesehen, fluktuieren die Werte des Polyakov-
Loops in der effektiven Theorie am Phaseniibergang sehr stark und die kritische Kopplung
verschiebt sich leicht. Es fallt auf, dass der Polyakov-Loop in der adjungierten Darstellung
wesentlich besser reproduziert werden kann. Hier ist der Sprung am Phaseniibergang jedoch
auch kleiner als fiir die (1,0)-Darstellung.
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Abbildung 13.8: Dimon-Methode auf dem 16% x 6-Gitter am Confinement-
Deconfinement-Ubergang

13.4 Ergebnisse der SDG fiir die effektive Wirkung

Die Anwendung von Schwinger-Dyson-Gleichungen auf Gs-FEichtheorie hat ergeben, dass
die fiir die Damon-Methode betrachteten Modelle nicht ausreichen, um selbst auf dem
123 x 2-Gitter den Polyakov-Loop zu reproduzieren. Insbesondere in der Confinement-Phase
der Theorie werden die erhaltenen Kopplungen wesentlich grofer als 1 und fluktuieren (in
Abhéngigkeit von der Statistik) sehr stark. Deshalb wird in diesem Abschnitt das folgende
Modell betrachtet, welches die Kopplungen erheblich stabilisiert.

Seft = A7 Z X(1,0)(Pe)X(1,0)(Py) + A14 Z X(0.1)(Pe)X(0.1)(Py) (13.15)
<zy> <zy>
+ A2 Z (X(l,O)(Pw)X(l,o)(Py))2 + Aoz Z X(2,0)(Px)X(2,0)(Py) (13.16)
<zy> <zy>

Es enthalt zusétzlich zum bisher betrachteten Modell den Polyakov-Loop in der 27-dimensionalen
Darstellung. Fiir die Klassenfunktionen {f}, die in die Schwinger-Dyson-Gleichungen ein-
gehen, wurde hier folgende Wahl getroffen (ein Kriterium fiir die Wahl war, dass (wenn
moglich) die 1. und 2. Ableitung der jeweiligen Wirkung nicht verschwindet):

95,0 95(0,1)
fr= fia
8X(l 0) aX(o,l)
85(1 0)2 85(2 0)
— ’ 13.17
e = IX(1,0) o 9X(1,0) (1817)
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Mit dem Fixieren der Klassenfunktion bleiben dann 2 verschiedene Schwinger-Dyson-
Gleichungen (der Rang von G ist 2) mit p = 1 und p = 2 ibrig (siche Gl. 8.51 und
8.52), die jetzt auf verschiedene Gitter angewendet werden sollen.

13.4.1 Das 123 x 2-Gitter

In Abbildung 13.9 ist der Polyakov-Loop in der effektiven Theorie und der Yang-Mills-
Theorie dargestellt. Sowohl fiir p = 1 als auch fiir p = 2 kann die effektive Theorie mit
Kopplungen aus den Schwinger-Dyson-Gleichungen das Verhalten des Polyakov-Loops sehr
gut reproduzieren. Die Schwinger-Dyson-Gleichungen mit p = 1 liefern direkt am Phasen-
iibergang die besseren Resultate.
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Abbildung 13.9: SDG auf dem 123 x 2-Gitter am Confinement-Deconfinement-Ubergang

13.4.2 Das 16° x 4-Gitter

Auf dem 163 x 4-Gitter zeigt sich, dass der Polyakov-Loop in der Deconfinement-Phase nur
fiir positive Werte durch die Schwinger-Dyson-Gleichungen korrekt wiedergegeben wer-
den kann. Fiir die negativen Werte des Polyakov-Loops konnte noch keine Trunkierung
der effektiven Wirkung gefunden werden mit der eine Reproduktion moglich ist. Wie in
SU (3)-Eichtheorie ist auch hier der Phaseniibergang in der effektiven Theorie zu grofe-
ren Kopplungen 3 verschoben. Auch hier liefern insgesamt die Gleichungen mit p = 1 die
besseren Ergebnisse.

13.4.3 Das 163 x 6-Gitter

Auf dem 162 x 6-Gitter verschiebt sich der Phaseniibergang nochmal zu gréferen Kopp-
lungen 3. Die Schwinger-Dyson-Gleichungen mit p = 1 zeigen auch hier bessere Resultate.
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Abbildung 13.11: SDG auf dem 163 x 6-Gitter am Confinement-Deconfinement-Ubergang
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13.5 Zusammenfassung

Aus den Ergebnissen der Monte-Carlo-Simulationen ergibt sich, dass die Ddmon-Methode
das Verhalten der Yang-Mills-Theorie in der N&he des Phaseniibergangs korrekt wieder-
geben kann. Im Unterschied zu SU(N)-Yang-Mills ist hier bereits die 1. Ordnung der
starken Kopplungsentwicklung auf dem kleinen Gitter ausreichend, weil die (1,0) und
(0,1)-Darstellungen in Gy unabhéngig sind und das resultierende Phasendiagramm alle
Phasen enthélt. Auf groferen Gittern macht sich in Simulationen eine nicht exakte Z(3)-
Symmetrie bemerkbar, fiir die die effektive Wirkung um einen weiteren Term erweitert
werden muss, der die (1,0)-Darstellung quadratisch enthélt. Mit diesem erweiterten Mo-
dell 1&sst sich dann auch auf grofseren Gittern das Verhalten der Yang-Mills-Theorie kor-
rekt wiedergeben. Hier gab es fiir SU(N) das Problem, dass auf groferen Gittern sowohl
Déamon-Methoden als auch Schwinger-Dyson-Gleichungen schlechtere Ergebnisse lieferten.
Wahrend fiir die Damon-Methode ein 3-Kopplungsmodell ausreichend war hat sich fiir
Schwinger-Dyson-Gleichugen gezeigt, dass mit diesem 3-Kopplungsmodell keine stabilen
Resultate moglich sind. Die effektive Wirkung musste um einen Term erweitert werden,
der eine hoherdimensionale Darstellung von G enthélt. Mit diesem Modell konnte auf
dem kleinen 123 x 2-Gitter der Polyakov-Loop aus der Yang-Mills-Theorie gut reprodu-
ziert werden. Auf groferen Gittern treten dieselben Probleme wie in SU(3)-Yang-Mills auf.

Hiermit ist die Untersuchung von inversen Monte-Carlo-Methoden in dieser Arbeit abge-

schlossen. Im letzten Kapitel werden nun noch Eigenschaften von Ga-Yang-Mills mit Hilfe
eines an das Eichfeld gekoppelten Higgsfeldes untersucht.
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14 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe G5
und Higgsfeld

Um die Beziehung zwischen Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe G5 und Yang-Mills-Theorie
mit Eichgruppe SU(3) genauer zu untersuchen, wird in diesem Abschnitt ein Higgsfeld an
das Eichfeld gekoppelt. Im Theorieteil wird dabei zunéchst die Lagrangedichte vorgestellt
sowie der Higgsmechanismus und das Goldstone-Theorem angewendet, um Aussagen iiber
die zu erwartenden Ergebnisse in den danach folgenden numerischen Simulationen ma-
chen zu kénnen. In den Simulationen soll anschliefsend insbesondere das Phasendiagramm
mit Eich- und Higgskopplung untersucht und der Verlauf der kritischen Kopplung des
Confinement-Deconfinement-Ubergangs bestimmt werden.

14.1 Theorie

Das Higgsfeld ist fiir Ga-Eichtheorie ein 7-komponentiges Skalarfeld ¢ = (¢1,...,¢7) (es
transformiert unter der 7-dimensionalen fundamentalen Darstellung). Seine Lagrangefunk-
tion ist gegeben durch einen kinetischen Term und ein Potential

Ly = 0,00"¢ + V[g] (14.1)

mit

Vigl = A (¢ — m?)” (14.2)

Diese reine Higgs-Theorie ist invariant unter einer globalen SO(7)-Symmetrie. Fiir negati-
ve A liegt der Grundzustand der Theorie bei ¢? = 0 und ist somit invariant unter globalen
SO(7)-Transformationen. Fiir positive A liegt der Grundzutand bei ¢? = m? und die glo-
bale SO(7)-Symmetrie wird spontan zu einer SO(6)-Symmetrie gebrochen. Die Kopplung
an das Eichfeld erfolgt durch Ersetzen der normalen Ableitung durch die kovariante Ab-
leitung (minimale Kopplung). Damit ergibt sich als Wirkung fiir das Eich-Higgsmodell im
Kontinuum

Leuld, 9] = LymU] + DuopD ¢ + Vgl (14.3)

Die globale SO(7)-Symmetrie des Higgsmodells wird hier also durch das Eichfeld explizit
zu einer lokalen Go-Symmetrie gebrochen.

14.1.1 Higgsmechanismus

Betrachtet wird jetzt der Fall A > 0. Fiir das Vakuum der Theorie gilt QS% = m? und als
Richtung wird hier die 7-Richtung gewéhlt. Also folgt
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¢o = mey

Damit lasst sich q? nach physikalischen Feldern 17 und y7 zerlegen

®1
b2
. b3
p=n+xX mit 7= [¢s| und X=
®s5

b6
0

OO O o oo

X7 +m

Einsetzen liefert

2

—

Lonlth, @) = LywlU] + DudDud + A (2 —m?)
= Lxal] + Dy (774 %) D (77 -+ X)
+ A (772 + X% + 2mx7)2

= Lym[U] + D,iiD,i7 + D,iiDuX + Dy XDyt + D XDy X

+ A (772 + X% + 2mx7)2

Die Generatoren von G haben die Form

A\ 0 0
Tr=4*=10 —=X* 0 fir a=1...8
0 0 0
und
1 0 [ o
TC=6%=— [ -0 0 t** fuir ¢=9...14

\/6 taT taT 0

Die kovariante Ableitung lasst sich zerlegen in

D, =D} + D},
]lg 0 0 8
Di=[0 135 0]a,—i) A
0 0 0 a=1
0 00 14
6 ; axa
Di=1(0 0 0)8,—i> A&
0 0 1 a=9
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14.1 Theorie

Damit folgt

Lauld, ¢ = LymlU] + (D§ + DE)F(DS + DS)ij + (DS + DS)ii(DS + DS)x
+ (D5, + DS)X(D5, + DS)ii + (D5 + D)X(D5 + D))X
+ A (7 + x5+ 2mx7) (14.12)

Mit D8X = 0 ergibt sich weiter

Lculd, d] = Lym[U] + DEFDET + 2DSFDST + DS7DS

+2D5iD0 X + 2D%iDS Y + DS YDA Y

+ A (7 + X3 + 2mxr)” (14.13)
In der weiteren Rechnung werden folgende Relationen benétigt
6X0,X =0 (14.14)

14
Dbij=—iy A& (14.15)

womit sich ergibt
o 8218~ 8216~ 8216
LeulU, ¢] = LymU] + DyiiD i + 2D iiD if + 2D 7D X

14 14 14 14
- Z Aze%zz Ab &by — Z AZG“ﬁZ Ab gty

14 14
—2214“6“_'214“6“_' 22214“6“776“)(
a=9 a=9 a=9
—a o -2 2 2
+ 0, X0uX + A (77 +x7 + 2mx7) (14.16)

Als niichstes wird eine Eichung gewshlt, in der ¢ = &gy = é7(x7 + m) ist. Dies ist
aufgrund der lokalen Gy-Symmetrie immer méglich (unitary gauge). Damit folgt DS 11 =0
(Dﬁﬁ besitzt auch vor der Eichung keine Komponente in 7-Richtung), ¥ = (x7 + m)e7 und
7=0

ﬁGH[U,qZ_ﬂ:EYM ZAQGCL X7 +m 672Ab X7—|—m)
+ 9ux70ux7 + A (X3 + 2m><7)

= EYM[U] + aMX78uX7 Z AaAb 6“6761)67 (X7 +2myx7 +m )
a,b=9

+ A (X2 + 2mxr)” (14.17)
Mit

Ge 6t = (t“tb + (t“)*(tb)*) = g(sab (14.18)

[N
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ergibt sich

14
Lanlt, &) = Lnltd] + Oxe)? — 2m? S (45)°

a=9
9 14 ) ,
3 (X7 + 2mx7) Z (A%)" 4+ X (x3 + 2mx7) (14.19)
a=9

Dies ist die Lagrangedichte fiir eine Theorie mit 8 masselosen Eichbosonen, 6 massiven
Vektorfeldern und einem massiven Skalarfeld. Durch das Koppeln eines Higgsfeldes bekom-
men 6 der 14 Eichbosonen also eine Masse proportional zum Vakuumerwartungswert des
Higgsfeldes gz;

‘ ungebrochen H spontan gebrochen

7 massive Skalare 1 massiver Skalar

14 masselose Vektorbosonen 6 massive Vektorbosonen

8 masselose Vektorbosonen

Ein Skalar hat eine unabhéngige Mode, ein masseloses Vektorboson in 4 Dimensionen 2
und ein massives Vektorboson besitzt 3 unabhingige Moden. Zahlen der Moden liefert in
der ungebrochenen Phase 7+ 2 - 14 = 35 und in der gebrochenen 14 6-3 4+ 8 -2 = 35. Die
Anzahl der unabhéngigen Moden stimmt also iiberein.

Nun soll noch die Grenzwerte A — oo und m — oo betrachtet werden. Fiir A — oo
tragen im Pfadintegral nur Konfigurationen mit x7 = 0 bei. Fiir m — oo tragen nur
Konfigurationen mit A%, =0 (a =9...14) bei. Es ergibt sich also in diesem Grenzwert

m,A—00
Zou = /DQ[@D(I) exp (—Sgu) '~ /DQ[SU(g,) exp (—Ssu(3)) (14.20)

Aus der Gy-Higgs-Eichtheorie wird also eine reine SU(3)-Eichtheorie. Die Linkvariablen
sind jedoch nicht mehr in der fundamentalen Darstellung der SU(3) sondern in einer redu-
ziblen

7-dimensionalen Darstellung.

14.1.2 Phanomenologische Beschreibung Higgs/G-

Wie in der vorangegangenen Rechnung zu sehen, gibt das Higgsfeld den 6 Bosonen aus dem
Coset-Space SO(7)/SO(6) eine Masse proportional zum Quadrat des Vakuumerwartungs-
wertes des Higgsfeldes. Die anderen 8 Eichbosonen aus der Untergruppe bleiben masselos.
Unter SU (3)-Transformationen verhalten sich die 14 Gluonen der Ga-Yang-Mills-Theorie
wie (14) = (8) + (3) + (3). Dies stellt eine interessante Analogie zur QCD dar. Die 8 wei-
terhin masselosen Eichbosonen verhalten sich wie gewohnliche SU(3)-Gluonen, die 6 mas-
siven Vektorbosonen transformieren unter SU(3) wie Quarks und Antiquarks der QCD,
auch wenn sie natiirlich weiterhin Bosonen mit Spin 1 sind. Das G2-Higgsmodell kann damit
moglicherweise auch ein Verstédndnis von Confinement in der QCD mit Quarks liefern. Lésst
man die Masse dieser 6 Eichbosonen iiber die Higgskopplung gegen unendlich gehen, kann
man diese 'Quarks’ aus der Dynamik der Theorie entfernen und erhélt eine reine SU(3)-
Eichtheorie. Die kritische Kopplung 3. des Confinement-Deconfinement-Phaseniibergangs
in SU(3) und Go-Yang-Mills stimmen jedoch nicht iiberein (die kritische Kopplung von
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14.1 Theorie

SU(3) muss aufgrund der unterschiedlichen Normierung mit einem Faktor 7/6 reskaliert
werden )

Cc

T < g

Mit grofser werdender Masse des Higgsfeldes muss sich also die kritische Eichkopplung in
G2 zu kleineren Temperaturen verschieben (Abb. 14.1). Der Confinement-Deconfinement-
Ubergang in SU(3) ist ein erster Ordnungsiibergang, der Phaseniibergang in Go-Yang-Mills
jedoch ein schwacher 1. Ordnungsiibergang oder ein Crossover [30]. Deshalb ist es interes-
rant den Verlauf der kritischen Kopplung in der (3, x)-Ebene zu bestimmen, was in dieser
Arbeit gemacht wird. Im Limes grofser Eichkopplung 8 werden alle Links zur Einheit und
das Modell reduziert sich zu einem nichtlinearen SO(7)-Sigma-Modell, von dem man weifs,
dass es einen Phaseniibergang besitzt [30]. Dies wird hier jedoch nicht weiter verfolgt.

SUT3)
&

e

g

Abbildung 14.1: Qualitativer Verlauf der kritischen Kopplung

Im Folgenden sollen diese hier beschriebenen Aspekte mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen
bestéatigt werden. Dazu muss jedoch zunéchst eine Gitterformulierung fiir das Eich-Higgs-
Modell gefunden werden.

14.1.3 Der Lagrangian des Eich-Higgsmodells auf dem Gitter

In diesem Abschnitt soll nun die Lagrangedichte Gl. (14.3) auf einem Gitter formuliert
werden. Da die SO(7)-Symmetrie explizit gebrochen werden soll wird hierbei der Limes
A — oo betrachtet. Die Wirkung auf dem Gitter ist durch folgenden Ausdruck gegeben
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Su =3 DupuDude + VIg] = > (9 — %) 62)° + V9]

T, T,
- Z (¢:c+u — ¢z — i%x,u¢x)2 + VW]
T,

2

=3 | born— L+ % p) ¢o | + V9]
T, —

Uz
- Z ¢~’2U+M —200 4yl P + (ux,u¢x)2 +V¢]
T~ N——
T 2
= 572402 + A (62 —m?)” — 23 Gusilho s (14.21)
T T,

Fluktuationen um ¢? = m? werden im Limes A\ — oo unterdriickt und deshalb wird fiir ¢

der Ansatz ¢, = ¢p0 + A1, mit ¢§0 = m? gemacht. Einsetzen liefert

S =Y_2d (m® + 27\ Guone + A7702) + A (2A daons + A722)?

—2 (¢m+u0 =+ /\_lnm—l—u) Uz (¢m0 + /\_177:p) (14.22)

Im Limes bleibt also tibrig

S =2dV =2 ¢oipilhe yba0 (14.23)

Z, [

Nach Reskalierung von ¢, = %(ﬁm und Unterdriicken von konstanten Termen erhélt man
als Wirkung des Higgsfeldes auf dem Gitter

Su=—=2m" Y Puy Uy yPr =~k Puyylhy Py (14.24)
Tl T,

mit Hoppingparameter £ = 2m?. Das Higgsfeld ® lebt in diesem Limes also auf einer 7-
Sphére. Wie transformiert sich in diesem Limes nun das Mafs des Pfadintegrals? Dies lasst
sich mit Hilfe der Identitat

§(z) = lim A e (14.25)

A—00 ™

untersuchen.

Z = Allngo D¢ exp {— Z (DuqﬁxDuqﬁx + A (gbi — m2)2> }
z,p

— /D¢H 5 (@2 —m?) exp {— Z DH%DH%}
T T,
— /DQq) exp {_Kz (I)x—i-uux,uq)x} (14.26)

€T,

174



14.2 Simulation des Fich-Higgs-Modells

wobei f DOy = f [[1dQs, bedeutet und f dQe das Integral iiber die Oberflache einer 7-

x
dimensionalen Kugel mit Radius 1 ist.

Zusammengefasst ergibt sich damit folgende Wirkung fiir das Eich-Higgs-Modell, die mit
Monte-Carlo-Methoden zu simulieren ist

1
SGH - 6 Z {1 - ? tr %ux,uu} — HZ CIJHMUQC,MCI)QC (1427)

T,pv T,H

14.2 Simulation des Eich-Higgs-Modells

Die Simulation des Eich-Higgs-Modells lasst sich mit den bestehenden Algorithmen durch-
fiihren.

Update des Eichfeldes Hier muss lediglich der Kraftterm modifiert werden.

H=> tr {mw,u [‘i%,u - i%FMW] - m@xﬂax,ucpx} =0 (14.28)
C
T,

wobei Fiy 5, = Uz 1 Ry — RLHUJM die Kraft ist, die zur Wilsonwirkung gehort. FEinsetzen
von Gl. (12.23) und Einfithren von Indizes liefert (zur Vereinfachung der Schreibweise
werden die Indizes x, pv unterdriickt und ®,.,, wird zu ®)

=% {sp,-j [q‘sji - z’z%cwu)ﬁ} - m@kUMmi@;}

— :2; {f,p,-j [fpﬂ — izijifc(Fu)ji - iH(F<1>)ji:| } (14.29)

Damit ergibt sich also als neue Bewegungsgleichung

‘,T.?:i{QJﬁVCFqu/@Fq)}

Fy, =UR — RUf
(Fp)ij = Orlly; ) (14.30)

Verwendet wird wieder die lokale Variante des HMC und der Leapfrog-Integrator.

Update des Higgsfeldes Das Update des Higgsfeldes geschieht ebenfalls durch einen
HMC. Jedes Feld ®, lasst sich schreiben als

®, = 0,9 (14.31)

wobel O = exp {pz,,T*} € SO(7) ein Element der Drehgruppe in 7 Dimensionen (SO(7))
ist und T* € s0(7) die zugehorigen Generatoren der Drehungen sind (e = 1...21). Die
fiktive Hamiltonfunktion ist gegeben durch
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H= Z{ tr(P2) + @ R} (14.32)

mit Ry = > (U yPoypy + Po—pylhp—py, ). Damit ergibt sich b, = P2, 2Py = PP, und
n

=3 {or (Bl ) + baRe} = 3 {or (BB ) + BB )
=2 {%M (‘i‘x,ﬁ t ‘I>:c7ij7z'>} =0 (14.33)

und somit als Bewegungsgleichungen

Pij = — iR,
d = PP (14.34)

Um die Impulse in der Algebra von SO(7) zu halten wird dieselbe Methode wie im IHMC
fiir das Eichfeld verwendet. Fiir kleine Higgskopplungen x < 100 hat sich ein Metropolis-
Algorithmus mit

¢y = exp (epaS?) Pu (14.35)

und p, gaufsverteilt als effizienter erwiesen. Damit ist der Algorithmus zur Simulation
des Eich-Higgs-Modells beschrieben. Im Folgenden werden nun einige grundlegende Eigen-
schaften des Modells auf einem kleinen Raumzeit-Gitter iiberpriift, um die Aussagen im
Theorieteil zu verdeutlichen.

14.2.1 Ergebnisse

Die Monte-Carlo-Simulationen zum Go-Higgs-Modell finden auf einem 123 x 2-Gitter statt.
Zuerst wird das Verhalten des Modells in der Confinement-Phase der Ga-Eichtheorie un-
tersucht. Der Phaseniibergang von Confinement zu Deconfinement liegt bei 5, = 9.081(2).
Es wird also eine Kopplung von 8 = 5 gewahlt, bei der sich sowohl G-Yang-Mills als auch
SU (3)-Yang-Mills (der Phaseniibergang liegt hier bei ﬁf ve - 5.094(5), was einem reska-
lierten G, = % f VB _ 5943 entspricht) in der Confinement-Phase befinden. Die Kopplung
des Higgsfeldes wird dabei von x = 0 bis k = 10000 variiert. Die Statistik betrigt jeweils
mindestens 10000 unabhéngige Konfigurationen und die Ergebnisse sind in Abb. 14.2 zu
sehen.

Wie nach den theoretischen Uberlegungen zu erwarten war, geht im Limes starker Kopp-
lung, also dem Einfrieren der 6 Gluonen von G, die unter SU(3) wie Quarks transformie-
ren, der Polyakov-Loop in der (7)-Darstellung gegen 1. Die iibrigen 8 Gluonen befinden
sich also in einer SU (3) Confinement-Phase, weil der Polyakov-Loop eines statischen SU(3)
Testquarks gegen 0 geht und somit die freie Energie gegen oo. Der Polyakov-Loop in der
(14)-Darstellung ist im Rahmen der Statistik sowohl in Ga-Yang-Mills als auch in SU(3)-
Yang-Mills Null. In SU(3) entspricht er in einer Confinement-Phase dem Polyakov-Loop
in der 8-dimensionalen adjungierten Darstellung. Fiir kleine x wird er zunéchst gréfier um
dann im Limes starker Higgskopplung wieder gegen Null zu gehen. Nun wurde fiir das

Modell ein Phasendiagramm im Bereich (3, k) = (5,0) bis (10,10000) erstellt. Die Linie
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1 X T T T — ]
P % ]
* Pyy X ]
*
*
*
*
= 01F « 4
— - ]
& 1 * ]
*
- b
— *
|
= T T
* x
S ook . % 5 .
- ; . i%% % ]
% % ¥ I
ﬁ( _ *
*
0.001 | x* £ *
: | ]
0.0001 T R
1 10 100 1000 10000
log(r)

Abbildung 14.2: Polyakov-Loop in fundamentalen Darstellungen in Abhéngigkeit von k

des Phaseniibergangs verschiebt sich dabei fiir grofser werdendes k zu kleineren Kopplun-
gen (. Dies ist in den Abbildungen 14.3 und 14.4 zu sehen. Als Observable dient hier
der Polyakov-Loop in der (7)-Darstellung, wobei auftetende negative Werte auf die reelle
Z(3)-Kopie gedreht wurden.

Aus dem Verlauf der kritischen Kopplung ist zu erkennen, dass die kritische Kopplung
sich bis kK = 1 nur wenig verschiebt. Zwischen x = 1 und k£ = 100 wird sie schnell kleiner
um danach fiir grofse x langsam gegen die kritische Kopplung des SU (3)-Phaseniibergangs
zu gehen. Der Sprung des Polyakov-Loops geht immer etwa auf denselben Wert, die Hohe
des Sprungs éndert sich aber weil er in G2 in der Confinement-Phase praktisch bei 0 liegt
und in SU(3)-Yang-Mills bei 1.
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Abbildung 14.3: Phasendiagramm des Higgsmodells
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log(r)

14.2 Simulation des Eich-Higgs-Modells

Abbildung 14.4: Flichen gleicher Suszeptibilitiat des Polyakov-Loops
in der (3, k)-Ebene (heller entspricht grofseren Werten )
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14 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Gy und Higgsfeld

Jetzt soll die Theorie im Detail bei groffen Kopplungen x untersucht werden. Dazu wur-
den fiir k = 1000 und x = 10000 Simulationen durchgefiihrt und die Phaseniibergéinge mit
dem Ubergang der SU(3)-Eichtheorie verglichen (Fiir SU(3) wurde hier (P) + (P) + 1
dargestellt). Dies ist in Abb. 14.5 und 14.6 zu sehen.

4 T T T T T T
——*%— k = 1000
——*%— k = 10000
—e— SU(3
35 | ®) . 5 e . |
9%6*
e
3+ © e

P | { |

14 * ee@eee@eee@ee@egeae&e&@; . -

t

05 4
ot %o ]
S
Sek og eegseé%e’@ % Bo¥o x x x
05 1 1 1 1 1 1
5.8 5.85 59 5.95 6 6.05 6.1

p
Abbildung 14.5: Polyakov-Loop fiir £ = 1000 und £ = 10000, zum Vergleich SU(3)

Fiir kK = 1000 liegt der Phaseniibergang im Vergleich zu SU(3) noch deutlich bei hoheren
Kopplungen 3. Man sieht aber bereits die Z(3)-Zentrumssymmetrie, da auch in der Ndhe
eines Phaseniibergangs die Phase mit negativem Polyakov-Loop auftritt. Desweiteren tritt
diese Phase mit negativem Wert ofter auf als die mit positivem Wert (erwartet wird ein
Verhéltnis von %;: = %) Die Werte des Polyakov-Loops in den beiden Phasen stimmen
bereits gut {iberein. Fiir k = 10000 stimmt dann auch der Punkt des Phaseniibergangs
in dieser Auflésung mit dem in SU(3) iiberein. Dies ist ebenfalls in der Suszeptibilitat zu

sehen, die jedoch fiir £ = 10000 schwer zu messen ist.
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Abbildung 14.6: Suszeptibilitdt fiir k = 1000 und £ = 10000, zum Vergleich SU(3)

14.3 Zusammenfassung

Wie in der Theorie beschrieben ist es mit diesem Eich-Higgs-Modell also moglich, zwischen
SU (3)-Yang-Mills und Gs-Yang-Mills zu interpolieren. Es hat sich gezeigt, dass die kritische
Kopplung des Confinement-Deconfinement-Phaseniibergangs mit grofser werdender Kopp-
lung des Higgsfeldes (und damit mit grofser werdender Masse der 6 Eichbosonen) gegen die
kritische Kopplung des Ubergangs in SU (3)-Yang-Mills geht. Die Z(3)-Zentrumssymmetrie
wird dabei wiederhergestellt, was im Limes grofser Higgskopplung auch analytisch gezeigt
werden konnte.

181



14 Yang-Mills-Theorie mit Eichgruppe Gy und Higgsfeld

182



15 Zusammenfassung

Ein fundamentales Anliegen der theoretischen Physik ist die Beschreibung der in der Natur
auftretenden Wechselwirkungen durch ein einheitliches Modell. Dies ist fiir die elektrische,
die schwache und die starke Wechselwirkung mit dem Standardmodell gelungen, jedoch
steht eine Einbeziehung der Gravitation in ein umfassenderes Modell noch aus. Aber auch
das Standardmodell ist in verschiedenen Aspekten noch nicht vollstdndig verstanden und
daher nach wie vor Gegenstand aktueller Forschungen. Inhalte und Fragestellungen dieser
Forschungen sind in der Einleitung ausfiihrlicher umrissen.

Thema dieser Arbeit waren effektive Polyakov-Loop-Modelle fiir SU(N)- und Ga-Eich-
theorien zur Beschreibung des Confinement-Deconfinement Phaseniibergangs. So war es
Ziel des ersten Teils dieser Arbeit, Methoden zu entwickeln und zu verbessern mit denen
Kopplungen fiir effektive Polyakov-Loop-Modelle erhalten werden kénnen. In einem zwei-
ten Teil sollte dann die Go-Yang-Mills-Theorie (eine Eichtheorie in der die Eichgruppe
ein triviales Zentrum besitzt) untersucht und mit Hilfe der im ersten Teil entwickelten
Methoden ebenfalls eine effektive Wirkung bestimmt werden.

15.1 Effektive Polyakov-Loop-Modelle und inverse
Monte-Carlo-Methoden

Hierzu wurde zunéchst die starke Kopplungsentwicklung der Wilson-Wirkung auf dem Git-
ter fiir eine beliebige Eichgruppe vorgestellt und anschliefsend die effektive Wirkung fiir die
Gruppen SU(3) und SU(4) explizit bis zur 3. Ordnung der Entwicklung angegeben. Ef-
fektive Polyakov-Loop-Modelle wurden dann aus Trunkierungen dieser effektiven Wirkung
fiir die Yang-Mills-Theorie erhalten. Fiir ein ausgewahltes 3-Kopplungsmodell wurde die
Phasenstruktur mit Monte-Carlo Simulationen untersucht. Es wurde dabei eine symmetri-
sche Phase, eine ferromagnetische Phase sowie eine Antizentrumsphase (Phase, in der der
rotierte Polyakov-Loop kleiner als Null ist, vgl. [49]) gefunden.

Zur Anpassung des effektiven Modells an eine mikroskopische Theorie sollten Kopplun-
gen der effektiven Wirkung tiber inverse Monte-Carlo-Methoden bestimmt werden. Nach-
dem ein Uberblick gegeben wurde, wie es mit inversen Monte-Carlo-Methoden grundsitz-
lich moglich ist aus der Kopplung der mikroskopischen Theorie Kopplungen der effekti-
ven Theorie zu bestimmen, wurden explizit zwei Methoden vorgestellt, Schwinger-Dyson-
Gleichungen sowie Démon-Methoden.

Hierfiir wurden die Schwinger-Dyson-Gleichungen fiir halbeinfache Lie-Gruppen allge-
mein hergeleitet [58] und im Anschluss fiir die Gruppen SU(N) und Gj spezialisiert und
explizit angegeben. Mit dieser Methode lassen sich Kopplungen der effektiven Theorie aus
Erwartungswerten der mikroskopischen Theorie und dem Loésen eines Gleichungssystems
bestimmen.
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15 Zusammenfassung

Die Damon-Methode beruht auf dem Ubergang vom mikrokanonischen zum kanoni-
schen Ensemble und der Messung von Temperaturen. Hier wurden an einem effektiven
3-Kopplungsmodell zunéchst fiir die reine Yang-Mills-Theorie Eigenschaften der Damon-
Methode wie Thermalisierungseffekte in mikrokanonischen Simulationen, Abhéngigkeiten
der Methode von verschiedenen frei wihlbaren Parametern und Thermalisierung im Yang-
Mills-Ensemble untersucht. Nachdem verschiedene Optimierungen der Methode vorgeschla-
gen wurden ergab sich, dass der sogenannte mikrokanonische Ddmon in Simulationen mit
der effektiven Theorie nur den Polyakov-Loop auf einer Konfiguration aus dem Yang-Mills-
Ensemble reproduzieren kann, wahrend der kanonische Ddamon den Erwartungswert des
Polyakov-Loops der mikroskopischen Theorie wiedergibt. Des Weiteren hat sich gezeigt,
dass die Fehler in der Bestimmung der Kopplungen und damit auch Fehler in der Repro-
duktion des Polyakov-Loops aufgrund von langreichweitigen Thermalisierungseffekten in
den mikrokanonischen Monte-Carlo-Simulationen nur mit einer hohen mikrokanonischen
Statistik (fiir die untersuchten Gitter in der Groéfenordnung von 1 Millionen mikrokanoni-
schen Konfigurationen) klein gehalten werden koénnen.

156.2 SU(N)-Eichtheorie

Nachdem grundlegende Eigenschaften der inversen Monte-Carlo-Methoden erarbeitet wur-
den, sollten sie auf zwei verschiedene mikroskopische Modelle angewendet werden. Dies war
zum einen der Confinement-Deconfinement-Ubergang in der reinen SU (3)-Eichtheorie und
zum anderen eine Yang-Mills-Theorie mit zusétzlichem effektiven Potential (erweiterte
Yang-Mills-Theorie) fiir ein Teilchen in der adjungierten Darstellung der Eichgruppe. Fiir
beide Modelle wurden dazu zunéachst Monte-Carlo-Simulationen durchgefiihrt, um Phasen-
diagramme des Polyakov-Loops zu erhalten. In der erweiterten Yang-Mills-Theorie wurde
dabei in Ubereinstimmung mit [54] auch eine Antizentrumsphase gefunden.

Die anschlietende Anwendung von inversen Monte-Carlo-Methoden ergab, dass auf klei-
nen Gittern sowohl Schwinger-Dyson-Gleichungen als auch Damon-Methoden den Confine-
ment-Deconfinement-Phasentiibergang der mikroskopischen Yang-Mills-Theorie gut repro-
duzieren konnen. Auf groferen Gittern werden die Schwinger-Dyson-Gleichungen mit der
gewahlten Trunkierung der effektiven Wirkung zunehmend schlechter, wéhrend die Damon-
Methoden den Phaseniibergang weiter korrekt anzeigen. Die Antizentrumsphase der er-
weiterten Yang-Mills-Theorie kann nur von Damon-Methoden reproduziert werden, die
Schwinger-Dyson-Gleichungen liefern hier einen Polyakov-Loop in der Confinement-Phase.

Nachdem sich gezeigt hat, dass Ddmon-Methoden den Schwinger-Dyson-Gleichungen in
einer SU(3)-Theorie iiberlegen sind, wurde der kanonische Dédmon auf den Confinement-
Deconfinement-Ubergang in der SU (4)-Yang-Mills-Theorie angewendet. Auch hier war mit
einer Trunkierung der effektiven Wirkung aus der starken Kopplungsentwicklung eine gute
Reproduktion des Ubergangs moglich.

Die Ergebnisse der Dadmon-Methode und ein Vergleich mit Schwinger-Dyson-Gleichungen
wurden vorab in [68| verdffentlicht und auf Konferenzen vorgetragen.

15.3 Gs-Eichtheorie

Im zweiten Teil der Arbeit wurde die Go-Yang-Mills-Theorie untersucht. Dazu wurde zu-
néchst ein Monte-Carlo Update-Algorithmus (basierend auf einem Hybrid-Monte-Carlo)
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15.3 Gs-Eichtheorie

zur Simulation der Theorie entwickelt und optimiert. Mit diesem Algorithmus wurde
anschlieftend ein Phasendiagramm des Polyakov-Loops am Confinement-Deconfinement-
Ubergang der Go-Eichtheorie erstellt. Dabei hat sich ergeben, dass neben der Deconfinement-
Phase mit positivem Polyakov-Loop in der 7-dimensionalen Darstellung auch zwei Phasen
mit negativem Polyakov-Loop existieren, die in weiteren analytischen und numerischen
Untersuchungen als Z(3)-Kopien des Polyakov-Loops beziiglich der SU(3)-Untergruppe
von (G5 identifiziert werden konnten. Diese Zentrumssymmetrie ist jedoch nicht exakt in
Go-Eichtheorie. Mit den in der Literatur verwendeten Algorithmen zur Simulation von
G>-Eichtheorie konnten diese Phasen nicht gefunden werden.

Des Weiteren wurde das Quark-Antiquark-Potential in verschiedenen Darstellungen ge-
messen, um Casimir scaling der intermediate string tension in G9 numerisch zu belegen.
Hier konnte gezeigt werden, dass eine verwendete smearing-Prozedur (die den Uberlapp von
grofsen Wilson-Loops mit dem Vakuum erhéht) zwar die string tension verdndert, jedoch
das Verhéltnis von Stringspannungen in verschiedenen Darstellungen praktisch konstant
lasst.

Nach diesen Untersuchungen der reinen FEichtheorie wurden Dé&mon-Methoden und
Schwinger-Dyson-Gleichungen angewendet. Dazu wurde zunéchst das Phasendiagramm
einer 2 Kopplungs-Trunkierung der effektiven Wirkung betrachtet. In Ubereinstimmung
von klassischer Analyse und Monte-Carlo-Simulationen konnten eine symmetrische Phase,
eine ferromagnetische Phase sowie zwei antiferromagnetische Phasen identifiziert werden.

Im Anschluss konnte fiir die Go-Eichtheorie gezeigt werden, dass Démon-Methoden
bereits mit dieser vorgestellten Trunkierung der effektiven Wirkung den Confinement-
Deconfinement-Ubergang auf verschiedenen Gittern gut reproduzieren kénnen. Um auch
die Phase mit negativem Polyakov-Loop wiedergeben zu konnen, musste ein weiterer Term
der starken Kopplungsentwicklung hinzugefiigt werden.

Die Schwinger-Dyson-Gleichungen waren mit diesem einfachem effektiven Modell, wel-
ches nur Kopplungen des Polyakov-Loops in fundamentalen Darstellungen der Gruppe ent-
hélt, nicht in der Lage den Phaseniibergang stabil wiederzugeben. Es musste zusétzlich ein
Term in einer hoherdimensionalen Darstellung der Gruppe betrachtet werden. Damit zeigt
sich dasselbe Verhalten wie fiir SU(3)-Yang-Mills. Auf kleinen Gittern war eine Reproduk-
tion des Confinement-Deconfinement-Ubergangs moglich. Auf grokeren Gittern wurden die
Ergebnisse zunehmend schlechter. Die Phasen mit negativem Polyakov-Loop konnten mit
Schwinger-Dyson-Gleichungen nicht reproduziert werden.

Zum Abschluss wurde ein Higgsfeld in der 7-dimensionalen Darstellung der SO(7) an
die Yang-Mills-Wirkung gekoppelt. Hier wurde die kritische Kopplung der Eichtheorie
am Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang in Abhéngigkeit von der Kopplung des
Higgsfeldes bestimmt. Es konnte gezeigt werden, dass im Grenzwert starker Higgskopplung
die Z(3)-Zentrumssymmetrie wiederhergestellt wird und die kritische Kopplung gegen die
kritische Kopplung der SU(3)-Yang-Mills-Theorie geht, was im Einklang mit theoretischen
Uberlegungen basierend auf Gruppentheorie ist.
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15.4 Ausblick

Die Untersuchungen zum Quark-Antiquark-Potential in Gs-Eichtheorie konnten in dieser
Arbeit nicht abgeschlossen werden. Um die string tension in mehreren Darstellungen zu
bestimmen, sind Simulationen auf Gittern mit einer grofteren zeitlichen Ausdehnung not-
wendig (N &~ 28). Damit sollte es dann moglich sein, Aussagen iiber Casimir scaling in
Go-Eichtheorie zu treffen. Fiir die Absolutwerte der string tension muss zusétzlich die
Abhéngigkeit von der Art des Verschmierens der Links vermindert werden. Um den Simu-
lationsaufwand zu reduzieren, sollte hier eventuell zu asymmetrischen Gittern mit a; # as
iibergegangen werden.

Des Weiteren sollte die in dieser Arbeit entdeckte Struktur der Histogramme des Polyakov-
Loops (nicht exakte SU(3)-Zentrumssymmetrie) in der Deconfinement-Phase auf groferen
Gittern untersucht werden. Dies gilt insbesondere fiir die Z(3)-Kopie, die hier bislang nur
auf einem kleinen Gitter fiir grofse Kopplungen (8 gefunden wurde. Da sie jedoch nur mit
einer im Verhéltnis zu den beiden anderen Kopien sehr kleinen Wahrscheinlichkeit auftritt,
sind hierfiir Simulationen mit vielen verschiedenen Seeds von Zufallszahlen und verschie-
denen Eichkopplungen auf unterschiedlichen Gittern notwendig.

Es ist geplant die Ergebnisse sowie den Algorithmus zur Simulation von Gs-FEichtheorie,
der in dieser Arbeit entwickelt wurde, zu veroffentlichen.

186



A Anhang

A.1 Konventionen

Es wurden Einheiten verwendet, in denen gilt

kp=c=h=1 (A1)

Desweiteren wurde in der Arbeit versucht, folgende Konventionen einzuhalten

Allgemein
e Raumzeitvektor: z,y, z
e Raumgzeitrichtung: u, v
e Raumzeitdimension: d
e Raumdimension: D
e Gittervolumen: V = N3N,
o Gitterabstand: a = a; = ay
e Gitterpunkte in Raumrichtung: N,
e Gitterpunkte in Zeitrichtung: Ny

e Einheitsvektor in Richtung u: e,

Gruppentheorie
e Gruppenelemente: G, U, S, P ... kalligraphische Buchstaben

e Spur eines Gruppenelementes P = tr P

e Algebraelemente: 2, T U, S, ... altdeutsches Alphabet
e Rang der Gruppe: r = rang(G) = dim(g)
e Dynkin-Label: p = (ng,...,n,)
e Dynkin-Label in fundamentaler Darstellung: p = (..., 0, \1,/ ,0,...)
p-te Stelle
e Charaktere: x,(G) = X(m,...m)(g)
e fundamentale Charaktere: x,(G) mit p=1...r
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Eichtheorie

o Eichfeld: 2, (z) = 3 A%(z)%°

Linkvariable: U ,

Plakette: Uy, = U,

Polyakov-Loop: P

Anzahl der Farbladungen: N,

A.2 Zerlegung der reellen Darstellung der Gruppe G,
Hier soll fiir die reelle Darstellung der Gruppe G die Zerlegung
Q=S-uU (A.2)

berechnet werden. Fiir die reelle Darstellung erhélt man diese Zerlegung, in dem man die
zu S € SO(7)/SO(6) gehorenden Generatoren exponenziert. Dies ergibt

cos 2T —T

14
S = exp {2\/62 t,‘ZZ} = tA S (AS)
=9

wobei der Vektor ¢ gegeben ist durch

sin 27T
" = (to, t10, t11, t12, 113, t14) T (A4)
T = \/tg + 82, + 13 + 13, + 13+ 13, (A.5)

und S eine 6 x 6-Matrix ist. Weitere Umformungen ergeben

w—1 —MK'T
S = . A6
Wk S(E) (A.5)
mit einem reellen 6-Vektor K und der Matrix S

S(K) = R(K) + C(K)‘6><6 + C/(K)|6><6 (A-7)
Rij:K— A2 A“=1+K (A8)

Die Matrizen C' und C’ sind komplexe 3 x 3-Matrizen. |gx¢ bedeutet, dass sie zeilenwei-
se verschoben und abwechselnd mit Real- und Imaginérteil in eine reelle 6 x 6-Matrix
eingebettet werden. Sie haben in komplexer Schreibweise folgende Form:
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A.2 Zerlegung der reellen Darstellung der Gruppe Go

aﬁ:%_ieaﬁy% 0<i,j<lyi=j=2 (A.9)
Cop = % +z‘eaﬁy% 0<i<1,j=2 (A.10)
Cop = %—ieam% 0<j<1,i=2 (A.11)

;ﬁzi%—eam% 0<i,j<lyi=j=2 (A.12)

;ﬁz—z%—eamf 0<i<1,j=2 (A.13)

;B:—i%—i—eam% 0<j<1,i=2 (A.14)
Do = Ko + iK2a+1 (A.15)

Die SU(3)-Matrix in einer reduziblen 7-dimensionalen Darstellung ist gegeben durch

1 00 0 0 0 0
0
0
0
0
0
Damit lasst sich €2 schreiben als
w—1 —pUTKT
Q= WK SU (A.17)

Damit ergibt sich auch eine Moglichkeit der Projektion einer Matrix in die Gruppe, die
schneller zu berechnen ist als eine Projektion iiber die Algebra, die Logarithmieren und
Exponenzieren einer Matrix und damit die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren
erfordert.

1. Berechne aus €y die Zahl u
2. Berechne aus §2;; den Vektor ukK;

3. Berechne K = % —1

1 K
4. Berechne den Vektor K; = kK N

5. Berechne S aus K/
6. Berechne U = S~1Q
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7. Projiziere U in SU(3)
8. Setze ' zusammen aus SU’ und K]

Die inverse zu S ldsst sich ebenfalls in einfacher Form angeben

S(K)_l = R(K)_l + C(K)|6><6 + C/(K)‘ﬁxﬁ (A.18)
5o KK
-1 _ Y 4N g
RS = A T AT 3 (A.19)
DuDs D o
Copg = —F wg—L 0<i,j<lii=j= A.20
B A+ A) ey O0sbislhi=] (A.20)
D,Dg . D, ) .
_ _ - <i<1.ij= A21
Caﬁ A(l + A) Zeaﬁ’y A 0 — 1 — 7] ( )
DaDﬁ . -D'y . .
0= A apy— 0<i<1i= A.22
Cﬁ A(1+A)+ZEIB”{A 0 J v ( )
. D.D D . .
gﬁzlr_'_ﬁm—i-ﬁlﬁfyf OSZ,]Sl,Z :j:2 (A23)
. DuoD D . .
‘/15 = _Zr—i—ﬁA) + GQQ»YKFY 0 S 1 S 1,] =2 (A24)
. DD D . .
;5 = _Zﬁ - Gaﬁwf 0 S Vi S 172 =2 (A25)
(A.26)
A.3 mikrokanonische Monte-Carlo-Simulationen
Zu erzeugen ist folgende Verteilung
p = const - H d (E; — Si(P — Ey) (A.27)
und Phasenraum I'; = [—M, M| mit festem Ey;. Die Zustandssumme des Systems ist
gegeben durch
7 = / DP [ [ idl6 (Ei — Si(P — Egi) (A.28)

Folgender Algorithmus erzeugt die Verteilung

1. Wihle Ey;

2. Erzeuge neue Konfiguration C’'(P) mit bevorzugtem Algorithmus
3. Berechne S![C'(P)]

4. Berechne E! = E; — S; + S}

5. Wenn E! € T';, akzeptiere neue Konfiguration

6. Weiter bei 2
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A.4 Test des IHMC-Algorithmus fiir Go-Eichtheorie

In diesem Abschnitt wird der IHMC-Algortihmus getestet.

A.4.1 Systematische Fehler

Zuerst wird iiberpriift, fiir welche Diskretisierungen 07 und Integrationsléngen L das Né-
hern der Exponentialabbildung durch eine Taylorreihe die Ergebnisse mit der exakten
Exponentialfunktion reproduzieren kann und ob es dabei zu systematischen Fehlern oder
lediglich statistischen Ungenauigkeiten kommt. Die Tests hierzu finden auf einem 6*-Gitter
und # = 10 statt. In Abbildung A.2 wurden Simulationen mit der exakten Exponen-
tialfunktion durchgefiihrt. Fiir alle Werte von A7 liefert die Simulation die korrekten
Plaketten-Werte. Man sieht aufserdem, dass fiir eine Integrationsldnge in der Nédhe von
1 die Thermalisierungszeit am kleinsten ist und damit auch die Korrelationszeiten klein
sind. Abbildung A.3 zeigt Kurven mit den selben IHMC-Parametern, aber diesmal wurde
die Exponentialfunktion in 4. Ordnung durch eine Taylorentwicklung genéhert. Hieraus er-
gibt sich eine optimale Integrationslange zwischen L = 0.5 und L = 1. Es zeigt sich jedoch
bei genauerer Betrachtung, dass das Nahern zu systematischen Fehlern in der Observablen
fithrt (Abbildung A.1). In Abb. A.4 sind die Ergebnisse fiir die 2 = SU-Zerlegung gezeigt.
Hier treten keine systematischen Fehler mehr auf. Der Grund fiir die systematischen Fehler
ist das Verlassen der Gruppe.

0.561 T T T T T T T
oxD, i
T % OFAT)
% i % T SU-Zéregung
0.5605 | L ]
) 0.56 |- -
)
=
Q
4
<
[a W)
0.5595 | -
0.559 -
05585 1 1 1 1 1 i 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

AT

Abbildung A.1: Systematische Fehler fiir verschiedene Naherugen der Exponentialfunk-
tion
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Abbildung A.2: Test IHMC fiir G5 mit exakter Exponentialfunktion auf Gitter 6* und 8 = 10
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Abbildung A.3: Test IHMC fiir G5 mit Exponentialfunktion in O(A7?) auf Gitter 6* und 8 = 10
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