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0 Einleitung

Symmetrien spielen eine zentrale Rolle in der theoretischen Physik. Im Rahmen der Teilchenphysik
vermutet man beispielsweise, dass sie eine vollständige Klassi�kation aller existierenden Teilchen
ermöglichen. Von entscheidender Bedeutung ist dabei die Poincarè - Gruppe, welche Rotationen
und Translationen in der vierdimensionalen Raumzeit erzeugt. Daneben gibt es noch die sogenann-
ten �inneren� Symmetrien einer Theorie, wie zum Beispiel die Farbladung als Symmetrie in der
Quantenchromodynamik. In der Vergangenheit wurde nun versucht, eine übergeordnete Symmetrie
zu �nden, bzw. beide Symmetrieformen zu vereinheitlichen. Am Ende dieser Versuche stand das
Coleman-Mandula-Theorem, welches besagte, dass in jeder Quantenfeldtheorie unter den üblichen
physikalisch sinnvollen Annahmen wie Lokalität und Kausalität eine Kombination von Poincarè -
Gruppe und innerer Symmetriegruppe nur trivial (das heiÿt das direkte Produkt beider Gruppen)
sein kann. Das Problem wurde nun wie folgt gelöst: Bisher erfüllten die Generatoren der Poincarè -
Gruppe bestimmte Kommutator-Relationen, welchen mit Hilfe des Noether-Theorems verschiedene
physikalische Erhaltungsgröÿen zugeordnet wurden. Lässt man jedoch auch Generatoren sogenann-
ter supersymmetrischer Transformationen zu, welche Bosonen in Fermionen transformieren und
umgekehrt und die bestimmten Antikommutator-Relationen gehorchen, so gelingt eine nichttriviale
Vereinheitlichung von Poincarè - Gruppe und innerer Symmetriegruppe. Die so erhaltene Symmetrie
ist die Supersymmetrie und die groÿe Neuerung bestand eben in jenen Transformationen zwischen
Fermionen (Materie) und Bosonen (Träger der Kräfte) [15].

Auch wenn bisher noch kein experimenteller Beweis für die Supersymmetrie gefunden werden konnte
lohnt es sich durchaus, weitere Forschung auf diesem Gebiet zu betreiben. So könnten beispielsweise
die neuen, theoretisch vorhergesagten Teilchen Kandidaten für die Bestandteile der dunklen Mate-
rie sein. Auch werden in supersymmetrischen Theorien die Ultraviolett-Divergenzen abgeschwächt,
sodass auf das Konzept der Renormierung verzichtet werden kann. Sogar für die String-Theorie als
möglichen Kandidaten zur Beschreibung der Quantengravitation scheint die Supersymmetrie not-
wendig zur Gewährleistung eines stabilen Vakuums. Dies sind nur einige Argumente die für eine
Auseinandersetzung mit supersymmetrischen Theorien sprechen und nicht zuletzt sind supersym-
metrische Systeme eben aufgrund ihrer hohen Symmetrie meist leichter analytisch zu lösen, als ihre
nicht-symmetrischen Verwandten [12].

Im Rahmen dieser Bachelor-Arbeit soll der Supersymmetrie-Formalismus statt im Kontext der
Quantenfeldtheorie vor dem Hintergrund der relativistischen Quantenmechanik betrachtet wer-
den. Ausgangspunkt ist dabei die Dirac-Gleichung, wobei gezeigt wird, dass der Dirac-Operator
als Summe eines Symmetrie-Operators, häu�g als Superladung bezeichnet, und dessen adjungierten
Operator geschrieben werden kann. Unter bestimmten Voraussetzungen verschwindet das Quadrat
der Superladung und der Klein-Gordon-Operator (im Kontext der Supersymmetrie auch als Super-
Hamiltonian bezeichnet) ist im Wesentlichen als Antikommutator der Superladung und ihrer Ad-
jungierten gegeben. Der Klein-Gordon-Operator besitzt dann Blockgestalt, wobei die Superladung
zwischen den Unterräumen vermittelt. Der Symmetrieoperator verbindet demnach in der Sprache
der Quantenmechanik nicht mehr bosonische und fermionische Zustände, sondern vermittelt zwi-
schen den Unterräumen des Super-Hamiltonians. Durch diesen Umstand ist es möglich, Beziehungen
zwischen den Spektren der Operatoren in den einzelnen Unterräumen anzugeben.
Ziel des ersten Abschnittes dieser Arbeit ist es, die Dirac-Gleichung zu motivieren und anschlieÿend
das Konzept der Supersymmetrie inklusive der algebraischen Strukturen in beliebig hohen, geraden
Dimensionen einzuführen und die Beziehungen zwischen den auftretenden Gröÿen zu erläutern. An-
schlieÿend soll die Wirkungsweise des Formalismus anhand einiger radialsymmetrischer Probleme
in zwei und drei Dimensionen genauer beleuchtet werden.
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1 Relativistische Quantenmechanik

Im Rahmen dieses Abschnittes soll anhand der Ausführungen in [1] eine relativistische Form der
Hamilton-Funktion sowie Ansätze für die Quantisierungsvorschriften erläutert werden. Wir be-
schränken uns dabei auf eine �ache Raumzeit und das Einkörperproblem. Mit griechischen Indices
werden im Folgenden die ersten drei (raumartigen) Raumzeit-Koordinaten bezeichnet, Summation
über lateinische Buchstaben meint die Summation über alle vier Koordinaten.

1.1 Der relativistische Hamiltonian

Wir führen zunächst die Vierervektoren

x =


x1

x2

x3

ict

 und p =


p1

p2

p3

iEc

 =:

(
~p

iEc

)
(1.1)

ein1 und nehmen nach Vorbild der kanonischen Gleichungen ein Gleichungssystem der Form

∂K

∂xi
= −dpi

ds
,

∂K

∂pi
=
dxi

ds
(1.2)

mit K = K(x,p) als Ausgangspunkt. Anhand dieser Forderungen folgt natürlich auch unmittelbar
dK
ds = 0.

Für den Parameter s wählen wir nun zunächst die Eigenzeit τ , das heiÿt es gilt

−c2dτ2 =
∑
i

(dxi)2 bzw. (1.3)

−c2 =
∑
i

(
dxi

dτ

)2
Gleichung 1.2

=
∑
i

(
∂K

∂pi

)2

. (1.4)

Die Gleichung 1.4 wird durch

K(x,p) = c

√
−
∑
i

(pi − fi(x))2 (1.5)

gelöst, wobei die f i beliebige Funktionen in x sein können, mit der einzigen Forderung, dass f ein
Vierervektor ist. Setzen wir nun Gleichung 1.5 in Gleichung 1.2 ein, so erhalten wir

dxi

dτ
= − c

2

K
(pi − fi),

dpi
dτ

= − c
2

K

∑
k

(pk − fk)
∂fk
∂xi

. (1.6)

Die Eliminierung der Impulse aus diesen beiden Gleichungen führt auf

d

dτ

(
−K
c2

dxi

dτ
+ fi

)
=
∑
k

∂fk
∂xi

dxk

dτ
. (1.7)

1beachte: pµ = γmvµ; µ = 1, 2, 3 mit γ = 1√
1− v2

c2

und vµ Dreiergeschwindigkeit
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Wir führen die Vierergeschwindigkeit ui = dxi

dτ ein und benutzen dK
ds = 0:

K

c2

dxi

dτ
=
dfi
dτ
−
∑
k

∂fk
∂xi

uk (1.8)

(wegen
dfi
dτ

=
∑
k

∂fi
∂xk

uk) =
∑
k

uk
(
∂fi
∂xk
− ∂fk
∂xi

)
. (1.9)

Die De�nition von K
c2

= m führt schlieÿlich auf die Form

m
dui

dτ
=
∑
k

uk
(
∂fi
∂xk
− ∂fk
∂xi

)
. (1.10)

Interpretiert man diese Gleichung als Bewegungsgleichung eines Teilchens im äuÿeren elektro-
magnetischen Feld, so identi�zieren wir fi = e

cAi und erhalten mit dem Energie-Impuls-Tensor
Fik = ∂Ak

∂xi
− ∂Ai

∂xk
die bekannte Bewegungsgleichung

m
dui

dτ
=
e

c

∑
k

ukFki. (1.11)

Interessanter ist es nun aber, das Problem nicht in der Eigenzeit τ des Teilchens zu formulie-
ren, sondern in der Beobachterzeit t. Wir wählen daher s = t = − i

cx
4. Analog zu eben sei unsere

Funktion K wieder konstant, wir nennen die Konstante mc2. Wir wollen nun die vierte Komponente
des Viererimpulses auszeichnen und mit Hilfe von Gleichung 1.5 als Funktion der anderen Variablen
au�assen:

p4 = f4 +

√
(−
∑
µ

(pµ − fµ)2 − (mc)2). (1.12)

Da K = const folgt nun

∂K

∂pµ
dpµ +

∂K

∂p4
dp4 = 0 (1.13)

und

∂K

∂xµ
dxµ +

∂K

∂p4
dp4 = 0. (1.14)

Dann erhalten wir

∂p4

∂pµ

Gleichung 1.13
= −

∂K
∂pµ
∂K
∂p4

Gleichung 1.2
= −dx

µ

dx4
=
i

c

dxµ

dt
. (1.15)

Analog erhält man mit Hilfe von Gleichung 1.14 und Gleichung 1.2

∂p4

∂xµ
= − i

c

dpµ
dt

. (1.16)

Wenn wir jetzt noch H(xµ, pµ, t) = −icp4 de�nieren und Hamilton-Funktion nennen, dann haben
wir wegen Gleichung 1.15 und Gleichung 1.16 wieder ein kanonisches System

dxµ

dt
=
∂H

∂pµ
,

dpµ
dt

= − ∂H
∂xµ

. (1.17)
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Für die Hamilton-Funktion gilt damit

H = −icp4 = −icf4 + c

√∑
µ

(pµ − fµ)2 + (mc)2 (1.18)

und indem wir ein Viererpotential de�nieren als
(
~A, iΦ

)
erhalten wir

H = eΦ + c

√
(~p− e

c
~A)2 +m2c2. (1.19)

Diese Gleichung wird nun im Folgenden Ausgangspunkt für die Übertragung in die Quantentheorie
sein.

1.2 Übertragungsprinzipien

Wollte man analog zum nichtrelativistischen Fall die Di�erentialgleichung

i~
∂Ψ

∂t
= HΨ (1.20)

durch die Ersetzung pµ → ~
i
∂
∂xµ gewinnen, so stünde man gemäÿ der oben hergeleiteten Gleichung

vor dem Problem, die Wurzel aus einem Di�erentialoperator ziehen zu müssen. Wie dennoch eine
korrekte Quantisierung erfolgen kann, soll im folgenden Abschnitt erläutert werden.

1.2.1 Der Schrödinger-Ansatz

Wir de�nieren zunächst die Operatoren

T = c

√√√√∑
µ

(
~
i

∂

∂xµ
− e

c
Aµ

)2

+m2c2, S = −eΦ− ~
i

∂

∂t
. (1.21)

Dann können wir Gleichung 1.20 schreiben als TΨ = SΨ. Erneutes Anwenden von T und Addition
einer aktiven Null auf der rechten Seite führt auf

T 2Ψ = TSΨ− STΨ + STΨ = (TS − ST )Ψ + S2Ψ und damit

(T 2 − S2)Ψ = (TS − ST )Ψ.

Durch eine längere Rechnung kann man zeigen, dass der Kommutator [T, S] auÿer im kräftefreien
Fall im Allgemeinen nicht verschwindet. Schrödinger setzte ihn jedoch willkürlich Null und erhielt
so eine Di�erentialgleichung, die nur noch von T 2 und S2 abhing. Damit war die Wurzel eliminiert
und mit der Ersetzung pµ → ~

i
∂
∂xµ erhielt er

∆Ψ− 1

c2

∂2Ψ

∂t2
− m2c2

~2
Ψ− 2ie

~c

(
~A grad Ψ +

1

c
Φ
∂Ψ

∂t

)
− ie
~c

(
div ~A+

1

c

∂Φ

∂t

)
Ψ− e2

~2c2

(
~A2 − Φ2

)
Ψ = 0.

(1.22)
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Die Gleichung 1.22 wird als Klein-Gordon-Gleichung bezeichnet und geht im kräftefreien Fall über
in

∆Ψ− 1

c2

∂2Ψ

∂t2
− κ2Ψ = 0, κ =

mc

~
, (1.23)

deren Lösungen gegeben sind durch

Ψk(r, t) = Ake
i(kr−ωt).

Durch Einsetzen in die Di�erentialgleichung erhalten wir die Dispersionsbeziehung

ω2

c2
= ~k2 + κ2.

Die Anwendung des Impulsoperators und des Energieoperators führt auf

p̂Ψk =
~
i

grad Ψ = ~~kΨk

EΨ = −~
i

∂Ψk

∂t
= ~ωΨk

und damit erhalten wir die bekannten quantenmechanischen Relationen E = ~ω und ~p = ~~k.
Zusammen mit der Dispersionsrelation führt dies auf den relativistischen Energiesatz(

E

c

)2

= p2 + (mc)2. (1.24)

1.2.2 Der Dirac'sche Ansatz

Ein Charakteristikum lorentzinvarianter Theorien ist die Symmetrie in den vier Raumzeitkoordi-
naten. In obiger Klein-Gordon-Gleichung stehen jeweils Ableitungen zweiter Ordnung in den vier
Koordinaten, das Symmetrie-Kriterium ist demnach erfüllt. Der Gedanke Diracs war es nun, die
Theorie auf Grundlage erster Ableitungen nach den Koordinaten zu entwickeln. Soll der Hamilton-
Operator nur von den in Gleichung 1.19 auftauchenden, klassischen Gröÿen ~A, Φ und ~p abhängen,
so kann er unter Einführung der Gröÿe ~π = (~p− e

c
~A) nur die Form

H = c
3∑

µ=1

αµπµ + βmc2 + eΦ, (1.25)

mit den Konstanten β und αµ haben. Wir wollen nun untersuchen, welchen Bedingungen die Koef-
�zienten genügen müssen, um obige Ergebnisse zurückzuerhalten.

Wir betrachten zunächst den kräftefreien Fall, das heiÿt die Di�erentialgleichung

(c
∑
µ

αµ
~
i

∂

∂xµ
+ βmc2)Ψ = −~

i

∂Ψ

∂t

beziehungsweise wenn man als Lösung wieder ebene Wellen der Form Ψk(r, t) = Ake
i(kr−ωt) an-

nimmt

(~c
∑
µ

αµkµ + βmc2 − ~ω)Ψk = 0.
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1.2 Übertragungsprinzipien Bachelorarbeit

Würde man jetzt naiv versuchen, die Klammer Null zu setzen, so erhielte man eine lineare Bezie-

hung zwischen
∣∣∣~k∣∣∣ und ω und damit auch zwischen |~p| und E. Das steht aber in o�ensichtlichem

Widerspruch zur experimentellen Erfahrung. Aus diesem Grund interpretierte Dirac die Klammer
nicht als Skalar, sondern als Operator, der angewendet auf Ψk Null ergeben muss. Da die Klammer
keine Di�erentialoperatoren mehr enthält und die Exponentialfunktion in Ψk immer verschieden
von Null ist nehmen wir an, der Operator wirke nur auf die Amplitude Ak. Dann erhalten wir mit
den Abkürzungen Ω =

∑
µ αµkµ + βκ, κ = mc

~ die algebraische Eigenwertgleichung

ΩAk =
ω

c
Ak.

Erneutes Anwenden von Ω führt dann auf

Ω2Ak =
ω2

c2
Ak.

Entsprechend der Dispersionsrelation (Gleichung 1.24) müssten wir also Ω2 = ~k2 + κ2 fordern. Das
Quadrat des Operators müsste demnach ein Skalar sein. Gemäÿ De�nition gilt andererseits

Ω2 =
1

2

∑
µ

∑
ν

kµkν(αµαν + αναµ) + κ
∑
µ

kµ(βαµ + αµβ) + β2κ2 !
= ~k2 + κ2

Diese Forderung ist äquivalent dazu, dass

αµαν + αναµ = 2δµν , βαµ + αµβ = 0, β2 = 1 (1.26)

gilt. Die erste Bedingung impliziert insbesondere auch α2
k = 1. Führen wir nun den Vierervektor

(~π, π4) mit π4 = ~
i
∂
∂x4
− e
cA4 = i

c

(
−~
i
∂
∂t − eΦ

)
ein, so können wir jetzt wieder unter Berücksichtigung

äuÿerer Felder

HΨ = (c
3∑

µ=1

αµπµ + βmc2 + eΦ)Ψ = −~
i

∂Ψ

∂t

schreiben als

(c
∑
µ

αµπµ + βmc2 + iπ4c)Ψ = 0.

Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit β
~c und erhalten unter Ausnutzung von β2 = 1(∑

µ

βαµ
πµ
~

+
i

~
βπ4 + κ

)
Ψ = 0.

Führen wir die Gröÿen γ4 = β und γi = −iβαi ein, so lässt sich diese Gleichung geschlossen
schreiben als (

i

~

4∑
k=1

γkπk + κ

)
Ψ = 0 (1.27)

oder (
i

~

4∑
k=1

γk

(
∂

∂xk
− ie

~c
Ak

)
+ κ

)
Ψ = 0. (1.28)
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Die Bedingungen in Gleichung 1.26 übersetzen sich geschlossen zu

γiγl + γlγi = 2δil; i = 1, 2, 3, 4. (1.29)

Diese Beziehungen werden auch als Kanonische Antivertauschungsregeln bezeichnet. Die Algebra
dieser Objekte heiÿt Cli�ord-Algebra, bzw. in unserem Fall aufgrund der komplexen Zeitkomponente
x4 = ict, Komplexi�zierung der Cli�ord-Algebra über dem Quadratischen Raum (R4, q), mit der
quadratischen Form q, deren Signatur gegeben ist durch (4, 0, 0). In Zeichen schreiben wir Cl4.
Aus den kanonischen Antivertauschungsregeln folgt auch, dass falls γk die Algebra erfüllen, auch
γ̃k = U−1γkU mit unitärem U die Algebra erfüllen. Ein System, welches obiger Algebra genügt, ist
beispielsweise

γ1 =


0 0 0 −i
0 0 −i 0
0 i 0 0
i 0 0 0

 ; γ2 =


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0



γ3 =


0 0 −i 0
0 0 0 i
i 0 0 0
0 −i 0 0

 ; γ4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

Diese Darstellung wird als Dirac- oder auch Standarddarstellung bezeichnet. Die Wellenfunktion
Ψ ist demzufolge vier-komponentig, das Gleichungssystem welches sich aus der Dirac-Gleichung
(Gleichung 1.28) und obiger Darstellung der Gamma-Matrizen ergibt, heiÿt Standarddarstellung
der Dirac'schen Gleichung. Alle vier Gamma-Matrizen sind selbstadjungiert.

8
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2 Grundkonzepte der Supersymmetrie

2.1 Fermionische Auf- und Absteigeoperatoren (Ψ†k, Ψk)

Im Folgenden wollen wir den in Gleichung 1.28 auftretenden Dirac-Operator (wählen ~ = c = 1 und
bezeichnen die Elementarladung mit q)

iD = i
∑
k

γk(∂k − iqAk) (2.1)

für Systeme der Dimension d genauer untersuchen und ihn in Analogie zum harmonischen Oszillator
mit Hilfe von �Auf- und Absteigeoperatoren� darstellen. Dazu de�nieren wir d

2 = D ∈ N sowie die
Operatoren

Ψn :=
1

2
(γn + iγn+D) für n = 1,2,. . . ,D (2.2)

Die Operatoren genügen der folgenden Antikommutator-Beziehung:

{Ψn,Ψm} =
1

4
(γn + iγn+D)(γm + iγm+D) +

1

4
(γm + iγm+D)(γn + iγn+D)

=
1

4
{γn, γm}+

i

4
{γn, γm+D}+

i

4
{γn+D, γm} −

1

4
{γn+D, γm+D}.

Wegen der Gamma-Matrizen-Eigenschaft {γn, γm} = 2δnm verschwinden die beiden mittleren Ter-
me, während sich der erste und der letzte Term wegheben. Es gilt also

{Ψn,Ψm} = 0 = {Ψ†n,Ψ†m}. (2.3)

Unter Zuhilfenahme von γk = γ†k zeigt man durch analoge Rechnung

{Ψn,Ψ
†
m} = δnm. (2.4)

Schlieÿlich de�nieren wir noch den Operator

N :=

D∑
n=1

Ψ†nΨn. (2.5)

Unter Ausnutzung der Kommutator-Antikommutator-Beziehung [A,BC] = {A,B}C − B{A,C}
erhalten wir

[N,Ψm] =
D∑
n=1

[Ψ†nΨn,Ψm]

= −
D∑
n=1

[Ψm,Ψ
†
nΨn]

= −
D∑
n=1

{Ψm,Ψ
†
n}Ψn +

D∑
n=1

Ψ†n{Ψm,Ψn}

= −
D∑
n=1

δnmΨn + 0

= −Ψm.

Analog zeigt man, dass [N,Ψ†m] = Ψ†m gilt.

9
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Bei N handelt es sich also um das Analogon zum Besetzungszahloperator. Sein Spektrum ist gleich
N0 und wir bezeichnen die Eigenfunktionen als |n〉, N |n〉 = n |n〉. Dann erhöhen die Ψ†k die Be-
setzungszahl n um eins, während die Ψk selbige um eins erniedrigen. Der Grundzustand |0〉 sei
weiterhin dadurch gegeben, dass

Ψk |0〉 = 0 für alle k = 1,2,. . . ,D.

2.2 Der Dirac-Operator als Funktion der Ψk und Ψ†k

Nach Konstruktion gilt zunächst Ψk+Ψ†k = γk beziehungsweise −iΨk+ iΨ†k = γk+D. Dann erhalten
wir für den Dirac-Operator

iD = i
∑
µ

γµ(∂µ − iqAµ)

= i
D∑
n=1

(Ψn + Ψ†n)(∂n − iqAn) +
D∑
n=1

(Ψn −Ψ†n)(∂n+D − iqAn+D)

=
D∑
n=1

Ψn(i∂n + qAn + ∂n+D − iqAn+D) +
D∑
n=1

Ψ†n(i∂n + qAn − ∂n+D + iqAn+D).

Wir stellen nun einige besondere Forderungen an das Vektorpotential ~A, nämlich dass es nur von
den ersten D raumartigen Koordinaten abhängen soll, sowie dass die ersten D Komponenten Null
seien, das heiÿt ∂n+DA ≡ 0 und An ≡ 0 für n = 1, . . . , D. Wegen der ersten Forderung kommutiert
insbesondere D mit ∂n+D, n = 1, . . . , D und wir können den Sektor mit Eigenwert Null für die
Ableitungsoperatoren betrachten. Entsprechend gilt ∂n+D ≡ 0, n = 1, . . . , D, wodurch wir folgende
Form erhalten:

iD =
D∑
n=1

Ψn(p̂n − iqAn+D) +
D∑
n=1

Ψ†n(p̂†n + iqAn+D)

=: Q+Q†.

Der Operator Q =
∑

Ψn(p̂n− iqAn+D) wird als Superladung bezeichnet, wir de�nieren den Super-
Hamiltonian via

H := −1

2
D2 =

1

2
(Q+Q†)2 =

1

2

(
Q2 + (Q†)2 + {Q,Q†}

)
. (2.6)

10



2.3 Die Superladung Bachelorarbeit

2.3 Die Superladung

Ein System heiÿt supersymmetrisch, falls −1
2D

2 = 1
2{Q,Q

†}. Wir fordern also Q2 = 0 (was insbe-
sondere (Q†)2 = 0 impliziert) und wollen untersuchen, was diese Bedingung unter anderem für das
Vektorpotential bedeutet.
Wir berechnen zunächst Q2 und fordern dessen Verschwinden:

Q2 =
∑
n

∑
m

Ψn(i∂n − iqAn+D)Ψm(i∂m − iqAm+D)

=
∑
n

∑
m

ΨnΨm(−∂n∂m + qAm+D∂n + q∂nAm+D + qAn+D∂m − q2Am+DAn+D).

Wegen {Ψn,Ψm} = 0 ist der Term ΨnΨm antisymmetrisch in n und m. In der Klammer sind bis
auf den Term q∂nAm+D alle Terme symmetrisch, bei Summation über n und m fallen diese also
weg. Demzufolge bleibt nur übrig

Q2 =
∑
n

∑
m

ΨnΨmq∂nAm+D
!

= 0. (2.7)

Wir zerlegen den letzten Term noch in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil:

∂nAm+D =
1

2
(∂nAm+D + ∂mAn+D) +

1

2
(∂nAm+D − ∂mAn+D).

Setzen wir dies in Gleichung 2.7 ein und beachten, dass der erste Summand wieder symmetrisch ist,
so erhalten wir

1

2

∑
n

∑
m

ΨnΨmq(∂nAm+D − ∂mAn+D) = 0

beziehungsweise durch Permutation der Koordinaten

∂nAm − ∂mAn = 0⇐⇒ An = ∂nΛ.

Das Vektorfeld A ist demnach ein Gradientenfeld und Q kann geschrieben werden als

Q =
∑
n

Ψn(i∂n − iq∂nΛ) = i~Ψ(~∇− q∇Λ)

= eqΛ

(∑
n

iΨn∂n

)
e−qΛ,

bzw. nach De�nition von Q0 :=
∑
iΨn∂n

Q = eqΛQ0e
−qΛ. (2.8)
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2.4 Eigenschaften der Superladung

Wir untersuchen zunächst die Kommutatoren [N,Q] und [N,Q†]:

[N,Q] = [N, eqΛ
∑
n

iΨn∂ne
−qΛ]

= eqΛi
∑
n

[N,Ψn∂n]e−qΛ

= eqΛi
∑
n

([N,Ψn]((−q∂nΛ)e−qΛ + e−qΛ∂n) + Ψn[N, ∂n]e−qΛ).

Der Kommutator [N, ∂n] verschwindet, während man mit Hilfe der Kommutator-Antikommutator-
Beziehung leicht nachrechnet, dass [N,Ψn] =

∑
m[Ψ†mΨm,Ψn] = −Ψn gilt. Wir erhalten:

[N,Q] = eqΛi
∑
n

((qΨn∂nΛ)e−qΛ − e−qΛΨn∂n)

=
∑
n

(−iΨn∂n + iqΨn∂nΛ)

= −Q.

Analog zeigt man, dass [N,Q†] = Q† gilt.
Mit diesen beiden Kommutatorregeln kann nun leicht gezeigt werden, dass [N,H] verschwindet:

2[N,H] = [N, {Q,Q†}] = [N,QQ† +Q†Q]

= Q[N,Q†] + [N,Q]Q† +Q†[N,Q] + [N,Q†]Q
= 0.

Wir können demnach N und H gemeinsam diagonalisieren. Jede Besetzungszahl k besitzt genau
(
D
k

)
Eigenzustände. Dies ist genau die Anzahl der Möglichkeiten k der D Aufsteigeoperatoren auszu-
wählen, um |k〉 aus |0〉 zu generieren. In dieser Basis hat N also Blockgestalt:

N =


0 · 1(D0)

1 · 1(D1)
. . .

D · 1(DD)

 . (2.9)

Entsprechend hat auch der Hamilton-Operator Blockgestalt:

H =


H0

H1

. . .
HD

 . (2.10)
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Der Hilbertraum zerfällt in D + 1 Teilräume,

H = L2(Rd)⊗ (
D
⊕
k=0
Fk)

=
D
⊕
k=0

(L2(Rd)⊗Fk)

=:
D
⊕
k=0
Hk,

wobei dimFk =
(
D
k

)
und F =

D
⊕
k=0
Fk der von den Erzeugung- und Vernichtungsoperatoren generierte

Fock-Raum ist. Der Fock-Raum besitzt demnach insgesamt

D∑
k=0

(
D

k

)
= 2D

Eigenzustände und jeder Vektor |Φ〉 ∈ H lässt sich darstellen als

|Φ〉 = f0 |0〉+
∑

fk |k〉+
∑

fkl |kl〉+
∑

fklm |klm〉+ · · · , (2.11)

wobei |kl〉 = Ψ†kΨ
†
l |0〉 usw. meint.

Aufgrund der Eigenschaft Q2 = 0 = (Q†)2 kommutieren H und Q bzw. Q†, sodass die Super-
ladung entsprechend ihrer Struktur zwischen den Teil-Hilberträumen Hk vermittelt:

H0
Q†−→ H1

Q†−→ H2 . . .

bzw.

HD
Q−→ HD−1

Q−→ HD−2 . . .

Dieser Fakt wird später insbesondere bei der Suche nach Eigenwerten in den einzelnen Teilräumen
interessant.

Wir wollen nun noch H = 1
2{Q

†,Q} berechnen (setzen q = 1):

Qϕ = eΛi(
∑
n

Ψn∂n)e−Λϕ

= eΛi
∑
n

Ψn((−∂nΛ)ϕ+ ∂nϕ)e−Λ

und damit

Q†(Qϕ) = e−Λi(
∑
m

Ψ†m∂m)eΛ(eΛi
∑
n

Ψn((−∂nΛ)ϕ+ ∂nϕ)e−Λ)

= e−Λi
∑
m

Ψ†m(i
∑
n

Ψn(∂nϕ− ϕ∂nΛ)eΛ∂mΛ + eΛi
∑
n

Ψn(∂m∂nϕ− ϕ∂m∂nΛ− ∂mϕ∂nΛ))

beziehungsweise nach Vereinfachung

Q†(Qϕ) =
∑
m

∑
n

Ψ†mΨn(ϕ∂mΛ∂nΛ− ∂nϕ∂mΛ + ϕ∂m∂nΛ + ∂mϕ∂nΛ− ∂n∂mϕ). (2.12)
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Eine analoge Rechnung führt auf

Q(Q†ϕ) =
∑
m

∑
n

ΨnΨ†m(∂mϕ∂nΛ + ϕ∂mΛ∂nΛ− ∂n∂mϕ− ∂nϕ∂mΛ− ϕ∂m∂nΛ). (2.13)

Die Addition von Gleichung 2.12 und Gleichung 2.13 liefert schlieÿlich

2Hϕ =
∑
n

∑
m

(ΨnΨ†m + Ψ†mΨn)(ϕ∂nΛ∂mΛ− ∂m∂nϕ+ ∂mϕ∂nΛ− ∂mΛ∂nϕ)

+
∑
n

∑
m

(ΨnΨ†m −Ψ†mΨn)(−∂n∂mΛ).
(2.14)

Wir verwenden {Ψn,Ψ
†
m} = δnm sowie ΨnΨ†m−Ψ†mΨn = {Ψn,Ψ

†
m}− 2Ψ†mΨn und erhalten schlus-

sendlich

H = −1

2
∆ +

1

2

(
(∇Λ)2 −∆Λ

)
+
∑
n

∑
m

Ψ†mΨn∂n∂mΛ. (2.15)

Setzen wir in Gleichung 2.14 statt ΨnΨ†m−Ψ†mΨn = {Ψn,Ψ
†
m}−2Ψ†mΨn die äquivalente Beziehung

ΨnΨ†m −Ψ†mΨn = −{Ψ†mΨn}+ 2ΨnΨ†m ein, so erhalten wir alternativ

H = −1

2
∆ +

1

2

(
(∇Λ)2 + ∆Λ

)
−
∑
n

∑
m

ΨnΨ†m∂n∂mΛ. (2.16)

Wir wollen nun noch untersuchen, wie der Hamiltonoperator in den eindimensionalen Unterräumen
H0 und HD aussieht.
Da der Zustand |0〉 von allen Ψk annihiliert wird, verschwindet die Doppelsumme in Gleichung 2.15.
H0 hat dann also die Form

H0 = −1

2
∆ +

1

2

(
(∇Λ)2 −∆Λ

)
. (2.17)

Mit analoger Argumentation verschwindet für Ψ ∈ HD die Doppelsumme in Gleichung 2.16 und
wir erhalten

HD = −1

2
∆ +

1

2

(
(∇Λ)2 + ∆Λ

)
. (2.18)

In diesen beiden Unterräumen vereinfacht sich die Dirac-Gleichung zur Standard-Schrödingergleichung.
Identi�zieren wir in den beiden obigen Gleichungen die Terme (∇Λ)2 + ∆Λ bzw. (∇Λ)2 −∆Λ mit
dem Potential V , so lässt sich ein Kriterium für die Symmetrisierbarkeit physikalischer Systeme
formulieren:

Ein System heiÿt supersymmetrisch, falls sich das Potential V im Hamiltonian mit Hilfe einer
skalaren Funktion Λ schreiben lässt als V = (∇Λ)2 ±∆Λ.

Nachfolgend werden wir nun einige physikalische Systeme im Rahmen dieses Formalismus untersu-
chen.
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3 Supersymmetrische Systeme in zwei Dimensionen

Um einen prinzipiellen Eindruck von der Vorgehensweise bei der Untersuchung supersymmetrischer
Systeme zu erhalten, soll in diesem Kapitel die Arbeit [2] zusammengefasst werden. Hauptinhalt ist
die Untersuchung des Coulomb-Problems in zwei Dimensionen. In diesem Kapitel wird insbesondere
auch die Notation der Autoren von [2] verwendet.
Wie in Unterabschnitt 2.2 erläutert, geht zunächst die Hälfte der Koordinaten verloren (es wird
angenommen, dass das Vektorpotential nur von der ersten Hälfte der Koordinaten abhängt), sodass
wir bei der Dirac-Gleichung in vier Dimensionen starten, um die Systeme letztendlich in zwei Dimen-
sionen beschreiben zu können. Es existieren daher je zwei Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren
mit den fermionischen Antikommutator-Regeln

{Ψk,Ψl} = 0 = {Ψ†k,Ψ
†
l }, {Ψk,Ψ

†
l } =

1

m
δkl; k, l = 1, 2.

Der Vakuum-Zustand |0〉 wird de�niert durch Ψk |0〉 = 0, der fermionische Fock-Raum wird erzeugt
durch Ψ†k |0〉 = |1k〉, insbesondere gilt Ψ†2 |11〉 = |11 12〉 = −Ψ†1 |12〉 = − |12 11〉. Zwischen diesen
Basisfunktionen gelten die üblichen Orthogonalitätsbeziehungen, der Gesamt-Hilbertraum zerfällt
in die drei Teilräume H = H0 +H1 +H2. Der Teilchenzahloperator N =

∑
k Ψ†kΨk besitzt auf Hk

den Eigenwert k.
Mit dem Superpotential W = W (x1, x2) de�nieren wir weiterhin die Superladung

Q =

2∑
k=1

iΨk(~∂k + ∂kW ) = e−
W
~ Q0e

W
~ , mit Q0 =

2∑
k=1

i~Ψk∂k

Q† =
2∑

k=1

iΨ†k(~∂k − ∂kW )

Der Super-Hamiltonian wird de�niert als H := 1
2{Q,Q

†}.
Konkret folgt nun mit

Ψ1 =
1

2
√
m

(γ1 + iγ3), Ψ2 =
1

2
√
m

(γ2 + iγ4)

beziehungsweise durch Wahl konkreter Repräsentanten

Ψ1 =
1√
m


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 , Ψ2 =
1√
m


0 0 1 0
0 0 0 −1
0 0 0 0
0 0 0 0


mit der Basis

|0〉 →


1
0
0
0

 , |11〉 →


0
1
0
0

 , |12〉 →


0
0
1
0

 , |11 12〉 →


0
0
0
1


folgende Darstellung der Superladung:

Q =
i√
m


0 D1 D2 0
0 0 0 −D2

0 0 0 D1

0 0 0 0

 , Q† =
i√
m


0 0 0 0
D̄1 0 0 0
D̄2 0 0 0
0 −D̄2 D̄1 0

 .

15



Bachelorarbeit

Dabei ist Dk = ~∂k + ∂kW und D̄k = ~∂k − ∂kW .

Der Hamiltonian nimmt dann die Form

H = H014 − ~
∑
k

∑
l

∂k∂lWΨ†kΨl =


H0 0 0 0
0 H11

1 H12
1 0

0 H21
1 H22

1 0
0 0 0 H2

 (3.1)

an, mit den skalaren Hamilton-Operatoren

H0 ≡ H|H0
=

1

2m
(−~2∆ + (∂1W )2 + (∂2W )2 + ~∆W ) (3.2)

H2 ≡ H|H2
=

1

2m
(−~2∆ + (∂1W )2 + (∂2W )2 − ~∆W ) (3.3)

und dem Matrixoperator

H1 ≡ H|H1
=

(
H11

1 H12
1

H21
1 H22

1

)
=

(
H0 − ~

m∂
2
1W − ~

m∂1∂2W

− ~
m∂2∂1W H0 − ~

m∂
2
2W

)
. (3.4)

Wir wollen uns an dieser Stelle noch einer Besonderheit bei der Beschreibung zweidimensionaler Sys-
teme beschäftigen: Da der Hilbertraum in nur drei Teilräume zerfällt, ist es möglich den �mittleren
Sektor� völlständig mit Hilfe der skalaren Hamiltonians (bzw. deren Eigenfunktionen und Eigenwer-
ten) zu beschreiben. Denn angenommen ΦE ∈ H0 ist Eigenzustand zur Energie E eines gebundenen
Zustandes oder eben eines Streuzustandes, dann ist wegen [H,Q†] = 0 auch Q†ΨE ∈ H1 Eigen-
funktion zum Eigenwert E.
Analog verhält es sich für ΦE ∈ H2, hier ist QΨE ∈ H1 der zugehörige Partnerzustand. Die Frage
ist nun, ob auf diese Art und Weise alle Eigenzustände in H1 beschrieben werden können.
Angenommen nein, dann gibt es also einen Eigenzustand χE ∈ H1, der keinen Partnerzustand in
H0 oder H2 hat, dann würde dieser Zustand automatisch durch Q und Q† annihiliert werden, d.h.

0 = (Q+Q†)χE = iDχE

und damit gilt automatisch E = 0.
Wir betrachten nun andererseits folgende Zerlegung des Hilbertraums: Da KernH ein abgeschlos-
sener Untervektorraum ist, können wir H als H = KernH ⊕ (KernH)⊥ schreiben.
Sei nun Ψ ∈ (KernH)⊥, dann lässt sich H invertieren, d.h.

Ψ = HH−1Ψ

=
1

2
(QQ† +Q†Q)H−1Ψ

= Q(
1

2
Q†H−1Ψ) +Q†(1

2
QH−1Ψ)

= QΦ1 +Q†Φ2

Demzufolge gilt (KernH)⊥ = QH⊕Q†H [13].
Wegen χE ∈ H1 ⊂ Q†H folgt χE ∈ Q†H ∩KernH = {0}.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun ein konkretes physikalisches System betrachten.
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4 Das Coulomb-Problem in zwei Dimensionen

Es geht um die Beschreibung eines Ein-Elektronen-Atoms, das heiÿt der Hamilton-Operator ist
gegeben durch

H = − ~2

2m
∆− λ

r
, λ > 0.

Durch eine geeignete Reskalierung (xk → 1
λmxk; pk → λmpk) erhalten wir

H = λ2m

(
−~2

2
∆− 1

r

)
=: λ2mK, (4.1)

sodass wir nur die Eigenwerte von K untersuchen müssen. Von Interesse sind dabei zunächst nur
die gebundenen Zustände KϕE = EϕE mit E < 0.

4.1 �Klassisch� quantenmechanischer Zugang

Wir betrachten zunächst den Drehimpulsoperator (ein skalarer Operator in zwei Dimensionen)

L = −i~(x1∂2 − x2∂1),

sowie den Runge-Lenz-Vektor (zweikomponentig in zwei Dimensionen)

A1 =
1

2
(p2L+ Lp2)− x1

r
, A2 = −1

2
(p1L+ Lp1)− x2

r

Durch längere Rechnungen lassen sich folgende Kommutatoren herleiten:

[L,A1] = i~A2,

[L,A2] = −i~A1

[K,L] = [K,A1] = [K,A2] = 0

[A1, A2] = −2i~KL

(4.2)

Durch eine geeignete Reskalierung, Mk := 1√
−2E

Ak; k = 1, 2 (E < 0!), bilden also nach den obigen
Relationen die drei Gröÿen M1,M2, L = M3 eine Drehimpuls-Algebra

[Mi,Mj ] = i~εijkMk. (4.3)

Mit

C2 = M2
1 +M2

2 +M2
3 = − 1

2K
(A2

1 +A2
2) + L2 (4.4)

und

A2
1 +A2

2 = 2K

(
L2 +

~2

4

)
+ 1 (4.5)

folgt unmittelbar

K = −1

2

1

C2 + ~2
4

(4.6)

Da die Eigenwerte des (Pseudo-)Drehimpulsoperators bekanntlich gegeben sind durch
~2j(j + 1); j ∈ N0

2 , folgt für die Eigenwerte Ej von K

Ej = − 2

~2

1

4j(j + 1) + 1
, j ∈ N0

2
(4.7)

bzw. äquivalent dazu

En = − 2

~2

1

n2
, n ∈ N. (4.8)
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4.2 Supersymmetrischer Zugang

Wir wählen

W (x1, x2) = −2

~
r = −2

~

√
x2

1 + x2
2

und werden sehen, dass dieses Potential die gewünschten skalaren Hamilton-Operatoren reprodu-
ziert.
Wir reskalieren zunächst noch die Fermi-Operatoren Ψk → 1√

m
Ψk, dann gilt für die Superladung

Q =
∑
k

i(~Ψk∂k −
2

~
g),

wobei g := −~
2

∑
Ψk∂kW =

∑ xk
r Ψk.

Konkret hat g die Form

g =
1

r


0 x1 x2 0
0 0 0 −x2

0 0 0 x1

0 0 0 0


und erfüllt die Relationen

g2 = 0; {g†, g} = 1; (g†)2 = 0.

Mit Hilfe von

g†g =
1

r2


0 0 0 0
0 x2

1 x1x2 0
0 x1x2 x2

2 0
0 0 0 x2

1 + x2
2


lässt sich nun der Super-Hamiltonian H := 1

2{Q,Q
†} berechnen. Wir erhalten:

H =

(
−~2

2
∆ +

2

~2

)
14 −

1

r
X; X = [g, g†] = 14 − 2N + 2g†g (4.9)

Entsprechend liest man die skalaren Schrödinger-Operatoren ab:

H0 = −~2

2
∆ +

2

~2
− 1

r
= K +

2

~2
(4.10)

H2 = −~2

2
∆ +

2

~2
+

1

r
(4.11)

Tatsächlich entspricht also der Operator H0 bis auf eine additive Konstante gerade dem Coulomb-
Problem, der Operator H2 beschreibt dasselbe System, nur mit einem positiv geladenen Teilchen.
Die Kraft ist daher abstoÿend, es gibt keine gebundenen Zustände.
Der Matrix-Operator besitzt die Form

H1 =

(
−~2

2 ∆ + 2
~2 −

x21−x22
r3

−2x1x2
r3

−2x1x2
r3

−~2
2 ∆ + 2

~2 +
x21−x22
r3

)
. (4.12)

Wir wollen nun in den verschiedenen Sektoren die gebundenen Zustände und die Eigenfunktionen
�nden.
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4.2 Supersymmetrischer Zugang Bachelorarbeit

4.2.1 Gebundene Zustände in H0

Entsprechend der Ergebnisse aus Unterabschnitt 4.1 ergeben sich die Eigenwerte von H0 zu

E
(0)
j =

(
2

~2
− 1

2

1

~2(j(j + 1) + 1
4)

)
=

(
2

~2
− 1

2

1

~2(j + 1
2)2

)
; j ∈ N0

2
(4.13)

Mit den bekannten Drehimpuls-Algebra-Relationen

C2 |j m〉 = ~2j(j + 1) |j m〉 ; M3 |j m〉 = ~m |j m〉 , m = −j, . . . , j

können wir nun auf die übliche Art und Weise die Eigenfunktionen bestimmen.
Dazu wird zunächst die additive Konstante in Ej auf Null gesetzt und wir führen Polarkoordinaten
ein:

Φ
(0)
jm = 〈r ϕ|j m〉 .

Mit Hilfe des LeiteroperatorsM+ := M1+iM2 = ~
(
j + 1

2

)
A+, welcher den Zustand |j j〉 annihiliert,

lässt sich also Φ
(0)
jj bestimmen. Zusammen mit der Ortsdarstellung

M+ = ~3

(
j +

1

2

)
eiϕ
(
i∂r∂ϕ −

1

r
∂2
ϕ −

1

2
∂r −

i

2r
∂ϕ −

1

~2

)
(4.14)

und dem Ansatz

Φ
(0)
jj = fj(r)e

ijϕ

ergibt sich die normierte Eigenfunktion zu

Φ
(0)
jj (r, ϕ) = 2

√
2

π

uj

~2
√

(2j + 1)3(2j)!
eijϕ e−

u
2 ; u =

4r

~2(2j + 1)
. (4.15)

Unter Zuhilfenahme von M− = M1 − iM2 sind dann alle anderen Zustände gegeben durch

Φ
(0)
jm ∝ (M−)j−mΦ

(0)
jj ; (M−)2j+2Φ

(0)
jm = 0. (4.16)

In Ortsdarstellung lautet M−

M− = ~3

(
j +

1

2

)
e−iϕ

(
−i∂r∂ϕ −

1

r
∂2
ϕ −

1

2
∂r +

i

2r
∂ϕ −

1

~2

)
(4.17)

und die allgemeinen Eigenfunktionen ergeben sich zu

Φ
(0)
jm(r, ϕ) =

2

~2

√
2(j + |m|)!

π(2j + 1)3(j − |m|)!
u|m|

(2 |m|)! 1F1(|m| − j, 2 |m|+ 1, u)eimϕe−
u
2 , (4.18)

wobei 1F1 die kon�uente hypergeometrische Funktion ist. Genauer gilt

1F1(a, b, z) =

∞∑
k=0

(a)k
(b)k

zk

k!
(4.19)

mit den Parametern

(a)k =
Γ(a+ 1)

Γ(a− k + 1)
; (b)k =

Γ(b+ 1)

Γ(b− k + 1)
, (4.20)

wobei (a)0 = (b)0 := 12.
Damit ist das Spektrum der gebundenen Zustände von H0 vollständig bestimmt.

2(γ)k heiÿt auch Pochhammer - Symbol
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4.2 Supersymmetrischer Zugang Bachelorarbeit

4.2.2 Gebundene Zustände in H1

Entsprechend der Ausführungen in Abschnitt 3 ist (in Bezug auf gebundene Zustände) das Spektrum
von H1 gleich dem Spektrum von H0:

E
(1)
j =

2

~2

(
1− 1

(2j + 1)2

)
∈
(

0,
2

~2

)
; j ∈ N

2
(4.21)

Für die Eigenfunktionen gilt

Φ
(1)
jm = ~Q†Φ(0)

jm(x1, x2) =


0

Φ
(1)(1)
jm (r, ϕ)

Φ
(1)(2)
jm (r, ϕ)

0

 . (4.22)

Wir betrachten nun noch die Normierung:

(Φ
(1)
j1m1

)∗Φ
(1)
j2m2

= ~2(Φ
(0)
j1m1

)∗QQ†Φ(0)
j2m2

Da QH0=0 gilt, können wir in obiger Gleichung den Term mit Q†Q hinzuaddieren, wodurch der
Hamiltonoperator entsteht:

(Φ
(1)
jm)∗Φ

(1)
jm = ~2(Φ

(0)
jm)∗QQ†Φ(0)

jm + ~2(Φ
(0)
jm)∗Q†QΦ

(0)
jm

= ~2(Φ
(0)
jm)∗2HΦ

(0)
jm

= 2~2Ej(Φ
(0)
jm)∗Φ

(0)
jm.

Die Integration über R2 liefert schlieÿlich

‖Φ(1)
jm‖

2 = 2~2E
(1)
j ‖Φ

(0)
jm‖

2︸ ︷︷ ︸
1

Daher muss nur noch mit dem Faktor 1√
2~2E(1)

j

normiert werden.

Wir erhalten

Φ
(1)(1)
jm (r, ϕ) = i

2

~2

√
8(j + |m|)!

π(2j + 1)3((2j + 1)2 − 1)(j − |m|)!
u|m|

(2 |m|)!
eimϕ e−

u
2(

cos(ϕ){ |m| − j
2 |m|+ 1

1F1(|m| − j + 1, 2 |m|+ 2, u) + j1F1(|m| − j, 2 |m|+ 1, u)}+
m

u
e−iϕ1F1(|m| − j, 2 |m|+ 1, u)

)
und

Φ
(1)(2)
jm (r, ϕ) = i

2

~2

√
8(j + |m|)!

π(2j + 1)3((2j + 1)2 − 1)(j − |m|)!
u|m|

(2 |m|)!
eimϕ e−

u
2(

sin(ϕ){ |m| − j
2 |m|+ 1

1F1(|m| − j + 1, 2 |m|+ 2, u) + j1F1(|m| − j, 2 |m|+ 1, u)}+ i
m

u
e−iϕ1F1(|m| − j, 2 |m|+ 1, u)

)
.

Entsprechend haben wir auch in H1 die gebundenen Zustände und ihre Eigenfunktionen gefunden.
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4.2.3 Streuzustände

In diesem Abschnitt sollen die Streuzustände des Super-Hamiltonians untersucht werden, wobei wir
zunächst mit H0 beginnen wollen.
Zu lösen ist die Eigenwertgleichung

H0Φ
(0)

E(0)(x1, x2) = E(0)Φ
(0)

E(0)(x1, x2), E(0) >
2

~2
, (4.23)

mit

H0 = −~2

2
∆ +

2

~2
− 1

r
.

Das Problem ist in Polarkoordinaten separierbar, sodass wir zusammen mit dem Ansatz
Φ

(0)

E(0)(r, ϕ) = f
(0)

E(0)(r) e
imϕ folgende Di�erentialgleichung für den Radialanteil erhalten:

d2f
(0)

E(0)

dr2
+

1

r

df
(0)

E(0)

dr
− m2

r2
f

(0)

E(0) +
2

~2

(
1

r
+ E(0) − 2

~2

)
f

(0)

E(0) = 0 (4.24)

Die Lösung dieser Di�erentialgleichung ist gegeben durch

f
(0)

E(0)(r) = N(E(0))e−i
u
2 u|m|1F1

|m| − 1

2
− i

~
√

2
∣∣ 2
~2 − E(0)

∣∣ , 2 |m|+ 1, iu

 , (4.25)

wobei u = 2
~

√
2
∣∣ 2
~2 − E(0)

∣∣r.
Analog erhält man die Lösung für die Streuzustände in H2 (mit Eigenwert E(2) > 2

~2 ), die Lösung
des Radialanteils ist hier gegeben durch

f
(2)

E(2)(r) = N(E(2))e−i
u
2 u|m|1F1

|m| − 1

2
+

i

~
√

2
∣∣ 2
~2 − E(2)

∣∣ , 2 |m|+ 1, iu

 , (4.26)

wobei u = 2
~

√
2
∣∣ 2
~2 − E(2)

∣∣r.
Aufgrund der Super-Algebra ist damit das Spektrum von H entsprechend der Ausführungen in
Abschnitt 3 vollständig bestimmt.
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5 Radialsymmetrische Potentiale in drei Dimensionen

Im Rahmen dieses Abschnitts wollen wir uns unter Verwendung der Notation aus den Kapiteln Eins
und Zwei (das heiÿt insbesondere ein Einheitensystem mit ~ = c = m = q = 1) mit radialsymme-
trischen Potentialen in drei Dimensionen beschäftigen.

5.1 Vorbetrachtungen

Um die physikalischen Systeme in drei Dimensionen beschreiben zu können, müssen wir entspre-
chend der Ausführungen in Abschnitt 2 bei der Dirac-Gleichung in sechs Dimensionen starten. Die
komplexi�zierte Cli�ord-Algebra über R6 mit der Signatur (6, 0, 0), bezeichnet als Cl6, ist isomorph
zu Cl2 ⊗Cl2 ⊗Cl2. Eine mögliche Basis von Cl2 stellen die zweidimensionalen Pauli-Matrizen dar,
weswegen Cl6 und damit die Ψn-Operatoren, Q und auch H achtdimensional sind. Der Hamiltonian
zerfällt in vier Sektoren, den skalaren Null- bzw. Dreiteilchen-Sektor H0 und H3, sowie zwei
3× 3 - Matrixoperatoren H1 und H2. Wir erinnern daran, dass für die skalaren Sektoren

H0,3 = −1

2
∆ +

1

2

(
(∇Λ)2 ∓∆Λ

)
(5.1)

galt, wobei das Ziel darin bestand, Λ so zu wählen, dass in H0 oder H3 das gewünschte Potential
entsteht. Da wir hier radialsymmetrische Potentiale untersuchen wollen ist es zweckmäÿig, Λ = Λ(r)
anzusetzen. Wollen wir das Potential V (r) in H3 erzeugen, so vereinfacht sich die Di�erentialglei-
chung V (r) = ∆Λ + (∇Λ)2 zu

∂2
rΛ +

2

r
∂rΛ + (∂rΛ)2 = V (r),

bzw. durch quadratische Ergänzung und die Substitution y = ∂rΛ + 1
r :

y2 + ∂ry = V (r). (5.2)

Die Gleichung 5.2 besitzt dieselbe Form wie die sich in der eindimensionalen Quantenmechanik
ergebende Di�erentialgleichung, welche beispielsweise in [3] diskutiert und entsprechende Lösungs-
funktionen für einige Potentiale gefunden wurden.

Zum Schluss wollen wir uns noch der konkreten Form von H widmen. Dazu wählen wir die Basis
{|0〉 , |1〉 , |2〉 , |3〉 , |12〉 , |13〉 , |23〉 , |123〉} und betrachten beispielhaft den Ein-Teilchen-Sektor H1.
Zu berechnen ist der Term

∑
Ψ†mΨn∂n∂mΛ in Gleichung 2.15. Es sei dazu Φ ∈ H1, d.h. nach Wahl

der Basis Φ =
∑
fn |n〉, |n〉 = Ψ†n |0〉 . Dann gilt unter Ausnutzung der Antikommutator-Beziehung

zwischen den Ψi und Ψ†i sowie der Identität Ψn |0〉 = 0

3∑
n,m=1

Ψ†mΨn∂n∂mΛ
3∑
l=1

fl |l〉 =
∑
n,m,l

∂n∂mΛ(Ψ†m(−Ψ†lΨn + δnl))fl |0〉

=
∑
n,m

∂n∂mΛΨ†mfn |0〉

oder in Matrixschreibweise

=

 ∂2
1Λ ∂2∂1Λ ∂3∂1Λ

∂1∂2Λ ∂2
2Λ ∂3∂2Λ

∂1∂3Λ ∂2∂3Λ ∂2
3Λ

 f1

f2

f3

 .
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Insgesamt erhalten wir so für den ersten Matrixoperator

H1 = (−1

2
∆ +

1

2

(
(∇Λ)2 −∆Λ)

)
13 +

 ∂2
1Λ ∂2∂1Λ ∂3∂1Λ

∂1∂2Λ ∂2
2Λ ∂3∂2Λ

∂1∂3Λ ∂2∂3Λ ∂2
3Λ

 . (5.3)

Analog berechnet man

H2 = (−1

2
∆ +

1

2

(
(∇Λ)2 −∆Λ)

)
13 +

(∂2
1 + ∂2

2)Λ ∂3∂2Λ −∂3∂1Λ
∂2∂3Λ ∂2

3Λ ∂2∂1Λ
−∂1∂3Λ ∂1∂2Λ (∂2

2 + ∂2
3)Λ

 . (5.4)

Von Interesse ist auÿerdem noch die Superladung Q =
∑

Ψn(i∂n − i∂nΛ), welche sich in der ge-
wählten Basis zu

Q =



0 D1 D2 D3 0 0 0 0
0 0 0 0 −D2 −D3 0 0
0 0 0 0 D1 0 −D3 0
0 0 0 0 0 D1 D2 0
0 0 0 0 0 0 0 D3

0 0 0 0 0 0 0 −D2

0 0 0 0 0 0 0 D1

0 0 0 0 0 0 0 0


(5.5)

ergibt, wobei Dk = i(∂k − ∂kΛ).

Zum Abschluss sei noch erwähnt, dass im Gegensatz zum vorigen Kapitel das Spektrum der Ma-
trixoperatoren nicht mehr (vollständig) durch die Spektren der skalaren Operatoren beschrieben
werden kann. Ursache ist das Vorhandensein zweier Matrixsektoren und die Tatsache, dass Q stets
zu Null quadriert. Dadurch können Eigenzustände eines Sektors mit Hilfe von Q und Q† nur in
�direkte� Nachbarsektoren übertragen werden.

Im Folgenden Abschnitt wollen wir uns nun mit konkreten Potentialen beschäftigen.
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5.2 Das Morse-Potential

Das Morse-Potential,

V (r) = V0(e−2α(r−r0) − 2e−α(r−r0)), (5.6)

ist ein gängiges Potential zur Beschreibung der Vibrations-Energiezustände eines zweiatomigen Mo-
leküls. Dabei beschreibt V0 > 0 die Potentialtiefe des Minimums, r0 > 0 den Gleichgewichtsabstand
der Atome (das heiÿt Ort des Minimums) und α > 0 die �Breite� des Minimums.
Um dieses Potential nun in H3 zu reproduzieren, muss die Di�erentialgleichung y2 + ∂ry = V (r)
gelöst werden. Die Autoren in [3] fanden nun y(r) = A+Be−α(r−r0), sodass wir mit y = ∂rΛ + 1/r
folgendes Superpotential erhalten:

Λ(r) =
B

α
e−α(r−r0) +Ar − ln r (5.7)

Damit gilt

1

2

(
∆Λ + (∇Λ)2

)
=

1

2

(
A2 +B2e−2α(r−r0) − 2B

(
A− α

2

)
e−α(r−r0)

)
=
A2

2
+
B2

2

(
e−2α(r−r0) − 2

2A− α
2B

e−α(r−r0)

)
.

Wählen wir nun

A = B +
α

2
;

B2

2
=: V0 > 0 (5.8)

so erhalten wir in der Tat

H3 = −1

2
∆ + V0

(
e−2α(r−r0) − 2e−α(r−r0)

)
+

1

2

(
B +

α

2

)2
. (5.9)

Die Konstanten A,B und α sind demzufolge in Einheiten [m−1] gegeben. Für das Partnerpotential
in H0 ergibt sich

1

2

(
−∆Λ + (∇Λ)2

)
=

1

2

(
A2 − 4A

r
+

2

r2
+B2e−2α(r−r0) +B

(
4

r
− 2(α+B)

)
e−α(r−r0)

)
. (5.10)

Für den Matrixoperator benötigen wir schlieÿlich noch die Ableitungen von Λ(r) nach den kartesi-
schen Koordinaten, es gilt

∂2
nΛ =

A(r2 − x2
n)

r3
+Be−α(r−r0)

(
α
x2
n

r2
+
x2
n − r2

r3

)
− r2 − 2x2

n

r4

∂m∂nΛ = xmxn

(
−A
r3

+
2

r4
+

(
B

r3
+ α

B

r2

)
e−α(r−r0)

)
; n 6= m.

(5.11)

Im nächsten Abschnitt sollen nun zumindest für H3 die gebundenen Zustände ermittelt werden,
wobei wir im Wesentlichen den Ausführungen von [4] folgen werden.
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5.2.1 Gebundene Vibrations - Zustände in H3

Die additive Konstante in Gleichung 5.9 kann für die Suche nach Eigenfunktionen vernachlässigt
werden und sorgt nur für eine Verschiebung auf der Energieskala. Daher gilt es die Schrödingerglei-
chung (

−1

2
∆ + V0

(
e−2α(r−r0) − 2e−α(r−r0)

))
Ψ = EΨ

zu lösen.
Der übliche Separationsansatz Ψ = 1

rρ(r)Ylm(θ, ϕ) liefert schlieÿlich

−1

2
∂2
rρ+

l(l + 1)

2r2
ρ+ V0

(
e−2α(r−r0) − 2e−α(r−r0)

)
ρ = E ρ.

Da es uns nur um die Vibrationsübergänge geht, setzen wir also l gleich Null. Zusammen mit der
Koordinatentransformation

u = α(r − r0); u ∈ [−αr0,∞] (5.12)

transformiert sich die Schrödingergleichung zu

−1

2
∂2
uρ+

V0

α2

(
e−2u − 2e−u

)
ρ =

E

α2
ρ.

Wir führen jetzt die Gröÿe ω0 := α
√

2V0 ein3 und drücken E und V0 selbst in Einheiten dieser
Gröÿe aus, konkret

V0 = κω0; E = εω0.

Dann lieÿt sich die Schrödingergleichung wie folgt:

−1

2
∂2
uρ+ 2κ2

(
e−2u − 2e−u

)
ρ = 2κερ.

Um die Exponentialfunktion zu eliminieren, führen wir eine weitere Koordinatentransformation

y = e−u; y ∈ [eαr0 , 0) (5.13)

durch, wodurch sich der Di�erentialoperator zu

∂2
uρ =

∂2ρ

∂u2

(
∂y

∂u

)2

+
∂ρ

∂u

(
∂2y

∂u2

)
= y2∂2

yρ+ y∂yρ

transformiert.
Insgesamt erhalten wir

y2∂2
yρ+ y∂yρ− (−4κε− 8κ2y + 4κ2y2)ρ = 0.

Eine letzte, einfache Koordinatentransformation

ξ = 4κy; ξ ∈ [4κeαr0 , 0) (5.14)

führt auf

ξ2∂2
ξρ+ ξ∂ξρ− (−4κε− 2κξ +

ξ2

4
)ρ = 0.

3Die Gröÿe entspricht der Schwingungsfrequenz für kleine Auslenkungen aus dem Gleichgewichtszustand
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Wir setzen nun an:

ρ(ξ) = ξνe−
1
2
ξg(ξ),

wobei ν2 := −4κε und g eine beliebige Funktion in ξ sei. Für den Di�erentialoperator gilt dann

ξ2∂2
ξρ+ ξ∂ξρ = ξνe−

1
2
ξ[(ν(ν + 1)− νξ +

1

4
ξ2 + ν − 1

2
ξ)g + (ξ + 2νξ − ξ2)∂ξg + ∂2

ξ gξ
2],

sodass sich letztendlich für g folgende Di�erentialgleichung ergibt:

ξ∂2
ξ g + (2ν + 1− ξ)∂ξg − (ν +

1

2
− 2κ)g = 0. (5.15)

Die Gleichung 5.15 ist die kon�uente hypergeometrische Di�erentialgleichung, deren Lösungen ge-
geben sind durch

g(ξ) = N 1F1(a, b, ξ) = N
∞∑
k=0

(a)k
(b)k

ξk

k!
, (5.16)

wobei 1F1(a, b, z) =
∑∞

k=0
(a)k
(b)k

zk

k! die auch schon in Unterunterabschnitt 4.2.1 aufgetauchte, kon�u-
ente hypergeometrische Funktion darstellt und N eine Normierungskontante ist.
Im aktuellen Fall ist a = ν + 1

2 − 2κ und b = 2ν + 1.

Um nun die Normierbarkeit der Wellenfunktion zu gewährleisten, soll die Funktion

ρ = N ξνe−
1
2
ξ
1F1(ν +

1

2
− 2κ, 2ν + 1, ξ) (5.17)

im Intervall [4κeαr0 , 0) normierbar sein.
Beginnen wir daher mit der Forderung des Verschwindens bei ξ = 0. Da die kon�uente hypergeome-
trische Funktion im Ursprung beschränkt ist, müssen wir zunächst aufgrund des Terms ξν in ρ(ξ)
ν > 0 fordern. Dadurch ist aber insbesondere b = 2ν + 1 > 0, weshalb sich keinerlei Singularitäten
im endlichen Intervall [4κeαr0 , 0) ergeben [5]. Entsprechend ist die Funktion beschränkt und die
Wellenfunktion tatsächlich normierbar:

1

4κα

∫ 4κeαr0

0
ξ2ν−1e−ξ1F2

1(ν +
1

2
− 2κ, 2ν + 1, ξ)dξ ≤ C

∫ 4κeαr0

0
ξ2ν−1dξ

≤ C

2ν − 1
ξ2ν
∣∣4κeαr0
0

<∞

Der zweite Randwert liefert insbesondere die Energieeigenwerte: Die Forderung ρ(ξ = 4κeαr0) = 0
ist nämlich äquivalent zu

1F1(ν +
1

2
− 2κ, 2ν + 1, ξ = 4κeαr0) = 0.

Diese Gleichung liefert ein kompliziertes Polynom in ν, dessen Lösungen νn im Allgemeinen nur
numerisch bestimmbar sein werden. Aufgrund der De�nition von ν, nämlich ν2 = −4κε erhalten
wir so jedoch mit Hilfe der Lösungen die Energieeigenwerte

εn = − 1

4κ
ν2
n. (5.18)

Insbesondere folgt aus Gleichung 5.18, dass εn < 0 gilt. Dies führt zusammen der Forderung
E > −D ⇐⇒ ε > −κ dazu, dass nur eine endliche Anzahl der νn zulässig sind und damit auch nur
endlich viele gebundene Energieeigenzustände existieren.
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5.2.2 Gebundene Vibrations - Rotations - Zustände in H3

Wir wollen nun den Drehimpuls-Term

l(l + 1)

2r2
=

α2l(l + 1)

2(u+ αr0)2

mit berücksichtigen. Um das Problem noch analytisch lösen zu können, betrachten wir das Potential
in einer Umgebung um den Gleichgewichtsabstand r0. Eine Taylor-Entwicklung von 1

(u+αr0)2
um

u = 0 liefert

1

(u+ αr0)2
=

1

(αr0)2
− 2u

(αr0)3
+

3u2

(αr0)4
+O(u3).

Durch [7] motiviert ist nun der Ansatz

V ′(u) = C0 + C1e
−u + C2e

−2u,

dessen Taylor-Entwicklung um u = 0

V ′(u) = C0 + C1 − C1u+
C1

2
u2 + C2 − 2C2u+ 2C2u

2 +O(u3)

lautet.
Ein Koe�zientenvergleich zwischen beiden Entwicklungen liefert

C0 =
1

(αr0)2
− 3

(αr0)3
+

3

(αr0)4

C1 =
4

(αr0)3
− 6

(αr0)4

C2 = − 1

(αr0)3
+

3

(αr0)4
.

(5.19)

Durch die Wahl dieser Koe�zienten stimmen V ′(u) und der Drehimpuls-Term für nicht zu groÿe
Auslenkungen aus dem Gleichgewichtsabstand bzw. nicht zu groÿe Drehimpuls-Quantenzahlen l gut
überein.
Für das Potential ergibt sich dann

V (u) = α2l(l + 1)
C0

2
+
α2l(l + 1)

2
(C1e

−u + C2e
−2u) + V0(e−2u − 2e−u)

= +α2l(l + 1)
C0

2
+ (V0 +

C2

2
α2l(l + 1))

(
e−2u − 2

V0 − C1
4 α

2l(l + 1)

V0 + C2
2 α

2l(l + 1)
e−u

)
.
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Durch Einführung der Gröÿen

Cl = α2l(l + 1)
C0

2
; Vl = (V0 +

C2

2
α2l(l + 1)); µl =

V0 − C1
4 α

2l(l + 1)

V0 + C2
2 α

2l(l + 1)

erhalten wir die einfache Form

V (u) = Cl + Vl(e
−2u − 2µle

−u), (5.20)

sodass wir das Problem völlig analog zu Unterunterabschnitt 5.2.1 behandeln können.
Die additive Konstante Cl kann bei der Suche nach den Eigenzuständen zunächst vernachlässigt
werden.

Wir führen wieder die Gröÿen

ωl = α
√

2Vl; Vl = κωl; E = εωl (5.21)

ein. Die Durchführung exakt derselben Koordinatentransformationen und Ansätze wie im vorigen
Abschnitt führt schlieÿlich auf folgende kon�uente hypergeometrische Di�erentialgleichung für g(ξ):

ξ∂2
ξ g + (2ν + 1− ξ)∂ξg − (ν +

1

2
− 2κµl)g = 0.

Wir sehen also, dass lediglich der Parameter a = ν + 1
2 − 2κ ersetzt werden muss

durch a = ν + 1
2 − 2κµl.

Die Begründung der Normierbarkeit der Wellenfunktion erfolgt analog zum vorigen Abschnitt, die
(endlich vielen) Energieeigenwerte sind durch Lösungen νn,l des Polynoms

1F1(ν +
1

2
− 2κµl, 2ν + 1, ξ = 4κeαr0) = 0

gegeben. Durch den Parameter µl ergibt sich insbesondere die l - Abhängigkeit, insgesamt

εn,l = − 1

4κ
ν2
n,l. (5.22)
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5.2.3 Das Partnerpotential in H0

Das Partnerpotential in H0 war gegeben durch

V =
1

2

(
A2 − 4A

r
+

2

r2
+B2e−2α(r−r0) +B

(
4

r
− 2(α+B)

)
e−α(r−r0)

)
,

wobei A = B + α
2 galt. Das Potential enthält also einen Drehimpuls-Term (∼ 1

r2
), einen Coulomb-

Term (∼ 1
r ), einen Yukawa-Term (∼ 1

re
−αr) sowie einen modi�zierten

Morse-Term (∼ βe−2αr−ζe−αr). Es ist daher nicht gelungen, eine analytische Lösung des Eigenwert-
Problems zu �nden. Um trotzdem einen prinzipiellen Eindruck vom Verhalten des Potentials zu
erhalten, wurde das Potential für verschiedene Parameter und zusätzlich unter Berücksichtigung
des vom Drehimpulsoperator herrührenden Terms geplottet. Die additive Konstante wurde dabei
vernachlässigt. Da sich auch beim Partner-Potential zumindest für niedrige l - Zustände ähnlich wie
beim ursprünglichen Morse-Potential ein Potentialminimum ergab, wurde zumindest die Lage des
Minimums sowie die zweite Ableitung des Potentials an dieser Stelle bestimmt. Somit lassen sich in
niedrigen l - Zuständen mit Hilfe der harmonischen Oszillator-Näherung via En = ω

(
n+ 1

2

)
erste

Energieabschätzungen tre�en, die als Ausgangspunkt für weitere numerische Betrachtungen dienen
können. Die Plots be�nden sich im Anhang (Abbildung 1 und Abbildung 2). Dabei sind stets Ort
des Minimums, �Rmin�, Potentialstärke am Ort des Minimums, �V (Rmin)�, sowie die Krümmung
�omega2� am Ort des Minimums angegeben. Damit lassen sich dann die Energien in harmonischer
Oszillator-Näherung berechnen. Die Energien dürfen zwischen dem Potential-Minimum und
V (r →∞) = 0 liegen.
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5.3 Das modi�zierte Pöschl -Teller - Potential

Das Potential

V (r) = − V0

cosh2(αr)
(5.23)

gehört ebenfalls zu den �Mulden� - Potentialen und �ndet daher Anwendung bei der Beschreibung
zweiatomiger Moleküle. Die Bedeutung der Parameter ist dieselbe wie beim Morse-Potential.
Durch [3] ist nun die Wahl von

Λ(r) =
A

α
ln cosh(αr)− ln r (5.24)

motiviert, sodass sich

H3 = −1

2
∆ +

1

2
A(α−A)

1

cosh2(αr)
+
A2

2

ergibt. Die Konstanten α und A besitzen die Einheit [m−1].

Wir setzen V0 = −1
2A(α−A)

!
> 0 und erhalten so die gewünschte Form

H3 = −1

2
∆− V0

cosh2(αr)
+
A2

2
. (5.25)

Das Partnerpotential in H0 berechnet sich zu

1

2

(
−∆Λ + (∇Λ)2

)
=

1

2

(
2

r2
+A2 tanh2(αr)− 4A

r
tanh(αr)− αA

cosh2(αr)

)
(5.26)

und für die Ableitungen von Λ(r) erhalten wir schlieÿlich

∂2
nΛ =

1

r

(
A tanh(αr)− 1

r

)
+ x2

n

(
αA

r2

1

cosh2(αr)
− A

r3
tanh(αr) +

2

r4

)
∂m∂nΛ = xnxm

(
αA

r2

1

cosh2(αr)
− A

r3
tanh(αr) +

2

r4

)
; n 6= m.

(5.27)

Nun sollen wieder gebundene Zustände im skalaren Sektor H3 betrachtet werden.
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5.3.1 Gebundene Vibrations - Zustände in H3

Es sei also wieder l = 0 und die radiale Schrödingergleichung in der Variable u = αr ,
u ∈ [0,∞), dargestellt:

−1

2
∂2
uρ−

V0

α2

1

cosh2(u)
=

E

α2
ρ

Wir führen die Gröÿen

D =
2V0

α2
; ε2 = −2E

α2
> 0

ein und erhalten so

∂2
uρ+

D

cosh2(u)
ρ− ε2ρ = 0.

Die folgenden Koordinatentransformation werden gemäÿ [14] durchgeführt. Beginnen wir mit
y = tanhu, y ∈ [0, 1). Damit transformiert sich der Di�erentialoperator unter Ausnutzung der
Beziehung 1

cosh2(u)
= (1− y2) zu

∂2
uρ =

∂2ρ

∂y2

(
∂y

∂u

)2

+
∂ρ

∂y

∂2y

∂u2

= (1− y2)2∂2
yρ− 2y(1− y2)∂yρ,

sodass die Di�erentialgleichung folgende Form annimmt:

(1− y2)2∂2
yρ− 2y(1− y2)∂yρ+ (1− y2)Dρ− ε2ρ = 0,

bzw. äquivalent dazu

d

dy

(
(1− y2)

dρ

dy

)
+

(
D − ε2

1− y2

)
ρ = 0. (5.28)

Setzen wir D = λ(λ+1)4 so stellt Gleichung 5.28 die assoziierte Legendre-Di�erentialgleichung dar.
Trotzdem setzen wir nun zunächst ρ = (1 − y2)

ε
2 g(y) an und erhalten nach Auswertung des Di�e-

rentialoperators

(1− y2)2∂2
yρ− 2y(1− y2)∂yρ = (1− y2)

ε
2 [(1− y2)∂2

yg + (−2y(ε+ 1))∂yg + (ε2 y2

1− y2
− ε)g].

4man beachte dass dann zwei Lösungen für λ existieren, eine positive Lösung λ+ und eine negative Lösung λ−.
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Insgesamt erhalten wir dann nach Kürzen von (1− y2)
ε
2 für unsere Di�erentialgleichung

(1− y2)∂2
yg − 2y(ε+ 1)∂yg − (ε(ε+ 1)− λ(λ+ 1))g = 0.

Eine letzte Koordinatentransformation ξ = 1−y
2 , ξ ∈ [1

2 , 0), liefert schlieÿlich

ξ(1− ξ)∂2
ξ g + [(ε+ 1)− 2(ε+ 1)ξ]∂ξg − [ε(ε+ 1)− λ(λ+ 1)]g = 0,

und nach Einführung der Parameter

a = ε− λ; b = ε+ λ+ 1; c = ε+ 1

erhalten wir die hypergeometrische Di�erentialgleichung

ξ(1− ξ)∂2
ξ g + [c− (a+ b+ 1)ξ]∂ξg − ab g = 0, (5.29)

deren Lösungen gegeben sind durch g(ξ) = N 2F1(a, b, c, ξ), wobei

2F1(a, b, c, ξ) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

ξk

k!

die hypergeometrische Funktion zweiter Art darstellt. Wir betrachten nun wieder die Normierbarkeit
der Wellenfunktion.

Zunächst soll ρ(ξ) = N(ξ(1− ξ))
ε
2 2F1(a, b, c, ξ) an der Stelle ξ = 0 verschwinden. Da 2F1(a, b, c, ξ)

im Ursprung beschränkt ist, muss ε > 0 gelten. Damit ist insbesondere c = ε+1 > 0 und es ergeben
sich im betrachteten Intervall keinerlei Singularitäten für 2F1(a, b, c, ξ) und die Reihe konvergiert
für alle ξ < 1. Damit ist ρ in der Tat normierbar:

∫ ∞
0

ρ2(r)dr =
1

α

∫ 1

0
(1− y2)ε−1 (2F1(a, b, c, y))2 dy

= C

∫ 1
2

0
(ξ(1− ξ))ε−1(2F1(a, b, c, ξ))2dξ

≤ C̃
∫ 1

2

0
(ξ(1− ξ))ε−1dξ

= C̃
(1− ξ)−ε(ξ(1− ξ))ε(εξ2F1(1− ε, 1 + ε, 2 + ε, ξ) + (ε+ 1)2F1(−ε, ε, ε+ 1, ξ))

ε(ε+ 1)

∣∣∣∣ 12
0

.

Da nun aber ε > 0 gilt, ist obiger Term wie gewünscht beschränkt.
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Die Energieeigenwerte erhalten wir schlieÿlich wieder durch Lösung des Polynoms

2F1

(
ε− λ, ε+ λ+ 1, ε+ 1, ξ =

1

2

)
= 0.

Aufgrund der Forderung E > −V0 ergibt sich wieder nur eine endliche Anzahl zulässiger
Lösungen εn,

En = −α
2

2
ε2
n. (5.30)

Betrachten wir jetzt noch die beiden Fälle λ = λ+, λ = λ−.
Sei zunächst a = ε − λ+, b = ε + λ+ + 1. Wegen −λ+ = λ− + 1 können wir dann aber auch
a = ε+ λ− + 1 und b = ε− λ− schreiben. Mit anderen Worten: Der Übergang λ+ 7→ λ− vertauscht
lediglich die Rollen von a und b. Da aber Gleichung 5.29 �symmetrisch� unter der Vertauschung der
beiden Parameter ist, erhalten wir keine zusätzlichen Eigenwerte oder Eigenfunktionen.

5.3.2 Gebundene Vibrations - Rotations - Zustände in H3

Wieder wollen wir den Zentrifugalterm durch eine andere Funktion nähern, um das Eigenwert-
Problem analytisch lösen zu können. In [8] wurde dies bereits diskutiert. Für uns soll der Ansatz

1

r2
≈ α2

(
1

sinh2(αr)

)

genügen.
Entsprechend der Erkenntnisse aus dem vorigen Abschnitt setzen wir wieder D = λ(λ + 1) und
müssen folgende Di�erentialgleichung lösen:

∂2
uρ+

(
λ(λ+ 1)

cosh2 u
− l(l + 1)

sinh2 u

)
ρ = ε2ρ; ε2 = −2E

α2
.

Durch De�nition von

κ =
1

2
(1 +

√
4l(l + 1) + 1)

können wir obige Gleichung auch schreiben als

∂2
uρ+

(
λ(λ+ 1)

cosh2 u
− κ(κ− 1)

sinh2 u

)
ρ = ε2ρ.

Wir führen nun eine Koordinatentransformation y = tanh2 u, y ∈ [0, 1), durch.
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Der Potentialterm lässt sich dann wie folgt darstellen:

(
λ(λ+ 1)(1− y)− κ(κ− 1)

1− y
y

)
ρ.

Der Di�erentialoperator transformiert sich gemäÿ

∂2
uρ =

∂2ρ

∂y2

(
∂y

∂u

)2

+
∂ρ

∂y

∂2y

∂u2

= 4y(1− y)2∂2
yρ+ (6(1− y)2 − 4(1− y))∂yρ,

sodass sich nach Division durch 4y(1− y)2 insgesamt Folgendes für die Di�erentialgleichung ergibt:

∂2
yρ+

1− 3y

2y(1− y)
∂yρ+

1

4y2(1− y)
(λ(λ+ 1)y(1− y)− κ(κ− 1)(1− y))ρ =

yε2

4y2(1− y)2
ρ.

Der Ansatz ρ = y
κ
2 (1− y)

ε
2 g(y) führt schlieÿlich nach einigen mühseligen Umformungen auf

y(1− y)∂2
yg(y) + [κ+

1

2
− (ε+ κ+

3

2
)y]∂yg +

1

4
[λ(λ+ 1)− κ(κ− 1)− ε(ε+ 1)− 2εκ]g = 0

und nach Einführung der Parameter

a =
1

2
(ε+ κ− λ); b =

1

2
(ε+ κ+ λ+ 1); c = κ+

1

2

erkennen wir schlieÿlich wieder die hypergeometrische Di�erentialgleichung,

y(1− y)∂2
yg + [c− (a+ b+ 1)y]∂yg − ab g = 0, (5.31)

deren Lösungen wie gehabt durch g(y) = N 2F1(a, b, c, y) gegeben sind.

Diskutieren wir nun wieder das Randwertproblem und beginnen mit dem Fall y → 0.
Entsprechend der Form

ρ(y) = Ny
κ
2 (1− y)

ε
2 2F1(a, b, c, y)

fällt ρ genau dann auf Null ab, falls κ > 0 gilt. Diese Forderung ist aber gemäÿ der De�nition
von κ o�ensichtlich immer erfüllt. Betrachten wir nun y → 1. In diesem Fall muss ε > 0 gelten
und 2F1(a, b, c, y) beschränkt bleiben. Da die hypergeometrische Reihe aber wegen c ≤ a + b für
y → 1 divergiert [11], muss die Reihe wieder abbrechen. Dies kann wie gehabt erreicht werden,
indem entweder a = −n oder b = −n gilt. Der erste Fall führt wegen ε > 0 zur Bedingung λ > 0,
der zweite Fall impliziert λ < 0. Analog zum Fall reiner Vibrationszustände lässt sich jedoch zeigen,
dass beide Fälle auf dieselben Eigenwerte und Eigenfunktionen führen.
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Sei daher o.B.d.A. a = −n und λ = λ+.

Demnach gilt

2a = κ+ ε− λ+ = −2n

bzw.

En,l = −α
2

2
(λ+ − 2n− κ(l))2; n = 0, 1, · · · , b1

2
(λ+ − κ(l))c. (5.32)

Man beachte also, dass nur für hinreichend groÿe Potentialtiefen (hinreichend groÿes λ+) gebundene
Zustände existieren.

Wenden wir uns nun den Eigenfunktionen zu. Es gilt das Integral

∫ ∞
0

ρ2(r)dr =

∫ 1

0
ρ2(y)

dr

dy
dy

=
N2

α

∫ 1

0
yκ−

1
2 (1− y)ε−1

2F1(−n,−n+ λ+ +
1

2
, κ+

1

2
, y)dy

zu lösen.
In [10] ist folgende Beziehung zwischen der hypergeometrischen Funktion und den Jacobi-Polynomen
gegeben:

P (γ,β)
n (x) =

(−1)nΓ(n+ β + 1)

n!Γ(1 + β)
2F1(n+ γ + β + 1,−n, β + 1,

1 + x

2
)

=
(−1)nΓ(n+ β + 1)

n!Γ(1 + β)
2F1(−n, n+ γ + β + 1, β + 1,

1 + x

2
)

Ziehen wir also den konstanten Vorfaktor mit in die Normierungskonstante, setzen y = 1+x
2 ,

x ∈ [−1, 1) und identi�zieren γ = ε sowie β = κ− 1
2 , können wir das Integral wie folgt schreiben5:

N2

α

∫ 1

−1
(1 + x)κ−

1
2 (1− x)ε−1

(
P
ε,κ− 1

2
n (x)

)2

dx
[10]
=

N2

α

2ε+κ−
1
2 Γ(ε+ n+ 1)Γ(κ+ n+ 1

2)

n!εΓ(λ+ 1
2 − n)

.

Somit ergibt sich schlussendlich für die normierten Eigenfunktionen

Ψn,l(y, θ, ϕ) =

√√√√ α n!εnΓ(λ+ + 1
2 − n)

2εn+κ(l)− 1
2 Γ(εn + n+ 1)Γ(κ(l) + n+ 1

2)
y
κ(l)
2 (1− y)

εn
2 P

εn,κ(l)− 1
2

n (2y − 1) Ylm(θ, ϕ).

(5.33)

5Alle zwangsläu�g auftauchenden Potenzen von 1
2
wurden ebenfalls in die Normierungskonstante gezogen.
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5.3.3 Das Partnerpotential in H0

Das Partnerpotential in H0 war gegeben durch

V =
1

2

(
2

r2
+A2 tanh2(αr)− 4A

r
tanh(αr)− αA

cosh2(αr)

)
.

Auch hier ist wie im Falle des Morse-Partnerpotentials aufgrund der Komplexität des Potentials
keine analytische Lösung gefunden worden. Für nicht zu groÿe l - Zustände ergibt sich jedoch auch
im Falle des Pöschl - Teller -Partnerpotentials ein Minimum, sodass zumindest in erster grober
Näherung wieder der harmonische Oszillator angesetzt werden kann. Die notwendigen Gröÿen sind
wieder in den Plots (Abbildung 3 und Abbildung 4) angegeben. Geplottet wurde das e�ektive
Potential, das heiÿt unter Berücksichtigung des vom Drehimpuls herrührenden Terms. Die zulässigen
Energien liegen zwischen dem Potentialminimum und V (r →∞) = A2

2 .
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6 Zusammenfassung

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wurde die relativistische Form der Hamilton-Funktion hergelei-
tet und ausgehend von dieser zwei historische Quantisierungversuche nach Schrödinger und Dirac
vorgestellt. Die Ergebnisse waren die Klein-Gordon-Gleichung sowie die Dirac-Gleichung. Letztere
diente als Ausgangspunkt für den in Kapitel 2 vorgestellten Supersymmetrie-Formalismus. Es wurde
gezeigt, dass der Dirac-Operator mit Hilfe fermionischer Auf- und Absteigeoperatoren als Summe
eines Operators und dessen adjungierten Operators geschrieben werden kann. Der entsprechende
Operator wurde als Superladung bezeichnet. Unter der Annahme, dass das Vektorpotential als Gra-
dientenfeld einer skalaren Funktion, dem Superpotential, geschrieben werden kann und nur von der
Hälfte der Raumzeit-Koordinaten abhängt, war es möglich, den Super-Hamiltonian als Antikom-
mutator der Superladung und der adjungierten Superladung zu schreiben. Damit ergab sich eine
Block-Gestalt für den Super-Hamiltonian, in dessen ersten und letzten Sektor skalare Schrödinger-
Operatoren auftauchten. Die zugehörigen Potentiale wurden als Partnerpotentiale bezeichnet. Die
Stärke des Formalismus bestand nun darin, dass die Superladung bzw. die adjungierte Superladung
Eigenzustände eines Sektors in die Nachbarsektoren überträgt, sodass die Spektren der Operatoren
in den einzelnen Sektoren miteinander in Beziehung stehen. Ziel war es nun, das Superpotential
so zu wählen, dass in einem der skalaren Sektoren ein bekanntes Potential entsteht und so dessen
Partnerpotential zu ermitteln. Diese Forderung führte auf eine Di�erentialgleichung für das Super-
potential.
In [2] wurde so das Coulomb-Potential in zwei Dimensionen reproduziert und das Operator-Spektrum
analysiert. Die Ergebnisse wurden in Kapitel 4 dieser Arbeit zusammengefasst.
Im letzten Kapitel wurden schlieÿlich radialsymmetrische Potentiale in drei Dimensionen betrachtet.
Die Di�erentialgleichung für das Superpotential konnte auf den eindimensionalen Fall zurückgeführt
werden, welcher bereits in [3] diskutiert worden ist. Dabei wurden unter anderem analytische Lösun-
gen für das Morse-Potential und das modi�zierte Pöschl-Teller-Potential gefunden. Daher wurden
diese beiden Potentiale im Kontext der Supersymmetrie untersucht und die konkrete Form des
Super-Hamiltonians ermittelt. Anschlieÿend wurden unter Verwendung von [4],[7], [8], [9] und [14]
die analytischen Lösungen für die gebundenen Vibrationszustände (l = 0) der beiden Potentiale
rekapituliert und Näherungslösungen für gebundene Vibrations-Rotations-Zustände (l 6= 0) vorge-
stellt. Für die Partnerpotentiale konnte keine analytische Lösung gefunden werden, für eine grobe
Energieabschätzung wurden für einige Parameter die für eine harmonische Oszillator-Näherung rele-
vanten Gröÿen bestimmt. Für wirklich brauchbare Aussagen wäre jedoch eine intensivere numerische
Behandlung des Eigenwert-Problems notwendig.

37



Bachelorarbeit

7 Anhang

Plots für das Morse-Partnerpotential

(a) α = 0.1, B = 0.1 (b) α = 1, B = 1

(c) α = 10, B = 10

Abbildung 1: Morse-Partnerpotential für l = 0 und r0 = 1
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(a) α = 0.1, B = 0.1 (b) α = 1, B = 1

(c) α = 10, B = 10

Abbildung 2: Morse-Partnerpotential für l = 5 und r0 = 1
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Plots für das Pöschl - Teller - Partnerpotential

(a) α = 0.1, A = 0.1 (b) α = 1, A = 1

(c) α = 10, A = 10

Abbildung 3: Pöschl-Teller-Partnerpotential für l = 0
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(a) α = 0.1, A = 0.1 (b) α = 1, A = 1

(c) α = 10, A = 10

Abbildung 4: Pöschl-Teller-Partnerpotential für l = 5
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