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0 Einleitung

Symmetrien spielen eine zentrale Rolle in der theoretischen Physik. Im Rahmen der Teilchenphysik
vermutet man beispielsweise, dass sie eine vollstdndige Klassifikation aller existierenden Teilchen
ermoglichen. Von entscheidender Bedeutung ist dabei die Poincaré - Gruppe, welche Rotationen
und Translationen in der vierdimensionalen Raumzeit erzeugt. Daneben gibt es noch die sogenann-
ten ,inneren“ Symmetrien einer Theorie, wie zum Beispiel die Farbladung als Symimetrie in der
Quantenchromodynamik. In der Vergangenheit wurde nun versucht, eine iibergeordnete Symmetrie
zu finden, bzw. beide Symmetrieformen zu vereinheitlichen. Am Ende dieser Versuche stand das
Coleman-Mandula-Theorem, welches besagte, dass in jeder Quantenfeldtheorie unter den iiblichen
physikalisch sinnvollen Annahmen wie Lokalitdt und Kausalitit eine Kombination von Poincareé -
Gruppe und innerer Symmetriegruppe nur trivial (das heifit das direkte Produkt beider Gruppen)
sein kann. Das Problem wurde nun wie folgt gelost: Bisher erfiillten die Generatoren der Poincaré -
Gruppe bestimmte Kommutator-Relationen, welchen mit Hilfe des Noether-Theorems verschiedene
physikalische Erhaltungsgrofen zugeordnet wurden. Lisst man jedoch auch Generatoren sogenann-
ter supersymmetrischer Transformationen zu, welche Bosonen in Fermionen transformieren und
umgekehrt und die bestimmten Antikommutator-Relationen gehorchen, so gelingt eine nichttriviale
Vereinheitlichung von Poincaré - Gruppe und innerer Symmetriegruppe. Die so erhaltene Symmetrie
ist die Supersymmetrie und die grofe Neuerung bestand eben in jenen Transformationen zwischen
Fermionen (Materie) und Bosonen (Tréger der Krifte) [15].

Auch wenn bisher noch kein experimenteller Beweis fiir die Supersymmetrie gefunden werden konnte
lohnt es sich durchaus, weitere Forschung auf diesem Gebiet zu betreiben. So kdnnten beispielsweise
die neuen, theoretisch vorhergesagten Teilchen Kandidaten fiir die Bestandteile der dunklen Mate-
rie sein. Auch werden in supersymmetrischen Theorien die Ultraviolett-Divergenzen abgeschwécht,
sodass auf das Konzept der Renormierung verzichtet werden kann. Sogar fiir die String-Theorie als
moglichen Kandidaten zur Beschreibung der Quantengravitation scheint die Supersymmetrie not-
wendig zur Gewéhrleistung eines stabilen Vakuums. Dies sind nur einige Argumente die fiir eine
Auseinandersetzung mit supersymmetrischen Theorien sprechen und nicht zuletzt sind supersym-
metrische Systeme eben aufgrund ihrer hohen Symmetrie meist leichter analytisch zu 16sen, als ihre
nicht-symmetrischen Verwandten [12].

Im Rahmen dieser Bachelor-Arbeit soll der Supersymmetrie-Formalismus statt im Kontext der
Quantenfeldtheorie vor dem Hintergrund der relativistischen Quantenmechanik betrachtet wer-
den. Ausgangspunkt ist dabei die Dirac-Gleichung, wobei gezeigt wird, dass der Dirac-Operator
als Summe eines Symmetrie-Operators, hdufig als Superladung bezeichnet, und dessen adjungierten
Operator geschrieben werden kann. Unter bestimmten Voraussetzungen verschwindet das Quadrat
der Superladung und der Klein-Gordon-Operator (im Kontext der Supersymmetrie auch als Super-
Hamiltonian bezeichnet) ist im Wesentlichen als Antikommutator der Superladung und ihrer Ad-
jungierten gegeben. Der Klein-Gordon-Operator besitzt dann Blockgestalt, wobei die Superladung
zwischen den Unterrdumen vermittelt. Der Symmetrieoperator verbindet demnach in der Sprache
der Quantenmechanik nicht mehr bosonische und fermionische Zusténde, sondern vermittelt zwi-
schen den Unterrdumen des Super-Hamiltonians. Durch diesen Umstand ist es moglich, Beziehungen
zwischen den Spektren der Operatoren in den einzelnen Unterriumen anzugeben.

Ziel des ersten Abschnittes dieser Arbeit ist es, die Dirac-Gleichung zu motivieren und anschliefend
das Konzept der Supersymmetrie inklusive der algebraischen Strukturen in beliebig hohen, geraden
Dimensionen einzufiihren und die Beziehungen zwischen den auftretenden Grofen zu erldutern. An-
schliefsend soll die Wirkungsweise des Formalismus anhand einiger radialsymmetrischer Probleme
in zwei und drei Dimensionen genauer beleuchtet werden.
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1 Relativistische Quantenmechanik

Im Rahmen dieses Abschnittes soll anhand der Ausfithrungen in [1] eine relativistische Form der
Hamilton-Funktion sowie Ansétze fiir die Quantisierungsvorschriften erliutert werden. Wir be-
schrianken uns dabei auf eine flache Raumzeit und das Einkérperproblem. Mit griechischen Indices
werden im Folgenden die ersten drei (raumartigen) Raumzeit-Koordinaten bezeichnet, Summation
iiber lateinische Buchstaben meint die Summation {iber alle vier Koordinaten.

1.1 Der relativistische Hamiltonian

Wir fithren zunéachst die Vierervektoren

zt yai
2 —
x D2 b
X = und p = =: | . 1.1
23 P D3 <,L}g> (1.1)
ict z%

ein[] und nehmen nach Vorbild der kanonischen Gleichungen ein Gleichungssystem der Form

oK _ dp 0K _ o
ozt ds’  Op; ds

(1.2)

mit K = K(x,p) als Ausgangspunkt. Anhand dieser Forderungen folgt natiirlich auch unmittelbar

dK __

Fiir den Parameter s wihlen wir nun zunéchst die Eigenzeit 7, das heifst es gilt

—cPdr? = E (dz")? bzw. (1.3)
d’ 2 rleschung 1.2 0K 2
2 _ } : L § :
T2 <dT> B : (0}%) ' (14)

Die wird durch

K(x.p) = c\/— (i~ i) (15)

gelost, wobei die f? beliebige Funktionen in x sein kénnen, mit der einzigen Forderung, dass f ein
Vierervektor ist. Setzen wir nun [Gleichung 1.5]in [Gleichung T.2] ein, so erhalten wir

dx’ c? dp; c? O fy
= ——=\Pi — Ji), —_—= —— — - 1.
Die Eliminierung der Impulse aus diesen beiden Gleichungen fiihrt auf
d K dz' O fy da
— | ——=— il = L 1.7
dr < 2 dr f> - ozt dr (1.7)

"beachte: p, = ymo*; u=1,2,3 mit v = —= - und v* Dreiergeschwindigkeit
yi-ez
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Wir fiihren die Vierergeschwindigkeit u’ = Cfi—“: ein und benutzen %{ =0:
Kds'  df; ofk &
e L , 1.8
c2dr dr - dri (18)
dfi Ofi i k(O0fi  Ofk
(wegen e d pa ) = gu 9k B ) (1.9)
Die Definition von 052 = m fiihrt schlieflich auf die Form
du’ w(O0fi  Ofk
— = —— . 1.10
"ar Ek_: “ <8mk oz’ (1.10)
Interpretiert man diese Gleichung als Bewegungsgleichung eines Teilchens im &duferen elektro-
magnetischen Feld, so identifizieren wir f; = £A; und erhalten mit dem Energie-Impuls-Tensor
Fy = %‘;‘? — gfg die bekannte Bewegungsgleichung
du' e k
m— = Czk:u Fl;. (1.11)

Interessanter ist es nun aber, das Problem nicht in der Eigenzeit 7 des Teilchens zu formulie-
ren, sondern in der Beobachterzeit t. Wir wahlen daher s =t = —%:c4. Analog zu eben sei unsere
Funktion K wieder konstant, wir nennen die Konstante mc?. Wir wollen nun die vierte Komponente

des Viererimpulses auszeichnen und mit Hilfe von [Gleichung 1.5/als Funktion der anderen Variablen

auffassen:

I

m-h+¢@§]m—h?—@@% (1.12)

Da K = const folgt nun

oK 0K

—d —dps =0 1.13
und

0K oK

—d ——dps = 0. 1.14

Oz, Tut Op4 P4 ( )

Dann erhalten wir

oK .
Opy [Cleichung 113 p, [Cleichung 12 dxz* i dxt

— = 1.15)
K 4 (
Analog erhilt man mit Hilfe von [Gleichung 1.14] und [Gleichung 1.2
Opy i dp,,
don = o dt (1.16)
Wenn wir jetzt noch H(z#,p,,t) = —icps definieren und Hamilton-Funktion nennen, dann haben
wir wegen [Gleichung 1.15] und [Gleichung 1.16] wieder ein kanonisches System
dz¥  OH d 0H
- P _ (1.17)

dt  dp,’ dt — Ozk
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Fiir die Hamilton-Funktion gilt damit

H = —icpy = —icfs +c Z(Pu — fu)? + (me)? (1.18)
I

und indem wir ein Viererpotential definieren als (/T, iq)) erhalten wir

H—e(I)—i-c\/(

Diese Gleichung wird nun im Folgenden Ausgangspunkt fiir die Ubertragung in die Quantentheorie
sein.

—,

)2 + m2c2. (1.19)

O\Cﬁ

1.2 Ubertragungsprinzipien

Wollte man analog zum nichtrelativistischen Fall die Differentialgleichung

o
ih = HU (1.20)

durch die Ersetzung p, — ZL For gewinnen, so stiinde man geméf der oben hergeleiteten Gleichung
vor dem Problem, die Wurzel aus einem Differentialoperator ziehen zu miissen. Wie dennoch eine

korrekte Quantisierung erfolgen kann, soll im folgenden Abschnitt erldutert werden.

1.2.1 Der Schrédinger-Ansatz

Wir definieren zunéchst die Operatoren

ho e\ ho
T:C Z<2W_CA’M> +m202, S:—eq)—;a (121)

Dann kdénnen wir schreiben als TV = SU. Erneutes Anwenden von 7" und Addition
einer aktiven Null auf der rechten Seite fiihrt auf

T2 = TSTU — STV + STV = (TS — ST)¥ + S*¥ und damit
(T? — S = (T'S — ST)¥

Durch eine lingere Rechnung kann man zeigen, dass der Kommutator [T, S] aufer im kréftefreien
Fall im Allgemeinen nicht verschwindet. Schrédinger setzte ihn jedoch willkiirlich Null und erhielt
so eine Differentialgleichung, die nur noch von 72 und S? abhing. Damit war die Wurzel eliminiert

und mit der Ersetzung p,, — 76% erhielt er

2 22 .
_i@llf_mclp 2ie <Agrad\II—|— (1)(9\II>

cor W he ot
5 N (1.22)
Y _ ¢ (%2 _
<d1vA+ - > v (-0 v=o.
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Die wird als Klein-Gordon-Gleichung bezeichnet und geht im kréftefreien Fall iiber

in
_Emgf—ﬁW:O,ﬁ:—— (1.23)
deren Losungen gegeben sind durch
i (r,t) = Agekr—ot),

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir die Dispersionsbeziehung
2

W—Q = k% + k%

c

Die Anwendung des Impulsoperators und des Energieoperators fiithrt auf

h -
ﬁ\I’k = - grad\I’ = hk‘\Ifk
1

hOw,
EV =227k _ pow
i ot K

und damit erhalten wir die bekannten quantenmechanischen Relationen £ = hw und p = nk.
Zusammen mit der Dispersionsrelation fiithrt dies auf den relativistischen Energiesatz

(E)2=p1+mwﬁ. (1.24)

1.2.2 Der Dirac’sche Ansatz

Ein Charakteristikum lorentzinvarianter Theorien ist die Symmetrie in den vier Raumzeitkoordi-
naten. In obiger Klein-Gordon-Gleichung stehen jeweils Ableitungen zweiter Ordnung in den vier
Koordinaten, das Symmetrie-Kriterium ist demnach erfiillt. Der Gedanke Diracs war es nun, die

Theorie auf Grundlage erster Ableitungen nach den Koordinaten zu entwickeln. Soll der Hamilton-
Operator nur von den in |Gleichung 1.19| auftauchenden, klassischen Gréfen A, ® und p abhéingen,

so kann er unter Einfithrung der Groke 7 = (p'— %ff) nur die Form

3
H=c) aum,+Bmc + e, (1.25)
pn=1

mit den Konstanten 8 und «,, haben. Wir wollen nun untersuchen, welchen Bedingungen die Koef-
fizienten geniigen miissen, um obige Ergebnisse zuriickzuerhalten.

Wir betrachten zunichst den kréiftefreien Fall, das heifst die Differentialgleichung

h 0 9 how
- U=———
(€2 o g + I = =5

beziehungsweise wenn man als Losung wieder ebene Wellen der Form Wy (r,t) = Age!® =t an-
nimmt

(hcz auky, + Bmc? — hw)y, = 0.
n
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Wiirde man jetzt naiv versuchen, die Klammer Null zu setzen, so erhielte man eine lineare Bezie-

hung zwischen E‘ und w und damit auch zwischen [p] und E. Das steht aber in offensichtlichem

Widerspruch zur experimentellen Erfahrung. Aus diesem Grund interpretierte Dirac die Klammer
nicht als Skalar, sondern als Operator, der angewendet auf ¥; Null ergeben muss. Da die Klammer
keine Differentialoperatoren mehr enthilt und die Exponentialfunktion in W; immer verschieden
von Null ist nehmen wir an, der Operator wirke nur auf die Amplitude Aj. Dann erhalten wir mit
den Abkiirzungen 2 =) Ok + Bk, k= "¢ die algebraische Figenwertgleichung

QA = 2 A,.
c
Erneutes Anwenden von (2 fithrt dann auf

Entsprechend der Dispersionsrelation (Gleichung 1.24)) miissten wir also Q% = k2 + k2 fordern. Das

Quadrat des Operators miisste demnach ein Skalar sein. Geméfs Definition gilt andererseits
. -
02 — ) ZZ kuky (oo + apay) + K E ku(Bay + a,B) + 3242 e 12
woov m

Diese Forderung ist dquivalent dazu, dass
auy + ayap = 20,,, Bay +auf =0, 52 =1 (1.26)

gilt. Die erste Bedingung impliziert insbesondere auch ai = 1. Fiihren wir nun den Vierervektor

(7, m4) mit Ty = ho _ef, =1 (—%% — 6(13) ein, so kénnen wir jetzt wieder unter Beriicksichtigung

1024 ¢ c
dullerer Felder

3
hOv
HY = 24 ed)U = ——
(c;;:la,ﬂru—i-ﬁmc +ed) Py

schreiben als

(CZ oy + Bmc? + imye) W = 0.

“w
Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit % und erhalten unter Ausnutzung von 5% = 1
us 1
(Z 50‘## + ﬁﬁm + m) v = 0.
o
Fithren wir die Gréfsen 74 = g und v = —ifq; ein, so lisst sich diese Gleichung geschlossen

schreiben als

. 4
(;Z’yk’ﬂk—i-ﬁ) U=0 (1.27)
k=1

oder

. 4 )
7 0 ie
(n S (e ) + “) v (1:2%)
k=1
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Die Bedingungen in iibersetzen sich geschlossen zu
Vv + v = 2005 1= 1,2,3,4. (1.29)

Diese Beziehungen werden auch als Kanonische Antivertauschungsregeln bezeichnet. Die Algebra
dieser Objekte heifst Clifford-Algebra, bzw. in unserem Fall aufgrund der komplexen Zeitkomponente
x4 = ict, Komplexifizierung der Clifford-Algebra iiber dem Quadratischen Raum (R*, q), mit der
quadratischen Form ¢, deren Signatur gegeben ist durch (4,0,0). In Zeichen schreiben wir Cly.
Aus den kanonischen Antivertauschungsregeln folgt auch, dass falls «y die Algebra erfiillen, auch
Vi = U1y, U mit unitirem U die Algebra erfiillen. Ein System, welches obiger Algebra geniigt, ist
beispielsweise

00 0 —i 0 00 —1
oo =i o o 01 0
M=1o i 0o of ™7 lo 10 o0

i 0 0 0 100 0

0 0 —i 0 10 0 0
o 0 o o1 0 o
B=1i 0 o o]l T loo -1 o0

0 —i 0 0 00 0 -1

Diese Darstellung wird als Dirac- oder auch Standarddarstellung bezeichnet. Die Wellenfunktion
¥ ist demzufolge vier-komponentig, das Gleichungssystem welches sich aus der Dirac-Gleichung
(Gleichung 1.28) und obiger Darstellung der Gamma-Matrizen ergibt, heifit Standarddarstellung
der Dirac’schen Gleichung. Alle vier Gamma-Matrizen sind selbstadjungiert.
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2 Grundkonzepte der Supersymmetrie

2.1 Fermionische Auf- und Absteigeoperatoren (¥!, W;)

Im Folgenden wollen wir den in |Gleichung 1.28| auftretenden Dirac-Operator (wiahlen i = ¢ = 1 und
bezeichnen die Elementarladung mit ¢)

iD=1iY (O — iqAy) (2.1)
k
fiir Systeme der Dimension d genauer untersuchen und ihn in Analogie zum harmonischen Oszillator
mit Hilfe von ,,Auf- und Absteigeoperatoren” darstellen. Dazu definieren wir % = D € N gsowie die
Operatoren
1 . .
U, = (Y + Ypep) firn = 1,2,....D (2.2)

2

Die Operatoren geniigen der folgenden Antikommutator-Beziehung:

1 . . 1 . .
{\I'nv \I’m} = Z('Yn =+ Z'YnJrD)('Ym + Z'Ym+D) + Z(Vm + 1’7m+D)('Yn + Z%hLD)

1 7 7 1
= Z{Vna%n} + Z{”an’YerD} + Z{’Yn+D,’Ym} - 1{7n+D7’7m+D}-

Wegen der Gamma-Matrizen-Eigenschaft {~,,vm} = 20, verschwinden die beiden mittleren Ter-
me, wihrend sich der erste und der letzte Term wegheben. Es gilt also

{\Pna \Ijm} =0= {\Ijin \Iljn} (23)

Unter Zuhilfenahme von 5, = ’y}; zeigt man durch analoge Rechnung

(U, Ul Y = G (2.4)

Schlieflich definieren wir noch den Operator

D
n=1

Unter Ausnutzung der Kommutator-Antikommutator-Beziehung [A, BC| = {A, B}C — B{A,C}
erhalten wir

D
[Nv ‘llm] = Z[‘IJIL‘ILIM ‘l’m]

n=1
D

= - Z[\I’mv \Iliz\lln]

n=1

D D
= - Z{‘va \IJL}\I/,L + Z ‘Ijiz{q/ma \I'n}
n=1 n=1

D
== ", +0

n=1

=T,

Analog zeigt man, dass [N, \I/:rn] = U}, gilt.
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Bei N handelt es sich also um das Analogon zum Besetzungszahloperator. Sein Spektrum ist gleich
Np und wir bezeichnen die Eigenfunktionen als |n), N |n) = n|n). Dann erhthen die \I/L die Be-
setzungszahl n um eins, wihrend die Uy selbige um eins erniedrigen. Der Grundzustand |0) sei
weiterhin dadurch gegeben, dass

Uy |0) =0 fiir alle k = 1,2,...,D.

2.2 Der Dirac-Operator als Funktion der ¥, und ‘II,T€

Nach Konstruktion gilt zunachst ¥y + \Ifz = v, beziehungsweise —iUy, +i\I/£ = Yx+p- Dann erhalten
wir fiir den Dirac-Operator

D=1 70 —iqA,)
"

D D
ZZ(‘I/n + \PL)(&L —igA,) + Z(q’n - ‘I’;rz)(an—i-D —iqAn+D)
=1

n=1
D

D
=D Wn(i0y + qAy + Opep — iqAnip) + Y UL (i + qAn — Onsp +iqAntp).
n=1

n=1

Wir stellen nun einige besondere Forderungen an das Vektorpotential ff, namlich dass es nur von
den ersten D raumartigen Koordinaten abhingen soll, sowie dass die ersten D Komponenten Null
seien, das heikt 0,+pA =0und A, =0 fiir n =1,..., D. Wegen der ersten Forderung kommutiert
insbesondere D mit O,1p, n = 1,...,D und wir kénnen den Sektor mit Eigenwert Null fiir die
Ableitungsoperatoren betrachten. Entsprechend gilt 0,.p =0, n =1,..., D, wodurch wir folgende
Form erhalten:

D D
iD= Up(pn — iqgAnsp) + D UL(B] +igAnip)
n=1

n=1

= Q9+ Q.

Der Operator Q@ = > W, (p, — igA,+p) wird als Superladung bezeichnet, wir definieren den Super-
Hamiltonian via

(Q*+ (@ +{.Y). (2.6

| =

_ L 1 he _
H = 2D _2(Q+Q) =

10
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2.3 Die Superladung

Ein System heift supersymmetrisch, falls —3D? = 1{Q, Qf}. Wir fordern also Q% = 0 (was insbe-
sondere (Q)2 = 0 impliziert) und wollen untersuchen, was diese Bedingung unter anderem fiir das
Vektorpotential bedeutet.

Wir berechnen zunichst Q2 und fordern dessen Verschwinden:

Q=" W, (i0n — iqAn1 D)W (i0m — igAm D)

= Z Z \Ijn‘l]m(_anam + quJrDan + qanAerD + qAn+Dam - qum+DAn+D)-

Wegen {¥,,, ¥,,} = 0 ist der Term ¥, ¥,, antisymmetrisch in n und m. In der Klammer sind bis
auf den Term 0, A+ p alle Terme symmetrisch, bei Summation iiber n und m fallen diese also
weg. Demzufolge bleibt nur {ibrig

Q=" 0,00, Amip = 0. (2.7)

n

Wir zerlegen den letzten Term noch in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil:

1 1
an14m—0—D — §(anAm+D + am14n—4—D) + i(anAm—&—D - am14n—0—D)-

Setzen wir dies in [Gleichung 2.7 ein und beachten, dass der erste Summand wieder symmetrisch ist,
so erhalten wir

% Z Z \I’n\IJmQ(anAm+D - am"4n+D) =0

beziehungsweise durch Permutation der Koordinaten
OnApm — OnA, =0« A, = 0, A.
Das Vektorfeld A ist demnach ein Gradientenfeld und @ kann geschrieben werden als

Q=" W, (id, — iqduA) = iU(V — qVA)

o (wa)en
n
bzw. nach Definition von Qg := > iV¥,,0,

Q = e Qpe A, (2.8)

11
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2.4 Eigenschaften der Superladung
Wir untersuchen zuniichst die Kommutatoren [N, Q] und [N, Qf]:
[N, Q] = [N, e i, 0,7
= et Z[N, W, 0, )e” 1A

=e™i ) ([N, Un]((—gOnA)e ™ + e7140,) + Uy [N, Ol ).

Der Kommutator [N, d,] verschwindet, wihrend man mit Hilfe der Kommutator-Antikommutator-
Beziehung leicht nachrechnet, dass [N, ¥,,| = Zm[\IfIn\Ilm, V,] = -V, gilt. Wir erhalten:

[N, Q] = ¢ "((qUndnh)e ™ — e 9,0,
= (=10 + iq¥n0nA)

—_0.

Analog zeigt man, dass [N, Q] = QT gilt.
Mit diesen beiden Kommutatorregeln kann nun leicht gezeigt werden, dass [N, H] verschwindet:

2[N3H] = [N7{Q> QTH = [Nv QQT + QTQ]

= Q[N, Q' + [N, Q]Q" + Q'[N, Q] + [V, Q]2
= 0.

Wir konnen demnach N und H gemeinsam diagonalisieren. Jede Besetzungszahl k besitzt genau (g )
Eigenzustinde. Dies ist genau die Anzahl der Moglichkeiten k der D Aufsteigeoperatoren auszu-
wihlen, um |k) aus |0) zu generieren. In dieser Basis hat N also Blockgestalt:

0-1
(%)
1 ]l(D)
D-1
(p)
Entsprechend hat auch der Hamilton-Operator Blockgestalt:
Hy
H,y
H = ) . (2.10)

Hp

12
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Der Hilbertraum zerféllt in D + 1 Teilrdume,
2 mod D
H=LRY)® (k@ofk)

Do
= @ (L*(R") ® F)
k=0
D
=: ® Hy,
k=0

D
wobei dim Fj, = (lk) ) und F = & Fj der von den Erzeugung- und Vernichtungsoperatoren generierte
k=0

Fock-Raum ist. Der Fock-Raum besitzt demnach insgesamt

D
> ()=
k
k=0
Eigenzusténde und jeder Vektor |®) € H lasst sich darstellen als
(@) = fol0)+ D fielk) + D fualkt) + D Fuim [klm) + -+, (2.11)
wobei [kl) = Wl wl|0) usw. meint.

Aufgrund der Eigenschaft Q%> = 0 = (QT)2 kommutieren H und Q bzw. QF, sodass die Super-
ladung entsprechend ihrer Struktur zwischen den Teil-Hilbertrdumen Hj vermittelt:

f T
Ho 25 Hy 25 Hy .
bzw.

Hp - Hp 1 S Hp ...

Dieser Fakt wird spéter insbesondere bei der Suche nach Eigenwerten in den einzelnen Teilrdumen
interessant.

Wir wollen nun noch H = ${Qf, Q} berechnen (setzen g = 1):
Qp = e™i( Z U,,0n)

=e zqu —0p\)p + Onp)e”

und damit
Q'(Qp) =~ '(Z\D*a ezZ\P ~0uA)p + Dup)e™)
= zZ\Iﬁ qu O — O N)eP O A + ¢ sz (OmOnp — POmOnA — OppOn M)

beziehungsweise nach Vereinfachung

Q1(Qp) =) > Ul W, (00 Adp A — 0, 0OmA + POmOp A + OO\ — OnOmep). (2.12)

m n
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Eine analoge Rechnung fiihrt auf

Q7)) = 3N W, (00 90nA + O ATuA — 030 — DnpOmA — OnOuN).  (2.13)

Die Addition von [Gleichung 2.12] und [Gleichung 2.13] liefert schliefslich

2Ho = > (U, Ul + U 0,,) (00, AdmA — OmOntp + OmpOn A — O ADrep)

(2.14)
+D 0> (W, U, — W 0,) (—0,0mA).

Wir verwenden {W,,, Ul,} = 8, sowie U, 0l, — Ul 0, = {W, ¥}, } — 20], ¥, und erhalten schlus-
sendlich

1 1
H=—A+5 (VA —AA) + S U ,0,0mA. (2.15)

n m

Setzen wir in [Gleichung 2.14|statt W, ¥}, — U}, 0, = {0, U}, } — 2}, ¥, die iquivalente Beziehung
U, 0, — 0l 0, = —{U],0,} + 20, U}, ein, so erhalten wir alternativ

H_—7A+ ((VA +AA) ZZ\I!\IJ OnOmA. (2.16)

Wir wollen nun noch untersuchen, wie der Hamiltonoperator in den eindimensionalen Unterrdumen
Hgy und Hp aussieht.

Da der Zustand |0) von allen ¥y, annihiliert wird, verschwindet die Doppelsumme in
Hj hat dann also die Form

H:—7A+ ((VA) — AA). (2.17)

Mit analoger Argumentation verschwindet fiir ¥ € Hp die Doppelsumme in [Gleichung 2.16] und
wir erhalten

Hp = —7A+ ((VA) + AA) . (2.18)

In diesen beiden Unterrdumen vereinfacht sich die Dirac-Gleichung zur Standard-Schrodingergleichung.
Identifizieren wir in den beiden obigen Gleichungen die Terme (VA)? 4+ AA bzw. (VA)?2 — AA mit
dem Potential V', so ldsst sich ein Kriterium fiir die Symmetrisierbarkeit physikalischer Systeme
formulieren:

Ein System heifst supersymmetrisch, falls sich das Potential V' im Hamiltonian mit Hilfe einer
skalaren Funktion A schreiben Iisst als V = (VA)% £ AA.

Nachfolgend werden wir nun einige physikalische Systeme im Rahmen dieses Formalismus untersu-
chen.

14
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3 Supersymmetrische Systeme in zwei Dimensionen

Um einen prinzipiellen Eindruck von der Vorgehensweise bei der Untersuchung supersymmetrischer
Systeme zu erhalten, soll in diesem Kapitel die Arbeit [2] zusammengefasst werden. Hauptinhalt ist
die Untersuchung des Coulomb-Problems in zwei Dimensionen. In diesem Kapitel wird insbesondere
auch die Notation der Autoren von [2] verwendet.

Wie in [Unterabschnitt 2.2| erldutert, geht zunéchst die Héalfte der Koordinaten verloren (es wird
angenommen, dass das Vektorpotential nur von der ersten Hélfte der Koordinaten abhéngt), sodass
wir bei der Dirac-Gleichung in vier Dimensionen starten, um die Systeme letztendlich in zwei Dimen-
sionen beschreiben zu kénnen. Es existieren daher je zwei Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren
mit den fermionischen Antikommutator-Regeln

1
(U, 0} =0= {0} 0}, {¥, 0} = E‘s’““ kl=1,2.

Der Vakuum-Zustand |0) wird definiert durch Wy |0) = 0, der fermionische Fock-Raum wird erzeugt
durch ‘IIL |0) = |1k), insbesondere gilt \Il; 111) = |11 12) = —\I'J{ |19) = — |12 11). Zwischen diesen
Basisfunktionen gelten die iiblichen Orthogonalitdtsbeziehungen, der Gesamt-Hilbertraum zerfillt
in die drei Teilrdume H = Ho + Hi + Ha. Der Teilchenzahloperator N =), \IJL‘llk besitzt auf Hy,
den Eigenwert k.

Mit dem Superpotential W = W (x1, x2) definieren wir weiterhin die Superladung

2 2
Q= Zl\lfk<h8k + 8kW) =e Qoe%, mit Qp = Zlhll’kak
k=1 k=1

w
R

2
of = i} (ho — 0 W)
k=1

Der Super-Hamiltonian wird definiert als H := %{Q, QT}.

Konkret folgt nun mit

1 ( . ) 1 ( ' )
— 7 — 7
1 2ﬁm71+ Y3), 2 Qﬁm’YQ‘F Va4

beziehungsweise durch Wahl konkreter Reprédsentanten

0100 001 O
U 1 10 0 0 0 Uy — 1 10 0 0 —1
L= ymlooo 1| 2T /ml|ooo0 o
0 000 000 O
mit der Basis
1 0 0 0
0 1 0 0
0= ol M=) M=) ] Mla—=],
0 0 0 1
folgende Darstellung der Superladung:
0 Dy Dy O 0 0 0 O
0-— i |0 0 0 —Ds ot — 1 | D1 0 0 O
S ym |0 0 0 Dy |’ S ym (D2 0 0 0O
0 0 0 0 0 —Dy D; O

15
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Dabei ist Dy, = 0y + O W und Dk = ho, — OLW.

Der Hamiltonian nimmt dann die Form

Hy 0 0 0
0 H{* H? 0

0 0 0 H
an, mit den skalaren Hamilton-Operatoren
1
Hy= H|yy, = %(—th + (1W)? + (82W)? + hAW) (3.2)
1
Hy= H|y, = %(—hQA + (01W)2 + (0, W)2 — hRAW) (3.3)
und dem Matrixoperator
it H? Hy— 22w —L90,W
Hi=Hl, = (5% JLh)=("" m1 m T2 : 4
! 0, (H%l H122> < —L0,00W  Hy— LO3W (34

Wir wollen uns an dieser Stelle noch einer Besonderheit bei der Beschreibung zweidimensionaler Sys-
teme beschiftigen: Da der Hilbertraum in nur drei Teilriume zerfillt, ist es moglich den ,,mittleren
Sektor* vollsténdig mit Hilfe der skalaren Hamiltonians (bzw. deren Eigenfunktionen und Eigenwer-
ten) zu beschreiben. Denn angenommen ®p € H ist Eigenzustand zur Energie E eines gebundenen
Zustandes oder eben eines Streuzustandes, dann ist wegen [H, QT] = 0 auch Q'Up € H, Eigen-
funktion zum Eigenwert F.

Analog verhilt es sich fiir &g € Ho, hier ist QU € H; der zugehorige Partnerzustand. Die Frage
ist nun, ob auf diese Art und Weise alle Eigenzustéinde in H; beschrieben werden kénnen.
Angenommen nein, dann gibt es also einen Eigenzustand yg € Hi, der keinen Partnerzustand in
Ho oder H, hat, dann wiirde dieser Zustand automatisch durch Q@ und Q' annihiliert werden, d.h.

0=(Q+Q"xr =iDxp

und damit gilt automatisch £ = 0.

Wir betrachten nun andererseits folgende Zerlegung des Hilbertraums: Da Kern H ein abgeschlos-
sener Untervektorraum ist, konnen wir H als H = Kern H @ (Kern H)! schreiben.

Sei nun ¥ € (Kern H)*, dann lisst sich H invertieren, d.h.

U=HH 'V
- L(00! + QlQ)H W
— Q(%QTH_l\II) + QT(%QH‘I\II)
= Q% + Q'd,

Demzufolge gilt (Kern H)* = QH @ Q'H [13].
Wegen xg € H1 C QIH folgt xg € Q'H NKern H = {0}.

Nach diesen Vorbemerkungen wollen wir nun ein konkretes physikalisches System betrachten.
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4 Das Coulomb-Problem in zwei Dimensionen

Es geht um die Beschreibung eines Ein-Elektronen-Atoms, das heift der Hamilton-Operator ist
gegeben durch

2
H=—T"aA_2 s
2m r

Durch eine geeignete Reskalierung (zj — Tin Tk; Pk — Ampyg) erhalten wir
2 h? 1 2
H=Xm ——A—f =: \*mK, (4.1)
T

sodass wir nur die Eigenwerte von K untersuchen miissen. Von Interesse sind dabei zunéchst nur
die gebundenen Zustinde Ko = Fyg mit £ < 0.

4.1 ,Klassisch® quantenmechanischer Zugang

Wir betrachten zundchst den Drehimpulsoperator (ein skalarer Operator in zwei Dimensionen)
L= —z‘h(xlé?g - .%'281),

sowie den Runge-Lenz-Vektor (zweikomponentig in zwei Dimensionen)

1 X 1 x9
Ay = =(poL+ Lps) — —, As=—=(pmL+Lp) — —=
1 2(172 + Lp2) > A 2(171 + Lp1) .
Durch langere Rechnungen lassen sich folgende Kommutatoren herleiten:
[L Al] = 'LhAQ,
L, Ayl = —ihA
(L, 4 ! (4.2)
(K, L] = [K, Ai] = [K, Ag] =
[A1, Ag] = —2ihK L

Durch eine geeignete Reskalierung, My, := ﬁ Ap; k=1,2 (F < 0!), bilden also nach den obigen
Relationen die drei Grofsen My, Ms, L = Mg eine Drehimpuls-Algebra

Mit
1
02:M3+M§+M§:—ﬁ(A%+A§)+L2 (4.4)
und
FL2
A? + A2 =2K (L2 - 4> +1 (4.5)
folgt unmittelbar
1 1
Da die Eigenwerte des (Pseudo-)Drehimpulsoperators bekanntlich gegeben sind durch
R2j(j +1); j € =2, folgt fiir die Eigenwerte E; von K
2 1 . _Np
Ei=—rf—r—F—— j&E— 4.7
TR GGy +10 7T 2 (+7)
bzw. dquivalent dazu
21
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4.2 Supersymmetrischer Zugang

Wir wihlen

und werden sehen, dass dieses Potential die gewlinschten skalaren Hamilton-Operatoren reprodu-
ziert.
Wir reskalieren zunéchst noch die Fermi-Operatoren ¥y — ﬁ\ﬂk, dann gilt fiir die Superladung

) 2

wobel g 1= —2S W oW =3 L,
Konkret hat g die Form

0561 o 0
_1 0 0 0 —zo
=510 0 0 =
00 0 0

und erfiillt die Relationen
=0 {dl.gt=1 (s)?=0

Mit Hilfe von

0 O 0 0

to_ 110 x% T1T2 0

99= r2 |0 xiz9 x% 0
0 0 0 2}+ 23

lisst sich nun der Super-Hamiltonian H := £{Q, Q'} berechnen. Wir erhalten:

K2 2 1

Entsprechend liest man die skalaren Schrédinger-Operatoren ab:

h? 2 1 2
Hy=—A+——-—-=K+ — 4.1
0 At 5~ + 1 (4.10)
h? 2 1
Hy=——A+ — + - 4.11
2 A+ 5+ (4.11)

Tatséchlich entspricht also der Operator Hy bis auf eine additive Konstante gerade dem Coulomb-
Problem, der Operator Hy beschreibt dasselbe System, nur mit einem positiv geladenen Teilchen.
Die Kraft ist daher abstofend, es gibt keine gebundenen Zusténde.

Der Matrix-Operator besitzt die Form

2 2 xff:rQ _ 2z1%2
H, = 2 A+ h?2 r3 r3 (4 12)
1 2710 th + 2 + {L‘%*x% . .

r3 2 h2

Wir wollen nun in den verschiedenen Sektoren die gebundenen Zustinde und die Eigenfunktionen
finden.

18
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4.2.1 Gebundene Zustinde in H,

Entsprechend der Ergebnisse aus |Unterabschnitt 4.1| ergeben sich die Eigenwerte von Hy zu

) 2 1 1 2 1 1 . Ny
E7=|5—3 =\l 5| J€— 4.13
’ (h2 2 h2<j<j+1)+i>> <h2 2w(+32) 2 )

Mit den bekannten Drehimpuls-Algebra-Relationen

C?|jm) =R +1)|j m); Mzl|jm)=hml|jm), m=—j,...,j

koénnen wir nun auf die iibliche Art und Weise die Eigenfunktionen bestimmen.
Dazu wird zunédchst die additive Konstante in E; auf Null gesetzt und wir fithren Polarkoordinaten
ein:
© _ :
D = (1 @lim).
Mit Hilfe des Leiteroperators My := Mi1+iMy = h (j + %) A, welcher den Zustand |j j) annihiliert,

(0)

lasst sich also ®;° bestimmen. Zusammen mit der Ortsdarstellung

sl 1\ (. 1, 1 i 1
M+ — h3 (] + 2) e ¥® <287-8<p — ;83 — 567 — 56@ — h2> (414)

und dem Ansatz

o) = fi(r)es*

ergibt sich die normierte Eigenfunktion zu

2 ul ;0 u 4r
o0 r, Q) = 2\/> e e U= . 4.15
i (1) Th2\/(2] + 1)2(2))! R2(2j + 1) (4.15)
Unter Zuhilfenahme von M_ = M — iM> sind dann alle anderen Zustinde gegeben durch
(0) j—m g (0). 2j+24(0) _
D, X (M_Y m¢>jj ;o (M) @ =0. (4.16)

In Ortsdarstellung lautet M_

1 : 1 1 i 1
M_=m(j+=)e®(—-i0.0,— -0>— =0, +—0, — — 4.1
<j+ 2> e < 10,0, TQP 28 + 27"8@ h2) (4.17)
und die allgemeinen Eigenfunktionen ergeben sich zu
© 2 2(j + [m))! ul™! : —
) = — F - 7,2 1 v 4.18
(" #) = pa \/wm DR — Jmt @yt MLl = 2 Il L u)e e, (418)
wobei 1F; die konfluente hypergeometrische Funktion ist. Genauer gilt
o (@) 2
Fi(a,b,2) = —— 4.1
1 1(0’7 72) Z (b)k k' ( 9)
k=0
mit den Parametern
I'(a+1) r'b+1)
— o)y = — 4.20
(@)k Ta— ki 1) (O)k Tkt 1) (4.20)

wobei (a)o = (b)o := 1]

Damit ist das Spektrum der gebundenen Zustédnde von Hy vollstdndig bestimmt.

2(y)x heift auch Pochhammer - Symbol
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4.2.2 Gebundene Zustidnde in H;

Entsprechend der Ausfiihrungen in[Abschnitt 3|ist (in Bezug auf gebundene Zustinde) das Spektrum
von Hj gleich dem Spektrum von Hy:

2 1 2 N
a2 ( 2y, N 121
j h?( <2j+1>2)€(0’h2)’ J €3 (4.21)

Fir die Eigenfunktionen gilt
1 0 m (Tv Qp)
@5 = QB (1, 22) = | 1 )| (4.22)

Wir betrachten nun noch die Normierung:

D) gD 2 (0)
(@) el =nr@l) ) og'el

Jimi Jama Jama

Da QHo—=0 gilt, kénnen wir in obiger Gleichung den Term mit QfQ hinzuaddieren, wodurch der
Hamiltonoperator entsteht:

@)y el = r2 (@) QQ@ + 1%y ol 0ol
= 2@ 2H )

2p (0)
= 212E;(0\)) o0,

(
J
(

Die Integration iiber R? liefert schlieklich

1
@5 |2 = 22 BV ||o ) |12
H,_/
1

1

2n2EY

Daher muss nur noch mit dem Faktor normiert werden.

Wir erhalten

1)(1) .2 8(j + |m|)! ulm e
P (W)_Zh2\/w<2j+1>3<<2j+1>21><j|m|>!<2|m|>!€ ¢’
m
(cost) (g aFa ] = -4 1,2l 4 2,0 + (] = 21|+ Lo} + ™18 ] = o2 + 1,0 )
und
2 8(j + |m|)! um
dW@ (. Ly _ 2 imyp
i (1) =\ R T R 12— DG = m) @l ¢ €

. m|—j . . . Mmoo .
(sinCo) g =T aPa ] =+ L2l 200) 4 daFa(n] = 2]+ 1,0) + 4 F ] =2 ]+ 1,0 )

Entsprechend haben wir auch in H; die gebundenen Zusténde und ihre Eigenfunktionen gefunden.
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4.2.3 Streuzustinde

In diesem Abschnitt sollen die Streuzustéinde des Super-Hamiltonians untersucht werden, wobei wir
zundchst mit Ho beginnen wollen.
Zu l6sen ist die Eigenwertgleichung

0 0
Ho®%), (21,2) = EO0O), (21,25), B > =3 (4.23)
mit
h? 2 1
Hy=—"“Ag— =,
0 5 + 2y

Das Problem ist in Polarkoordinaten separierbar, sodass wir zusammen mit dem Ansatz

@g()o) (ryo)=f g)()o) (r) ™% folgende Differentialgleichung fiir den Radialanteil erhalten:
(0) (0)
Plpo  1dpo w0 2 (1 0 2) 0 _, 424
e R w ) fpo = (4.24)
Die Lésung dieser Differentialgleichung ist gegeben durch
‘u 1 ]
FO (1) = N(EO)e 5 Fy | |m) - = — ’ 2m| + 1,du | (4.25)

> nfalE - B0

wobei u = 4/2 ‘% — E(O)"r.

)

Analog erhiilt man die Losung fiir die Streuzustinde in Ho (mit Eigenwert E(?) > h%), die Losung
des Radialanteils ist hier gegeben durch

- 1
F2 (1) = N(E®)e sulmLFy [ jm| - = +

- 2|m|+1,iu |, (4.26)

wobeil u = % 2 % — E(Q)}r.

Aufgrund der Super-Algebra ist damit das Spektrum von H entsprechend der Ausfithrungen in
vollstandig bestimmt.
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5 Radialsymmetrische Potentiale in drei Dimensionen

Im Rahmen dieses Abschnitts wollen wir uns unter Verwendung der Notation aus den Kapiteln Eins
und Zwei (das heifst insbesondere ein Einheitensystem mit & = ¢ = m = ¢ = 1) mit radialsymme-
trischen Potentialen in drei Dimensionen beschéftigen.

5.1 Vorbetrachtungen

Um die physikalischen Systeme in drei Dimensionen beschreiben zu kénnen, miissen wir entspre-
chend der Ausfiithrungen in bei der Dirac-Gleichung in sechs Dimensionen starten. Die
komplexifizierte Clifford-Algebra iiber R® mit der Signatur (6,0, 0), bezeichnet als Clg, ist isomorph
zu Cly ® Cly ® Cly. Eine mogliche Basis von Cls stellen die zweidimensionalen Pauli-Matrizen dar,
weswegen Clg und damit die W,-Operatoren, Q und auch H achtdimensional sind. Der Hamiltonian
zerfallt in vier Sektoren, den skalaren Null- bzw. Dreiteilchen-Sektor Ho und Hs, sowie zwei

3 x 3 - Matrixoperatoren Hq und Ho. Wir erinnern daran, dass fiir die skalaren Sektoren

1 1
Hog=—5A+3 ((VA)? F AA) (5.1)

galt, wobei das Ziel darin bestand, A so zu wihlen, dass in Hgy oder Hs3 das gewiinschte Potential
entsteht. Da wir hier radialsymmetrische Potentiale untersuchen wollen ist es zweckméfig, A = A(r)
anzusetzen. Wollen wir das Potential V' (r) in Hj3 erzeugen, so vereinfacht sich die Differentialglei-
chung V(r) = AA + (VA)? zu

2
PN + ;&A + (0.N)? =V (r),
bzw. durch quadratische Ergdnzung und die Substitution y = 9,A + %:
y? 4+ 0y = V(r). (5.2)

Die [Gleichung 5.2] besitzt dieselbe Form wie die sich in der eindimensionalen Quantenmechanik
ergebende Differentialgleichung, welche beispielsweise in [3] diskutiert und entsprechende Losungs-
funktionen fiir einige Potentiale gefunden wurden.

Zum Schluss wollen wir uns noch der konkreten Form von H widmen. Dazu wihlen wir die Basis
{10),11),12),13),|12),|13),|23),|123)} und betrachten beispielhaft den Ein-Teilchen-Sektor H;.
Zu berechnen ist der Term ) \I';rn\llnc?nam/\ in Es sei dazu ® € Hq, d.h. nach Wahl
der Basis ® = 3 f, |n), [n) = ¥}, |0) . Dann gilt unter Ausnutzung der Antikommutator-Beziehung
zwischen den ¥; und \I/;r sowie der Identitdt ¥, [0) =0

3 3
S U 90000mA D Al = 0nOm AT, (— 0] W, + 6,)) £110)
=1

n,m=1 n,m,l

= 0O AT}, £ ]0)

n,m
oder in Matrixschreibweise

RN oA 050N\ [ fi
= [ 1A 02N 330N | fo
8163A (92(93/\ 8§A f3
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Insgesamt erhalten wir so fiir den ersten Matrixoperator

1 1 2N 001N 9301\
H, = (—§A + 5 ((VA)2 — AA)) 13+ | 0102A 8§A 030-A | . (53)
D10sh DaOsh  O2A

Analog berechnet man

1, 1 (0F +B)A D302 —B301A
Hy=(-54+5 (VA —AN) I3+ [ &dsA 824 30iA |- (5.4)
~0103A  0100A (05 + OF)A

Von Interesse ist auferdem noch die Superladung Q = > ¥,,(i0,, — i0,A), welche sich in der ge-
wahlten Basis zu

0 Dy Dy D3 0 0 0 0
0 0 0 0O =Dy —-D3 O 0
0 0 0 0 D 0 —-D3 0
0O 0 0 O 0 Dy Dy 0
Q= 0 0 0 0 0 0 0 D3 (5:5)
0O 0 0 O 0 0 0 =D
0o 0 0 0 0 0 0 Dy
0O 0 0 O 0 0 0 0

ergibt, wobei Dy, = i(0x — Ok A).

Zum Abschluss sei noch erwahnt, dass im Gegensatz zum vorigen Kapitel das Spektrum der Ma-
trixoperatoren nicht mehr (vollstindig) durch die Spektren der skalaren Operatoren beschrieben
werden kann. Ursache ist das Vorhandensein zweier Matrixsektoren und die Tatsache, dass Q stets
zu Null quadriert. Dadurch kénnen Eigenzusténde eines Sektors mit Hilfe von Q und Q' nur in
,direkte” Nachbarsektoren iibertragen werden.

Im Folgenden Abschnitt wollen wir uns nun mit konkreten Potentialen beschiftigen.
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5.2 Das Morse-Potential

Das Morse-Potential,
V(r) = Vp(e 20(rmr0) —ge=alr=ro)y, (5.6)

ist ein géngiges Potential zur Beschreibung der Vibrations-Energiezustidnde eines zweiatomigen Mo-
lekiils. Dabei beschreibt Vp > 0 die Potentialtiefe des Minimums, rg > 0 den Gleichgewichtsabstand
der Atome (das heifst Ort des Minimums) und « > 0 die ,,Breite* des Minimums.

Um dieses Potential nun in H3 zu reproduzieren, muss die Differentialgleichung y? + 9,y = V()
gelost werden. Die Autoren in [3] fanden nun y(r) = A + Be~*("="0) sodass wir mit y = 9, A+ 1/r
folgendes Superpotential erhalten:

B
A(r) = Ee_a(r_ro) + Ar —Inr (5.7)
Damit gilt

(AA + (VA)Q) = % (A2 + B2¢2a(r—10) _9p < A— %) e—a(r—r0)>

2 2
_ Af Bf <e—2a(r—r0) -9 2‘42; a e—a(r—m)) )

N

2+2

Waihlen wir nun

B2
A=B+2% 2 —yy>0 (5.8)
2 2
so erhalten wir in der Tat
1 1 2
H3 _ —§A + VO (6—2a(r—r0) - 26—04(7’-?”0)) + 5 (B + %) . (5.9)

Die Konstanten A, B und « sind demzufolge in Einheiten [m~!] gegeben. Fiir das Partnerpotential
in Hy ergibt sich

1 4A 2 4
(~AA + (VA)?) = 3 <A2 -+ 5+ B%e72a(r—m0) 1 B (T —2(a+ B)> e‘a(T‘T0)> . (5.10)

DN |

Fiir den Matrixoperator bendtigen wir schlieflich noch die Ableitungen von A(r) nach den kartesi-
schen Koordinaten, es gilt

g2 = A . Zn) | Be-olr—ro) (afﬂim LT 7‘2> _ri-2ag
r

A 5 B B (5.11)
OmOn\ = Ty, (—3 + — + < + a2> ea(rro)> i n#£ m.
r r

Im n#chsten Abschnitt sollen nun zumindest fiir Hs die gebundenen Zustéinde ermittelt werden,
wobei wir im Wesentlichen den Ausfiihrungen von [4] folgen werden.
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5.2 Das Morse-Potential Bachelorarbeit

5.2.1 Gebundene Vibrations - Zustinde in Hj

Die additive Konstante in kann fiir die Suche nach Eigenfunktionen vernachlissigt
werden und sorgt nur fiir eine Verschiebung auf der Energieskala. Daher gilt es die Schrédingerglei-
chung

_1 —2a(r—ro) _ o, ,—a(r—ro) _
( 2A—|—V0(e % ) U= BV

zu losen.
Der iibliche Separationsansatz ¥ = 1 p(7)Y},,,(6, o) liefert schlieklich

T

11+ 1)
2r2

1
—583,0 + p+ Vo (e_m(r_m) — 26_0‘(r_r0)> p=Fp.

Da es uns nur um die Vibrationsiiberginge geht, setzen wir also [ gleich Null. Zusammen mit der
Koordinatentransformation

u=a(r—rg); u€ [—ary,oo] (5.12)

transformiert sich die Schrodingergleichung zu

—iaup-i-@ (e —2e")p= peIL

Wir fithren jetzt die Groke wg := a2V, einrﬂ und driicken E und Vj selbst in Einheiten dieser
Grofie aus, konkret

Vo = kwp;  E = ewy.
Dann liefit sich die Schrédingergleichung wie folgt:
1
—535/) + 252 (672“ — 267“) p = 2Kep.
Um die Exponentialfunktion zu eliminieren, fithren wir eine weitere Koordinatentransformation
y=e " yele,0) (5.13)
durch, wodurch sich der Differentialoperator zu
&%p (dy\>  9p (O
o2p— Lp (09)", Op (0%
ou? \ Ou Ou \ Ou?
= y*05p + ydyp

transformiert.
Insgesamt erhalten wir

y28§p + ydyp — (—4ke — 8%y + 4k*y?)p = 0.

Eine letzte, einfache Koordinatentransformation

€ =4ry; & € [4ke™,0) (5.14)
fiihrt auf
292 AP § _
§°0:p + E0ep — (—4ke — 2KE + 4)p—0.

®*Die Grofe entspricht der Schwingungsfrequenz fiir kleine Auslenkungen aus dem Gleichgewichtszustand
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Wir setzen nun an:
1
p(&) = e 25g(8),
wobei 12 := —4ke und g eine beliebige Funktion in ¢ sei. Fiir den Differentialoperator gilt dann
y 1 1 1
EOp+€0ep = &e 2 vy +1) —ve+ 7€ +v = 509+ (€ + 2 — €)deg + 9 9¢7),

sodass sich letztendlich fiir g folgende Differentialgleichung ergibt:

§3§g+(2u+1—§)8§g—(u+%—2/{)920. (5.15)

Die |Gleichung 5.15]ist die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung, deren Lésungen ge-
geben sind durch

NE

9(€) = N 1Fi(a,b,§) = N

(a)y &°
B kT (5.16)

>
Il

wobei 1F1(a,b,2) = > 12, ((Z—):%If die auch schon in [Unterunterabschnitt 4.2.1| aufgetauchte, konflu-

ente hypergeometrische Funktion darstellt und N eine Normierungskontante ist.
Im aktuellen Fall ist a = v + % —2kund b=2v+1.

Um nun die Normierbarkeit der Wellenfunktion zu gewéhrleisten, soll die Funktion
1
p:Nf”eféélFl(y—l—i —2k,2v+1,¢) (5.17)

im Intervall [4ke®,0) normierbar sein.
Beginnen wir daher mit der Forderung des Verschwindens bei £ = 0. Da die konfluente hypergeome-
trische Funktion im Ursprung beschrinkt ist, miissen wir zunéchst aufgrund des Terms £ in p(€)
v > 0 fordern. Dadurch ist aber insbesondere b = 2v 4+ 1 > 0, weshalb sich keinerlei Singularitéten
im endlichen Intervall [4ke®",0) ergeben [5]. Entsprechend ist die Funktion beschrinkt und die
Wellenfunktion tatsdchlich normierbar:

1 4Kke*"0

1 4Kke*"0
- el F g - Lgde<C [ el
RO 0 2 0

C oy 14Kke*T0
< v < 00
~“2v—1 o

Der zweite Randwert liefert insbesondere die Energieeigenwerte: Die Forderung p(§ = 4ke®) = 0
ist ndmlich dquivalent zu

1
1Fi(v+ 5 2k,2v + 1,£ = 4ke®™) = 0.

Diese Gleichung liefert ein kompliziertes Polynom in v, dessen Lésungen v, im Allgemeinen nur

numerisch bestimmbar sein werden. Aufgrund der Definition von v, nimlich v? = —4ke erhalten
wir so jedoch mit Hilfe der Lésungen die Energieeigenwerte
1
£ = —ﬂy,%, (5.18)

Insbesondere folgt aus [Gleichung 5.18] dass €, < 0 gilt. Dies filhrt zusammen der Forderung
E > —D <= ¢ > —k dazu, dass nur eine endliche Anzahl der v,, zulissig sind und damit auch nur
endlich viele gebundene Energieeigenzustéinde existieren.
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5.2 Das Morse-Potential Bachelorarbeit

5.2.2 Gebundene Vibrations - Rotations - Zustinde in Hj3

Wir wollen nun den Drehimpuls-Term

(1+1)  2l(1+1)

2r2  2(u 4 arg)?

mit beriicksichtigen. Um das Problem noch analytisch l6sen zu konnen, betrachten wir das Potential

in einer Umgebung um den Gleichgewichtsabstand rg. Eine Taylor-Entwicklung von m um
u = 0 liefert
1 1 2u n 3u? + oo 3)
= - u
(u+arg)?  (arg)? (arg)®  (arg)?
Durch [7] motiviert ist nun der Ansatz
V’(u) =Cy+ Cre ™+ 026_2u,
dessen Taylor-Entwicklung um v =0
! _ _ ﬁ 2 _ 2 3
V(u)—Co—l-Cl Ciu+ 2u + Cy — 2C5u + 2CHu —i—(’)(u)
lautet.
Ein Koeffizientenvergleich zwischen beiden Entwicklungen liefert
1 3 3
Co = —
" e (P (an)?
4 6
O, = - .
' TaroP  (aro)? 19
1 3
Cy = —

(arg)? + (arg)*

Durch die Wahl dieser Koeffizienten stimmen V’(u) und der Drehimpuls-Term fiir nicht zu grofe
Auslenkungen aus dem Gleichgewichtsabstand bzw. nicht zu grofe Drehimpuls-Quantenzahlen [ gut
iiberein.

Fiir das Potential ergibt sich dann

2
1
Vi(u) = a?l(l + 1)@ + M(Cle_“ + Coe ) + V(e 2 — 2e7%)

2 2
Vo — SLali(i + Do)
Vo+ 2a2l(l+1)

= +a2l(l + 1)% + (Vo + %a%(z +1)) (Nu -2
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5.2 Das Morse-Potential Bachelorarbeit

Durch Einfithrung der Gréfsen

_ Vo—GP(i+1)
T Vot Za2i(l+1)

C C
cl=a21(z+1)7°; w:(vo+72a25(z+1)); 1

erhalten wir die einfache Form

V(u) = Cp+ Vi(e " — 2me™"), (5.20)

sodass wir das Problem v6llig analog zu |Unterunterabschnitt 5.2.1 behandeln kénnen.
Die additive Konstante C; kann bei der Suche nach den Eigenzustinden zunéchst vernachléssigt
werden.

Wir fiithren wieder die Grofen

w=a\2V;;, Vi=kw; FE=cy (5.21)

ein. Die Durchfiihrung exakt derselben Koordinatentransformationen und Ansitze wie im vorigen
Abschnitt fithrt schlieflich auf folgende konfluente hypergeometrische Differentialgleichung fiir g(£):

1
58?9 +(2v+1—-€)0cg— (v + 5 2kuy)g = 0.
Wir sehen also, dass lediglich der Parameter a = v + % — 2k ersetzt werden muss

durch a =v + % — 2KL.

Die Begriindung der Normierbarkeit der Wellenfunktion erfolgt analog zum vorigen Abschnitt, die
(endlich vielen) Energieeigenwerte sind durch Lésungen v, ; des Polynoms

1
1Fi(v + 5 2k, 2v + 1,6 = 4ke®0) =0

gegeben. Durch den Parameter p; ergibt sich insbesondere die [ - Abhéngigkeit, insgesamt

(5.22)

Enl = ——"V_7.
n, Ak n,l
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5.2.3 Das Partnerpotential in Hg

Das Partnerpotential in Hy war gegeben durch

1 4 4
vl 2 prraea) (4 2a+ B) | er=ro) )
2 ro o2 r

wobei A = B + § galt. Das Potential enthilt also einen Drehimpuls-Term (~ %2), einen Coulomb-
Term (~ 1), einen Yukawa-Term (~ le=°")
Morse-Term (~ Be=2%" —(e™°"). Es ist daher nicht gelungen, eine analytische Losung des Eigenwert-
Problems zu finden. Um trotzdem einen prinzipiellen Eindruck vom Verhalten des Potentials zu
erhalten, wurde das Potential fiir verschiedene Parameter und zusitzlich unter Beriicksichtigung
des vom Drehimpulsoperator herrithrenden Terms geplottet. Die additive Konstante wurde dabei
vernachlissigt. Da sich auch beim Partner-Potential zumindest fiir niedrige [ - Zusténde &hnlich wie
beim urspriinglichen Morse-Potential ein Potentialminimum ergab, wurde zumindest die Lage des
Minimums sowie die zweite Ableitung des Potentials an dieser Stelle bestimmt. Somit lassen sich in
niedrigen [ - Zustdnden mit Hilfe der harmonischen Oszillator-Néherung via E, = w (n + %) erste
Energieabschitzungen treffen, die als Ausgangspunkt fiir weitere numerische Betrachtungen dienen
konnen. Die Plots befinden sich im Anhang (Abbildung 1| und [Abbildung 2)). Dabei sind stets Ort
des Minimums, ,, Rmin®, Potentialstérke am Ort des Minimums, ,,V (Rmin)*, sowie die Kriimmung
Lomega®* am Ort des Minimums angegeben. Damit lassen sich dann die Energien in harmonischer
Oszillator-Néherung berechnen. Die Energien diirfen zwischen dem Potential-Minimum und

V(r — oo) =0 liegen.

sowie einen modifizierten
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5.3 Das modifizierte Poschl -Teller - Potential

Das Potential
Vo

Vi(r) = —m (5.23)

gehort ebenfalls zu den ,,Mulden®* - Potentialen und findet daher Anwendung bei der Beschreibung
zweiatomiger Molekiile. Die Bedeutung der Parameter ist dieselbe wie beim Morse-Potential.
Durch [3] ist nun die Wahl von

A(r) = gln cosh(ar) —Inr (5.24)

motiviert, sodass sich

1 1 1 A?
Hy= At -Ala—A)——> 4+
3= At Al e T 2

ergibt. Die Konstanten o und A besitzen die Einheit [m™=1].

!
Wir setzen Vp = —%A(a — A) > 0 und erhalten so die gewiinschte Form
1 Vo A?
Hy=—A— ——F5F— + —. 5.25
° 2 cosh®(ar) = 2 (5.25)
Das Partnerpotential in Hg berechnet sich zu
1 1 /2 4A aA
— (—AA M) == | 5 + A% tanh? — — tanh - 5.26
2( + (VA) ) 5 <r2 + anh”(ar) . anh(ar) oo (ar) ( )
und fiir die Ableitungen von A(r) erhalten wir schlielich
1 1 A 1 A 2
PN = - <A tanh(ar) — > + 22 <a2 — — tanh(ar) + 4>
r T r2 cosh®(ar) 13 r (5.97)
aA 1 A 2 '

Nun sollen wieder gebundene Zusténde im skalaren Sektor Hs betrachtet werden.

30
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5.3.1 Gebundene Vibrations - Zustinde in Hj

Es sei also wieder [ = 0 und die radiale Schrédingergleichung in der Variable u = ar ,
u € [0,00), dargestellt:

132 L = Ep
27" a?cosh?®(u) a?

Wir fiithren die Grofen

ein und erhalten so

%p+ p—e2p=0.

cosh?(u)

Die folgenden Koordinatentransformation werden geméf [14| durchgefiihrt. Beginnen wir mit
y = tanhwu, y € [0,1). Damit transformiert sich der Differentialoperator unter Ausnutzung der

Beziehung = (1—-9?) zu

1
cosh?(u)

s O (33/)2 dp 0%y

= 92 \ ou dy Ou?

= (1 =90, —2y(1 — y*)dyp,

sodass die Differentialgleichung folgende Form annimmt:

(1= y%)?05p —2y(1 — y*)9yp + (1 — y*)Dp — *p = 0,

bzw. dquivalent dazu

Setzen wir D = A(A+ 1)ff] so stellt [Gleichung 5.28] die assoziierte Legendre-Differentialgleichung dar.
Trotzdem setzen wir nun zuniichst p = (1 — 3?)2g(y) an und erhalten nach Auswertung des Diffe-
rentialoperators

(1= 9?50 = 2y(1 = y")dyp = (1 = y*)2[(1 = v*)0g + (=2y(c + 1))Dyg + (%5 Y 2 e

“man beachte dass dann zwei Losungen fiir ) existieren, eine positive Losung A. und eine negative Lsung A_.
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Insgesamt erhalten wir dann nach Kiirzen von (1 — 42)? fiir unsere Differentialgleichung

(1-— y2)8§g —2y(e+1)0yg — (e(e +1) = A(A+1))g = 0.

Eine letzte Koordinatentransformation £ = %, e [%, 0), liefert schlieRlich

E1—-8Zg+[(e+1)—2(e+1)€0eg — [e(e +1) = A(A+ 1)]g =0,

und nach Einfiihrung der Parameter

a=¢ec—X b=¢e¢+A+1; c=e+1

erhalten wir die hypergeometrische Differentialgleichung

E(1=8g+Ic— (a+b+1)¢deg —ab g =0,

deren Losungen gegeben sind durch g(§) = N 9F1(a, b, ¢, &), wobei

oF1(a,b,c, &) = Z (a)k(b)kg

= (o K

(5.29)

die hypergeometrische Funktion zweiter Art darstellt. Wir betrachten nun wieder die Normierbarkeit

der Wellenfunktion.

Zunéchst soll p(§) = N(&(1 — 5))%2F1(a, b,c,§) an der Stelle £ = 0 verschwinden. Da 9Fq(a, b, ¢, &)
im Ursprung beschréankt ist, muss € > 0 gelten. Damit ist insbesondere ¢ = €41 > 0 und es ergeben
sich im betrachteten Intervall keinerlei Singularitéten fiir oFy(a,b,c,&) und die Reihe konvergiert

fiir alle £ < 1. Damit ist p in der Tat normierbar:

00 1
| == [0y R )y
0 0

=C /2 (6(1 - 6))571(21’?1(@7 b, c, 6))2d§
0

<é /0 (61— &) e

e(e+1)

Da nun aber € > 0 gilt, ist obiger Term wie gewiinscht beschrénkt.
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Die Energieeigenwerte erhalten wir schliefslich wieder durch Losung des Polynoms

1
oF1 <5—)\,5+>\+1,5+17§:2> =0.

Aufgrund der Forderung E > —V; ergibt sich wieder nur eine endliche Anzahl zuldssiger
Losungen ey,

a” 9
En == —75n.

(5.30)
Betrachten wir jetzt noch die beiden Félle A = Ay, A= A_.

Sei zundchst @ = ¢ — AL, b = e+ AL + 1. Wegen —Ay = A_ + 1 konnen wir dann aber auch
a=¢c+A_+1und b=e— A_ schreiben. Mit anderen Worten: Der Ubergang Ay + A_ vertauscht
lediglich die Rollen von a und b. Da aber ,symmetrisch® unter der Vertauschung der
beiden Parameter ist, erhalten wir keine zuséitzlichen Eigenwerte oder Eigenfunktionen.

5.3.2 Gebundene Vibrations - Rotations - Zustinde in Hj3

Wieder wollen wir den Zentrifugalterm durch eine andere Funktion ndhern, um das Eigenwert-
Problem analytisch 16sen zu kénnen. In [8] wurde dies bereits diskutiert. Fiir uns soll der Ansatz

2= ()
r? sinh?(ar)

genligen.
Entsprechend der Erkenntnisse aus dem vorigen Abschnitt setzen wir wieder D = A(A 4+ 1) und
miissen folgende Differentialgleichung 16sen:

D2p+ <
uf cosh? u sinh? u

1 (l+1 2F
AA+1) (I+ )>p=52p; 2

Durch Definition von

= %(1 SN ES Sy

konnen wir obige Gleichung auch schreiben als

O%p +

u

</\(/\+1) Rk — 1)) 2,

cosh? u sinh? u

Wir fithren nun eine Koordinatentransformation 3 = tanh?u, y € [0,1), durch.
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Der Potentialterm ldsst sich dann wie folgt darstellen:

(A3 + D =) = nle - D22

Der Differentialoperator transformiert sich geméaf

o (o), Py
v y2 \ Ou Oy Ou?

dy(1—y)*05p + (6(1 —y)* —4(1 — y)dyp,

sodass sich nach Division durch 4y(1 — y)? insgesamt Folgendes fiir die Differentialgleichung ergibt:

_ 2
L3 Iyp + 4y2(11_ m AA+ Dyl —y) — Kk —1)(L —y))p = Wg_y)gn

82p+ Y
YU 2y(1 —y)

Der Ansatz p = y2 (1 — y)2g(y) fithrt schlieRlich nach einigen miihseligen Umformungen auf

y(1 — y)ﬁgg(y) + [k + % —(e+K+ g)y](?yg+ i[)\()\ +1)—k(k—1)—e(e+1)—2ek]g=0

und nach Einfiihrung der Parameter

1 1
a:§(€+:‘£—)\); b:§(€+/<c+/\—|—1); c=K+ -

erkennen wir schliefllich wieder die hypergeometrische Differentialgleichung,

y(l—y)&jg—l— [c—(a+b+1)yl0yg —ab g =0, (5.31)

deren Losungen wie gehabt durch g(y) = N oF(a, b, ¢,y) gegeben sind.

Diskutieren wir nun wieder das Randwertproblem und beginnen mit dem Fall y — 0.
Entsprechend der Form

p(y) = Ny2 (1 —y)22F1(a,b,c,y)

fallt p genau dann auf Null ab, falls k > 0 gilt. Diese Forderung ist aber gemifs der Definition
von ~ offensichtlich immer erfiillt. Betrachten wir nun y — 1. In diesem Fall muss € > 0 gelten
und oFq(a, b, ¢, y) beschrinkt bleiben. Da die hypergeometrische Reihe aber wegen ¢ < a + b fiir
y — 1 divergiert [11], muss die Reihe wieder abbrechen. Dies kann wie gehabt erreicht werden,
indem entweder a = —n oder b = —n gilt. Der erste Fall fithrt wegen € > 0 zur Bedingung A > 0,
der zweite Fall impliziert A < 0. Analog zum Fall reiner Vibrationszustidnde l&sst sich jedoch zeigen,
dass beide Félle auf dieselben Eigenwerte und Eigenfunktionen fiihren.
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Sei daher 0.B.d.A. a = —n und A = A,.

Demnach gilt

20 =Kk+e—Ap=-2n

bzw.

a2

Ei= =%y = 2m— 5% n =01, [Z( — (1)) (5.32)

)

Man beachte also, dass nur fiir hinreichend grofée Potentialtiefen (hinreichend grofes A1) gebundene
Zusténde existieren.

Wenden wir uns nun den Eigenfunktionen zu. Es gilt das Integral

o0 1 dr
2rdr:/ 2(y)—dy
| #ma= [ rwf

1
1 1
= / Y2 (1 — )T Lo Fy (—n, —n + Ay A+ g Rt =, y)dy
0

2

zu losen.
In [10] ist folgende Beziehung zwischen der hypergeometrischen Funktion und den Jacobi-Polynomen
gegeben:

PO ) = = )n,lginwf D oy(n+y+ B+1,-m, 8+ 1, 1;‘@)
- 1Z£En+ﬁ)+ 1)2F1(—n7n+v+ﬁ+175+1, 1;‘@)

Ziehen wir also den konstanten Vorfaktor mit in die Normierungskonstante, setzen y = 1;7”

z € [—1,1) und identifizieren v = € sowie 8 = Kk — %, kénnen wir das Integral wie folgt schrelbenl

N2 1 ol 2 N2 25+H_1F 0r 1
/ (1+2) 21 —2) 1<P5 2(3:)> dp W N2 n t Dt p)
. a nleT(A + 3 —n)

Somit ergibt sich schlussendlich fiir die normierten Eigenfunktionen

anle,TOL+1—n 0] en _en,k(l
— n(+ 2 ) 1y2(1—y)2PZ K(l)—
250t D=3 (e, +n + DD(K(I) + 1+ 1)

w\»—‘

qJTL,l(y? 0, QO) = (2y — 1) Ylm(Q )

(5.33)

% Alle zwangsliufig auftauchenden Potenzen von % wurden ebenfalls in die Normierungskonstante gezogen.
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5.3.3 Das Partnerpotential in Hg

Das Partnerpotential in Hy war gegeben durch

1/2 4A aA
V=22 + A2tanh®(ar) — -2 tanh(ar) — ——2 .
5 <r2 + A® tanh*(ar) . tanh(ar) coshz(ozr)>

Auch hier ist wie im Falle des Morse-Partnerpotentials aufgrund der Komplexitit des Potentials
keine analytische Losung gefunden worden. Fiir nicht zu grofe [ - Zustdnde ergibt sich jedoch auch
im Falle des Poschl - Teller -Partnerpotentials ein Minimum, sodass zumindest in erster grober
Néherung wieder der harmonische Oszillator angesetzt werden kann. Die notwendigen Grofien sind
wieder in den Plots (Abbildung 3| und [Abbildung 4)) angegeben. Geplottet wurde das effektive
Potential, das heifst unter Beriicksichtigung des vom Drehimpuls herrithrenden Terms. Die zuléssigen

Energien liegen zwischen dem Potentialminimum und V (r — o0) = A;.
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6 Zusammenfassung

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wurde die relativistische Form der Hamilton-Funktion hergelei-
tet und ausgehend von dieser zwei historische Quantisierungversuche nach Schrédinger und Dirac
vorgestellt. Die Ergebnisse waren die Klein-Gordon-Gleichung sowie die Dirac-Gleichung. Letztere
diente als Ausgangspunkt fiir den in Kapitel 2 vorgestellten Supersymmetrie-Formalismus. Es wurde
gezeigt, dass der Dirac-Operator mit Hilfe fermionischer Auf- und Absteigeoperatoren als Sumine
eines Operators und dessen adjungierten Operators geschrieben werden kann. Der entsprechende
Operator wurde als Superladung bezeichnet. Unter der Annahme, dass das Vektorpotential als Gra-
dientenfeld einer skalaren Funktion, dem Superpotential, geschrieben werden kann und nur von der
Hilfte der Raumzeit-Koordinaten abhingt, war es méglich, den Super-Hamiltonian als Antikom-
mutator der Superladung und der adjungierten Superladung zu schreiben. Damit ergab sich eine
Block-Gestalt fiir den Super-Hamiltonian, in dessen ersten und letzten Sektor skalare Schrédinger-
Operatoren auftauchten. Die zugehorigen Potentiale wurden als Partnerpotentiale bezeichnet. Die
Stirke des Formalismus bestand nun darin, dass die Superladung bzw. die adjungierte Superladung
Eigenzustinde eines Sektors in die Nachbarsektoren iibertrigt, sodass die Spektren der Operatoren
in den einzelnen Sektoren miteinander in Beziehung stehen. Ziel war es nun, das Superpotential
so zu wiahlen, dass in einem der skalaren Sektoren ein bekanntes Potential entsteht und so dessen
Partnerpotential zu ermitteln. Diese Forderung fiihrte auf eine Differentialgleichung fiir das Super-
potential.

In [2] wurde so das Coulomb-Potential in zwei Dimensionen reproduziert und das Operator-Spektrum
analysiert. Die Ergebnisse wurden in Kapitel 4 dieser Arbeit zusammengefasst.

Im letzten Kapitel wurden schlieflich radialsymmetrische Potentiale in drei Dimensionen betrachtet.
Die Differentialgleichung fiir das Superpotential konnte auf den eindimensionalen Fall zuriickgefiihrt
werden, welcher bereits in [3| diskutiert worden ist. Dabei wurden unter anderem analytische Losun-
gen fiir das Morse-Potential und das modifizierte Poschl-Teller-Potential gefunden. Daher wurden
diese beiden Potentiale im Kontext der Supersymmetrie untersucht und die konkrete Form des
Super-Hamiltonians ermittelt. Anschliefend wurden unter Verwendung von [4],[7], [8], [9] und [14]
die analytischen Losungen fiir die gebundenen Vibrationszustéinde (I = 0) der beiden Potentiale
rekapituliert und Néherungslosungen fiir gebundene Vibrations-Rotations-Zusténde (I # 0) vorge-
stellt. Fiir die Partnerpotentiale konnte keine analytische Losung gefunden werden, fiir eine grobe
Energieabschitzung wurden fiir einige Parameter die fiir eine harmonische Oszillator-Naherung rele-
vanten Gréfken bestimmt. Fiir wirklich brauchbare Aussagen wére jedoch eine intensivere numerische
Behandlung des Eigenwert-Problems notwendig.
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7 Anhang

Plots fiir das Morse-Partnerpotential

Rmin = 9.9408, V(Rmin) = -0.019174 und omega? = 0.00036967.
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Abbildung 1: Morse-Partnerpotential fiir [ = 0 und o = 1
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Rmin = 10.6191, V(Rmin) = -0.14074 und omega? = 0.0024212.

Rmin = 106.4771, V{Rmin) = -0.0014067 und omega® = 2.4519e-007.

x 107

|
150
r

100

(a) a=0.1, B=0.1

200 250 300 0 5

(b)) a=1,B=1

Rmin = 0.94331, V[Rmin) = -173.634 und omega? = 31554.2573.

300

200

100

vi(r)
o

-100

-200

-300

(¢) =10, B=10

Abbildung 2: Morse-Partnerpotential fiir [ =5 und rp =1

39



Bachelorarbeit

Plots fiir das Po6schl - Teller - Partnerpotential
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Abbildung 3: Poschl-Teller-Partnerpotential fiir [ = 0
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Abbildung 4: Poschl-Teller-Partnerpotential fiir [ =5

41



Bachelorarbeit

Literatur- und Quellenverzeichnis

[1] S. Fliigge : Lehrbuch der theoretischen Physik, Band IV: Quantentheorie I.
Springer Verlag OHG /Berlin - Gottingen - Heidelberg (1964)

[2] M.A. Gonzalez Leon, M. de la Torre Mayado, J. Mateos Guilarte, M.J. Senosiain :
On the Supersymmetric Spectra of two Planar Integrable Quantum Systems
arXiv:1107.4886v1 [hep-th]

[3] Ranabir Dutt, Avinash Khare and Uday P. Sukathme:
Supersymmetry, shape invarince and exactly solvable potentials.
Am.J.Phys. 56 (1988) 163-168

[4] H. Tageli: Exact solutions for vibrational levels of the Morse potential.
J. Phys. A: Math. Gen. 31 (1998) 779 - 788

[5] M. Abramowitz and I.A. Stegun: Handbook of Mathematical Functions.
Dover Publications New York 1972

[6] A. Wipf: Non-perturbative methods in supersymmetric theories.
arXiv:hep-th /0504180

[7] S. Fliigge: Practical Quantum Mechanics I.
Springer Verlag New York - Berlin - Heidelberg 1974

[8] Yuan You, Fa-Lin Lu, Dong-Sheng Sun, Chang-Yuan Chen, Shi-Hai Dong:
Solutions of the Second Pdschl - Teller Potential Solved by an Improved Scheme to the Cen-
trifugal Term.
Few-Body Systems, Volume 54, Issue 11, p. 2125-2132, November 2013

[9] A. Wipf: Introduction to Supersymmetry.
Vorlesungsskript, April 2000 - Marz 2001

[10] Gradshteyn, I.S., Ryzhik, .M. : Tables of Integrals, Series, and Products.
Academic Press, New York 2007

[11] N. Bronstein und K.A. Semendjajew: Taschenbuch der Mathematik.
BSB B.G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig und Verlag Nauka, Moskau 1979

[12] F. Briitmme: Lecture on supersymmetry and supergravity.
Vorlesungsskript, Wintersemester 2012,/2013

[13] A. Kirchberg, J.D. Laenge, P.A.G. Pisani, A. Wipf:
Algebraic Solution of the Supersymmetric Hydrogen Atom in d Dimensions
Annals Phys. 303 (2003) 359-388

[14] Prof. Dr. Harald Engel, Technische Universitdt Berlin - Institut fiir Theoretische Physik:
4. Ubungsblatt Theoretische Physik.
http://www.itp.tu-berlin.de/fileadmin/a3233/upload/SS11/TP_II__QM/Uebungs_O1.pdf
Stand:12.09.2013

[15] H. J. W. Miiller-Kirsten, A. Wiedemann: Introduction to Supersymmetry.
World Scientific Lecture Notes in Physics - Vol. 80, World Scientific Pub Co, Auflage: 0002
(13. Januar 2010)

42


http://www.itp.tu-berlin.de/fileadmin/a3233/upload/SS11/TP_II__QM/Uebung4_01.pdf

Bachelorarbeit

Selbststandigkeitserklirung

Hiermit erklére ich, dass ich die vorliegende Bachelorarbeit selbststéndig und nur unter Verwendung
der angegebenen Literatur und Hilfsmittel angefertigt habe. Die aus fremden Quellen direkt oder
indirekt iibernommenen Stellen sind als solche kenntlich gemacht.

Die Arbeit wurde bisher in gleicher oder dhnlicher Form keiner anderen Priifungsbehorde vorgelegt
und auch nicht veréffentlicht.

Ort, Datum Name

Bibliothekserklarung

Der Verfasser bewilligt / bewilligt nicht die vorliegende Bachelorarbeit fiir die 6ffentliche Nutzung
in der Thiiringer Universitdts- und Landesbibliothek zur Verfiigung zu stellen.

Ort, Datum Name

43



	Einleitung
	Relativistische Quantenmechanik
	Der relativistische Hamiltonian
	Übertragungsprinzipien
	Der Schrödinger-Ansatz
	Der Dirac'sche Ansatz


	Grundkonzepte der Supersymmetrie
	Fermionische Auf- und Absteigeoperatoren (k, k)
	Der Dirac-Operator als Funktion der k und k
	Die Superladung
	Eigenschaften der Superladung

	Supersymmetrische Systeme in zwei Dimensionen
	Das Coulomb-Problem in zwei Dimensionen
	„Klassisch“ quantenmechanischer Zugang
	Supersymmetrischer Zugang
	Gebundene Zustände in H0
	Gebundene Zustände in H1
	Streuzustände


	Radialsymmetrische Potentiale in drei Dimensionen
	Vorbetrachtungen
	Das Morse-Potential
	Gebundene Vibrations - Zustände in H3
	Gebundene Vibrations - Rotations - Zustände in H3
	Das Partnerpotential in H0

	Das modifizierte Pöschl -Teller - Potential
	Gebundene Vibrations - Zustände in H3
	Gebundene Vibrations - Rotations - Zustände in H3
	Das Partnerpotential in H0


	Zusammenfassung
	Anhang

