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1 Einleitung

A scientist worthy of his name [. .. | experiences
in his work the same impression as an artist;

his pleasure is as great and of the same nature.
Jules Henri Poincaré

Der Aufbau der Materie wird durch das Standardmodell der Elementarteilchenphysik
beschrieben. Es vereinigt drei der vier Grundkrifte — die elektromagnetische Kraft, die
starke und die schwache Kraft — und fiihrt die bekannte Materie auf wenige Grund-
bausteine zuriick. Bisher sind alle Vorraussagen des Standardmodells, die experimentell
tiberpriift wurden, bestétigt worden. Eine Sdule dieser Theorie ist die Quantenchromody-
namik (QCD), die Theorie der starken Kernkraft oder starken Wechselwirkung. Gegen-
stand der QCD sind die sogenannten Hadronen. Ihr Name leitet sich vom griechischen
Wort hadron fiir stark ab, weil sie der starken Kraft unterliegen. Hadronen werden weiter
unterteilt in Baryonen — zu denen Protonen und Neutronen gehoren — und Mesonen. Die
QCD fiihrt den Aufbau dieser beiden Teilchenklassen auf sechs Arten von Quarks und
ihre acht Austauschteilchen, die Gluonen, zuriick. Baryonen bestehen aus drei Quarks,
Mesonen aus einem Quark und einem Antiquark [42].

Quarks sind bisher nie frei beobachtet worden, sondern immer nur im gebundenen Zu-
stand, also eingeschlossen in Baryonen und Mesonen. Dieses Phanomen wird als Confi-
nement bezeichnet, vom englischen Wort confine fiir einschlieflen. Jede Theorie der starken
Kernkraft mufs dieses Phdanomen beinhalten. Fiir Confinement gibt es verschiedene Er-
klarungsmodelle (vgl. [6] und [32]), aber bis heute ist es nicht gelungen, Confinement
aus grundlegenden Prinzipien abzuleiten. Bei hohen Temperaturen und Driicken, wie
sie zu Beginn des Universums geherrscht haben oder heute in Neutronensternen auftre-
ten, wird erwartet, daf$ es einen Phasentibergang zu einem Quark-Gluonen-Plasma (auch
Deconfinement-Phase genannt) gibt, also daf3 freie Quarks auftreten [8].

Fir Confinement gibt es verschiedene Definitionen [3]. In dieser Arbeit wird eine Defi-
nition benutzt, die im Grenzfall unendlicher Quarkmasse giiltig ist [32]. In diesem Fall
spricht man auch von einer reinen Gluonentheorie, da es keine dynamischen Quarks gibt
und die einzigen dynamischen Teilchen die Gluonen sind.

Neben Confinement gibt es in der QCD noch ein weiteres wichtiges Phanomen, die chira-
le Symmetriebrechung, die im Grenzfall verschwindender Quarkmasse zu beobachten ist
[50]. Die chirale Symmetrie ist eine Symmetrie der Lagrangefunktion, die den links- und
rechtshandigen Anteil der Fermionen-Wellenfunktion unabhangig voneinander transfor-
miert. In einer chiral symmetrischen Theorie ist es moglich, eine unterschiedliche Anzahl
von rechts- und linkshdndigen Teilchen zu haben. Ein Massenterm koppelt die rechts-
und linkshandigen Teile der Wellenfunktion, so dafs in massiven Theorien die chirale
Symmetrie gebrochen sein muf3 [19].
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Es wird vermutet — und Gittersimulationen bestatigen dies — dafs bei hohen Temperaturen
und Driicken die chirale Symmetrie wiederhergestellt wird [1]. Dieser Phasentiibergang
geht mit einer Verdnderung im Spektrum des Dirac-Operators einher. Der Ordnungspa-
rameter fiir den Phaseniibergang — das chirale Kondensat — wird durch die Banks-Casher-
Relation [7] mit der Eigenwertdichte des Dirac-Operators bei null verbunden. Die chira-
le Symmetrie ist fiir leichte Quarks, deren Masse mit 2-3 MeV [105] klein ist gegen die
Energieskala der starken Wechselwirkung (~ 200 MeV [71]), zumindest ndherungsweise
vorhanden, und deshalb ist es sinnvoll, den Grenzfall verschwindender Masse, d. h. den
chiralen Limes zu betrachten [78].

Die Formulierung der Quantenchromodynamik auf einem Raumzeitgitter ist eine Mog-
lichkeit, nichtpertubative Ergebnisse zu erhalten [72]. Insbesondere Confinement, wel-
ches ein nichtperturbatives Phanomen ist, 1aft sich so durch Computersimulationen un-
tersuchen. Mit Hilfe solcher Simulationen wurden Messungen der kritischen Temperatur
des Phasentibergangs zwischen Confinement und Deconfinement sowie zwischen Bre-
chung und Wiederherstellung der chiralen Symmetrie durchgefiihrt (fiir einen Review
siehe z.B. [47]). Es hat sich gezeigt, dafs der Confinement—Deconfinement—Ubergang in
einer reinen Gluonentheorie ein Phaseniibergang erster Ordnung ist und bei einer Tem-
peratur von kT ~ 260 MeV stattfindet. Bei dieser Temperatur verschwindet aber auch das
chirale Kondensat. Es wird deshalb vermutet, dafs es einen gemeinsamen Mechanismus
gibt, der diesen beiden Phanomen zugrunde liegt.

Bisher war kein analytischer Zusammenhang zwischen beiden Phdnomenen bekannt.
2006 wurde eine Beziehung veroffentlicht [27], die den Polyakov-Loop — den Ordnungs-
parameter des Confinement-Deconfinement-Ubergangs — auf dem Gitter mit dem Spek-
trum des Dirac-Operators verkniipft. Mit dem Umweg iiber das Spektrum dieses Ope-
rators ist es so vielleicht moglich, den lange gesuchten gemeinsamen Mechanismus zu
finden.

Die vorliegende Arbeit greift diese Beziehung zwischen Polyakov-Loop und Spektrum
des Dirac-Operators auf und erweitert sie. Sie ist folgendermafien aufgebaut: In den Ka-
piteln zwei bis vier werden die mathematischen und physikalischen Grundlagen zusam-
mengestellt, die benotigt werden, um Quantenchromodynamik im Kontinuum und auf
dem Gitter zu beschreiben. Im fiinften Kapitel wird eine Darstellung des Polyakov-Loops
als spektrale Summe des Dirac-Wilson-Operators abgeleitet. Der Schwerpunkt des sech-
sten Kapitels liegt auf anderen spektralen Summen, die mit der Banks-Casher-Relation
—und damit der chiralen Symmetriebrechung — und dem Heat-Kernel — einer Grofle, die
fiir die Regularisierung der Fermiondeterminante verwendet wird — in Verbindung ste-
hen. Es wird ihr Zusammenhang zum Polyakov-Loop aufgezeigt. Im siebten Kapitel wer-
den einfache Eichkonfigurationen im Kontinuum auf einer euklidischen, torusférmigen
Raumzeit betrachtet. Fiir diese Eichkonfigurationen wird der Zusammenhang der spek-
tralen Summen mit dem Polyakov-Loop abgeleitet.




2 Mathematische Grundlagen

Wer hohe Tiirme bauen will, mufs
lange beim Fundament verweilen.
Anton Bruckner

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen der vorliegenden Arbeit vor-
gestellt und die benétigten Begriffe eingefiihrt.

Lie-Algebren und Lie-Gruppen sind unverzichtbare Werkzeuge in der theoretischen Phy-
sik. Das méchtige Konzept der Symmetrien wird durch Lie-Gruppen beschrieben, die
infinitesimalen Generatoren von Symmetrien in der Physik erzeugen Lie-Algebren. In
der Quantenchromodynamik ist die Theorie der Symmetriegruppen, insbesondere der
SU(3), ein zentraler Aspekt. Nicht zuletzt die mathematische Schonheit dieser Theorie
ist ein Grund dafiir, dafd sie von einem Grofiteil der Physiker als die Theorie akzeptiert
wird, die die starke Kernkraft beschreibt.

Die folgenden Ausfiihrungen halten sich, soweit nicht anders angegeben, an [4, 25, 40,
77,98].

2.1 Lie-Algebren

Eine Algebra ist ein K-Vektorraum mit einer multiplikativen Ringstruktur (fiir eine Defi-
nition siehe z. B. [4]). Eine Lie-Algebra g ist eine Algebra mit einer Lie-Klammer

[ isxg—s,
die aufler der KK-Linearitat die Eigenschaften

[x,x] =0 Vx €,
[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x,y]] = O Vx,y,z € 8. (Jacobi-Identitat)

hat. Die erste Eigenschaft impliziert die Antisymmetrie der Lie-Klammer. Die Dimension
d = dim g einer Lie-Algebra ist die Dimension von g aufgefafst als Vektorraum V. Fiir end-
liche oder abzdhlbar unendliche Dimension werden die Elemente einer Basis fiir diesen
Vektorraum als Generatoren bezeichnet. Kompakte Lie-Algebren haben nur endlich vie-
le Generatoren. Allerdings wird der Begriff ,,Generator” auch fiir die Elemente benutzt,
mit denen die gesamte Lie-Algebra durch lineare Kombination und durch Anwenden
der Lie-Klammer, also algebraisch, generiert werden kann. Bei gegebener Basis ist die
Lie-Klammer wegen der Bilinearitit eindeutig durch ihre Wirkung auf die Basiselemente
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T; testgelegt. Die Definition der ganzen Lie-Algebra ergibt sich dann aus der Entwicklung

d
[Ta/ Tb] =i qubCTc-
c=1

Die Entwicklungskoeffizienten f,;," heilen Strukturkonstanten, sie sind von der gewéhlten
Basis abhdngig, antisymmetrisch in den unteren Indizes und erfiillen die Jacobi-Identitat

3f[abdfc]d€ = fabdfcde + fbcdfade "‘fcudfbde =0.

Die Strukturkonstanten sind mit der obigen Definition reell und die Generatoren in Uber-
einstimmung mit dem Grofiteil der physikalischen Literatur (siehe z.B. [67, 77]) hermi-
tesch.

Wichtig ist die Darstellungstheorie von Lie-Algebren. Eine Darstellung ist die Wirkung der
Lie-Algebra — bzw. weiter unten der Lie-Gruppe — auf einem Vektorraum. Die mathema-
tische Definition ist die folgende: Eine Darstellung einer Lie-Algebra g auf einem Vektor-
raum V ist ein Lie-Algebra-Homomorphismus

p:u—gl(V), T—o(T), [¢(T) ¢(T)] =T, T)

mit dem Kommutator als Lie-Klammer, der die algebraische Struktur von g erhilt. gl(V)
ist die allgemeine lineare Algebra von V, die Lie-Algebra, welche von allen linearen Abbil-
dungen ® von V +— V gebildet wird.

Die fiir diese Arbeit wichtigste Darstellung ist die adjungierte Darstellung. Diese ist ein
spezieller Homomorphismus

ad:g—gl(s), T;+— adr, adr T = [T}, T]-]

der Lie-Algebra, der jedem Element von g eine lineare Abbildung g — g zuordnet. Die
Eintrdge der Darstellungsmatrix der Generatoren sind die Strukturkonstanten:

[Rad(Ta)]bc = ifabc

Mit dieser Wahl sind die Darstellungsmatrizen hermitesche n x n-Matrizen. Fiir kompakte
Lie-Algebren ist es immer moglich, eine Darstellung zu finden, so daf} die Strukturkon-
stanten f,),. vollstandig antisymmetrisch sind. Die Dimension der Darstellungsmatrix in
der adjungierten Darstellung ist gleich der Dimension der Lie-Algebra. Die adjungierte
Darstellung existiert fiir jede Lie-Algebra.

Der Kern der adjungierten Darstellung ist gleich dem Zentrum 3 der Lie-Algebra. Das
Zentrum enthélt die Elemente der Lie-Algebra, die mit allen anderen Elementen der Lie-
Algebra vertauschen:

Ker(ad) = {T|[T,s] =0} =3

2.1.1 Die Lie-Algebra su(3)

Die su(3) spielt eine wichtige Rolle bei der Beschreibung der starken Wechselwirkung
und wird in dieser Arbeit benétigt. Sie kann durch 3 x 3 hermitesche, spurlose Matrizen
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dargestellt werden. Als Basis werden in der Regel die Gell-Mann-Matrizen

010 0 —i 0 1 0 0 001
31(100) ?\z(i 0 o) Ag(o -1 0) 34(000)
000 0 0 0 0 0 0 100
00 —i 000 00 0 10 0
As=100 0| As=[0 0 1 Ar=10 0 —i 18:%01 0
i 0 0 010 0 i 0 00 —2

verwendet. Als Generatoren der Lie-Algebra werden meist T, = A+/2 definiert, die den
Kommutatorrelationen der Lie-Algebra [T;, T;] = i f,-]-k Ty gentigen. In Tabelle 2.1 sind die
Strukturkonstanten der su(3) aufgefiihrt. Eine ausfiihrliche Diskussion der su(3) findet
sich z. B. in [33].

abc 123 147 156 246 257 345 367 458 678
fat 1 Y2 12 12 12 12 -1/2 V3/2 V3/2

Tabelle 2.1: Die Strukturkonstanten der su(3), die nichtaufgefiihrten Strukturkonstanten ergeben
sich aus der Antisymmetrie von f,;,. (Tabelle aus [41]).

2.2 Lie-Gruppen

Eine Lie-Gruppe G der Dimension 4 ist eine endlichdimensionale, differenzierbare Man-
nigfaltigkeit mit algebraischer Gruppenstruktur, so dafs Inversenbildung und Gruppen-
multiplikation C* sind. Eine Lie-Gruppe heifst kompakt, wenn die zugrundeliegende Man-
nigfaltigkeit kompakt ist. Die Struktur der Mannigfaltigkeit erlaubt es, einen Zusam-
menhang zu Lie-Algebren herzustellen. Dazu identifiziert man den Tangentialraum an
das Einselement e als Lie-Algebra der Gruppe. Man wihlt eine Koordinatenumgebung
U von e und lokale Koordinaten &« = (a1, ...,a4). Das Einselement ist durch die Wahl
g(a = 0) = e ausgezeichnet. Die Gruppenelemente lassen sich in der Nédhe der Identitit
um das Einselement entwickeln:

g(a) = g(0) + iak T + O(a?), Ty = agiio (2.1)
x=0

Die Ty sind die Generatoren der Lie-Algebra, k lduft von eins bis zur Dimension d der
Lie-Algebra.

Eine wichtige Rolle spielt im folgenden das Zentrum Zg einer Gruppe G. Diese Unter-
gruppe enthilt alle Gruppenelemente, die mit allen anderen vertauschen. Fiir abelsche
Gruppen besteht das Zentrum aus der ganzen Gruppe, fiir eine Gruppe mit trivialem
Zentrum enthélt es nur das Einselement.
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2.2.1 Darstellungen

Eine der Hauptanwendungen der Darstellungstheorie von Gruppen ist es, Symmetrien
von Problemen auszunutzen.

Die Darstellung einer Gruppe auf dem linearem Raum V ist ein Homomorphismus
D:G— GL(V), G— D(g).
V ist im folgenden ein n-dimensionaler K-Vektorraum, GL(V) ist als
GL(V) := { A| A bijektive Abbildung in V}

definiert. Die Dimension von V ist die Dimension der Darstellung. Nach Wahl einer Ba-
sis in V kann man GL(V) mit der Matrixgruppe GL(n, K) identifizieren und den D(g)
Darstellungsmatrizen zuordnen. Eine Darstellung heift treu, wenn D injektiv ist, d. h. die
Darstellung erhilt alle Eigenschaften der Gruppe. Der Vektorraum V wird im weiteren
Verlauf auch als Gruppenraum bezeichnet.

Zwei Darstellungen D und D’ einer Gruppe heiflen iguivalent, wenn sie durch eine Uber-
gangsmatrix auseinander hervorgehen, wie dies z. B. bei einem Basiswechsel der Fall ist:

D'(g) = SD(g)s™"
Eine Darstellung ist irreduzibel, wenn V keinen echten Teilraum besitzt, der unter allen

D(g) invariant ist. Im nédchsten Abschnitt wird die adjungierte Darstellung vorgestellt,
die im Laufe dieser Arbeit benotigt wird.

Adjungierte Darstellung

Die adjungierte Darstellung einer Gruppe G ist die Darstellung von G auf der zugehori-
gen Lie-Algebra g. Sie ist als

Ad(g):sr—u Ad(QT=gTg !, ¢€G, Tcy
definiert [98]. Dabei sind die T die Generatoren der Lie-Algebra g von G und wie in
Gleichung (2.1) definiert. Die Dimension der adjungierten Darstellung ist gleich der Di-

mension der Gruppe. Sie ist bis auf Zentrumselemente treu, d. h.

Ad(g1) = Ad(g2) 2 =812 z€ Zg.

2.2.2 Konjugationsklassen

Die Konjugation eines Gruppenelementes a € G mit ¢ € G istals

gag™!
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definiert. Zwei Gruppenelemente, die durch Konjugation ineinander {iberfiihrt werden
konnen, heiflen konjugiert. Die Konjugation ist eine Aquivalenzrelation, d.h. eine symme-
trische, transitive und reflexive Relation. Jede Gruppe ldfit sich damit in disjunkte Konju-
gationsklassen zerlegen. Die Konjugationsklasse eines Elementes a ist als

Ko = {gag™"|g € G}
definiert. Funktionen f : G — C, die auf Konjugationsklassen konstant sind, d. h. fiir die
fla)=f(gag™") VgeG
gilt, heifien Klassenfunktionen. Eine wichtige Klassenfunktion ist die Spur der Darstel-

lungsmatrizen, da Darstellungen bis auf Aquivalenzen durch ihre Spur charakterisiert
sind. Diese Klassenfunktion heifit deshalb auch Charakter:

xp(K,) = xp(a) = tr D(a)
Jede Klassenfunktion f(K,) a8t sich in Charaktere entwickeln, d. h.

f(Kﬂ) = ;‘XD ’ XD(Ka)/

wobei die Summe tiber alle irreduziblen Darstellungen lduft.

2.2.3 Invariantes Integrationsmafs

Dieser Abschnitt fiihrt ein invariantes Integrationsmafs fiir kompakte Lie-Gruppen ein,
er folgt [16, 72, 79]. Ein Existenzbeweis fiir ein solches Integrationsmafs findet sich z. B. in
[16].

Das Mafi muf3 die grundlegenden Eigenschaften eines Integrationsmafses
/dg (af(g) +bh(g)) = a/dgf(g> + b/dgh(g)

/dgf(g)>0 wenn f(g) >0 Vg

erfiillen, wobei f,h beliebige Funktionen auf der Gruppe und 4, b beliebige komplexe
Zahlen sind. Zusitzlich fordert man die Linksinvarianz des Integrationsmafles

/ dg f(g) = / dg f(g'g)

mit ¢’ einem beliebigem, festen Element der Gruppe. Fiir kompakte Lie-Gruppen ist das
Haar-Maf$ sowohl rechts- als auch linksinvariant [25]. Ein Beweis hierfiir findet sich z. B.
in [16]. In [25, S. 377] sind die Haar-MafSe fiir einige wichtige Gruppen aufgefiihrt. Fiir
kompakte Gruppen kann man das MafS so normieren, daf8

/dglzl

gilt. Eine weitere Eigenschaft des Integrationsmafles ist

/dgf(g‘l) = /dgf(g)-

Fiir Gittereichtheorien bedeutet dies, dafd die Richtung der Linkvariable nicht in das In-
tegrationsmaf3 eingeht.
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Abbildung 2.1: zur Definition der Antizentrumselemente (Abbildung aus [101])

2.3 Die Gruppe SU ()

In dieser Arbeit wird als Eichgruppe die SU(N') betrachtet, darunter versteht man die
Gruppe der unitiren N’ x N' Matrizen mit Determinante eins. Es handelt sich um ei-
ne N2 — 1 dimensionale, kompakte Lie-Gruppe. Im folgenden werden einige allgemeine
Eigenschaften der SU(N) vorgestellt sowie die Gruppen SU(2) und SU(3) niher betrach-
tet.

In dieser Arbeit spielt das Zentrum der SU(N') eine wichtige Rolle, welches in diesem
Fall isomorph zur diskreten Gruppe Z , ist, die durch

2€Zy —=z=¢"", ke{1,2,...,N}
gegeben ist. Das Zentrum der SU(/N) ist in der definierenden Darstellung

Zguvy = {7V In}

Fir die SU(3) ist es moglich, Antizentrumselemente zu definieren, die im Laufe der Arbeit
bendtigt werden. Antizentrumselemente sind die Elemente, deren Spur in der komplexen
Ebene der Spur der Zentrumselemente gegentiberliegt (s. Abb. 2.1).

Die Gruppe SU(2)

Die Generatoren der SU(2) sind die unitdren 2 x 2 Pauli-Matrizen

0 1 0 —i 1 0
=) == 0) @m0 )




2.4 Eichtransformationen

Die Gruppe SU(3)

Aus den Gell-Mann-Matrizen — einer Darstellung der Lie-Algebra su(3) (vgl. Abschnitt
2.1.1) — erhilt man die definierende oder 3-Darstellung der SU(3), siehe z.B. [69, S. 114].
Diese Darstellung wird in der Quantenchromodynamik benétigt.

2.4 Eichtransformationen

Das Konzept der Eichtransformation und daraus abgeleitete Eichtheorien sind ein méch-
tiges Werkzeug in der theoretischen Physik und spielen eine wichtige Rolle in dieser
Arbeit. Dieser Abschnitt folgt [77] und der Einleitung von [80].

Eichtransformationen sind orts- und zeitabhidngige Transformationen mit Elementen der
Eichgruppe — in der Regel eine kompakte Lie-Gruppe — welche die beobachtbaren Grofien
wie z. B. Feldstarken nicht &ndern. Wenn die Eichgruppe nichtabelsch ist, spricht man
von nichtabelschen Eichtheorien oder Yang-Mills-Theorien nach C.N. Yang und R. L. Mills,
die als erste solche Theorien betrachtet haben [104]. Eine ausfiihrliche differentialgeome-
trische Behandlung von Eichtheorien findet sich z. B. in [77].

Der Begriff Eichtransformation ist eigentlich eine ungliickliche Fehlbezeichnung. H. Weyl
meinte damit urspriinglich eine Skalentransformation der Metrik g, — e*¥) g, mit
reellen Funktionen A(x), also eine Transformation, bei der Koordinaten im alten Sinn des
Wortes ,,geeicht” wurden.

Eichtransformationen lassen sich in Homotopiedquivalenzklassen! von Abbildungen der

Raumzeit in die Eichgruppe einteilen, die durch eine natiirliche Zahl n — die Windungs-
zahl — unterschieden werden. Die Eichtransformationen mit n = 0 sind homotop zur Ein-
heit und werden kleine Eichtransformationen genannt. Eichtransformationen mit n # 0
heifen grofie Eichtransformationen. Ein Ubersichtsartikel zu diesem Thema ist [46]. Grofie
Eichtransformationen werden im Laufe dieser Arbeit benotigt.

Das Verhalten der in dieser Arbeit verwendeten Operatoren unter Eichtransformationen
wird spéter ausfiihrlich behandelt (s. Abschnitt 3.3).

2.5 Clifford-Algebren

Clifford-Algebren stellen die mathematische Grundlage dar, um Fermionen beschreiben
zu konnen. Eine ausfiihrliche Diskussion von Clifford-Algebren findet sich z.B. in [15],
dieser Abschnitt gibt nur die fiir diese Arbeit relevanten Aspekte wieder und folgt [18]
und [97].

Im folgenden werden die Clifford-Algebren des Minkowskiraums und des euklidischen

IFiir eine Definition von Homotopiedquivalenzklassen siehe z. B. [63].
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Raums benétigt. Diese sind durch

26,, Euklid

{')’;4/'71/} =TVt 1= { 21 Minkowski

gegeben. Fiir einen d-dimensionalen Minkowskiraum bzw. euklidischen Raum ist die
Dimension der Clifford-Algebra 2.2/, Eine Darstellung der Clifford-Algebra ist durch
Tensorprodukte der Paulimatrizen gegeben.

Um einen konjugierten Spinor definieren zu konnen, benétigt man die unitdre Matrix
A = T[1v', wobei das Produkt tiber alle ,zeitartigen” y-Matrizen lauft. Die Matrix .4 hat
die Eigenschaft

Ay AT = ()T M) (2.2)
Die Dirac-Konjugation eines Spinors in einer flachen Raumzeit ist als
p=y'A

definiert. Nach Gleichung (2.2) sind die euklidischen y-Matrizen hermitesch.

2.6 Grassmann-Algebra

Fermionen werden durch antikommutierende Grassmann-Variablen beschrieben. Einen
Uberblick iiber Grassmann-Variablen bieten [60, 66].

Grassmann-Variablen quadrieren zu null, wodurch dem Pauli-Prinzip Rechnung getra-
gen wird. Erzeugt wird eine n-dimensionale Grassmann-Algebra durch n antikommutie-
rende Generatoren 71, . .., 17, mit {7;,7;} = 0. Jede Funktion in Grassmann-Variablen hat
die endliche Reihenentwicklung

o) = o+ Y 1 (i) +Y_ 2 i, )iy + ...
i i<j
mit total antisymmetrischen ¢ (i1, . . ., k).

Ableitungen sind tiber

I I
an; Nifk = Tk = ; MMi
definiert. Ableitungen von Funktionen gewinnt man mit Hilfe dieser Regel, indem man
die obige Ableitungsvorschrift auf die Reihenentwicklung anwendet. Die Antikommuta-
tivitat fithrt dazu, dafd zweite Ableitungen nach dem gleichen Argument verschwinden.
Dies hat zur Folge, daf$ die Differentiation nicht invertierbar ist [66]. Eine Integration fiir
Grassmann-Variablen muf deshalb definiert werden, indem man ihre Eigenschaften axio-
matisch fordert. Daraus ergeben sich die folgenden Regeln:

/dﬂi =0, /d;yl- 7i=1 und {d;yi,diyj} =0

10



2.6 Grassmann-Algebra

Das Integral ist unter Translation mit einem Element der Grassmann-Algebra invariant.

Bei der Berechnung von Mehrfachintegralen mufs die Integrationsvariable zuerst bis zum
jeweiligen Differential im Integrationsmafl kommutiert werden, danach kénnen die obi-
gen Regeln angewendet werden.

Bei linearen Transformationen 7’ = Ay tritt die Jakobi-Determinante im Nenner anstatt
wie bei gewohnlichen kommutierenden Zahlen im Zahler auf.

Komplexe Grassmann-Variablen

Eine komplexe Grassmann-Algebra der Dimension N ist eine reelle Grassmann-Algebra
tiber dem Korper der komplexen Zahlen mit

nm= 2 Nr i)
Fiir komplexe Grassmann-Variablen 7, § und ¢ € C gelten die Regeln
") =n (08)" =600 () =cy™
Im weiteren Verlauf werden gaufische Integrale der Form
Z ~ /d;ﬁdiyl ..dnidy, exp(—ytMy) = det(M)

mit einer antisymmetrischen n x n-Matrix M benétigt. Dieses Ergebnis erhélt man durch
Entwickeln der Exponentialfunktion in eine Reihe und anschliefSende gliedweise Integra-
tion.

Grassmann-Felder

In einer Feldtheorie wie der Quantenchromodynamik werden Fermionen durch Grass-
mann-Felder beschrieben. Diese Felder treten auf, wenn die Anzahl der Generatoren der
Grassmann-Algebra gegen unendlich geht. Sie erfiillen die Kommutatorrelationen

{p(0), v} =), ¥)} = {p(), vy)} =0

Fiir die Definition fermionischer Pfadintegrale werden aufierdem die folgenden Eigen-
schaften benétigt:

(Sfmw(y)¢(z):¢(y)5(z_x), [ave) =0, [aypp(x) =1

11
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3 Feldtheoretische Grundlagen

Begriffe ohne Anschauung sind leer,
Anschauung ohne Begriffe ist blind.

Imanuel Kant

Dieses Kapitel widmet sich der Feldtheorie und stellt die Konzepte und Begriffe bereit,
die im weiteren Verlauf der Arbeit benttigt werden. Die Feldtheorie ist eine Erweiterung
des Lagrange-Formalismus der klassischen Mechanik. Krifte, Materie und Wechselwir-
kungen werden in dieser Theorie durch Felder beschrieben, also dadurch, dafs jedem
Raumpunkt bestimmte Eigenschaften zugeschrieben werden. Die bekanntesten klassi-
schen Feldtheorien, welche quantenmechanische Effekte vernachlédssigen, sind die Elek-
trodynamik und die allgemeine Relativitdtstheorie. Die Quantenfeldtheorie ist eine Ver-
einigung von Quantenmechanik und spezieller Relativitdtstheorie und eine der erfolg-
reichsten Theorien in der Physik.

In dieser Arbeit werden natiirliche Einheiten verwendet, d. h. es wird
h=c=1

gesetzt. Die sich daraus ergebenden Einheiten der tibrigen physikalischen Grofien sind
im Anhang A.2 aufgefiihrt.

3.1 Pfadintegrale

Pfadintegrale sind in der modernen Quantenfeldtheorie ein unverzichtbares Werkzeug
geworden und bieten einen eleganten Ausgangspunkt der storungstheoretischen Be-
handlung quantenfeldtheoretischer Probleme. Dieser Abschnitt folgt, soweit nicht anders
angegeben, den Quellen [23, 60, 99, 100].

Dirac suchte 1933 nach einer Formulierung der Quantenmechanik, bei der die Wirkung
S eine dhnliche Rolle spielt wie in der klassischen Mechanik. Fiir freie Teilchen und Teil-
chen, deren Mittelwert den klassischen Bewegungsgleichungen gentigen, ist der Propa-
gator vom Ort g nach ¢’ tatséchlich durch

<){6/(t/ q// q) o eiS[le}

gegeben. 1948 fand Feynman auch fiir nichtlineare Systeme einen solchen Zusammen-
hang, indem er in der Wirkung alle Wege von g nach ¢4’ zulieS und nicht nur die Losungen
der klassischen Bewegungsgleichung. Er konnte zeigen, dafs seine Formulierung dquiva-
lent zur Formulierung Heisenbergs und Schrodingers ist [23].

13
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Feynman legte seiner Ableitung der Quantenmechanik zwei Postulate zu Grunde [23]:

1. Wenn eine ideale Messung durchgefiihrt wird, um zu bestimmen, ob der Weg eines
Teilchens in einem bestimmten Raumzeitgebiet liegt, dann ist die Wahrscheinlich-
keit dafiir, daf3 das Ergebnis positiv ist, durch das absolute Quadrat einer Summe
komplexer Beitrdge von jedem Weg in diesem Gebiet gegeben.

2. Der Betrag dieser Beitrédge ist fiir jeden Weg gleich, aber ihre Phase ist das Zeitinte-
gral der Lagrangefunktion .Z tiber diesen Weg in Einheiten von 7.

Das Raumzeitgebiet R wird so gewihlt, da8 zu jedem Weg g(t) ein endliches Zeitinter-
vall gehort, welches in endliche viele Intervalle der Lange ¢ = t;;1 — f; unterteilt wird.
Fiir die Ortsvariablen gilt die Bezeichnungskonvention g(t;) = gi. Das Pfadintegral ist
durch

$(R) =limC / exp [i ZS[qu,qk]] o A gy .. (31)
R k

definiert, C ist dabei ein Normierungsfaktor. Die Integration lauft tiber alle Werte von
qi,---,qk, - - - die in der Region R liegen. Die Wirkung

tet1

Sl ad = [ 2((0), ()t
t
gibt wegen der starken Oszillation des Integranden nur in der Nahe der klassischen Wir-
kung wesentliche Beitrdge, da diese den Exponenten minimiert — dies ist das Prinzip der
stationdren Phase (siehe z.B. [90]). Anschaulich gesprochen ,testet” ein Teilchen auch
Wege vom Anfangs- in den Endzustand aus, die keine Losung der klassischen Bewe-
gungsgleichungen sind.

Fiihrt man ein formales Integrationsmafs Dgq , iiber alle Wege” ein, das tiber den Grenz-
prozefs in Gleichung (3.1) bestimmt ist, kann man das Pfadintegral formal als

P(R) =C | Dgell
/

schreiben. Allerdings exisitiert das unendliche Produkt von Lebesgue-MafSen nicht, des-
halb hat Dg keine prazise mathematische Bedeutung. Setzt man aber das Pfadintegral
zu imagindren Zeiten fort, 1aft sich als strenges Maf3 das Wiener-Maf konstruieren. In
diesem Fall spricht man vom euklidischen Pfadintegral.

Die anschauliche Bedeutung eines Pfadintegrals ist eine ,Summe iiber alle Wege”, ge-
wichtet mit einer Phase, die von der zugehorigen Wirkung abhéangt. Die Pfadintegralme-
thode gestattet eine einheitliche Beschreibung von Quantenmechanik, Quantenfeldtheo-
rie und statistischer Mechanik.

Mit Hilfe eines Integralkerns 143t sich Gleichung (3.1) als

w(t,q’)z/%”(t,q’,q)w(to/q)dq mit . (q,q,t) =C / D'l

14



3.1 Pfadintegrale

schreiben. Dabei ist % (t,q’, q) der Propagator, der die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir
den Ubergang des System vom Zustand g in den Zustand 4’ angibt, C ist wieder eine
Normierungskonstante.

Mit Pfadintegralen lassen sich quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir
Uberginge als Integrale iiber klassische Felder ausdriicken.

3.1.1 Erwartungswerte

Der Erwartungswert eines Operators ¢ im Pfadintegralformalismus im Minkowski-
Raum ist

() = P10 exp(iSla])
J Paexp(iSlq])
Fiir euklidische Pfadintegrale nach Fortsetzung zu imaginéren Zeiten ist er
_ [ Dq0(q) exp(=Sq))
(O)e = :
J Daexp(=Se(q))

3.1.2 Zusammenhang zur statistischen Mechanik

Der Pfadintegralformalismus liefert einen direkten Zusammenhang zwischen statisti-
scher Mechanik und Quantenmechanik, denn die Zustandssumme der Quantenstatistik
kann als Pfadintegral mit imaginérer Zeit aufgefafst werden. Identifiziert man die inverse
Temperatur mit der euklidischen Zeit T = 71, ist die Zustandssumme der kanonischen
Verteilung gerade ein euklidisches Pfadintegral

Z(B) =tre Pl =C 7{ Dge5Eldl,
q(0)=4(p)

d.h. es wird tiber alle periodischen Wege integriert — die euklidische Raumzeit der Quan-
tenstatistik ist ein Zylinder S! x RY-1. Dieser Zusammenhang wird z. B. ausgenutzt, um
Quantenfeldtheorien bei endlicher Temperatur auf einem Gitter mit periodischen Rand-
bedingungen zu simulieren.

In dieser Arbeit wird, wenn nicht anders gekennzeichnet, immer eine euklidische Theorie
betrachtet.

3.1.3 Fermionisches Pfadintegral

Um Pfadintegrale fiir Fermionen zu definieren, mufs man das Pauli-Prinzip berticksich-
tigen, dies geschieht durch die Verwendung von Grassmann-Variablen (s. Abschnitt 2.6)
fiir die Fermionenfelder i und . Das fermionische erzeugende Funktional im Minkow-
skiraum lautet

2y = 27" [ DFDpexp | [ ' (£ + 7000900 +FI() |,
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dabei sind 7 und 77 grassmannwertige Felder. Die Lagrangefunktion ist durch
L = p(iyud" —m)yp

gegeben und

20 = /D@ng exp [i / d4x$}
ist die Normierungskonstante. Nach Ausintegration der Fermionenfelder erhilt man
2 =25" det(—ia)e T mit . (x,y) = — (i7" + m)é*(x —y).

Der Feynman-Propagator fiir Fermionen und damit der Propagator der Dirac-Gleichung
ist durch Sp = .# ! gegeben. Er bewegt Losungen mit positiver Energie vorwirts und
Losungen mit negativer Energie riickwarts in der Zeit. Der Propagator der Bewegungs-
gleichung ist — bis auf eine Phase — die Zweipunktsfunktion.

Die Ableitungen, die hier nicht ausgefiihrt wurden, sind in [60] zu finden.

3.2 Greenfunktionen

Greenfunktionen hiangen mit Ubergangsraten fiir Streuzustdnde mit m einlaufenden und
n auslaufenden Zustdnden zusammen. Diese Ubergangsraten werden durch Korrelations-
funktionen bestimmt!, d. h. durch die Vakuumerwartungswerte

G(xXy, .., X, x1, .., xm) = (0|.T[d(x}) ... p(x),)P(x1) ... p(xm)]]0)

der zeitgeordneten Feldoperatoren ¢, dabei steht .7 fiir den Zeitordnungsoperator. Das
Vakuum ist das der vollen, wechselwirkenden Theorie. Diese Erwartungswerte lassen
sich mit Hilfe von Pfadintegralen nach der Vorschrift

) = fD(P(P(xl)...q)(xn)eiS[(P}

G(x1,..., %, Dy 5]

berechnen. Oft werden diese Korrelationsfunktionen auch als Greenfunktionen oder n-
Punkt-Funktionen bezeichnet. Sie sind — bis auf eine Phase von 7 — Propagatoren. Mit
Hilfe von Feynmandiagrammen kann man sich Greenfunktionen graphisch veranschauli-
chen. Mathematisch versteht man unter einer Greenfunktion die Losung einer Differenti-
algleichung zu einer §-formigen Inhomogenitit.

Die fermionische Greenfunktion hat die Form

G(x1, X2, %om) = (T [q}(xn) ()P (a2n) - - @(xnﬂ)b.

Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung und die Ableitung der angefiihrten Formeln sei auf
[60] verwiesen.

ldies ist das sogenannte Reduktionstheorem
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3.3 Nichtabelsche Eichtheorien

3.2.1 Regularisierung und Renormierung

Die Berechnung von Greenfunktionen fithrt im allgemeinen auf divergente Ausdriicke;
um ihnen einen Sinn zu geben, mufs den Integralen zuerst ein endlicher Wert gegeben
werden, dies nennt man regularisieren. Ubliche Regularisierungsmethoden sind z.B. die
Einfithrung eines Abschneidewertes (,,cutoff”) oder eine Abweichung von vier Dimen-
sionen. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Regularisierung ist die Einfithrung eines Raumzeit-
gitters und eines damit verbundenen Abschneideimpulses (,momentum cutoff”).

Der bei der Regularisierung eingefiihrte Regularisierungsparameter mufs am Ende der
Rechnung durch Renormierung entfernt werden. Es gibt verschiedene Renormierungs-
schemata, die aber physikalisch dquivalente Aussagen liefern miissen.

3.3 Nichtabelsche Eichtheorien

Dieser Abschnitt folgt [59, 67, 77], insbesondere [59] enthilt eine ausfiihrliche Einfithrung
in nichtabelsche Eichtheorien, welche eine wichtige Rolle in der Physik spielen. Beispiele
sind die elektroschwache Kraft mit der Eichgruppe SU(2) x U(1) und die starke Kern-
kraft mit der Eichgruppe SU(3).

Bei der Ableitung einer Eichtheorie stellt man die Eichinvarianz — die Wirkung darf sich
nicht &ndern, wenn man eine lokale Eichtransformation durchfiihrt (vgl. Abschnitt 2.4) —
an den Anfang und erhélt daraus die Form der Lagrangefunktion, deren Eigenschaften
durch die Wahl der Eichgruppe festgelegt wird.

3.3.1 Paralleltransporter

Es werden im folgenden die unitidren Eichgruppen SU(N) betrachtet, weil diese Grup-
pen fiir diese Arbeit relevant sind. Die Konventionen fiir die Eichtransformationen folgen
[59].

Um die fiir eine Eichtheorie benétigten Grofsen abzuleiten, fordert man, dafs sich die
Wirkung unter Eichtransformation der Felder

p(x) = Yp(x) = Q' @Dp(x), ¥ (y) = ) =)' Q)

mit dem Gruppenelement () aus der Eichgruppe nicht d&ndert. Die partielle Ableitung lie-
fert in diesem Fall keinen sinnvollen Ableitungsbegriff, da die Eichtransformation ortsab-
héngig ist. Sie vergleicht Felder an unterschiedlichen Orten, die unterschiedlichen Trans-
formationen unterworfen wurden:

9up(x) = lim  [i(x + ee,) — Y(x)]

Benotigt wird ein Operator U (y, x), der die Eichtransformation kompensiert, d. h. dessen
Transformationsverhalten durch

Uy, x) = Q" y) U(y, x) Q(x)
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3 Feldtheoretische Grundlagen

gegeben ist. Dieser Operator ist ein Paralleltransporter. Er hat das gleiche Transformations-
verhalten wie ein Quark-Antiquark-Paar.

Differentialgeometrisch wird der Paralleltransporter folgendermafien definiert: Einer
Kurve %, mit gegebener Parametrisierung, die die Raumzeitpunkte x und y verbindet,
wird eine SU(N')-Matrix durch

U(Cyx) - Ve — Vy
zugeordnet. Ein Paralleltransporter hat die folgenden Bedingungen zu erfiillen:
UD) =1, UG 0C)=UG)UE), U-FC)=UE)"

Der paralleltransportierte Vektor ist als (%) ¢(x) € V, definiert. Der explizite Aus-
druck fir U (%) entlang des Weges €, ist

U(%y) = Pexp | igo / dz'90,(2) |, (3.2)
on

dabei ist & der Pfadordnungsoperator?. Der Paralleltransporter ist ein Element der
SU(N), A, ein matrixwertiges Feld mit Eintrigen aus der zugehorigen Lie-Algebra, p
ein Lorentz-Index.

Die Losung der Differentialgleichung

U x)) = (150, (+(6) ) - U(x(s) v

liefert eine dquivalente Definition des Paralleltransporters.

Mit Hilfe des Paralleltransporters ldf3t sich in Analogie zur allgemeinen Relativitdtstheo-
rie die kovariante Ableitung

Dy = Pir&% [(x +eey) — U (x 4 eey, x)p(x)]

als sinnvolle Ableitung definieren.

Infinitesimale Beschreibung der kovarianten Ableitung

Fiir eine infinitesimale Form der kovarianten Ableitung wird der Paralleltransporter in
der Verschiebung ¢ - n*e, der beiden Felder entwickelt:

U(x +eey, x) = 1+igoel, T, + O(e?)

%Fiir die Pfadordnung wird der Integrationsweg in 7 infinitesimale Segmente unterteilt mit xo, ..., x, als
Stiitzpunkte und xp = x, x, = y. Aufierdem definiert man dx; = x; — x;_1. Auf jedem dieser Segmen-
te kann der Exponentialausdruck ndherungsweise durch die erste Ordnung in der Taylorentwicklung
ausgewertet werden. Der pfadgeordnete Ausdruck ist damit definiert als

n—1
() = Jim, TT[+igu () )
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3.4 Quantenchromodynamik

Dabei tritt als Vorfaktor der Generatoren T, das Vektorpotential 2 auf. Die kovariante
Ableitung ist damit

Um einen eichinvarianten Term zu erhalten, der nur vom Eichpotential Qlﬁ abhangt, bil-
det man die Feldstiarke wa aus dem Kommutator der kovarianten Ableitung (s. auch
Anhang A.1):

—ig0§%, Ta = [Dy, D]
= §0,T0 = 0, AT, — 0,25 T, + gofic” As AT,

In dieser Arbeit wird die kovariante Ableitung in Zusammenhang mit dem Dirac-

Operator
D =9"D,

benoétigt. Damit die Wirkung eichinvariant bleibt, muff der Dirac-Operator kovariant
transformieren:

0n =00

Fiir das Eichfeld ergibt sich daraus das Transformationsverhalten

0

3.4 Quantenchromodynamik

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber die Quantenchromodynamik (QCD).
Er folgt im wesentlichen [34, 41, 93]. Eine gute Einfithrung in die QCD ist aufSerdem [62].
Ein Uberblick insbesondere zur asymptotischen Freiheit findet sich in den Nobelpreisre-
den von Gross [36] und Wilcek [95] sowie ihrer Originalveroffentlichung [35] und der
Veroffentlichung von Politzer [68].

1964 postulierten Gell-Mann [30] und Zweig [106] das Quarkmodell, nach dem alle be-
kannten Teilchen als Anregungen von Subpartikeln — den Quarks® — aufgefait werden. Sie
hatten beobachtet, daf sich der , Elementarteilchenzoo” durch Multipletts der SU(3) klas-
sifizieren 1af3t. Sie postulierten, dafd es drei Quarks — unterschieden durch ihre Flavour —
gibt, welche die 3-Darstellung dieser Flavour-SU(3) bilden, sowie Antiquarks, welche die
3-Darstellung der SU(3) bilden. In den 1970er Jahren wurde die Existenz von weiteren
Quarks entdeckt, zusatzlich zu den drei ,leichten” Quarks up, down und strange gibt es
noch die ,schweren” Quarks charmed, bottom und top. Bei der Flavour—SU(3)—Symmetrie
handelt es sich um eine zufillige Symmetrie, die dadurch zustande kommt, dafs die zu-
erst bekannten Quarks mit den Flavours up, down und strange im Vergleich zur Skala der
starken Wechselwirkung verhiltnisméfsig leicht sind. Eine ausfiihrliche Auflistung aller
bekannten Teilchen und ihrer Eigenschaften ist in [105] zu finden.

Snach dem Satz , Three Quarks for Muster Mark” aus Finnegan’s Wake von James Joyce
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3 Feldtheoretische Grundlagen

Die Dynamik der Quarks — und damit die starke Wechselwirkung — wird aber nicht
durch die Flavours bestimmt, sondern durch eine weitere Eigenschaft, die Farbe ge-
nannt wird. Die Austauschteilchen der Quark-Quark-Wechselwirkung — die Gluonen —
koppeln an die Farbladung und sind , Flavour-blind”, d.h. sie wechselwirken mit al-
len Quark-Arten. Um die Quark-Quark-Wechselwirkung zu beschreiben, wird heutzu-
tage eine SU(3)-Eichtheorie verwendet, welche die Farbe als Freiheitsgrad besitzt. Diese
Theorie wird als Quantenchromodynamik bezeichnet. Sie ist die Theorie der starken Wech-
selwirkung und beschreibt den Aufbau und die Wechselwirkungen in Atomkernen. Es
gibt drei Farbladungszustande rot, griin und blau. Diese drei Farbzustdnde werden als
Darstellung einer SU(3)-Farbgruppe aufgefafit.

Der endgiiltige Durchbruch — die Anerkennung der QCD als die korrekte Theorie der
starken Wechselwirkung — kam im Jahr 1973, als Gross, Wilczek und Politzer entdeckten,
dafs nichtabelsche Eichtheorien eine Eigenschaft aufweisen, die als asymptotische Frei-
heit bezeichnet wird. Darunter versteht man, dafs die effektive Quark-Gluon- und Gluon-
Gluon-Kopplung bei kleinen Abstdnden schwicher wird, sie aber zunimmt, wenn die
Teilchen auseinandergebracht werden. Dies ist eine Konsequenz der Selbstwechselwir-
kung der Gluonen, die selbst eine Farbladung tragen. Die asymptotische Freiheit liefert
den theoretischen Rahmen, um die experimentellen Ergebnisse, daf$ sich Quarks nicht
isoliert beobachten lassen — was auf eine sehr stark bindende Kraft hinweist und als Con-
finement bezeichnet wird —, sich aber bei kleinen Abstinden nahezu wie freie Teilchen
verhalten, zu verstehen. Da Confinement eine zentrale Rolle in dieser Arbeit spielt, wird
dieses Phanomen im nichsten Abschnitt noch einmal ausfiihrlich betrachtet.

Die Lagrange-Funktion der QCD ist
= —isﬂf“glﬁv - ;@w (ay — igoAnT, + mn> Yy = Lo+ ZLu
mit einem reinen Gluonenanteil
o = 5
und einem Materieanteil

Lu=-=Y P, " <8H — igoRAy To + mn> .

31" ist der zugehorige Feldstarketensor (fiir die Definition sieche Anhang A.1), gy die
Kopplungskonstante und die T, sind die Generatoren der SU(3)-Farbgruppe in der fun-
damentalen Darstellung mit der Normierung tr(7,T;) = Ja/2, n steht fiir die Flavourin-
dizes.

3.5 Confinement

Das Konzept des Confinement wird von dem experimentellen Befund erzwungen, dafs
freie Quarks noch nie beobachtet wurden. Dieses Konzept ist mittlerweile anerkannt, al-
lerdings fehlt bis heute eine Erkldrung dieses Phdanomens und insbesondere des zugrun-
deliegenden physikalischen Mechanismus. Es gibt viele Vorschlige, ein Uberblick iiber
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3.6 Quantenchromodynamik auf dem Torus

die prominentesten diskutierten Mechanismen, dafd Confinement durch Zentrumswirbel
oder durch abelsche Monopole hervorgerufen wird, findet sich in [32]. Ein Review {iber
Theorien zum Quarkconfinement ist der Artikel von M. Bander [6]. Ein Riickblick auf die
Entdeckungen, die zum heutigen Verstandnis von Confinement gefiihrt haben, gibt der
Vortrag von G. 't Hooft [87].

In dieser Arbeit wird die folgende Definition von Confinement verwendet [32]: Im Grenz-
fall unendlicher Quarkmassen geht die Arbeit, die benotigt wird, um ein Quark-Antiquark-Paar,
das sich im Abstand L befindet, in freie Quarks aufzuspalten, asymptotisch gegen oL, wobei o
eine Konstante ist.

Insbesondere bedeutet Confinement, dafs das Potential eines statischen Quarks fiir grofse
Abstinde L das asymptotische Verhalten V(L) ~ oL zeigt und die freie Energie eines
isolierten Quarks unendlich ist.

Die obige Definition ist allerdings nur in reinen Eichtheorien sinnvoll, die keine dyna-
mischen Objekte enthalten, welche zu einem Aufbrechen des Quark-Antiquark-Paares
fithren kénnen.

3.6 Quantenchromodynamik auf dem Torus

Um die Frage des Confinements in Eichtheorien zu untersuchen, hat G. 't Hooft vor-
geschlagen, QCD auf einem Torus zu betrachten [85, 86]. Eine differentialgeometrische
Formulierung mit Hilfe von Faserbiindeln wurde von P. van Baal in [88, 89] vorgestellt.
Der folgende Abschnitt folgt dem Ubersichtsartikel von A. Gonzalez-Arroyo [31].

3.6.1 Notation

Es wird ein d-dimensionaler Torus T? der Lange L, in p-Richtung mit y = 0,...,d —1
betrachtet. Die Koordinaten erfiillen die Bedingung

0§xV<Ly.

AuBerdem wird das Symbol ji = (0, ..., Ly, ..., 0) fiir eine Verschiebung um eine Torus-
linge in y-Richtung eingefiihrt. Das Eichfeld 2/, lebt in der adjungierten Darstellung der
SU(N). Unter Eichtransformationen dndert es sich zu (vgl. Abschnitt 3.3.1)

91, = [(x)]2, = O (x)2,0(x) - giOQ+(x)8yQ(x).

3.6.2 Ubergangsbedingungen

Auf dem Torus sind Punkte, die um ganzzahlige Torusldngen verschoben sind dquiva-
lent, insbesondere miissen alle eichinvarianten GrofSen periodisch sein. Das bedeutet,
dafl auch die Eichfelder, die um eine Torusldnge verschoben sind, physikalisch 4quiva-
lent sein miissen, d. h. sie miissen bis auf eine Eichtransformation tibereinstimmen. Sie
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3 Feldtheoretische Grundlagen

Qy(x + pey)
O+, xH)e > o (X0+8,x1+1)
Qo(x) A A Qo(x+Ley)
00, x1) & > o O, xt+L)
Q1(X)

Abbildung 3.1: Illustration zur Konsistenz der Ubergangsbedingungen am zweidimensionalen
Torus

gehorchen deshalb der Randbedingung
Qly(x +7) = [uv{x)]mu (x),

wobei U, (x) Elemente der SU(N) sind, die nur von den Koordinaten x, mit p # v ab-
hiangen. Die U, (x) heilen Twistmatrizen.

Einen physikalisch dquivalenten Punkt kann man auf verschiedenen Wegen erreichen, in
Abbildung 3.1 ist dies fiir einen zweidimensionalen Torus dargestellt. Damit die Uber-
gangsbedingungen konsistent sind, mufi man

Uy (x4 0+ ) = [Uy (3 + P)Up ()]0 (x) = [Lp(x + 0) Uy (2)]2u ()
verlangen und damit die Bedingung
Uy (x +0) Uy (x) = zpp Uy (x 4 0) Up(x)

fordern, da die adjungierte Darstellung nur bis auf Zentrumselemente z,, treu ist. Die z,,
konnen als
27t
Zpy = eXP(WUpv) “Lsyn

mit dem Twisttensor 17,y € Z ) geschrieben werden. Dieser Tensor ist antisymmetrisch
und seine Eintrdge sind ganze Zahlen. Differentialgeometrisch definiert dies eine Kozy-
kel-Bedingung [88, 89].

Randbedingungen mit zy, # Lgy(n) werden im folgenden getwistet genannt, Randbedin-
gungen mit zp, = Lgy() heiffen ungetwistet.

Unter Eichtransformationen verhalten sich die Twistmatrizen wie
Uu(x) — Q;l(x) =Qx+ ﬁ)up,(x)QJr(x),

d.h. durch eine Eichtransformation wird der Twisttensor 7, nicht geédndert. Das bedeu-
tet, dafs Randbedingungen mit verschiedenen Twistmatrizen nicht eichdquivalent sind.

22



3.7 Eichinvariante Objekte der Gluonentheorie

3.6.3 Realisierung von getwisteten Randbedingungen

In dieser Arbeit werden getwistete Randbedingungen dadurch realisiert, dafs das Eich-
feld abgedndert wird, die periodischen Randbedingungen aber beibehalten werden. An-
statt mit einer Eichfeldkonfiguration und A eichindquivalenten Randbedingungen wird
mit einer Randbedingung und N eichindquivalenten Eichkonfigurationen gearbeitet. Die
Observablen, die in dieser Arbeit von Interesse sind, insbesondere der Polyakov-Loop,
reagieren darauf genauso, als ob die Randbedingungen getwistet wurden. Die Eichfel-
der werden als getwistete Eichfelder bezeichnet, die zugehorigen Operatoren als getwistete
Operatoren.

Im néchsten Abschnitt werden Ordnungsparameter fiir den Phaseniibergang zwischen
der Confined- und der Deconfined-Phase vorgestellt.

3.7 Eichinvariante Objekte der Gluonentheorie

Betrachtet man den Limes fiir unendlich schwere Quarks, d.h. den reinen Eichsektor,
sind die Eichfelder — die Gluonen — die einzig moglichen dynamischen Variablen. Man
spricht in diesem Fall auch von einer Gluonentheorie. Ein Uberblick iiber dieses Thema
findet sich in den Biichern von Creutz [16], Lenz, GrieShammer und Stoll [54] sowie von
Rothe [72].

3.7.1 Wilson-Loops und das Flichengesetz

Der Wilson-Loop ist ein Paralleltransporter entlang eines geschlossenen Weges €. Die
Eichinvarianz wird durch Bildung der Spur gewéhrleistet. Der Wilson-Loop ist damit

als
W(E) = tr [9 exp (igoy{dxyﬂy)
4

definiert, wobei 2, das Eichfeld bezeichnet und gy die Kopplungskonstante. In dieser
Arbeit bezeichnet der Begriff Wilson-Loop nur Loops mit Windungszahl* null, d. h. kon-
trahierbare Loops.

Das Flachengesetz und die Stringspannung

Wilson schlug 1974 das Flichengesetz als Kriterium fiir Confinement vor [96]. Die Argu-
mentation wird im folgendenen kurz skizziert, fiir einen ausfiihrlicheren Uberblick siehe
z.B. [16, 72].

4Windungszahl bedeutet in diesem Zusammenhang die Anzahl Windungen um die zylinderférmige Raum-
zeit
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3 Feldtheoretische Grundlagen

Fiir einen rechteckigen Loop der Grofse R x T mit R der Ausdehnung in raumlicher Rich-
tung und T der Ausdehnung in euklidischer Zeitrichtung ergibt sich

T—o0

W(R,T) ~ exp(—&(R)T),

wobei &(R) die Energie eines statischen Quark-Antiquark-Paares im Abstand R ist. In

R—o0

der Confined-Phase wéchst diese Energie linear mit dem Abstand, d.h. £(R) — oR.
Damit ergibt sich fiir die rechteckigen Wilson-Loops

W(€) ~ exp(—0RT) = exp(—cA(€)).

Der Proportionalitatsfaktor ¢ ist die Stringspannung. Das Flachengesetz gilt unter be-
stimmten Bedingungen auch fiir beliebig geformte Loops, A(%) ist in diesem Fall die
minimale Oberfldche, die von ¢ eingeschlossen wird.

Ohne Confinement wird die Energie eines Quarkpaares bei Seperation nicht unendlich
und der Erwartungswert des Wilson-Loops féllt exponentiell mit dem Umfang des Loops
ab, d.h.

W(E) ~ exp(=kp(?)),

wobei p(%) der Umfang des Weges ¢ und k die Selbstenergie in den Eichfeldern um
eine isolierte Quark-Quelle ist. Auch mit Confinement gibt es ein Verhalten, das dem
Umfangsgesetz gehorcht, aber das Flachengesetz tiberwiegt. Dementsprechend ist die
Stringspannung ¢ ein Ordnungsparameter fiir Confinement, denn es gilt

0 =0 Deconfinement
o #0 Confinement.

Das Flachengesetz als Kriterium fiir Confinement versagt, sobald dynamische Quarks
eingefiihrt werden, da dann Abschirmeffekte auftreten.

3.7.2 Polyakov-Loops
Die zweite eichinvariante Grofse der Gluonentheorie ist der Polyakov-Loop, dieser windet

sich in Zeitrichtung um die zylinderférmige Raumzeit. Seine Eichinvarianz wird durch
Spurbildung und periodische Randbedingungen gesichert.

Die Definition der Polyakov-Loop-Variable ist

B
P(x) = Pexp (igo/i)ld(w,t) dt) ,
0

wobei 2; das Eichfeld in zeitlicher Richtung ist. Die gespurte Polyakov-Loop-Variable, bzw.
im folgenden kurz Polyakov-Loop genannt, ist als

B
L(x) =tr |:,@exp (igo/dtﬁd(x,t))]
0
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3.7 Eichinvariante Objekte der Gluonentheorie

definiert. Diese Definition unterscheidet sich von der Definition in [57] durch einen Fak-
tor, der von der verwendeten Eichgruppe abhéangt.

Der Erwartungswert des Polyakov-Loops liefert die Verteilungsfunktion des Gluonenfel-
des in Anwesenheit eines einzelnen, statischen Quarks bei der inversen Temperatur S.
Die freie Energie von N, Quarks und N7 Antiquarks 1aft sich als

& PRI — e [P () .. (U (31) .. 2 ()|

schreiben. Die Spur wird tiber alle Zustidnde der reinen Gluonentheorie gebildet. Teilt
man diesen Ausdruck durch den Ausdruck fiir das Vakuum, bekommt man Differenzen
der freien Energie AFy, N; = Fn,ng — Foo. Fiir ein einzelnes Quark ergibt sich damit

(2(0)) = e Pl = e PAR0

Die Korrelationsfunktion zweier Polyakov-Loops mit unterschiedlicher Orientierung an
unterschiedlichen Raumpunkten hidngt mit der freien Energie des Quark-Antiquark-
Paares tiber

(2(x)et(y)) = e Plulev)

zusammen. Eine explizite Ableitung findet sich in [57]. Die Clustereigenschaft® verlangt,
daf3
(L(x)e(y)) — (O fur |z —y|— oo

gilt. Fiir (£) = 0 nimmt die freie Energie des Quark-Antiquark-Paares mit wachsendem
Abstand zu, es liegt Confinement vor. Fiir (£) # 0 strebt die freie Energie gegen einen
konstanten Wert, in der reinen Gluonentheorie liegt Deconfinement vor. Der Polyakov-
Loop ist also ein Ordnungsparameter fiir die reine Gluonentheorie.

Im Gegensatz zum Wilson-Loop transformiert der Polyakov-Loop nichttrivial unter Eich-
transformationen, die mit einem Zentrumselement getwistet sind, es gilt *P = z - P.

Die Bedeutung der Zentrumssymmetrie in der Gluonentheorie

Die Zentrumssymmetrie ist eine Symmetrie der Transfermatrix, die die rdumliche Evo-
lution des Systems im thermodynamischen Gleichgewicht beschreibt. Sie ist eine Sym-
metrie der euklidischen Wirkung und nicht des Hamiltonoperators. Die Zentrumstrans-
formationen beeinflussen die gesamte Zeitevolution, wohingegen der Hamiltonoperator
nur an einem bestimmten Zeitpunkt wirkt [45].

In der reinen Gluonentheorie geht der Phasentibergang zwischen Confinement und De-
confinement mit der Brechung der Zentrumssymmetrie der SU(3) einher. Es wird ver-
mutet, daB der Phaseniibergang fiir die SU(3) erster Ordnung ist (vgl. [10] und [52]),
d.h. dafs die verschiedenen Phasen koexistieren konnen. Fiir eine ausfiihrlichere Diskus-
sion siehe z. B. [45, 83, 103]. Gluonen transformieren in der adjungierten Darstellung der
SU(3) und sind zentrumsneutral.

SDie Clustereigenschaft besagt, da wenn die ersten n und die letzten m Felder einer (n + m)-
Punktsfunktion fiir groe Abstinde Cluster bilden, die (1 + m)-Punktsfunktion in das Produkt der n-
und m-Punktsfunktion tibergeht [26].
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3 Feldtheoretische Grundlagen

3.8 Chirale Symmetrie und die Banks-Casher-Relation

Ein weiterer interessanter Grenzfall ist der chirale Limes, d. h. der Grenzfall verschwin-
dender Quarkmasse. Die Ausfiihrungen in diesem Abschnitt folgen [24, 47, 55, 72, 100].

Im chiralen Limes ist die chirale Transformation
P — e“"”’*g;, P — @eim*, a€R

eine Symmetrietransformation der QCD-Wirkung, welche oft auch <,-Symmetrie ge-
nannt wird, sie folgt aus {7y, ®} = 0. Mit Hilfe der ,-Matrix ist es moglich, eine Han-
digkeit zu definieren, denn jeder Zustand ¢ laf8t sich in einen links- und einen rechtshan-
digen Anteil i1, und ¢r aufspalten mit

Yr =Py, Yr=Py, Yp=9P, Y. =yP;
1
Py = E(l +7,), P2 =Ps.
Bei chiral invarianten Theorien mischen die rechts- und linkshédndigen Anteile der Wel-

lenfunktion ¢ nicht.

Die spontane Brechung der chiralen Symmetrie geht einher mit einer qualitativen Um-
ordnung des Vakuums, der Grundzustand wird von skalaren Quark-Antiquarkpaaren
bevolkert [94]. Der zugehorige Erwartungswert des Grundzustandes ist das chirale Kon-
densat (), das als

_ 1 o
(py) = Va—mqlnff

definiert ist, wobei 2° die Zustandssumme und m, die Quarkmasse ist. Das chirale Kon-
densat ist unter der chiralen Transformation nicht invariant und ist ein Ordnungspara-
meter fiir die chirale Symmetriebrechung, es gilt

() =0 symmetrische Phase
(Py) > 0 gebrochene Phase.

Die Banks-Casher-Relation [7]

() = —7(e(0))

verkniipft das chirale Kondensat mit der Eigenwertdichte des Dirac-Operators bei null,
also dem infraroten Anteil des Spektrums. Das bedeutet, dafy chirale Symmetriebrech-
ung eine Signatur im Spektrum hinterldfit. Insbesondere impliziert die Banks-Casher-
Relation, dafs sich in der symmetrischen Phase eine spektrale Liicke im Spektrum 6ffnet,
d.h. daB (p(A)) = 0 in einem endlichen Gebiet um den Ursprung gilt.

Eine Herleitung und ausfiihrliche Diskussion der Banks-Casher-Relation ist in [55] zu
finden. In Abschnitt 4.4 wird die Banks-Casher-Relation auf dem Gitter abgeleitet.
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4 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

Man darf nicht erwarten, dafS dies irgendeine
verniinftige Definition von Realitit zulif3t.
A. Einstein, B.Podolski, N. Rosen

Sofern nicht anders angegeben, folgt dieses Kapitel den Lehrbiichern von M. Creutz [16]
und H. Rothe [72].

Die Gitterformulierung von Eichtheorien wurde 1970 von Wilson vorgestellt [96], um
einen Abschneideimpuls fiir grofse Impulse zu erhalten, da durch ein Gitter eine mini-
male Wellenldnge und damit ein maximaler Impuls eingefiihrt wird. Dadurch kann das
im Minkowski-Raum divergente Pfadintegral regularisiert werden. Parallel zur Regulari-
sierungstechnik entwickelte sich aber die Computertechnologie, und die Gitterformulie-
rung erwies sich fiir numerische Simulationen als sehr geeignet. Diese Formulierung ist
eine Moglichkeit, nichtstorungstheoretische Aussagen iiber die QCD bei starken Kopp-
lungen zu erhalten.

Die Idee, Eichtheorien auf dem Gitter zu formulieren, ist motiviert durch die Definition
des Paralleltransporters als pfadabhangiger Phasenfaktor (vgl. Gl. (3.2)). Die grundlegen-
den Freiheitsgrade der Gitterformulierung sind Gruppenelemente, die auf den Verbin-
dungslinien zwischen ndchsten Nachbarn — den Links — sitzen. Sie werden Linkvariablen
genannt. Ein Pfad auf dem Gitter wird mit dem Produkt dieser Linkvariablen entlang
des Pfades identifiziert, wodurch die Pfadordnung der Kontinuumstheorie berticksich-
tigt wird.

In diesem Kapitel wird zuerst die Gitterformulierung der QCD eingefiihrt, danach wer-
den Confinement und chirale Symmetriebrechung mit ihren jeweiligen Ordnungspara-
metern auf dem Gitter vorgestellt.

4.1 Konventionen der Gitterformulierung

Die Raumzeit wird als d-dimensionaler Torus mit der Ausdehnung a - N, in y-Richtung
betrachtet und durch ein Gitter mit der Gitterlange a diskretisiert. Wie in Abschnitt 3.6.2
dargestellt, gibt es auch hier fiir die Eichfelder N eichindquivalente Randbedingungen,
die in dieser Arbeit ebenfalls durch Abdndern (Twisten) der Eichfelder unter Beibehaltung
der periodischen Randbedingungen realisiert werden.

Im folgenden wird auf euklidischen Gittern gearbeitet, d. h. die Metrik ist
Suv = diag(1,...,1) = oy

und die Zeit damit imaginar.
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4 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

Das Gitter besteht aus Gitterpunkten x = (z,x;) = (x1,...,%5-1, %), dabei bezeichnet
x4 die Zeitrichtung und « die rdumlichen Richtungen. Ein Einheitsvektor in p-Richtung
hat die Lange des Gitterabstandes und wird mit e, bezeichnet, i lauft von 1 bis d. Die
numerischen Simulationen in dieser Arbeit werden fiir d = 4 durchgefiihrt. Die Anzahl
der Gitterpunkte in rdumlicher Richtung wird mit N; bezeichnet, die in Zeitrichtung mit
Nt.

Die verwendeten Konventionen fiir die Formulierung auf dem Gitter folgen [72]. Es wer-
den euklidische hermitesche y-Matrizen in d Dimensionen benétigt (vgl. Abschnitt 2.5).

4.1.1 Reskalierungen

Um dimensionslose Variablen zu erhalten, die fiir Simulationen auf dem Gitter benétigt
werden, miissen die Kontinuumsgrofien mit der Gittergrofie reskaliert werden:

1. 1. — 1= 1. .
m— i, Yo = P Yo = pbe e — 50

Da sich im folgenden aus dem Zusammenhang ergibt, ob es sich um Grofien auf dem
Gitter oder im Kontinuum handelt, wird der Hut nur noch dort, wo Verwechslungsgefahr
besteht, explizit ausgeschrieben.

4.1.2 Gittervariablen

Die ndchsten Abschnitte folgen, soweit nicht anders angegeben [72, 100], die Konventio-
nen halten sich an [72]. Aufgrund ihrer Definition tiber infinitesimale Abstdnde sind die
liealgebrawertigen Felder 2, auf dem Gitter nicht mehr sinnvoll zu definieren, an ihre
Stelle als dynamische Variablen treten die gruppenwertigen Linkvariablen L[,,.

Linkvariablen

o > 0 o < 0
Uy, (x) X+ ey x U (x +ep) X+ey

Abbildung 4.1: zur Bedeutung der Linkvariable und der inversen Linkvariable

Die Linkvariable
u’l (x) = ux,erey — eizzgleH(x)
kann als Paralleltransporter von x nach x + ey entlang des Links (x, x + ey) interpretiert

werden. In Abbildung 4.1 ist die Linkvariable und die inverse Linkvariable L[;r,(x +ey)
dargestellt.
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Ein Produkt von Linkvariablen, das die Punkte y und x verbindet, transformiert unter
Eichtransformation wie ein Quark-Antiquark Paar (y)y(x). Eine Kette von Linkvaria-
blen mifit die Antwort des Gluonenfeldes auf eine externe Quark-Antiquark-Quelle.

Eichinvariante Objekte kann man nur aus geschlossenen Loops von Linkvariablen kon-
struieren, aufserdem miissen periodische Randbedingungen fiir die Linkvariablen gewahlt
werden, d. h. die Linkvariablen erfiillen die Bedingung

uy(xh...,N},,...,xd) :ily(xl,...,l,...,xd).

Paralleltransporter

Fiir den Paralleltransporter geht der Exponentialausdruck der Kontinuumstheorie in das
geordnete Produkt aller Linkvariablen entlang eines Weges, der die Punkte x und y ver-
bindet, tiber.

Kinks, Spikes und dicke Links

X+eu xX+eu+tey
X X
Spikes Kinks

Abbildung 4.2: Kinks und Spikes

Bestimmte Produkte von Linkvariablen spielen eine wichtige Rolle in der Gitter-QCD
und tragen eigene Namen. In dieser Arbeit treten Kinks und Spikes auf (s. Abb. 4.2). Ein
Spike ist das Produkt der Linkvariablen ilyil;:, d.h. man geht einen Schritt vor und sofort
wieder einen zuriick. Wege mit Spikes sind reduzierbar, da 4, unitér ist. Ein Kink besteht
aus dem Produkt 4,4, mit 4 # v und ist nicht reduzierbar.

Die Zusammensetzung einer Linkvariable mit einem Kink, d. h. das Produkt der Linkva-
riablen L4, (x )&y (x + e, )4} (x 4 e, + e,) mit y # v wird als dicker Link (nach engl. fat link)
bezeichnet.

Plaquettvariablen

Plaquettvariablen sind {iber

U (x) = Uy ()8 (x + eﬂ)ﬂ;rt(x +ey+e)Ui(x +e) = Up
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4 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

x+ey x+eut+ey

<
<

Uh(x+e,+e)

U(x+e)Y Al (x+ey,)

b x+ey

Abbildung 4.3: Plaquettvariable

definiert (s. Abb. 4.3). Die Spur einer solchen Plaquettvariable ist die einfachste, mit Link-
variablen konstruierbare eichinvariante Grofie und stellt das pfadgeordnete Produkt ent-
lang einer elementaren Plaquette dar. Mit ihrer Hilfe definiert man den matrixwertigen
Gitterfeldtensor §,, iiber

Wy = ei808* Sy

Der Zusammenhang zwischen §,, und 2, ergibt sich mit der Baker-Campbell-Hausdorff-
Formel. Ein Beweis dieser Formel findet sich z. B. in [40]. Entwickelt man Up fiir kleine
Gitterabstdnde, geht ¥, im Grenzfalla — 0 in den Feldstarketensor F,, der Kontinuums-
theorie tiber.

4.1.3 Symmetrien auf dem Gitter

Eine ausfiihrliche Beschreibung der Symmetrien, die auf dem Gitter erhalten bleiben, fin-
det sich in [37]. Die Rotationssymmetrie der Kontinuumstheorie wird beim Ubergang
zum Gitter notwendigerweise gebrochen und durch eine diskrete, hyperkubische Sym-
metrie ersetzt. Erhalten bleiben die Invarianz unter Poincaré-Transformationen und un-
ter Paritdt (Raumspiegelung), Ladungskonjugation (Austauschen von Teilchen und An-
titeilchen) und Zeitumkehr. Auflferdem mochte man die lokale Eichinvarianz erhalten,
da ohne Eichinvarianz bei allen Gitterabstinden a zuséatzliche, im Kontinuum irrelevan-
te Operatoren auftreten, die weitere Diskretisierungsfehler bewirken. Chirale Symmetrie
ist auf dem Gitter schwierig zu implementieren, wie sich im folgenden zeigen wird.

4.1.4 Pfadintegrale fiir Eichtheorien

Definiert man formal ein Pfadintegral fiir Eichtheorien, tritt eine Integration {iber alle
Eichfelder auf. Fiir kompakte Eichgruppen ldfit sich ein Pfadintegral iiber Gruppenele-
mente als

f'fE/DLLeSM mit Dy = [ [dtlu(x)

X1

definieren, dil ist ein Volumenelement im Gruppenraum. Fiir kompakte Gruppen ist das
Gesamtvolumen des Gruppenraums endlich und 2 im euklidischen Raum, und damit
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4.2 Formulierung der Gitterwirkung

insbesondere auf dem Gitter, wohldefiniert. Damit £ eichinvariant ist, mufs auch das
Integrationsmaf eichinvariant sein, d. h. es muf

Dy =D mit L, (x) = Q(x) U, (x)Q (x +ep)

erfiillt sein. Eine Eichtransformation ist eine Kombination von Links- und Rechtstrans-
lation, fiir ein eichinvariantes Integrationsmaf3 verwendet man das rechts- und linksin-
variante eindeutige Haar-Maf (vgl. Abschnitt 2.2.3). Explizite Konstruktionen des Haar-
Mafses finden sich z. B. in [24, 72, 79].

4.2 Formulierung der Gitterwirkung

Mit den so definierten Grofien ist es moglich, die QCD-Wirkung auf dem Gitter zu for-
mulieren.

4.2.1 Die Wirkung der Gluonentheorie

Der reine Gluonenanteil der QCD-Wirkung muf eichinvariant sein und wird deshalb mit
Plaquettvariablen konstruiert. Die Wirkung einer SU(N)-Eichtheorie auf dem Gitter ist

1 . 2N
Sc = ﬁ; [1 — W’cr (Llp(x) +£1};(x))] mit B = @,
d.h. es wird tiber alle Plaquettvariablen summiert [72]. Fiir eine nichtabelsche Eichtheo-
rie gibt es Selbstwechselwirkungen der Gluonen, so dafs auch der reine Eichsektor inter-
essante Effekte zeigt.

4.2.2 Fermionen auf dem Gitter

Um Fermionen auf dem Gitter formulieren zu konnen, benotigt man eine Diskretisierung
von Differentialoperatoren erster Ordnung. Dies ist problematisch, da die Greenfunktio-
nen solcher Operatoren auch fiir sehr grofSe Gitter von der Diskretisierung abhdngen.
Dieses Problem wird im nédchsten Abschnitt, der [72, 100] folgt, besprochen.

Gitterableitungen

Der Ableitungsoperator ist auf dem Gitter nicht eindeutig formulierbar, es gibt mehrere
verschiedene Gitterableitungen, die im Grenzfall verschwindender Gitterldnge zur glei-
chen Kontinuumsableitung fiihren. Die einfachsten sind die Rechts- und Linksableitung

I = Pp(x£e,) — P(x).

Die am haufigsten verwendete Ableitung ist die antisymmetrische Ableitung

() = [l + ) — 9l —e,)],

die Rechts- und Linksableitung kombiniert.
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4 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

Fermionenwirkung

Fermionen auf dem Gitter zu formulieren ist wegen der ersten Ableitung im Dirac-
Operator problematisch. Es ist unmoglich, chirale Fermionen ohne Fermionendoppler mit
einem lokalen Operator auf dem Gitter zu formulieren, dies ist das No-Go-Theorem von
Nielsen und Ninomiya [65]. Fermionenverdopplung bedeutet, daff man im Kontinuums-
limes doppelt so viele Fermionen erhilt wie in der urspriinglichen Theorie. Zum Beispiel
fithrt die naive Diskretisierung des Dirac-Operators durch Vorwiérts- oder Riickwérts-
ableitung zu solchen Verdopplern.

Es gibt verschiedene Ansitze, dieses Theorem zu umgehen. In der vorliegenden Arbeit
werden nur zwei mogliche Arten verwendet, Fermionen auf dem Gitter zu formulie-
ren, Wilson-Fermionen und Staggered-Fermionen. Weitere Moglichkeiten sind z. B. Overlap-
Fermionen [20, 48] und chiral verbesserte Fermionen [56].

Die allgemeine Form der Fermionenwirkung ist

Sp=)_$(x)D(x,y)p(y)
xy

mit einem geeignet diskretisierten Dirac-Operator ©. Summiert wird {iber alle Punkte
des Gitters.

Wilson-Fermionen

Um die Fermionenverdopplung zu vermeiden, fithrte Wilson eine nach ihm benannte
impulsabhdngige Masse ein. Der zusitzliche Term bricht die chirale Symmetrie explizit,
erst im Kontinuumslimes wird sie wieder hergestellt. Der Dirac-Wilson-Operator ®W) hat
in d Dimensionen die Form

DM (x,y) = <m + r;l) Oxy

- ;é [(2 - ')’H) LL;1(35)5X+e;,,y + (2 + ’Yy) ML(X + e]/i)dx—e;,,y .

Dabei wird der Wilson-Parameter r im Intervall (0, 1] gewéhlt. In dieser Arbeit wird nur
r = 1 betrachtet. Das Spektrum von ©") liegt in der komplexen Ebene innerhalb einer
Ellipse mit Mittelpunkt (d/a, 0), die Lange der groflen Halbachse ist 74/2 und die der klei-
nen Halbachse /74/a. Die Eigenschaften des Dirac-Wilson-Operators werden ausfiihrlich
in Abschnitt 5.1 behandelt.

Staggered-Fermionen

Einen guten Uberblick tiber Staggered-Fermionen bieten die Arbeiten von R. Gupta [37]
und F. Lenz et.al. [54], denen auch dieser Abschnitt folgt. Vorgeschlagen wurde diese
Fermionenformulierung 1974 von Susskind [53]. Sie umgeht des No-Go-Theorem nicht,
sondern reduziert lediglich die Anzahl der Freiheitsgrade der Fermionen, wodurch sich
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4.3 Eichinvariante Objekte der Gluonentheorie in der Gitterformulierung

die Anzahl der unphysikalischen Fermionendoppler verringert. Die y-Matrizen werden
durch die Phasen 775, = (—)-<+™ ersetzt. Der Operator fiir die Staggered-Fermionen
lautet

1
D) (x,y) = mbuy + 5 Y us [uy(x)ax,y_y —otf (x + ey)(sx,w} .
M

Da die Spinkomponenten entkoppeln, bleiben nur die Farbfreiheitsgrade tibrig, wodurch
die 2%-fache Entartung der naiven Fermionen um einen Faktor 4 verringert wird. Der
Staggered-Operator hat — wie der Kontinuums-Operator — ein rein imaginéres Spektrum
und bricht nur einen Teil der chirale Symmetrie. Der Nachteil der Staggered-Fermionen
besteht darin, dafd sie in vier Dimensionen vier Flavours haben und es mit ihnen deshalb
nicht moglich ist, zwei oder drei Flavours — die physikalisch relevanten Fille — zu behan-
deln. Auflerdem wird die Gitterauflosung im Vergleich zu Wilson-Fermionen halbiert.

Allerdings wurden Staggered-Fermionen lange Zeit fiir numerische Simulationen be-
nutzt, da sie numerisch verhéltnismaflig ,billig” sind. Inzwischen gibt es aber andere
Ansitze, die chirale Symmetrie auf dem Gitter zu verallgemeinern, so daf$ die Staggered-
Fermionen an Bedeutung verloren haben.

Randbedingungen

Fiir Fermionen verwendet man periodische Randbedingungen in den rdumlichen Rich-
tung. In der Zeitrichtung wihlt man antiperiodische Randbedingungen, da in der For-
mulierung der Spur als Grassmannintegral ein negatives Vorzeichen auftritt [59].

4.3 Eichinvariante Objekte der Gluonentheorie in der
Gitterformulierung

Wie im Kontinuum gibt es auch auf dem Gitter eichinvariante Objekte, die eine wichtige
Rolle spielen. Dieser Abschnitt tibertrdagt die Konzepte der Kontinuumstheorie auf die
diskretisierte Theorie.

4.3.1 Wilson-Loop

In der Gitterformulierung von Wilson ist der Wilson-Loop

W(E) = tr ngﬂ(x)

als die Spur iiber das Produkt der Linkvariablen entlang des geschlossenen Weges ¢
definiert. Die Spurbildung sichert die Eichinvarianz, da die Linkvariablen unter dieser
zyklisch getauscht werden konnen. Der Wilson-Loop ist ein Ordnungsparameter der rei-
nen Gluonentheorie, da er mit dem Flachengesetz ein Kriterium fiir Confinement liefert
(s. Abschnitt 3.7.1).
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4 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

Der Wilson-Loop dndert sich nicht, wenn die Randbedingungen getwistet werden, da er
invariant unter Zentrumstransformationen ist.

4.3.2 Polyakov-Loop

Auf dem Gitter lafst sich die Polyakov-Loop-Variable als

Ni+t

t) = l:[ ild(a:,s)

definieren, der Polykaov-Loop — als Spur der Polyakov-Loop-Variable —ist als

trHild:vs —Ztr‘ﬁwt

definiert. £ (x) ist unabhédngig von der zeitlichen Koordinate, da die Spur unter zyklischer
Vertauschung invariant ist. Die zeitliche Mittelwertbildung in der obigen Definition ist im
Hinblick auf Kapitel 5 hinzugenommen.

Der rdumlich gemittelte Polyakov-Loop ist als

1 1 Ni
= Ni- 122 N J:tfnﬂdws d 22 (z,t) (4.1)
s s T t=1

xT xT S

definiert. Die rdumliche Mittelwertbildung erfolgt, um bei Monte-Carlo-Simulationen ei-
ne bessere Statistik zu bekommen.

Der Polyakov-Loop dndert sich, wenn die Randbedingungen getwistet werden, weil er
unter Zentrumstransformationen nicht invariant ist.

Der rotierte Polyakov-Loop als Ordnungsparameter

In dieser Arbeit wird anstatt des Betrags des Polyakov-Loops ein rotierter Polyakov-Loop
[101, 102] als Ordnungsparameter verwendet. Der Wertebereich des Polyakov-Loops
wird entsprechend der Abbildung 4.4 in sechs Bereiche unterteilt, Bereiche gleicher Farbe
gehen unter der Z3-Symmetrie ineinander iiber und sind damit d&quivalent. In den hellen
Bereichen ist der Polyakov-Loop in Richtung der Zentrumselemente ausgerichtet, in den
dunklen Bereichen in Richtung der Antizentrumslemente. Um die Zentrumssymmetrie
zu eliminieren, werden die Bereiche in Abbildung 4.4 entsprechend der Pfeile identifi-
ziert. Daraus erhilt man den fundamentalen Bereich F des Polyakov-Loops entlang der
reellen Achse.

Jedes £(x) wird zuerst durch eine Zentrumstransformation in den fundamentalen
Bereich F und anschliefend auf die reelle Achse gedreht. Dies liefert die Variable
2% (), deren Vorzeichen geeignet ist, zwischen der zentrumssymmetrischen Phase mit
£™(z) > 0und der antizentrumssymmetrischen Phase mit £°°!(x) < 0 zu unterscheiden.
Der raumlich gemittelte Loop wird mit P! bezeichnet.
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4.4 Ableitung der Banks-Casher-Relation
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Abbildung 4.4: Fundamentaler Bereich 7 des Ordnungsparameters £, die Z3-Kopien werden
entsprechend der Pfeile identifiziert (Abbildung aus [102])

4.3.3 Dicke Loops

Y
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Abbildung 4.5: dicker Loop

Y

Neben den Polyakov-Loops, die nur zeitliche Linkvariablen enthalten, werden in dieser
Arbeit auch dicke Loops benotigt. Auch diese Loops winden sich wie die Polyakov-Loops
einmal um die Zeitrichtung, enthalten aber zusatzlich auch rdaumliche Kinks (vgl. Ab-
schnitt 4.1.2). In Abbildung 4.5 ist ein typischer dicker Loop dargestellt. Man erhélt dicke
Loops aus einem Polyakov-Loop, indem man Linkvariablen durch dicke Links ersetzt.

4.4 Ableitung der Banks-Casher-Relation

Dieser Abschnitt folgt dem Artikel von H. Leutwyler und A. Smilga [55]. Fiir festes Eich-
feld 2;, (x) hat die fermionische Green-Funktion die Form

() )ul
S6(x,9) = (P()F())a = ¥ Letaly)

— m—iAy
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4 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

wobei u, (x) und A, Eigenfunktionen bzw. Eigenwerte eines Gitter-Dirac-Operators sind.
Die Eigenfunktionen sind orthonormal, d. h. es gilt

/dx n ()l (x) = 6.
14

Bildet man die Spur iiber die raumlichen Koordinaten, beriicksichtigt, daf} die Eigenfunk-
tionen in Paaren u,(x) und y.u}(x) mit komplex konjugierten Eigenwerten auftreten,
ergibt sich

1
mE+ A2

- V/ PP = — o Y

An>0

Das Quark-Antiquark-Kondensat — der Ordnungsparameter fiir die chirale Symmetrie-
brechung — erhdlt man, wenn man die linke Seite {iber alle Eichfeldkonfigurationen mit-
telt und den Limes fiir unendliches Volumen — den thermodynamischen Limes — nimmt!:

(py) = lim % / DA (x) P (x) ) e

V—oo

Im thermodynamischen Limes ist das Eigenwertspektrum dicht und die Anzahl Eigen-
werte pro gegebenes Intervall ist proportional zum Volumen. Damit ergibt sich

0(A)
m2 + A2’

(Py) = —2m 7 iA
0

wobei 0(A)dA die mittlere Anzahl Eigenwerte im Intervall dA bezeichnet.

Das Integral ist quadratisch divergent fiir A — co. Im chiralen Grenzfall m — 0 ver-
schwinden alle divergenten Beitrdge und nur der infrarote Teil des Spektrums liefert
einen Beitrag. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Renormierung dieses Integrals sie-
he [55].

Der Wert des Integrals hingt vom Verhalten von o(A) fiir A — 0 ab. Fiir o(A) o« A*
ist das Integral proportional zu m* und verschwindet im chiralen Limes. Ein nichtver-
schwindender Wert ist also nur moglich, falls o(A) gegen einen endlichen Wert strebt.
Ausfiihren des Integrals fithrt dann auf die Banks-Casher-Relation

() = —me(0).

1Der thermodynamische Limes V — co mufs genommen werden, weil in endlichen Volumina keine spon-
tane Symmetriebrechung auftreten kann, der thermodynamische und der chirale Limes sind nicht ver-
tauschbar.
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5 Der Polyakov-Loop und das Spektrum des
Dirac-Wilson-Operators

The great tragedy of Science — the slaying
of a beautiful hypothesis by an ugly fact.

Thomas Henry Huxley

In diesem Kapitel wird, ausgehend von einer Idee Christof Gattringers [27], der Polyakov-
Loop als spektrale Funktion des Dirac-Wilson-Operators ausgedriickt. Dazu werden zu-
erst die benotigten Eigenschaften des Dirac-Wilson-Operators rekapituliert. Aufierdem
werden die Eigenwerte fiir eine einfache Eichfeldkonfiguration analytisch bestimmt und
untersucht, wie das Spektrum auf eine Anderung der Randbedingungen reagiert. Die
Hoffnung ist, daf sich iiber das Spektrum des Dirac-Operators ein Zusammenhang zwi-
schen chiraler Symmetriebrechung und Confinement herstellen 148t. Uber die Idee Gat-
tringers hinausgehend und im Vorgriff auf das ndchste Kapitel werden desweiteren allge-
meinere spektrale Funktionen untersucht und ihre Beziehung zum Polyakov-Loop her-
ausgearbeitet.

Die wesentlichen Ergebnisse dieses und des ndchsten Kapitels sind in [84] veroffentlicht.

5.1 Der Dirac-Wilson-Operator

Es wird ein d-dimensionales Gitter mit periodischen Randbedingungen betrachtet. Der
Gitterabstand a wird eins gesetzt, ebenso der Wilson-Parameter r. Ausgangspunkt ist der
Dirac-Wilson-Operator in der Form

1
(D(x’]/) = (d+ m)‘sx,y ) [1 - ')’y] ﬂy(x)ax-i-ey,y
u=1
14 s
) le [1 + 7#] uy(x - e]’l>(5x_€y/}/' (5-1)
’,L:

Die Linkvariablen 4, sind Elemente der Gruppe SU(N).

5.1.1 Spektralzerlegung

Dieser Abschnitt folgt dem Artikel von I. Hip et. al. [43]. Der Dirac-Wilson-Operator ist
im allgemeinen ein nichtnormaler Operator, d.h. [®,9'] # 0 und damit kann er nicht
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5 Polyakov-Loop und Spektrum des Dirac-Wilson-Operators

durch eine unitdre Transformation diagonalisiert werden. Mit nichtunitdren Matrizen S
ist es aber moglich, den Dirac-Wilson-Operator durch S~!9S zu diagonalisieren. Die Ein-
trdge der entstehenden Diagonalmatrix sind die Eigenwerte, die Spalten der Matrix S die
Rechtseigenvektoren, die Zeilen von S~! die Linkseigenvektoren, d. h. es gilt

D) = Ajlr;) bzw. ([;|D = A; (1]

Aus SS7! = 1 folgt, daf die Rechts- und Linkseigenvektoren ein Orthogonalsystem bil-
den, d.h. es gilt (I;|r;) = J;;. Die Rechts- und Linkseigenvektoren bilden fiir sich alleine
allerdings kein Orthonormalsystem. Der Dirac-Wilson-Operator hat damit die Spektral-
zerlegung

dim(D) dim(

D)
= Y )9l Gl = ; Ai i) (1],

ij=1

9

wobei die Dimension durch
dim(®D) = N~ 1. N; - NV - 2172

gegeben ist. Er ist ein 7.-hermitescher Operator, somit ist der Linkseigenvektor zu A;
gleich dem konjugierten Rechtseigenvektor zu A7, d. h. es gilt[; = 1T,.

5.1.2 Symmetrien des Dirac-Wilson-Operators
Die spéteren Diskussionen benutzen die folgenden Symmetrien des Spektrums:

A — A*-Symmetrie: Wegen der <y.-Hermitizitdt des Dirac-Wilson-Operators ist in gera-
den Dimensionen mit A auch A* ein Eigenwert. In ungeraden Dimensionen gibt es
keine 7y.-Matrix, deshalb kann diese Symmetrie hier nicht auftreten.

2. (d+ m) — A-Symmetrie: Wenn das Gitter in allen Richtungen eine gerade Anzahl an
Gitterpunkten hat, ist mit A auch 2(d + m) — A ein Eigenwert. Der Beweis hierfiir
wird in Anhang C.1 gegeben.

5.2 Eigenwerte fiir eine feste Eichfeldkonfiguration

In diesem Abschnitt werden die Eigenwerte des Dirac-Wilson-Operators fiir spezielle
Konfigurationen des Eichfeldes analytisch bestimmt. Diese Eichfeldkonfigurationen ha-
ben eine verschwindende Feldstédrke, sie werden deshalb im folgenden flache Konnektio-
nen genannt und im weiteren Verlauf benutzt, um Beobachtungen an Monte-Carlo-Daten
zu verstehen.

Fiir diese Rechnung wird der Dirac-Wilson-Operator in der Form

d d
1 1
@:”“LZQWVV_EZAV (5-2)
u=1 u=1
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5.2 Eigenwerte fiir eine feste Eichfeldkonfiguration

VH p— u‘u(x)éx_i'_e}“y - u;; (x + eﬂ)éx_e}uy
Ay = 2(X)8xye,y + 40 (X +€4)0x 0,y — 200y

benotigt. Die Eichfeldkonfiguration wird in allen Raumrichtungen translationssymme-
trisch gewihlt. Als Eichfelder in zeitlicher Richtung an einem festem Raumpunkt werden
beliebige SU(N)-Matrizen zugelassen. Die rdumlichen Links tragen die Einheitsmatrix.

5.2.1 Berechnung der Eigenwerte und Eigenfunktionen

Der Dirac-Wilson-Operator (5.2) wird auf den freien Dirac-Wilson-Operator ®g,; =
(Y#0u +m) ® Lsy(w) transformiert, die Information tiber die Eichfelder ist in den Rand-
bedingungen enthalten, die sich bei dieser Transformation dndern.

Eichtransformation des Dirac-Wilson-Operators

Um die Notation iibersichtlich zu halten, bezeichnet x in diesem Abschnitt einen Gitter-
punkt in zeitlicher Richtung mit x € {1, ..., N;}. Wenn auf einen rdumlichen Gitterpunkt
Bezug genommen wird, wird dieser mit i bezeichnet, wobei i {1,...,Ns} ist. Wegen
der raumlichen Translationsinvarianz miissen die rdumlichen Gitterpunkte nicht weiter
unterschieden werden.

Der Dirac-Wilson-Operator transformiert kovariant, d. h. fiir die zeitlichen Linkvariablen
gilt
Qiflx,x-ﬁ—l = Qjcux,x-i-l Qx+1 .

Die rdaumlichen Linkvariablen dndern sich dabei nicht, d.h. auch die transformierten
Linkvariablen tragen die Einheitsmatrix, da die Transformationen wegen der raumlichen
Translationsinvarianz der Eichkonfiguration nicht von den Linkvariablen in Raumrich-
tung abhédngen:

Q¢ (s _ Nt . _
ui,z’+1 - Qi;x 1 QZH;x =1

Damit alle zeitlichen Linkvariablen auf die Einheitsmatrix transformiert werden konnen,
mufd man nichtperiodische Randbedingungen fiir die Fichtransformation zulassen:

QNt—O—x = QXQNt

Wie sich im folgenden zeigen wird, dndert dies nicht nur die Randbedingungen der Eich-
felder, sondern auch die Randbedingungen der Wellenfunktionen.

Fiir die zeitlichen Linkvariablen ergibt sich das Gleichungssystem

Q{ﬂ]/zﬂz =1 = (= il1,2()2/
Q;ﬂ2,303 =1 = Qz = ﬂ2,303,

QLtuNhl(QlQNt) =1 — Q-lr = uNt,l-
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5 Polyakov-Loop und Spektrum des Dirac-Wilson-Operators

Daraus lassen sich alle Transformationsmatrizen rekursiv bestimmen und man erhilt

J
Q] = Huz-—l,i mit u(),l = uNt,l.
i=1

Es ergibt sich der freie Dirac-Wilson-Operator mit nichtperiodischen Randbedingungen.
Die Eigenwerte sind (vgl. z. B. [100])

1/2

2

Q)\—m—i—d—Zcos pu) £ (Zsm pﬂ> , wobei P”E{Z\Zk”} mit k, € Z.
u=1

Eichtransformation der Wellenfunktionen

Die einzelnen Komponenten der Wellenfunktionen transformieren wie

P(x) = Oup(x).

Wenn die nichttransformierten Wellenfunktionen in Zeitrichtung periodischen Randbe-
dingungen mit ¢(x + N;) = 1(x) gentigen, dann gilt fiir die transformierten Wellenfunk-
tionen

P(x+ Ni) = Quyn(x + Ni) = Oxpnp(x) = O (x).

Gibt man die Periodizitiat der Eichtransformationen auf, miissen also auch die Fermio-
nenfelder nichtperiodischen Randbedingungen gentigen.

Eigenwerte und ortsabhingiger Anteil der Eigenfunktionen

Fiir die Berechnung der Gitterimpulse p, werden die Randbedingungen fiir die ortsab-
hingigen Anteile der Eigenfunktionen benétigt. Fiir den freien Dirac-Wilson-Operator
sind diese Anteile ebene Wellen ¢, = exp(ip,x*) (vgl. [100]), die in Raumrichtung
periodischen Randbedingungen gentigen. Damit ergibt sich fiir die rdumlichen Gitter-
impulse

27 .
pi = ﬁskl mit k; € Z.

In Zeitrichtung miissen die Eigenfunktionen den nichtperiodischen Randbedingungen

P(x + Ni) = QN ( Huk L P(x

geniigen. H,I(\];l il,LLk ist eine SU(N')-Matrix und 148t sich durch eine unitire Matrix S
diagonalisieren. Damit ergibt sich fiir die Eigenfunktionen

J(x+N;)=DZ(x) mit D=5"1 (ﬁu;ll,) S und (x)=S"1¢(x).

k=1
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5.2 Eigenwerte fiir eine feste Eichfeldkonfiguration

Werden die Eigenwerte von D mit exp(ig;), | = 1,..., N bezeichnet, sind die Gitterim-
pulse in Zeitrichtung
2k C 1
)= —+ =
pall) = -+
Die betrachtete Form des Eichfeldes fiihrt also im Vergleich zum freien Dirac-Wilson-
Operator nur zu einer Abanderung des Gitterimpulses in Zeitrichtung.

Die ortsabhéngigen Anteile der Eigenfunktionen des transformierten Dirac-Wilson-Opera-
tors haben damit die Form
d 2k; T 2k 47t (: 1

§0p(x):exp(lglpuxu) mit  p; = N, und  pg = —— N; Nt

Die Eigenfunktionen des nichttransformierten Dirac-Wilson-Operators © erhélt man aus

Xp(x) = O (x) = NS L (x).

5.2.2 Eigenwerte des Dirac-Operators mit Zentrumstransformation

Als Spezialfall werden im folgenden Eichfeldkonfigurationen betrachtet, bei denen die
raumlichen Links die Einheitsmatrix tragen und die zeitlichen eine konstante, diagonale,
sonst aber beliebige SU(3)-Matrix.

Von besonderem Interesse ist das Spektrum des Dirac-Wilson-Operators, wenn die zeit-
lichen Randbedingungen mit einem Zentrumselement getwistet werden. Der Twist der
Randbedingungen wird hier dadurch realisiert, daff am letzten Link in Zeitrichtung das
Eichfeld unter Beibehaltung der periodischen Randbedingungen mit einem Zentrumsele-
ment multipliziert wird (vgl. Abschnitt 3.6.2). Das heifst, es werden in Zeitrichtung die
Linkvariablen
o [ diag(e®,1,e7), x # Ny
x,x+1 — diag(ei9+i(p’ ei(p’ e—i9+i(p), x = Ny

betrachtet. Dabei ist § € R ein Parameter, der das Eichfeld charakterisiert und e? Lsy(s)
die Twistmatrix. Damit i, 1 gruppenwertig bleibt, mufl ¢ € {0,27/3,47/3} erfiillt sein,
d. h. die Twistmatrix mufs ein Zentrumselement sein.

Fiir die Transformationsmatrizen ergibt sich damit

— diag(eix9+iqo’ eiq), e—z’x@—i—i(p)
und fiir den Impuls in zeitlicher Richtung
Da —kd+10+% mit k;€Z und [ =0, £1.

Die Eigenwerte des Dirac-Wilson-Operators sind

1/2
A=m+d— Zcos pu) £ (2 sin? (Pu ) (5-3)

u=1

2k 2kgmt ) _ B
pl_Tj’ pPa = N, +19+ﬁt wobei ki k;€Z und =0, £1.
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5 Polyakov-Loop und Spektrum des Dirac-Wilson-Operators

5.2.3 Eigenschaften des Spektrums

Die Eigenwerte sind vierfach entartet, da der betrachtete Dirac-Wilson-Operator mit Eich-
feld sich auf den freien Dirac-Wilson-Operator mit nichtperiodischen Randbedingungen
transformieren lafst.

Die Spektren des Dirac-Wilson-Operators zu ¢ = 27/3 und ¢ = 47/3 stimmen tiberein.
Dies folgt aus der Beziehung

27 L ZKTN L s (A LA s (AT 2
CBNTN ) TGN N ) TN T N
zwischen den Realteilen der Eigenwerte. Diese Gleichung kann immer erfiillt werden, da

[ und k unter Berticksichtigung der Periodizitdt beliebig aus Z wihlbar sind. Damit die
obige Gleichung giiltig ist, muf3

143-k=-2-3-1 = I=—(k+1)

gewidhlt werden. Fiir den Imaginérteil gilt das gleiche Argument, da der Sinus im Qua-
drat auftritt.

5.3 Die Lage des Spektrums des Dirac-Wilson-Operators

Die Darstellung des Polyakov-Loops durch die Eigenwerte des Dirac-Wilson-Operators,
die im Abschnitt 5.4 abgeleitet wird, basiert darauf, dafy das Spektrum des Dirac-Wilson-
Operators unter Transformationen mit einem Zentrumselement nicht invariant ist, bzw.
daf es sich fiir die drei betrachteten Eichfeldsektoren unterscheidet.

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie das Spektrum auf die getwisteten Randbe-
dingungen reagiert. Die folgenden Aussagen sind aber eher qualitativer Natur, weil es
schwer ist, eine Eigenwertdichte und damit eine spektrale Liicke der Eigenwertdichte zu
definieren. O.B.d. A. wird im folgenden angenommen, dafs der Polyakov-Loop sich in
der Phase befindet, die entlang der reellen Achse ausgerichtet ist. Dies ist immer durch
eine einfache Drehung zu erreichen. Es werden Gitter der Grofle 4> x 3 und 6° x 4 betrach-
tet, die Konfigurationen sind durch Monte-Carlo-Simulationen erzeugt worden.

5.3.1 Verhalten der kleinsten Eigenwerte

In der gebrochenen Phase werden die kleinsten Eigenwerte durch Twisten der Randbe-
dingung in der komplexen Ebene ,vom Ursprung weggetrieben”. Dieses Phanomen ist
in Abbildung 5.1 beispielhaft fiir drei Eichfeldkonfigurationen dargestellt. Die drei Kon-
figurationen wurden iibereinandergezeichnet, um den Effekt deutlicher sichtbar zu ma-
chen. Fiir jede Konfiguration sind jeweils die 30 kleinsten Eigenwerte fiir den ungetwi-
steten Dirac-Wilson-Operator (griin) und fiir die getwisteten (rot und blau) dargestellt.

Eine Erklarung hierfiir findet sich im unterschiedlichen Verhalten des chiralen Konden-
sats in den Z3-Sektoren, welches zuerst in [13] beobachtet und in [14, 29, 82] erklart wur-
de, dort allerdings fiir antiperiodische Randbedingungen, bei denen ein Twist die kleinsten
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Abbildung 5.1: Lage der 30 kleinsten Eigenwerte, jeweils 3 Konfigurationen (iibereinanderge-
zeichnet), griin ist das ungetwistete Spektrum, rot und blau die getwisteten.

Eigenwerte erniedrigt. Die Argumentation in [29, 82] ist aber auf periodische Randbedin-
gungen tibertragbar und sagt eine Vergroflerung der Eigenwerte vorraus. In der ungebro-
chenen Phase sind die Eichfeldkonfigurationen Z3-symmetrisch, so dafs ein Twist keine

Auswirkung auf das Spektrum haben sollte.

5.3.2 Verhalten der grofiten Eigenwerte
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Abbildung 5.2: Lage der 30 grofiten Eigenwerte, jeweils 3 Konfigurationen (iibereinandergezeich-
net), griin ist das ungetwistete Spektrum, rot und blau die getwisteten.

Fiir gerade Gitter wird das Verhalten der groiten Eigenwerte wegen der (8 — A)-Sym-
metrie in d = 4 durch die kleinsten Eigenwerte festgelegt, twisten treibt die grofsten Ei-
genwerte vom Punkt 8 weg. Dieses Verhalten ist in Abbildung 5.2 a dargestellt, der Punkt
8 ist auf der Abbildung nicht gezeigt, weil ein nichttriviales Eichfeld dazu fiihrt, dafs sich
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Abbildung 5.3: Drei Potenzen des Spektrums fiir ein 43 x 3-Gitter mit B = 5,720 und ungetwiste-
ten Randbedingungen, aufgetragen sind jeweils die 100 kleinsten Eigenwerte.

das Spektrum auf der rellen Achse nicht ganz bis 2d erstreckt [28]. Wieder werden bei-
spielhaft drei Konfigurationen gezeigt, fiir die jeweils das ungetwistete (griin) und die
getwisteten Spektren (blau und rot) aufgetragen sind.

Fiir ungerade Gitter! ist das entgegengesetzte Verhalten zu beobachten, der Twist fiihrt
dazu, daf} die Eigenwerte zum Punkt 8 hingetrieben werden (s. Abb. 5.2b). Fiir die flache
Konnektion ist dieses Verhalten leicht zu verstehen: Auf ungeraden Gittern ist es nicht
moglich, die Bedingung p; = 7 zu erfiillen, die notwendig ist, damit sich das Spektrum
auf der reellen Achse bis zu 2d erstrecken kann. Das bedeutet, daff das Spektrum am
Ende ,aufgeklappt” wird und nicht mehr symmetrisch zur Achse A = d ist. Twisten
der Randbedingungen bewirkt, dafs das Argument p; ndher an 7t herankommt und der
Realteil grofler wird. Hierbei sollte es sich aber um ein Gitterartefakt handeln, denn fiir
N; — oo riickt p; immer nédher an 7t heran.

5.3.3 Verschiedene Potenzen des Spektrums

Potentieren der Eigenwerte fiihrt zu einer Drehung in der komplexen Ebene. Dabei wird,
abhéngig von der Potenz, ein Teil des Spektrums in den negativen Halbraum gedreht.
Dies ist in Abbildung 5.3 fiir die 100 kleinsten Eigenwerte eines 4° x 3-Gitters dargestellt.

Dieses Verhalten ist unabhiangig von der Gittergrofie, da es nur vom Argument von A be-
stimmt wird. Die Eigenwertspektren im Bereich der kleinsten Eigenwerte sind qualitativ
dhnlich, insbesondere liegen ihre Argumente fiir alle Gitter im gleichen Bereich.

Betrachtet man eine feste Anzahl von Eigenwerten bei wachsender Gittergrofie, wer-
den die zugehorigen Argumente der betrachteten Eigenwerte kleiner, weil das Spektrum
dichter wird. Das bedeutet, dafs die Potenz, bei der ein Eigenwert in den negativen Halb-
raum gedreht wird, mit zunehmender Gittergrofie ebenfalls wachst. Diese Gitterabhan-

lungerade bezieht sich auf die Anzahl Gitterpunkte in Zeitrichtung
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gigkeit sollte aber klein sein.

5.4 Der Polyakov-Loop ausgedriickt durch Potenzen des
Dirac-Wilson-Operators

Der Dirac-Wilson-Operator enthilt nur ndchste Nachbarterme. Nimmt man den Opera-
tor zur Potenz 1, d. h.

D' (xly) = Y. O(x[x)D(x1]x2) ... D(xp—2|xp—1)D(xn-1]y),

X1 Xp—1

konnen hochstens Wege der Lange n auftreten. Im folgenden wird die Potenz n = N;
und geschlossene Wege mit y = x betrachtet. Fiir Gitter mit N5 < N; kénnen in ®™ (x|x)
fiir Ny < 4 nur in Zeitrichtung geschlossene Wege

(—)Nepht Aﬁtu k) und (—)MP} T 2u
S i(z, k) un - [T i Nt —k) (5-4)
k=t k=t—1

auftreten. Hier wurden die Projektoren

|4/2] -1 = dS

1
Pe=(1£7,) mit tr PN =trPy =2 5

eingefiihrt, ds ist die Dimension des Spinorraums. Fiir N; > 4 sind auch rdumlich ge-
schlossene Wege moglich. Betrachtet man die Spur {iber die Spinorindizes von ®™ (x|x),
liefert (5.4) die Terme

(-5 ) baw (N (),
Bildet man die Spur tiiber die Farbindizes und mittelt {iber die Zeit, erhélt man

(B ae) baw (VT @)

Die raumlich geschlossenen Schleifen, die fiir N; > 4 auftreten konnen, fithren zu Wilson-
Loops mit einem Faktor ds/2.

Bei endlichen Temperaturen erfiillen die Linkvariablen in Zeitrichtung periodische Rand-
bedingungen, d. h. es gilt

Uy(x, 1) = Yy(x, Nt +1).

Neben periodischen Eichtransformationen kénnen auch grofle Eichtransformationen
(vgl. Abschnitt 2.4) zugelassen werden, die mit einem nichttrivialen Zentrumselement
getwistet sind:

Q(:B,l) = Z-Q(:B,Nt—f—l), z € ZSU(N)
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5 Polyakov-Loop und Spektrum des Dirac-Wilson-Operators

Der zugehorige Polyakov-Loop erhilt das Zentrumselement als zusétzlichen Faktor (der
komplex konjugierte Loop erhdlt entsprechend einen Faktor z* [57]), wohingegen der
Wilson-Loop sich nicht dndert [79].

Betrachtet man den Dirac-Wilson-Operator fiir die mit dem Zentrumselement z getwiste-
ten Eichtransformationen, erhilt man deshalb

Ni

N tr 2N (g, ta, t) =(— )Nfd—s [z-2(x)+z* L (x)] + a - Wilson-Loops.
=

2

Dabei sind in a simtliche Faktoren, die vor den Wilson-Loops auftreten, zusammenge-
fafdt.

Um hieraus den Polyakov-Loop £(x) herauszuprojezieren, betrachtet man fiir die Eich-
gruppe SU(N') die Summe

13N

Z Yz tr #ON (x|x)

ftlk

N
Z + (z¢) 22*( )}

[\12 N\m

+a- 1 - Wilson-Loops.

»
Il
—_

Mit Zﬁil zx = 0 fallen die Wilson-Loops heraus, aufSerdem gilt Z{(\il z2 =0fir N > 2 (s.
Anhang C.2). Mit Ausnahme der SU(2), fiir die der Polyakov-Loop reell ist, verschwindet
damit auch der Faktor vor £*(x), so dafl man den Ausdruck

1 2 ¥, ..
L(x) = ﬁt(—)N’Zt;dS _Nk:Zle'tr kN (xx) (5-5)

tiir den Polyakov-Loop erhilt. Der komplex konjugierte Loop ergibt sich entsprechend
zu

g (x) = —(—)N st sz tr #ON (x|x).

Benutzt man die Spektraldarstellung des Dirac-Wilson-Operators mit Hilfe von Rechts-
und Linkseigenwerten, erhélt man (Farb- und Spinorindizes sind unterdriickt)

dim(D dim(D

Z Ai-tpy(x) @0 (x) und ©N(x Z AN‘- X) @1y (x)

bzw. explizit in Komponenten mit allen Indizes (c bezeichnet die Farb- und s die Spino-
rindizes)

dim(D)
= Y ANy ds) @h(xcs).
i=1

N

x,x|c,c'|s,s!

Spurbildung iiber die Spinor- und Farbindizes fiihrt auf

dim(D dim(D

xx‘cdss— Z ANf ZIAxcs ‘tr(x,c,8) Z )\Nf- (x) (5.6)

trs D
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mit der Eigenwertdichte

oa(x) =) Li(x,¢8) - ra(x,c8).

s,C

Setzt man den Ausdruck (5.6) fiir die Spur des Dirac-Wilson-Operators in den Ausdruck
(5.5) ein, erhdlt man fiir den ortsabhédngigen Polyakov-Loop

N 2 1 N N dim(D) N
— (_ t . * Zy 't‘Zk
o) = (Mg L LA LN e

Mittelt man zusitzlich tiber das raumliche Volumen, erhilt man
Z () (ZL' P t) =1
x,t

und damit fiir den raumlich gemittelten Polyakov-Loop

1 AR NS i1
P = ;;z; Z% AT mit e = (—) fiNs* NN (5-7)
1 i

5.4.1 Vergleich mit der Literatur

Die Idee, daB der Polyakov-Loop in tr [®™ (x|x)] enthalten ist, wurde zuerst in [27] vor-
gestellt. Allerdings wurden dort, um den Polyakov-Loop herauszuprojezieren, die zeit-
lichen Linkvariablen bei t = N; mit einer beliebigen Phase z € C, |z| = 1 multipliziert.
Dies liefert zwar den richtigen Wert fiir den Polyakov-Loop, wie mit numerischen Simu-
lationen an einem 43 x 3 Gitter verifiziert wurde, aus physikalischer Sicht ist ein solches
Vorgehen jedoch fragwiirdig, da die Linkvariablen nach Multiplikation mit einer beliebi-
gen Phase im allgemeinen nicht mehr gruppenwertig sind. Auflerdem fehlt in [27] das
gitterabhingige Vorzeichen (—)M.

Die Eigenschaft, die fiir die Darstellung des Polyakov-Loops durch die Eigenwerte des
Dirac-Wilson-Operators benétigt wird, ist die ndchste Nachbarwechselwirkung dieses
Operators. Streng giiltig ist die Darstellung also nur fiir solche Operatoren. Simulatio-
nen in [27] mit einem chiral verbesserten Dirac-Wilson-Operator, der auch tibernédchste
Nachbarwechselwirkungen enthélt, haben allerdings gezeigt, dafs der Zusammenhang
zwischen Polyakov-Loop und Spektrum recht ,,robust” ist, d. h. auch fiir diesen Fall noch
glltig zu sein scheint.

Fiir den Staggered-Operator wurde in [12] eine zu (5.7) analoge Gleichung vorgestellt,
hier wurden die zeitlichen Randbedingen ebenfalls durch eine Zentrumstransformation
gedndert.
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5.4.2 Massenunabhingigkeit der Formel

Die Darstellung (5.7) des Polyakov-Loops ist unabhingig von der Masse, die im Dirac-
Wilson-Operator steht. Eine Masse fiihrt zu einer Verschiebung der Eigenwerte

N dim(D) N dim(D)
DEAD DRI SR S CEY
k=1 i=1 k=1 i=1

Multipliziert man dieses Produkt aus und sortiert nach Potenzen von m, erhdlt man Ter-
me der Form
N dim (D)
mNE Yz Y mAL mit 1=0,..., N
k=1 i=1
Fiir I = 0 verschwindet die Summe, da nur iiber Zentrumselemente summiert wird. Fiir
I < Nyist Y; %A die gemittelte Spektraldarstellung von tr [zk‘bl(x]x)} . Auf einem Gitter

mit zeitlicher Ausdehnung N; fiihrt dies nur zu Wilson-Loops, welche in der Summe
tiber die Zentrumselemente herausfallen.

5.5 Trunkierte Eigenwertsummen

Fiir grofie Gitter ist es nicht moglich, das volle Spektrum zu berechnen. Deshalb wird in
diesem Abschnitt die trunkierte Eigenwertsumme

N n
2P =Yz Y ", < dim(®) (5.8)
k=1 =1
fir I < Ny betrachtet. Insbesondere wird die Ausrichtung der trunkierten Summe im
Vergleich zum Polyakov-Loop untersucht und der Mechanismus betrachtet, der diese
Ausrichtung bewirkt. Es wird die Abkiirzung Z%N') = X, eingefiihrt, da diese Potenz
von besonderer Bedeutung ist.

Die Argumentation ist einfacher fiir den Staggered-Operator, deshalb werden die we-
sentlichen Ideen und Ergebnisse zuerst anhand dieses Operators dargestellt. Im nédchsten
Abschnitt werden die Ergebnisse auf den Dirac-Wilson-Operator ausgeweitet.

5.5.1 Die trunkierte Eigenwertsumme fiir den Staggered-Operator

Der Staggered-Operator hat ein rein imagindres Spektrum, die spektrale Liicke wird als
der Abstand zwischen den beiden betragsmafiig kleinsten, nichtverschwindenden Eigen-
werten definiert. Twisten der periodischen Randbedingungen mit einem Zentrumsele-
ment vergrofiert die spektrale Liicke. Die mit z und z* getwisteten Spektren sind im Mit-
tel gleich [14]. Mit z + z* = —1 ist die trunkierte Eigenwertsumme

n n n
B =y 3 s 3 k=012
p=1 p=1 p=1
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deshalb fiir eine kleine Anzahl berticksichtigter Eigenwerte positiv und
4k n n n N
2 =Y AR Y Ak Y A k=12,
p=1 p=1 p=1

negativ. Dies erklart die in [12] auf einem 6° x 4-Gitter beobachtete Phasenverschiebung
der trunkierten Eigenwertsumme gegeniiber dem Polyakov-Loop bei Beriicksichtigung
der tiefsten Eigenwerte.

Fiir den Staggered-Operator sind nur gerade Potenzen sinnvoll, da die Eigenwertsumme
fiir ungerade Gitter wegen der A — A*-Symmetrie verschwindet.

5.5.2 Die trunkierte Eigenwertsumme fiir den Dirac-Wilson-Operator

Fiir den Dirac-Wilson-Operator zeigt das Spektrum ein dhnliches Verhalten, allerdings
ist es hier schwer, eine spektrale Liicke zu definieren, weil die Eigenwerte nicht rein ima-
gindr sind. Aufierdem fluktuiert das Spektrum des Dirac-Wilson-Operators in der Néhe
des Ursprungs stark. Die folgenden Aussagen sind deshalb eher qualitativ.

Die betragsmafsig kleinsten Eigenwerte reagieren ebenfalls auf den Twist der Randbedin-

gungen (vgl. Abschnitt 5.3.1). Das Vorzeichen von >\ wird dadurch bestimmt, daf der
Twist die tiefsten Eigenwerte vom Ursprung wegtreibt. Ein Vorzeichenwechsel tritt auf,
wenn die Eigenwerte durch die Potenz [ in den negativen Halbraum gedreht werden. Die
numerischen Ergebnisse mit 20 beriicksichtigten Eigenwerten auf einem 43 x 3-Gitter mit
B = 5,885 und auf einem 6° x 4-Gitter mit f = 5,8 sind in Tabelle 5.1 dargestellt. Betrach-
tet wurden 400 bzw. 100 Konfigurationen. Es ist zu beobachten, daf$ die Ausrichtung der
spektralen Summe von der Potenz abhédngt. Auch die Umkehrung des Vorzeichens bei
hohen Potenzen ist zu beobachten.

Potenz! 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ausrichtung auf dem
8% 3-Gitter — - - + + + - -
6>x 3-Gitter — - - + + + + +

Tabelle 5.1: Ausrichtung von Z,(f) fur den Dirac-Wilson-Operator mit n = 10 — 50, ,,+“ bedeutet
Ausrichtung in Richtung des Polyakov-Loops, ,—* entgegengesetzt zum Polyakov-Loop, bei ,,-*
ist keine Ausrichtung erkennbar.

In der Confined-Phase ist die Eichfeldkonfiguration zentrumssymmetrisch, so dafs die Ei-
genwertdichten, die mit den getwisteten Konfigurationen berechnet werden, gleich sind.
Damit verschwindet der Erwartungswert des Polyakov-Loops, da Gleichung (5.7) bzw.
Gleichung (5.8) die Unterschiede zwischen den Spektren mifit. In der Deconfined-Phase
ist die Zentrumssymmetrie gebrochen, so daf$ sich die Eichfeldkonfigurationen und die
damit berechneten Eigenwertdichten unter einer Zentrumstransformation dndern.
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Abbildung 5.4: Verlauf der Ordnungsparameter |P| und P™ auf dem 43 x 3-Gitter
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Tabelle 5.2: die verwendeten S-Werte und die zugehorigen Werte des Polyakov-Loops

Da die folgenden numerischen Betrachtungen auf kleinen Gittern durchgefiihrt werden,
ist ein Hinweis auf die Dynamik von Phaseniibergdngen auf kleinen Gittern angebracht.
Auf kleinen Gittern hat der Ordnungsparameter auch in der Deconfined-Phase einen
kleinen, nichtverschwindenden Wert. Der Verlauf der hier betrachteten Ordnungspara-
meter |P| und P™! in Abhingigkeit von der Kopplungskonstante g auf dem 43 x 3-
Gitter ist in Abbildung 5.4 dargestellt. Der Phaseniibergang auf kleinen Gittern wird tiber
Histogramm-Methoden bestimmt [101].

Die trunkierte Eigenwertsumme als Funktion der Anzahl der Eigenwerte

In Abbildung 5.5 ist die trunkierte, rotierte Eigenwertsumme YXI°' — die aus X, mit der
Vorschrift in Abschnitt 4.3.2 gebildet wird — normiert mit dem rotierten Polyakov-Loop,
tber der Anzahl der berticksichtigten Eigenwerte fiir verschiedene Kopplungskonstan-
ten f — und damit verschiedene Werte des Polyakov-Loops — aufgetragen. Die verwende-
ten B-Werte und die zugehorigen Werte des rotierten Polyakov-Loops sowie der Betrag
des Polyakov-Loops sind in Tabelle 5.2 zu finden. In Ubereinstimmung mit [12] ergibt
sich der vollstindige Wert des Polyakov-Loops erst, wenn alle Eigenwerte aufsummiert
werden. AufSerdem kann das Ergebnis von [12], daf8 der Polyakov-Loop vom Ultraviolett-
Anteil des Spektrums bestimmt wird, bestétigt werden.

In der gebrochenen Phase, d.h. B > 5,47, ist ¥;, proportional zum Polyakov-Loop, so
dafs die mit dem jeweiligen Polyakov-Loop normierten Kurven aufeinander liegen (vgl.
Abb. 5.5). Die starken Fluktuationen der Kurven fiir § = 5,33 und 8 = 5,44 sind ver-
mutlich auf Stabilitdtsprobleme zuriickzufiihren, da der zugehorige Polyakov-Loop, mit
dem normiert wird, sehr klein ist.
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5.5 Trunkierte Eigenwertsummen
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Abbildung 5.5: trunkierte, rotierte Eigenwertsumme auf dem 42 x 3-Gitter fiir verschiedene -
Werte, normiert mit dem jeweiligen rotierten Polyakov-Loop
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Abbildung 5.6: Betrag der trunkierten Eigenwertsumme auf dem 43 x 3-Gitter fiir verschiedene
B-Werte, normiert mit dem Betrag des jeweiligen Polyakov-Loop
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Abbildung 5.7: trunkierte, rotierte Eigenwertsumme auf N3 x 2-Gittern mit verschiedenen raum-
lichen Gittergrofsen Ns, B = 5, 5.

Ein qualitativ dhnliches Bild ergibt sich, wenn man den Betrag der trunkierten Eigen-
wertsumme — normiert auf den Betrag des jeweiligen Polyakov-Loops — betrachtet (s.
Abb. 5.6). Allerdings ist mit dem Betrag natiirlich kein Vorzeichenwechsel zu beobach-
ten. Dafs bei etwa 92% der Eigenwerte die Null nicht mehr erreicht wird, hangt mit den
Fluktuationen zusammen, die sich bei der rotierten Eigenwertsumme zu null mitteln,
beim Betrag aber aufsummiert werden.

Volumenabhingigkeit von X,

In Abbildung 5.7 ist die trunkierte Eigenwertsumme fiir verschiedene rdaumliche Gitter-
grofien bei fester zeitlicher Gittergrofie aufgetragen, um die Abhédngigkeit vom raumli-
chen Volumen zu untersuchen. Die raumliche Gittergrofie wurde zwischen N; = 3 und
N; = 5 variiert, die zeitliche Gittergrofie bei N; = 2 festgehalten. In der Definition der
trunkierten Eigenwertsumme ist eine Normierung mit dem Volumen berticksichtigt.

In der gebrochenen Phase liegen die Kurven iibereinander, d. h. die trunkierte Eigenwert-
summe skaliert mit dem rdumlichen Volumen. Diese Skalierung ist nicht verwunderlich,
weil zumindest bei kleinen Variationen in der Gittergrofle das Spektrum dichter wird,
sich qualitativ aber nicht stark dndert. Die betrachtete Eigenwertsumme mifit die Un-
terschiede im Spektrum, daher sollte sich nur ein Volumenfaktor ergeben, weil mit der
Gittergrofie die Anzahl der Eigenwerte wéchst.

Vorzeichenwechsel

Vergleicht man die Abbildungen 5.5 und 5.7 mit Ny = 3 bzw. N; = 2 wird deutlich,
daf$ die Form der Kurve wesentlich von der zeitlichen GittergrofSe bestimmt wird. Der
Nulldurchgang und damit der Wechsel in der Phase ist abhédngig von der zeitlichen Git-
tergrofie. Fiir die Gitter mit Ny = 2 liegt er bei etwa 60% der Eigenwerte, fiir die Gitter
mit N; = 3 bei etwa 92%.

52



5.6 Spektrale Summen

5.5.3 Vergleich mit der Literatur

Wiéhrend der Anfertigung dieser Diplomarbeit ist eine dhnliche Arbeit von F. Bruckmann,
C. Gattringer und C. Hagen verdffentlicht worden [12]. In dieser Publikation wird der
Polyakov-Loop mit den Eigenwerten des Staggered-Operators in Verbindung gebracht
und dhnliche trunkierte Summen wie im vorherigen Abschnitt untersucht. Die dort fiir
den Staggered-Operator vorgestellten Ergebnisse decken sich mit den Ergebnissen, die
im letzten Abschnitt dargestellt wurden.

Im letzten Abschnitt konnte gezeigt werden, dafs der Polyakov-Loop mit dem Spektrum
des Dirac-Operators verkniipft ist, da er sich als spektrale Summe mit Hilfe der Eigenwer-
te ausdriicken laf3t. Der wesentliche Beitrag wird von den UV-Moden getragen. Dadurch
bringt diese Darstellung des Polyakov-Loops aber numerische Probleme mit sich, weil
tir grofle Gitter sehr grofie, aber dhnliche Zahlen subtrahiert werden. Aufserdem ist es
wegen der Potenz N; schwierig, zum Kontinuumslimes iiberzugehen. Moglichen Aus-
wegen widmet sich das Kapitel 6.

Desweiteren 143t sich festhalten, dafs das Vorzeichen von %, fiir kleine n hauptséchlich
von der Potenz N; und damit der Gittergrofse bestimmt wird.

5.6 Spektrale Summen

In diesem Abschnitt werden allgemeine spektrale Summen
o1 S ] Nin|d/2]—1pjd—1
by :;k;zktr o, = (—)N2 NN

betrachtet. Auf die Ergebnisse wird im folgenden Kapitel immer wieder zurtickgegriffen.
Interessant sind die Potenzen I > N;, denn fiir I = N; ergibt sich wieder Gleichung (5.7)
und fiir I < N; verschwinden die spektralen Summen, da nur Wilson-Loops auftreten.

Die trunkierten spektralen Summen werden wieder mit Z,&’) bezeichnet (vgl. Abschnitt
5.5). Um die Notation zu vereinfachen, wird die Bezeichnung m = | — N; eingefiihrt.

Fiir die flache Konnektion ist £() fiir I < 2N; proportional zum Polyakov-Loop, d. h.
y=q-P.

Fiir I > 2N; ist die Proportionalitdt zumindest ndherungsweise erfiillt. Die Erklarung fiir
die Proportionalitdten ist einfach: ¥ enthilt nur geschlossene Wege, die langsten haben
die Lange N; + m. Kiirzere Wege sind moglich, da der Dirac-Wilson-Operator auch Selbst-
wechselwirkungen (den Term d - 6yy) enthdlt. Fiir [ < 2N; treten nur gerade2 und dicke
Loops auf. Die raumlichen Linkvariablen tragen die Einheitsmatrix, so daf} die gespurten
dicken Loops ebenfalls Polyakov-Loops sind. Ab [ > 2N; treten auch hohere Potenzen
von P bzw. P* auf, was zu Abweichungen von der Proportionalitit fithrt. Solange I nicht
viel grofer als N; gewdhlt wird, ist diese Abweichung aber klein, da es deutlich mehr
dicke und gerade Loops gibt, die sich einmal um das Gitter winden als solche, die sich

2Ein gerader Loop ist ein Loop, der nur Linkvariablen in Zeitrichtung enthalt.
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5 Polyakov-Loop und Spektrum des Dirac-Wilson-Operators

mehrfach um das Gitter winden und zu hoheren Potenzen von P und P* fiithren. Es kon-
nen aber nur die Potenzen P21 und P**" mit n € N auftreten, da die anderen in der
Summe iiber die Zentrumselemente herausfallen.

5.6.1 Die Proportionalititsfaktoren

In diesem Abschnitt werden die Proportionalitdtsfaktoren C; fiir die kleinsten Werte von
m analytisch bestimmt. Durch den Faktor d - J,, treten fiir alle Werte von m gerade Loops
auf, die mit einem Faktor 4™ multipliziert werden. Das Problem, m Faktoren auf N; + 1
Gitterpunkte zu verteilen — bei N; Links und periodischen Randbedingungen gibt es
N; 4+ 1 Punkte — entspricht dem kombinatorischen Problem Ziehen mit Zuriicklegen oh-
ne Beachtung der Reihenfolge, da ein Gitterpunkt mehrfach besetzt werden kann. Um k
Objekte aus einer n-elementigen Menge mit Zurtiicklegen zu ziehen, gibt es

n—1+k\ (n—14+k)! 1 .
< ' ) = W Moglichkeiten [75].

Damit ist der Beitrag der geraden Loops in X.()

m m!N;! (5-9)

Der Faktor fiirm = 1

Es treten nur gerade Loops auf, der Proportionalitdtsfaktor ist

N;+1
CN,H:d'( fl ):d(Nt—H).

Der Faktor fiir m = 2

Die geraden Loops liefern einen Beitrag von

N;+2 (Nt +2)(N; +1)
8 _ 12 t _ 12
CR2=4d < ) >_d > )

Weitere Beitrage kommen von dicken Loops mit zwei zusidtzlichen Linkvariablen. Ein
solcher dicker Loop enthélt zwei Kinks, dies fiihrt zu einem Faktor 1/4 im Vergleich zum
geraden Loop (vgl. [76]). Die Anzahl der dicken Loops ldfit sich kombinatorisch bestim-
men. Man verteilt die beiden zusédtzlichen Schritte in Raumrichtung auf N; + 1 Punkte
nach dem Prinzip Ziehen ohne Zuriicklegen, da Wege mit Spikes —d. h. reduzierbare Wege —
wegen (14 ,)(1 — ;) = 0 nicht auftreten konnen. Das ergibt

(NAD! (Nt DNe
2N —1)! > Moglichkeiten.
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5.6 Spektrale Summen

Allerdings ist ein reduzierbarer Weg dabei, dieser tritt wegen der periodischen Randbe-
dingungen auf, wenn die zusétzlichen Links am ersten und am letzten Gitterpunkt ein-
gesetzt werden. Es kommt ein Faktor 2(d — 1) hinzu, weil der dicke Link vorwiérts und
riickwarts in jeder Raumrichtung eingebaut werden kann.

Damit ergibt sich als Beitrag der dicken Loops zum Proportionalititsfaktor

Chiz = %(d —D[(N; +1)N; — 2] (5.10)

und insgesamt

(N +2)2(Nt +1) n %L(d — D[(N; +1)N; — 2].

Diese Ergebnisse werden im nidchsten Kapitel mehrfach benotigt.

_ 8 d _ 12
CNi+2 = CRppp + O = d
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6 Spektrale Summen als
Ordnungsparameter fiir Confinement

Gerade Linien sind gottlos.
Friedensreich Hundertwasser

Das grofite Problem an der Darstellung

LS renoM, s (o)Nl NN
k=1
des Polyakov-Loops ist, dafs sie wesentlich durch den ultravioletten Teil des Spektrums
bestimmt wird. Dies ist in Hinblick auf den Ubergang ins Kontinuum sehr schwierig
und bringt auflerdem numerische Probleme mit sich. In diesem Kapitel werden deshalb
allgemeine spektrale Summen der Art

Su(f)

I Mz

n
L 7C)

betrachtet. Gattringers Ergebnis erhalt man fiir f(A) = AM. Aufsummieren aller Eigen-
werte macht aus der Summe tiber p eine Spur, so dafs

1
x

1 N
S(H) =, L fCo)

Definiert man *f(®) = f(*9) fiir ein beliebiges Zentrumselement z und benutzt zz* = 1,
erhdlt man nach Umbenennen des Summationsindex fiir das Verhalten der spektralen
Summe unter einer Zentrumstransformation

S(f)=z- —Ez zitr f(*®) = z - S(f).

Das bedeutet, dafs sich jede nichtverschwindende spektrale Summe unter Zentrumstrans-
formationen wie der Polyakov-Loop transformiert und deshalb ebenfalls als Ordnungs-
parameter geeignet ist.

Es ist bekannt, dafd der infrarote Anteil des Spektrums am empfindlichsten auf einen
Twist der Randbedingungen reagiert (vgl. [12]). Im folgenden werden verschiedene spek-
trale Summen betrachtet, die den ultravioletten Spektralanteil unterdriicken und nur auf
den infraroten reagieren. Die betrachteten Operatoren sind nichtlokal und winden sich
deshalb in Zeitrichtung mehrfach um das Gitter. Betrachtet man nur den Operator selbst,
der Ansatz, der in [12] und [27] verfolgt wird, mufs man sich diese Windung kiinstlich
durch Potenzen erzeugen.
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Abbildung 6.2: linearer Fit fiir die exponen-
tielle Summe in Abhingigkeit vom rotierten
Polyakov-Loop

Abbildung 6.1: exponentielle Summe fiir vier
verschiedene B-Werte in Abhangigkeit von der
Anzahl der berticksichtigten Eigenwerte

6.1 Exponentielle Summe

Der erste Ordnungsparameter, der betrachtet wird, ist die exponentielle Summe

&= % [tr exp(—9) +z* - trexp(—*®) +z - tr exp(—z*@)} . (6.1)

Die Matrixexponentialfunktion ist tiber ihre Reihenentwicklung definiert. Im folgenden
wird die Vertauschung der Summationsreihenfolge benétigt. Dies ist erlaubt, da es sich
um absolut konvergente Reihen handelt.

Die trunkierte exponentielle Summe ist durch
1 n
"= Y zp ) exp(=™;), n < dim(D)
k i=1

definiert, die Eigenwerte werden aufsteigend nach ihrem Betrag sortiert.

6.1.1 Numerische Resultate

Es wurde auf einem 43 x 3-Gitter simuliert und iiber 400 unabhéngige Konfigurationen
gemittelt. Die Werte wurden vor der Mittelwertbildung nach der Vorschrift aus Abschnitt
4.3.2 in den fundamentalen Bereich gedreht. Die exponentielle Summe wurde fiir die 11
Werte des Polyakov-Loops, die in Tabelle 5.2 auf Seite 50 angegeben sind, ausgewertet.
Dabei ist folgendes zu beobachten:

1. Der Hauptbeitrag zur exponentiellen Summe wird von den Infrarot-Moden getra-
gen, der Endwert in Abhédngigkeit vom zugehorigen B-Wert stellt sich schnell ein
(siehe Abb. 6.1).
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6.1 Exponentielle Summe

2. Die Summe (6.1) ist in guter Ndherung proportional zum Polyakov-Loop (siehe
Abb. 6.2). Ein linearer Fit liefert

(€™ = —4,078-107% (P™") +2,346-10> (rmse = 1,82-107°).

6.1.2 Analytische Resultate

Die Potenzreihe der exponentiellen Summe ist durch

1 *
_ t _Zk@
= ;zk rexp( )

(_)Nt 1 * Zrem N 1 Ni+1
= — Y Zitr RO — Zrtr KT 4+
P Nt!;k (N, + 1)t Zk

gegeben, da Terme ¥ #*®' mit I < N; nicht beitragen (vgl. Abschnitt 5.6). In der Spektral-
darstellung ergibt sich

dim (D)

—sz Y. exp(—™A)

i=1

LRI T B I
— P Z* A — Z* kA oo
w |NIETR =TT (N TR T
1 1
— ()N | —x(N) _ ___— y(Netl) 4] :
(=) [Nt! (N: +1)! o

Die Proportionalitdt zwischen exponentieller Summe und Polyakov-Loop ist eine Folge
der Proportionalitit zwischen X(!) und dem Polyakov-Loop (vgl. Abschnitt 5.6).

Der Beitrag des Polyakov-Loops zum numerisch beobachteten
Proportionalititsfaktor

Setzt man die Vorfaktoren (5.9) aus Abschnitt 5.6 in die Reihenentwicklung (6.2) ein und
sortiert in der Reihe um, erhdlt man die Entwicklung der exponentiellen Summe in Po-
tenzen des Polyakov-Loops:

dim(D)

—sz Z exp(—*\;)

i=1

NNy +1)! 5 NJ(N;+2)!

= 1— )P
N;! ( TINA(N; + 1) 2N (N 1200 T P

_ O (1—d+ ~d* T ) “P+.. _(_)Nte*d-PJr... (6.3)

Nt Nt’

Dicke Loops und hohere Potenzen des Polyakov-Loops sind nicht explizit ausgeschrie-
ben.

Fiir das 4° x 3-Gitter ergibt sich ein Faktor von e™/31 = 3,05 - 1073 Dies ist in guter Uber-
einstimmung mit dem numerisch bestimmten Proportionalititsfaktor von 4,078 - 10~2
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6 Spektrale Summen als Ordnungsparameter fiir Confinement

Der Beitrag der dicken Loops in der Reihenentwicklung

Eine analoge Argumentation wie im vorherigen Abschnitt kann man fiir die dicken
Loops durchfiihren. Ein dicker Loop Fi der Lange N; + k trdgt in der Potenz m = k + [
durch die | Faktoren d - 6, den Faktor

! I'(N; +k)!

bei. Damit ist der Beitrag eines dicken Loops in der Entwicklung (6.2) der Exponential-
funktion nach Umsortieren und Abseparieren des globalen Faktors 1/n;!

1 > (—d)! e
I

(Nf+1)~--(Nt+k)l§() C N+ D). (Ne+ k) (6.4)

Fur k = 2 laft sich die Anzahl der auftretenden Loops F, und ihre Vorfaktoren durch
die Spur tiber die y-Matrizen explizit durch kombinatorische Uberlegungen bestimmen.
Nach Gleichung (5.10) auf Seite 55 ergibt sich

3= D[N+ )Ny —2) = 1(d— 1) [(N+ 1) (N; +2) — 2(Ny +2)].

Zusammen mit Gleichung (6.4) und dem globalen Faktor 1/N;! ergibt sich in der Entwick-
lung der Exponentialfunktion ein Beitrag von

1 d—1(Ni+1)(N;+2) —2(N; +2) _ d—d 2\ 1
— ~ 00137 (1- ) —. .
N, 4 (N: + 1) (N; +2) ¢ Nti) N (69

Fiir das 43 x 3-Gitter ergibt sich damit als Beginn der Reihenentwicklung
£=-305-107-P—1,14-107- Fo+ ...

Fiir k > 2 ist es schwierig abzuschétzen, wieviele dicke Loops auftreten und wie grofs ihr
Beitrag durch die zusédtzlichen rdaumlichen Links ist. Die langeren Loops werden durch
den Faktor (N; + k)! aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion unterdriickt. Es
ist allerdings moglich, daf$ die Anzahl an langen Loops fiir grofie Gitter starker zunimmt,
als durch den Vorfaktor kompensiert werden kann. Die gute Proportionalitit, die auf
dem 43 x 3-Gitter zu beobachten ist, deutet aber darauf hin, daf der Beitrag der dicken
Loops nicht so gravierend ist.

Bemerkung zum Vorzeichen der einzelnen Summanden

Schreibt man die Funktion e~ explizit aus, erhilt man

Ze_)‘:2 ) e ™ cos(3N),
) RA,|SA|

da mit A auch A* ein Eigenwert ist. Der Kosinus ist fiir die tiefsten Eigenwerte positiv und
liegt in der Nédhe von eins, so dafs der Beitrag des Realteils nicht wesentlich modifiziert
wird. Fiir A > 7/2 wird der Kosinus negativ, dies fiihrt zu einem Vorzeichenwechsel
einiger Summanden in &,. Dies liefert eine Erkldrung fiir den nichtmonotonen Verlauf
der Kurven in Abbildung 6.1.
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6.2 Inverse Potenzfunktionen
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Abbildung 6.3: Inverse Potenzfunktionen fiir vier verschiedene Werte von  in Abhangigkeit von
der Anzahl der berticksichtigten Eigenwerte. In der linken Abbildung ist die Feynman-Summe

fol) aufgetragen, in der rechten Abbildung die Banks-Casher-Summe Z,(fz).

6.2 Inverse Potenzfunktionen

Ein weiterer moglicher Ordnungsparameter ist durch die Abbildung
1 ,
(- == [tr D 4z tr o 4z tr 7o (6.6)
”

gegeben. Interessant sind hier insbesondere die Potenzen ! = 1 und I = 2, da sie mit dem
Feynman-Propagator bzw. der Banks-Casher-Relation zusammenhéangen (vgl. Abschnitt
3.1.3 bzw. 4.4). Im folgenden wird X(~1) als Feynmansumme und £(~2) als Banks-Casher-
Summe bezeichnet.

Die trunkierte Summe ist als
(=1) 1 * -z Zry —1 :
X, = > Y ozp) A, n<dim(D)

definiert. Die Eigenwerte werden aufsteigend nach ihrem Betrag sortiert.

6.2.1 Numerische Resultate

Es wurde wieder auf einem 42 x 3-Gitter simuliert und iiber 400 Konfigurationen gemit-
telt. Die Werte wurden vor der Mittelwertbildung nach der Vorschrift aus Abschnitt 4.3.2
in den fundamentalen Bereich gedreht. Dabei ist folgendes zu beobachten:

1. Z,(q_l) mit | = 1,2 aufgetragen iiber der Anzahl der beriicksichtigten Eigenwerte
zeigt am Anfang einen steilen Abfall und erreicht schnell seinen asymptotischen
Wert in Abhédngigkeit vom zugehorigen g-Wert (vgl. Abb. 6.3).
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Abbildung 6.4: Linearer Fit fiir die inversen Potenzfunktionen in Abhingigkeit vom rotierten
Polyakov-Loop. In der linken Abbildung ist die Feynmansumme aufgetragen, in der rechten Ab-
bildung die Banks-Casher-Summe.

2. Fir [ = 1 ist eine sehr gute Proportionalitdt zum Polyakov-Loop zu erkennen (Abb.
6.4 (a)), fir I = 2 wird die Proportionalitdt etwas schlechter, ist aber nach wie vor
deutlich zu erkennen (Abb. 6.4 (b)). Ein linearer Fit liefert fiir die Feynmansumme

(z(=Droty — _545.1073 . (P™) —4,379-107° (rmse = 2,978 -107°)
und fiir die Banks-Casher-Summe

(x(=2)roty — _582.107%. (P™) —8,035-107° (rmse = 7,645-107°).

6.2.2 Analytische Resultate fiir die Feynmansumme

Ziel dieses Abschnitts ist eine Darstellung der Feynmansumme als ,,Summe tiber Wege
beliebiger Liange” In einer solchen Darstellung treten als Summanden nur diejenigen
> (Ni+K) quf, die Anteile proportional zum Polyakov-Loop enthalten (vgl. Abschnitt 6.1).

Hoppingparameterentwicklung des Propagators

Die Fermionmatrix 9, die in der Hoppingparameterentwicklung verwendet wird, ist

) )
w21 (1-2).

Die Neumann-Reihe von 9! existiert, denn es gilt |1 — 9/4|| < 1, da das Spektrum von
D zwischen 0 und 24 liegt. Die Neumann-Reihe von 9t ! ist

m—lzi(n—§>l.

I=0
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6.3 Gauf3sche Summe

Einsetzen der Neumann-Reihe in Gleichung (6.6) ergibt

1 -
- [tr Mtz M4z tr 7 M 1}

d-
9\ 29\ 7o\’

Die Summanden mit I < N; verschwinden, da nur Wilson-Loops auftreten. Der Sum-
mand mit [ = N; ist
(=)™
P.

AN

In den Summanden mit [ > N; treten keine geraden Loops mehr auf, sondern nur dicke

Loops und hohere Potenzen von P bzw. P*, da (1 — 9/4) im masselosen Fall nur nichste

Nachbarwechselwirkungen enthélt. Deshalb liefert der Summand mit [ = N; + 1 keinen

Beitrag, da er keine geschlossenen Loops enthilt. Der Summand mit [ = N; + 2 liefert
(=) d—1

g [(NeH N 2] Ay,

wobei F, den dicken Loop der Lange N; + 2 bezeichnet. Die Reihenentwicklung ergibt
damit

N _Ntd_l
» (1) :(dM)Jrl-PJrEiNL?,LL[(Nt+1)Nt—2]-]-"2+...

Fiir das 43 x 3-Gitter mit d = 4 und N; = 3 erhilt man

>V~ -3,90.-102-P—-1,83-103 - F +...

Dieser Proportionalitétsfaktor von 3,90 - 1073 ist in guter Ubereinstimmung mit dem nu-
merisch bestimmten von 5,45 - 1073.

6.2.3 Analytische Resultate fiir die Banks-Casher-Summe

Fiir die Banks-Casher-Summe existiert keine Neumann-Reihe, da

@2

-2

nicht erfiillt ist. Eine analytische Abschdatzung wie im Fall der Feynmansumme ist also
nicht moglich.

6.3 Gaufische Summe

Ein weiterer moglicher Ordnungsparameter ist die gauf$sche Summe

1 * *
G = = {tr exp(—DD") + z* - tr exp(—*D*D") 4z - tr exp(— Z®Z®+)} . (6.7)
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6 Spektrale Summen als Ordnungsparameter fiir Confinement
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Abbildung 6.5: gauische Summe fiir vier verschiedene Werte von f in Abhéngigkeit von der
Anzahl der berticksichtigten Eigenwerte

Diese Grofie ist interessant, weil exp(—99") in der Heat-Kernel-Regularisierung der fer-
mionischen Determinante benutzt wird [5].

Die trunkierte gaufsche Summe in Spektraldarstellung ist durch

1 n . n n .
n = o= + 27 ) exp(= Al + 2 ) exp(—[Fif?)
i=1 i=1 i=1

gegeben. Die Eigenwerte werden aufsteigend nach ihrem Betrag sortiert.

6.3.1 Numerische Resultate

Auch fiir die gaufische Summe ist auf dem 4° x 3-Gitter eine Proportionalitit zum
Polyakov-Loop zu beobachten. Es wurde wieder tiber 400 Konfigurationen gemittelt. Vor
der Mittelwertbildung wurden die Werte in den fundamentalen Bereich gedreht. Es ist
folgendes zu beobachten:

1. Die Kurven G, zeigen anfangs einen steilen Abfall und erreichen sehr schnell ihren
Endwert in Abhédngigkeit vom zugehorigen B-Wert, es bildet sich ein sehr stabiles
Plateu aus (vgl. Abb. 6.5).

2. Fur die gaufische Summe ist allerdings kein linearer, sondern ein quadratischer Zu-
sammenhang zum Polyakov-Loop zu erkennen. Ein quadratischer Fit (vgl. Abb.
6.6) ergibt

(G™Y = —5,711-107* - ((P™")?) — 1,56 - 1072 - (P™")+1,061 - 10~°
(rmse = 1,453 -107°)
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Abbildung 6.6: quadratischer Fit fiir die gaufische Summe in Abhédngigkeit vom rotierten
Polyakov-Loop

6.3.2 Analytische Resultate

Fiir die gaufische Summe ist die Argumenation schwieriger als fiir die exponentielle Sum-
me, da der Operator 99f Wechselwirkungen sowohl zwischen nichsten als auch zwi-
schen tiberndchsten Nachbarn enthélt. Die Wechselwirkungen zwischen tibernédchsten
Nachbarn treten aber nur als Kinks auf, d. h. als Terme der Form ,4(, mit y # v. In der
Entwicklung von Gleichung (6.7) tragen deshalb wieder nur Potenzen k > N; bei. Im
Unterschied zu Abschnitt 6.1 treten aber in (D9")* zusitzlich auch Spikes auf, also Terme
der Form 4,4f, wie in der Wegedarstellung unten zu erkennen ist.

~Wegedarstellung” von of

Fiir verschwindende Masse ergibt sich unter Verwendung der Darstellung (5.1)

d d
(D@Jr(xh/) - d(d + 1)(5x,y_5 Z [1 - 'YH] [uﬂ(x)‘sx-i-ewy +il;i(x + ey)éx—ewy}
u=1
d & .
_E Z:l [1 + ,y:u] |:L[]«l (x + eﬂ)éx-‘r@y,y + ﬂy(x)(sx—ey,y}
],[:
1
+ZL [1 - ’)’H} [1— 7] uﬂ (x)ﬂi(x + EV)éx—ey—ev,y
pFv
1
+Zl [1 o 'W} 1+ 7] Uy (x)uV(xwX—e;,Jrev,y
pF#v
1
+Zl [1 + 714} [1 =] u:l (x+ ey)ui(x + ev)5x+e;1+ev,y
p#v
1
+ZL [T+ 7] L+ il;; (x + € )ty (X)Oxte,—e, -

H*
<
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Abbildung 6.7: gauische Summe in Abhén- Abbildung 6.8: trunkierte gaufische Sum-
gigkeit vom rotierten Polyakov-Loop fiir drei ~me fiir drei verschiedene Dampfungsfaktoren,
verschiedene Dampfungsfaktoren B = 5,615, 43 x 3-Gitter

Beitrag des Polyakov-Loops in der Reihenentwicklung

Durch die Spikes gibt es zu viele Moglichkeiten, Polyakov-Loops zu bilden, als daf3 sich
ihr Beitrag noch einfach kombinatorisch abschétzen liefse. Die leicht quadratische Abhén-
gigkeit — der lineare Term ist um einen Faktor 2 grofler als der quadratische — ist deshalb
nicht quantitativ zu belegen. Vermutlich treten durch die Spikes so viele Moglichkeiten
auch fiir langere Loops auf, daff die Dampfung nicht mehr stark genug ist, um diese
Beitrdge zu unterdriicken.

6.3.3 Einfiihren eines Dampfungsfaktors

Fiihrt man im Exponenten einen Dampfungsfaktor t ein, erhilt man
1
t * Zrevzk Tt
= - t _t N k@ k@ .
g ~ ; zi trexp( )

Die Proportionalitdt zum Polyakov-Loop wird besser, wenn der Faktor kleiner als eins ist
(vgl. Abb. 6.7), da in diesem Fall die Beitrdge der dicken Loops und der htheren Potenzen
unterdriickt werden. Allerdings erreicht die trunkierte gaufische Summe langsamer ihren
asymptotischen Wert (vgl. Abb. 6.8). Wahlt man den Faktor hingegen grofier als eins, ver-
schlechtert sich die Proportionalitit, da die dicken Loops und hohere Potenzen weniger
stark unterdriickt werden. Allerdings wird der asymptotische Wert friiher erreicht, weil
die grofleren Eigenwerte starker gedampft werden.

6.3.4 Skalierung mit dem zeitlichen Volumen

Fiir das Skalierungsverhalten der gaufischen Summe mit dem zeitlichen Volumen auf
einem 6° x N;-Gitter wird die Groe

66



6.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

N: (€Y dim(D)
2 1,9474 5184
3 1,4019 7776
4 0,932245 10368
5 0,523142 12960

Rprot
Ry

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Anzahl Eigenwerte

Abbildung 6.9: Reskalierte gaufssche Summe fiir verschiedene zeitliche Gittergrofsen. Die Tabelle
zeigt die zugehorigen Werte des rotierten Polyakov-Loops und die Anzahl der Eigenwerte des
Dirac-Operators.

betrachtet. Die gaufische Summe wird mit dem extensiven Faktor s reskaliert, weil nur
ein geringer Anteil der Eigenwerte berticksichtigt wird und zudem das Springen des
Vorzeichens verhindert werden soll. In Abbildung 6.9 ist R™®' in Abhéngigkeit von der
Anzahl der beriicksichtigten Eigenwerte aufgetragen. Es wurde iiber 100 unabhéngige
Konfigurationen gemittelt und bei § = 6,5 simuliert. Es sind die betragsméfiig kleinsten
100 Eigenwerte beriicksichtigt, dies entspricht auf dem 6° x 2-Gitter etwa 2% und auf
dem 6° x 5-Gitter etwa 0, 8% der Eigenwerte.

In Abbildung 6.9 ist deutlich zu erkennen, dafd mit Vergrofierung der zeitlichen Ausdeh-
nung der asymptotische Wert immer friiher erreicht wird. Ein Problem in Hinblick auf
den Kontinuumslimes kénnte allerdings sein, da8 die Groe R°t(N;) umso kleiner wird,
je grofier N; wird. Dies kann eventuell durch eine geeignete Normierung kompensiert
werden, dieser Moglichkeit wurde aber in dieser Arbeit nicht weiter nachgegangen.

6.4 Zusammenfassung der Ergebnisse

Das néchste Kapitel betrachtet die hier vorgestellten spektralen Summen fiir einfache
Eichfeldkonfigurationen im Kontinuum, deshalb ist es an dieser Stelle angebracht, ein
Fazit iiber die bisherigen Ergebnisse auf dem Gitter zu ziehen. Es wurden in diesem Ka-
pitel spektrale Funktionen des Dirac-Wilson-Operators betrachtet, die so konstruiert sind,
dafs sie Ordnungsparameter fiir den Confined-Deconfined-Phaseniibergang sind und ih-
ren Hauptbeitrag vom infraroten Anteil des Spektrums bekommen. Alle diese spektra-
len Summen sind fiir die betrachteten Gittergroflen in guter Ndherung proportional zum
Polyakov-Loop.

Fiir numerische Untersuchungen ist die gaufische Summe am besten geeignet, weil sie
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6 Spektrale Summen als Ordnungsparameter fiir Confinement

die hohen Eigenwerte stark unterdriickt und sehr schnell konvergiert. Schon bei Bertick-
sichtigung von wenigen Prozent der Eigenwerte erreicht sie ihren Endwert. Dieses Ver-
halten scheint sich mit wachsender zeitlicher Gittergrofle sogar noch zu verbessern.

Fiir die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Confinement und chiraler Sym-
metriebrechung sind jedoch die Feynmansumme und die Banks-Casher-Summe interes-
santer, weil sie den Polyakov-Loop mit der Banks-Casher-Relation in Verbindung brin-
gen.

Veroffentlichungen, welche die hier vorgestellten Ergebnisse aufgreifen, sind [11, 38, 81].
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im
Kontinuum

A long nightmare of classical special function theory
allows us to transform this expression into ...
T. H. Boyer, Ann. Phys. (NY) 56, 486

Dieses Kapitel erweitert die Ergebnisse der vorherigen Kapitel fiir eine spezielle Eichfeld-
konfiguration auf die Kontinuumstheorie. Es wird gezeigt, wie sich die gaufssche Summe,
die Feynmansumme sowie die Banks-Casher-Summe analytisch durch eine Reihe in Po-
tenzen des Polyakov-Loops und des komplex konjugierten Polyakov-Loops ausdriicken
lassen. Hierdurch wird explizit eine Beziehung zwischen dem Ordnungsparameter fiir
den Confinement-Deconfinement-Ubergang — dem Polyakov-Loop — und dem Propaga-
tor hergestellt, der in die Banks-Casher-Relation eingeht und damit fiir die chirale Sym-
metriebrechung von Bedeutung ist.

Der Dirac-Operator in diesem Abschnitt ist als
D =iy" (0, —igoAy) (7.1)

mit euklidischen, hermiteschen y-Matrizen (vgl. Abschnitt 2.5) definiert, dies folgt der
Konvention in [39]. Er ist mit dieser Definition hermitesch. In zwei Dimensionen hat
die Kopplungskonstante gy die Einheit [Linge] !, das -Feld ist dimensionslos. In vier
Dimensionen ist die Kopplungskonstante gy dimensionslos und das 2-Feld hat die Di-
mension [Linge] ! (s. Anhang A.3).

7.1 Gaufische Summe in zwei Dimensionen — SU(2)

Betrachtet wird ein zweidimensionaler Torus mit Ausdehnung B in Zeitrichtung und
Ausdehnung L in Raumrichtung. Fiir die Felder werden periodische Randbedingungen

W(xo+ B, x1) = Pp(x0,x1), P(xo,x1+L) = p(x0,x1)
angenommen und es wird die spezielle Feldkonfiguration
Qlo = K03 und Qll =0,

bzw. getwistet mit Zentrumselement

Ay = aos + Lay, und *A; =0
Bgo
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

der Eichgruppe SU(2) betrachtet. Der Parameter « ist in zwei Dimensionen dimensions-
los. Der zugehorige Polyakov-Loop hat den Wert

p p
P=tr ¥ exp igo/Qlo dx’| = trexp |:ig0/0(0'3 dx0] = tre*8%F = 2 cos(agop),
0 0
bzw.
’ T
P =trZexp igo/ (lX + ,Bg) o3 dx® | = tre!®oBF+M% — 2 cos(ngop).
0

0

Das zu losende Eigenwertproblem ist
Dy = (i'yo (9o — ingoos) + i'ylal) Pp=Ay.

Das 2l,,-Feld ist konstant und vertauscht mit der Ableitung, die betrachtete Eichfeldkon-
figuration hat eine verschwindende Feldstidrke und damit keine Kriimmung, d. h. es gilt
[, 24,] = 0. Daraus folgt, daf8 die Eigenfunktionen von © auch Eigenfunktionen von
D, D¥ sind. Der Dirac-Operator kann deshalb durch quadrieren diagonalisiert werden:

0" = D% = Lspinor ® DpD"¢p = Lspinor @ <_ (90 — ingoos)” — B%) p=Ay

Die Eigenwerte A? und die zugehorigen Eigenfunktionen werden in Anhang C.3 berech-
net. Die Eigenwerte sind zweifach entartet und lauten

2 2
A(m,l)zz (Zg~m—o¢go> +<2£T-l) , lmeZ.

Twisten des Eichfeldes bedeutet, gy durch agyg + 7/p zu ersetzen, d.h. der getwistete
Operator hat die gleichen Eigenfunktionen wie der ungetwistete Operator, die Eigenwer-
te sind ebenfalls zweifach entartet und lauten

A (m,1)? = (‘Zt.m—ocgo—g>2+ <2£T.z)2.

Mit diesen Eigenwerten wird die gaufische Summe

z)2

A2
g= Zefﬁ —Y e ®
i i
2 2
(2m1)? <%T-m—txg0) (%T.m,ago,%)

2. i e (A7 i e A~ —e A2 (7-2)

|=—00 m=—oo

gebildet. Dabei ist A ein Parameter, der die Dimension einer Energie hat, um einen di-
mensionslosen Exponenten zu erhalten. Der Faktor 2 ist der Entartungsfaktor.
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7.1 Gaufische Summe in zwei Dimensionen — SU(2)

7.1.1 Zusammenhang mit Theta-Funktionen

Die allgemeine Theta-Funktion ist als

8(z,1) =) TN iy 2 € C, T E€C, (1) >0 (7.3)
nez

definiert [61]. Fiir die reellwertige Theta-Funktion mitz = x € Rund 7/i = t € R* gilt
die Beziehung [61, S. 33]

O (x, it) —tl/ZZe T —1+22c0527rmx) —mmt (7.4)
nez m=

Setzt man x = 0 und t = 47/(LA)?, ergibt sich mit Gleichung (7.3) und Gleichung (7.4) fiir
den [-abhdngigen Teil von Gleichung (7.2)

Z e ZT =0 (O, (fﬁ?)?.) = 2I:/A_ Ze_w. (7.5)

=0 L=

Fiir den ersten Summanden des m-abhidngigen Terms ergibt sich aus Gleichung (7.4) mit
x = Bago/27zund t = (Aﬁ)2/47r

3 (ZX mJS*O) X, i AP ,Bzxgo i
e Visetin = e (R )

Aﬁ _(A? 0
NG 1+2- Zcosﬁocgom) I ]

Fiir den zweiten Summanden ergibt sich mit x = Bxgo/27 + 1/2 und t = (AB)*/4an

& ~ (35 m-"0— 1 AP Bago 4r
m;ooe ¢ ) V- 9(x,it) = N 19(2 + 7, i (A,B)2>

2
1+2- Z - cos(Bagom) e -7 ”’2] .

2\/—
Beim Zusammenfassen der beiden Summanden iiberleben wegen des alternierenden Vor-
zeichens nur die Summanden mit ungeradem m = 2k + 1 und es bleibt
00 A 2
Y. AA exp {—(Zk + 1)2(’34)} -2-cos [(2k + 1)agop]
k=0 V7T

tibrig. Zusammen mit Gleichung (7.5) ergibt sich damit fiir die gaufische Summe

G=2-9 (0 z(L4/7\T) ) i) pA - exp [ (2k+1)2W] -2-cos[(2k+1)agopB]. (7.6)

Dies ist die Fourierreihe der gaufsschen Summe, wie sich auch durch direkte Rechnung
zeigen laf3t.
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

Die Formel von Moivré zusammen mit dem verallgemeinerten binomischen Satz liefert
die trigonometrische Identitat

3 r
cos(maBgo) = Z(_)r<2,,> cos™ ¥ (aBgo) - (1 — cos?(aBgo)) - (7.7)
r=0

Damit lafst sich die gaufische Summe in Gleichung (7.6) explizit durch Potenzen des
Polyakov-Loops ausdriicken. Da m = 2k + 1 immer ungerade ist, treten nur ungerade
Potenzen des Polyakov-Loop auf, d.h. die gaufische Summe transformiert unter Zen-
trumstransformation wie erwartet genauso wie der Polyakov-Loop.

Mit der Zerlegung ist es moglich, den Beitrag des Polyakov-Loops in der Fourierreihen-
entwicklung zu bestimmen. Ein reiner Kosinus kann in Gleichung (7.7) nur in der Potenz
r = |2k+1/2| = k auftreten. Der Vorfaktor des Kosinus ist dann

- () = O e,

Damit ergibt sich fiir die Fourierreihe nach Umsortieren

. AT N BA Ik o (k12082

1 (Ap)
- (Z.e”f i) -7?3+...] :
Die Punkte stehen fiir weitere Exponentialfunktionen sowie hohere Potenzen von P. Die

Exponentialfunktion dampft aber so stark, dafs fiir hinreichend grofie Werte von A - B nur
der lineare Beitrag tibrigbleibt.

R,

7.1.2 Numerische Berechnung

Fiir die numerische Rechnung werden die dimensionslosen Grofien

%, B=p-A und L=L-A
definiert. Um die gaufische Summe numerisch zu untersuchen, bietet sich die Darstel-
lung

o () 2 o () o (52 o)

tiber Theta-Funktionen an, da diese in vielen gingigen Mathematik-Programmen imple-
mentiert sind. Fiir die Abbildung 7.1 wurde allerdings die Darstellung aus Gleichung
(7.2) mit jeweils 40, 000 Eigenwerten fiir verschiedene &- und B-Werte verwendet, da der
lineare Fit fiir die Proportionalitdtsfaktoren des Polyakov-Loops mit MATLAB gemacht
wurde und dort die Theta-Funktionen nicht implementiert sind. I und m decken den
Wertebereich zwischen —200 und 200 ab.

A=

Zu jedem B-Wert wurden 50 verschiedene Werte von & zwischen null und 7 betrachtet
und damit der gesamte Wertebereich des Polyakov-Loops von —2 bis 2 ausgeschopft.
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7.1 Gaufische Summe in zwei Dimensionen — SU(2)

Abbildung 7.1: gaufische Summe aufgetragen tiber dem Polyakov-Loop fiir verschiedene Werte

von B mit L = 27

Vergleich mit der analytischen Rechnung

A

B a as MATLAB-Fit fiir a4
1,5 8,5476-10"1 9,4956-103 8,5476 - 107!
1,6 8,4376-10"' 5,0423-1073 8,4376-107!
1,7 8,2550-10"! 2,5497-103 8,2550- 107!
1,8 8,0083-10"' 1,2283-1073 8,0083 - 107!
1,9 7,7063-10"' 5,6395-10~% 7,7063 - 107!
2,0 7,3584-10"1 2,4685-107* 7,3583 107!
24 5,6869-1071 5,6468-107° 5,6869 - 1071
29 3,5427-1071 1,7559-.10°8 3,5427-10°1
34 1,8898-10"! 1,7200-10"1! 1,8898 - 107!
39 8,7037-107% 5,3514-10"15 8,7037 - 102
44 3,4795-107% 5,3166-10"17 3,4795 - 102
49 1,2117-107% 1,6927-10"2 1,2117 - 1072
59 9,8051-107% 5,6999-10734 9,8050 - 104

Tabelle 7.1: die ersten beiden Fourierkoeffizienten und die mit MATLAB bestimmten Proportiona-
litatsfaktoren

In Tabelle 7.1 sind die ersten beiden Fourierkoeffizienten zusammen mit dem zugeho-
rigen MATLAB-Fit fiir verschiedene Werte von j aufgetragen. Es bestatigt sich, daf fiir
B > 1,6 der Hauptbeitrag vom ersten Glied der Fourierreihe kommt, da die Exponenti-
alfunktion stark dampft. Diese Dampfung fithrt auch dazu, dafs der Geradenanstieg mit
wachsendem B abnimmt (s. Abb. 7.1). Fiir kleine Werte von 3 geniigt die lineare Néhe-
rung nicht mehr, dann miissen hohere Potenzen des Polyakov-Loops in der Entwicklung
beriicksichtigt werden, dies ist in Ubereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen
(vgl. den linken Teil von Abbildung 7.1).
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum
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Abbildung 7.2: Die trunkierte gaufische Summe fiir vier verschiedene Werte von B, esist [ = 2m.
Fiir jeden p-Wert sind drei verschiedene Werte des Polyakov-Loops aufgetragen.

Die trunkierte gauische Summe

In Abbildung 7.2 sind die kleinsten 30 Eigenwerte, nach ihrem Betrag sortiert, aufsum-
miert und die gaufische Summe in Abhédngigkeit von der Anzahl der beriicksichtigten
Eigenwerte dargestellt. Es ist zu erkennen, daf fiir kleine B der Endwert sehr schnell er-
reicht wird (typischwerweise nach fiinf bis zehn Eigenwerten). Fiir grofe j, fiir die die
gaufischen Summe nahezu null ist, oszilliert die trunkierte gaufische Summe zuerst und
erreicht erst deutlich spater ihren Endwert.

7.1.3 Der Einfluf$ der Randbedingungen bei festem Polyakov-Loop

Um den Einfluf$ der Randbedingungen auf die gaufische Summe zu untersuchen, ist in
Abbildung 7.3 (a) die Gleichung (7.2) mit jeweils 40, 000 Eigenwerten fiir festen Polyakov-
Loop P = 2 und festes L sowie verschiedene B aufgetragen. In Abbildung 7.3 (b) ist
Gleichung (7.2) fiir festes B und verschiedene Werte von L aufgetragen. Im nichsten Ab-
schnitt wird der EinflufS dieser beiden Randbedingungen im einzelnen betrachtet.
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7.1 Gaufische Summe in zwei Dimensionen — SU(2)
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Abbildung 7.3: Einfluf der (a) zeitlichen und (b) rdumlichen Randbedingungen fiir P = 2

Einfluf der zeitlichen Randbedingung

In Abbildung 7.3 (a) wurde L=2n gesetzt. Das bedeutet fiir die Eigenwerte

A(m,1)? = (2/? -m>2 +12, A(m 1) = <2ﬁ” m— Z)Z +I2

Die gaufische Summe vereinfacht sich damit zu

¢-2.0(0%) § [<> _e@f-m@z] .

m=—o0

Der zweite Summand liefert erst ab f ~ 7/2 einen Beitrag, der groBer ist als 1073, Dies
erklart das waagerechte Einlaufen der Kurve fiir kleine Werte von j3, der Endwert wird
durch den Vorfaktor aus der Summe {iiber I bestimmt. Der iibrige Verlauf und insbeson-
dere der schnelle Abfall auf null fiir grofle B ist an der Fourrierreihe — Gleichung (7.6) —
sofort ersichtlich.

Veréndern von L bedeutet hier nichts anderes, als den gemeinsamen Vorfaktor aus der
Summe {iber / abzuédndern, d. h. die Kurven werden gestaucht oder gestreckt.

Einflufl der raumlichen Randbedingung

In Abbildung 7.3 (b) wurde 8 = 0,1 gesetzt. Das bedeutet fiir die Eigenwerte

2 2 2 2 2 2 2 2
Mo 1) = <07§'m> +<in'l> ' ZA(m,1)2:<07;.m_0”1> +<tn'l> '

Fiir dieses kleine B wird der Summand mit den getwisteten Eigenwerten exponentiell
unterdriickt, von den ungetwisteten Eigenwerten tragen nur solche mit m = 0 bei.
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

Dadurch reduziert sich die gaufSssche Summe in Abbildung 7.3 (b) auf

G=2- Y ex < (27221)>—Z-ﬁ(O,i(;Z)2>:L/7\TZe_W.

|=—c0 leZ

7.2 Gaufische Summe in vier Dimensionen — SU(2)

Auf einem vierdimensionalen Torus mit periodischen Randbedingungen wird die Eich-
feldkonfiguration

QLOZDCO'"D', Qllelzlegzo

gewihlt, diese Konfiguration hat wieder eine verschwindende Feldstiarke. Der Twist des
Eichfeldes erfolgt wie in zwei Dimensionen nur in Zeitrichtung. Mit einer analogen Rech-
nung wie oben (auch hier sind die Eigenwerte zweifach entartet) ergibt sich

= () () () + ()

27 m\? 2 \? 27 2 27 2
z 2 _ [ =20 o - -,
mtf = (g oms )+ (7 1) + () + (T)
In vier Dimensionen ist die Kopplungskonstante dimensionslos (vgl. Anhang A.3), des-

halb tragt « die Dimension [Léinge]_1

Die gaufische Summe lédf3t sich dann als

g = 20(0igan) ? (Oimar) ¢ (Oimar)
X v ‘B/; -exp [—(Zk—i—l)Z(ﬁi\)z] -2 - cos [(2k 4+ 1)agop] -
k=0

schreiben. Es @ndert sich im Vergleich zu zwei Dimensionen also formal nur der Vorfaktor
aufgrund der zusatzlichen Quantenzahlen k und r.

Die Verallgemeinerung auf d Dimensionen ist offensichtlich.

7.3 Gaufische Summe in zwei Dimensionen — SU(3)

In diesem Abschnitt ist die Eichgruppe SU(3), es wird wie in Abschnitt 7.1 ein zweidi-
mensionaler Torus betrachtet und periodische Randbedingungen an die Wellenfunktio-
nen gestellt. Die gewihlte Eichfeldkonfiguration ist

Ao = agAs +a2vV3-Ag und 2A; =0,

wieder verschwindet die Feldstirke. Die verwendeten Konventionen fiir die Gell-Mann-
Matrizen sind in Abschnitt 2.1.1 angegeben. Die getwisteten Konfigurationen sind

a9 = ar Az + 062\/5 Ag+ und 2 =0,

21 i
- Ag
BgoV'3
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sowie
47
BgoV/3

290 = 061;\3 + 062\/5 . /A\g + -;\8 und 24 =0.

Der zugehdrige Polyakov-Loop ist

B
P =tr & exp igo/Q[O dx0 | = tr ePsodiag(ar+ag,ar—ay,—2az)
0

=2 - e8P cos(aygoB) + e 2P0z,
Mit einer kurzen Rechnung verifiziert man, daf3

p
GP =tr & exp [igO/ZJQlo dx’
0

:Z]"P fiir j:1,2

gilt. Da die Eichfeldkonfiguration eine verschwindende Feldstdrke hat, kann der Dirac-
Operator durch Quadrieren diagonalisiert werden (vgl. Abschnitt 7.1). Die Eigenwerte
werden im Anhang C.4 berechnet, man erhalt

2 2 roml\?
M(my, 1) = ( 71;”1_g0(“1+“2)) ~|—<7z1> ,

271'1’112

Aa(ma, )* = ( 3 —go(—ﬂé1+0€2)>2+<27£lz>2,

2tm 2 27tl5\ 2
/\3(1’713,13)2 = ( ’B 3+2g00€2> —|—<L3> .

Twisten der Eichfeldkonfiguration mit dem Zentrumselement z; (j = 1,2) bedeutet, goaa
durch goay 4 27/3p - j zu ersetzen. Damit erhdlt man

. 2tm C 2\ 2 27l \ 2
A1 (my, ) = < L g0 +ap) —j- ) +(1> ,

B 38 L
‘ 2 C2n\? 22
g (my, lh)? = < 2m2+go(061—062)—]'3g> +<7Z2> ,

27'(7’}13

. C4n\? /2732

7.3.1 Berechnung der gaufischen Summe

Da die gaufische Summe absolut konvergent ist, darf in der Reihe umsortiert werden.
Um den Polyakov-Loop herauszuprojezieren, werden jeweils die Summanden mit A; zu-
sammengefafit, einzeln betrachtet und anschlieffend zur vollstindigen Summe wieder
zusammengefiigt. Um die Betrachtungen {tibersichtlich zu halten, wird auf die reellen
Theta-Funktionen aus Abschnitt 7.1.1 zuriickgegriffen.
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

Riaumlicher Anteil

Der rdumliche, [-abhédngige Anteil ist ein globaler Vorfaktor und liefert die gleiche Theta-
Funktion wie fiir die Eichgruppe SU(2):

Zeitlicher Anteil

Der zeitliche, m-abhidngige Anteil der Eigenwerte /\12 bzw. die zugehorigen getwisteten
Eigenwerte lassen sich auf die Form
relm; = i) %) mit t= G
t 4r
bringen. Der Faktor ¢ ist fiir alle Eigenwerte gleich und wird auch durch den Twist nicht
beeinflufit. Die zugehorigen x; sind

1 ) 1 , .2
folzgzof(ﬂéz-l-oél)—i-]':%, fozzé;(f(az—al)%—]-y Z’J@Z—%O&z—]'f

mit j = 0,1,2. Mit Hilfe der Beziehung

B(x,it) =1+2 ) cos(2mmmx) e 7t
m=1

1463t sich die gaufische Summe durch Potenzen des Polyakov-Loops ausdriicken. Diese
Rechnung wird in Anhang C.5 ausgefiihrt, die Reihendarstellung der gaufsschen Summe

ist

3pA 4im

g% 0 (0. tan)
2\/_ (LA)?

] (3n )2( )2
X Z |:(2e (3n+1)Bgonz cOS[(3n + 1)5(‘5700‘1] 21(31’1+1)ﬁg0a2) efw

(7-8)

+ (2 e 131 2)Bgus o (3 + 2) Bgon] + eZi(3n+2)ﬁg0a2) e(3"+2)42(/\5>2} ‘

7.3.2 Beitrag des Polyakov-Loops

Mit der Abkiirzung
_ (B
y=e ¢

sind die fiihrenden Terme in der Reihenentwicklung (7.8)

g_19<0-(£1/7\f)> ? i[P Y+ (PP =P) ot

+(P 4P P24 2P +4P) 4] (1)

Die gaufische Summe ist auch fiir die Eichgruppe SU(3) proportional zum Polyakov-
Loop, wenn -y > ~* erfiillt ist. Daraus ergibt sich die Bedingung A > 1/v3 ~ 0, 5774.
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Abbildung 7.4: gaufische Summe fiir zwei B—Werte, gefittet mit (a) Polynom 7. Ordnung und (b)

Polynom 4. Ordnung

20 . Proportionalitdtsfaktoren
sl > B numerisch analytisch
35 30 1,7839-10"1 1,7840-10"1
Lo} 45 g 35 9,2356-1072 9,2356- 102
O — 2 40 4,1334-102 4,1334-102
osf | &0 45 1,6070-1072 1,6070-102
= - 50 9,2356-1073 9,2356-10~3
00— — 55 1,6123-1073 1,6123-1073
= 60 4,1776-10~* 4,1776-10~*
-0.5

(P)

(a) gaufische Summe

-1.0 - -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

3.0

(b) Proportionalitdtsfaktoren

Abbildung 7.5: (a) gauische Summe aufgetragen iiber dem reellen Polyakov-Loop fiir verschie-
dene Werte von 8 und (b) die zugehorigen Proportionalitdtsfaktoren

7.3.3 Numerische Ergebnisse

Fiir die graphische Darstellung wird

R S

) (0,1' 2L

G—
i)

WIN

betrachtet, da die Theta-Funktionen nicht in MATLAB implementiert sind. In den Abbil-
dungen 7.4 und 7.5 (a) ist die gaufische Summe fiir den Spezialfall eines reellen Polyakov-
Loops (a; = 0) fiir verschiedene Werte von j3 iiber dem Polyakov-Loop aufgetragen. Zu
jedem B-Wert wurden 50 Werte von &1 zwischen null und 27/ berechnet, es wurden die
Summanden bis n = 100 berticksichtigt. Aus Abbildung 7.4 ist ersichtlich, dafs umso
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

weniger Glieder in der Reihenentwicklung beriicksichtigt werden miissen, je grofer j
gewihlt wird. Fir B = 0,5 wird G(P) gut durch ein Polynom 7. Ordnung approximiert
(s. Abb. 7.4 (a)), wdhrend fiir B = 1,0 ein Polynom 4. Ordnung gentigt (s. Abb. 7.4 (b)).
Abbildung 7.5 zeigt deutlich, wie sich G(P) fiir wachsendes j einer linearen Relation
anndhert.

In Tabelle 7.5 (b) sind die Proportionalititsfaktoren aus Abbildung 7.5 (@) ab § = 3,0 und
die Faktoren aus der Reihenentwicklung (7.9) aufgelistet. Die Ubereinstimmung zwi-
schen numerischen und analytischen Faktoren ist hervorragend.

In Abbildung 7.6 ist der Wertebereich der gaufischen Summe (7.9) in der komplexen Ebe-
ne fiir verschiedene Werte von B dargestellt,  wurde von 0,5 bis 1,9 in Schritten von
0,2 vergrofert. Die gaufische Summe zeigt wie erwartet ein Z3-symmetrisches Verhal-
ten. Abbildung 7.7 auf Seite 82 stellt die Wertebereiche der gaufischen Summe und des
Polyakov-Loops fiir B = 4,5 gegeniiber. Fiir diese Graphen wurden jeweils 100 Werte
von &1 und &, zwischen null und 27/ berechnet.

In Abbildung 7.8 (a) auf Seite 82 ist die rotierte gaufssche Summe tiber dem rotierten
Polyakov-Loop aufgetragen. Fiir die betrachteten Werte von j ist kein einfacher analy-
tischer Zusammenhang zwischen rotierter gaufischer Summe und rotiertem Polyakov-
Loop zu erkennen. Dies ist aber nicht verwunderlich, da die gaufssche Summe nichtline-
ar von P und P* abhédngt und das Rotieren keine lineare Operation ist. Die ,, Ausldufer”
treten auf, wenn die gaufische Summe auf der einen Seite der Grenze liegt, ab der in den
positiven bzw. negativen Bereich gedreht wird und der zugehorige Polyakov-Loop auf
der anderen Seite.

In Abbildung 7.8 (b) auf Seite 82 ist der Betrag der gaufsschen Summe iiber dem Betrag
des Polyakov-Loops aufgetragen. Auch hier zeigt sich fiir die betrachteten Werte von
B erwartungsgemaf kein einfacher Zusammenhang zwischen Polyakov-Loop und dem
Betrag der gaufischen Summe.

Abbildung 7.9 auf Seite 83 zeigt die rotierte gaufische Summe sowie ihren Betrag in der
Néahe des Proportionalitdtsbereichs. Aus diesen Abbildungen ist ersichtlich, dafs der Be-
trag der gaufischen Summe fiir diese Werte von 3 numerisch stabiler ist als die rotierte
gaufische Summe, und deshalb besser als Ordnungsparameter geeignet ist. Im Proportio-
nalitdtsbereich ist aber auch die rotierte gaufische Summe ein sinnvoller Ordnungspara-
meter (vgl. Abb. 7.10 auf Seite 83).

80



7.3 Gaufische Summe in zwei Dimensionen — SU(3)
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Abbildung 7.6: Wertebereich der gauschen Summe fiir verschiedene Werte von j
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Abbildung 7.7: Wertebereich (a) der gauischen Summe und (b) des Polyakov-Loops fiir 8 = 4,5
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Abbildung 7.11: trunkierte gaufsche Summe fiir verschiedene Werte von f und L = 27

7.3.4 Die trunkierte gaufische Summe

In Abbildung 7.11 ist der Betrag der trunkierten gaufischen Summe fiir verschiedene
Werte der Kopplungskonstanten dargestellt. Es zeigt sich ein dhnliches Verhalten wie fiir
die Eichgruppe SU(2), d.h. je groRer j ist, desto spiter erreicht die gaufsche Summe
ihren Endwert. Fiir grole B beginnt sie auerdem zu oszillieren.

7.3.5 Verallgemeinerung auf d Dimensionen

Wie fiir die Eichgruppe SU(2) dndert sich in d Dimensionen nur der Faktor, der sich aus
dem rdumlichen Anteil ergibt, zu

o (o) ~ e (i)

solange der Twist nur in Zeitrichtung erfolgt (vgl. Abschnitt 7.2).
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7.4 Zusammenfassung der Ergebnisse fiir die gaufssche Summe

Bevor im néchsten Teil dieses Kapitels die Potenzreihen fiir die Propagatoren — also fiir
die Feynmansumme und die Banks-Casher-Summe - betrachtet werden, sollen in die-
sem Abschnitt noch einmal die Ergebnisse fiir die gaufische Summe zusammengefasst
werden.

Fir die SU(2) als Eichgruppe ist der Polyakov-Loop fiir die betrachtete Eichfeldkonfigu-
ration

P = 2cos(aBgo).
In zwei Dimensionen erhélt man die Reihendarstellung
4in BA Grapes? L 2k +1\ (P\F P2
9:4-19<0 ) RSy () = 1-— .
(LA)? kZ(:J r;)( ) 2r 2 4
In d Dimensionen wird dies zu

omsfio(o i) e o () B (-5

k=0 r=0

Fir die SU(3) als Eichgruppe ist der Polyakov-Loop fiir die betrachtete Eichfeldkonfigu-
ration

P = 2e'P8% cos(Bgony ) + e 2Pgom

und man erhailt fiir die gaufische Summe in zwei Dimensionen

-y oo )

X Z {(Ze (31+1) Bgonz cos[(3n + 1)Bgon1] +e 2i(3n+1)ﬁgoa2> o

(Bn+1)2(AB)?
i

+ (2 e {31t Ds0%2 5[ (31 + 2) Bgoa] + e2i(3n+2)ﬁg0a2) e<3n+2>42<Aﬁ>2}

und in d Dimensionen
3,8A ﬁ ( 4im )
] )

+ (2 efi(3l’l+2).3g0062 COS[(37’1 + 2),380“1] + eZi(3n+2).580“2> ewf(/\/s)z] .

( i(3n+1)Bgona COS[(3Tl + 1)13g0a1] 2i(3ﬂ+1)ﬁgoa2) e7(3n+1)42(A/5)2

| —

Damit ist die gaufssche Summe fiir beide Eichgruppen auf Potenzen des Polyakov-Loops
und des komplex konjugierten Loops zuriickgefiihrt.
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7.5 Propagatoren in zwei Dimensionen - SU(2)

In diesem Teil dieses Kapitels werden fiir die spektralen Summen, die aus Propagatoren
gebildet werden, die zu Abschnitt 7.1 analogen Rechnungen durchgefiihrt. Es werden
die dort berechneten quadrierten Eigenwerte A? benutzt.

Die chirale Symmetrie {®, 7.} = 0 des betrachteten Dirac-Operators fithrt dazu, daf mit
A? Eigenwert zu ® die Eigenwerte von ® in Paaren = |A| auftreten [39]. Dies hat aber
zur Folge, daf} jede spektrale Summe linear in den Eigenwerten, und insbesondere die
Feynmansumme, im masselosen Fall verschwindet.

Fiihrt man eine nichtverschwindende Masse ein, ist mit der Konvention (7.1) der Opera-
tor
Dy = im+9D = im + iy" (9, — igoAy)
zu betrachten. Nach Zusammenfassen von Termen der Form
1 1 —2im
im+)\+im—/\ - om2+ )2

erhélt man fiir die Feynmansumme

m? + <Zg.k—o¢g0>2+ <2£T.l>2]_

2 2771
m2+(2ﬁn.k—zxgo—g> —|—<2L7Tl)] . (7.10)

Der zusitzliche Faktor zwei beriicksichtigt die Entartung der Eigenwerte. Fiir [ = 0 und
n = 27tk/pgy bzw. & = 27tk/ gy + 7/ gy hat der Dirac-Operator Nullmoden und »(-2) diver-
giert. Diese Werte von a entsprechen dem maximalen bzw. minimalen Wert des Polyakov-
Loops und werden aus dem Definitionsbereich von & herausgenommen.

2D = —4im Y
kl=—o00

Um die Notation iibersichtlich zu halten, werden die Bezeichnungen

27\ 2 27\ 2 B 2
”1_<[3> , az—<L> ;1= 0G0, c2=0, g=m

eingefiihrt. Um die Feynmansumme durch den Polyakov-Loop auszudriicken, benutzt
man die Jacobi-Identiit fiir Theta-Funktionen (7.4) und die Mellin-Transformation'

Y (a(n+c)?+q)° = 1“(15) Z/dt 51 (alnte)+o)t
0

Auflerdem werden die modifizierten Besselfunktionen zweiter Art oder Kelvin-Funktio-
nen (s. Anhang B.1) sowie die riemannsche Zeta-Funktion und die Hurwitz-Funktion
bzw. verallgemeinerte riemannsche Zeta-Funktion

[ee]

{(s) = ins und {(s,a) =) (n+a)”*

n=0

1Sjehe z. B. [58, 70], die Konvention fiir die Wahl des Vorfaktors hilt sich an [22].

86



7.5 Propagatoren in zwei Dimensionen — SU(2)

benotigt. Es gilt {(s) = {(s,1).

Fiir den eindimensionalen Fall, auf den im folgendem vieles zurtickgefiihrt wird, ergibt
sich unter der Vorraussetzung, daf$ man Summation und Integration vertauschen kann?

- 2 —s __ Er(5_1/2) 1/2—s 477-[5 —1/4—s/2 _1/a—s/2
3 (el eR ) = f L g ity

Z >cos(2mnc)Ks_1y, (27‘[71\/3) .
n=1

Fiir den zweidimensionalen Fall, der in diesem Abschnitt von Interesse ist, ergibt sich mit
einer analogen Rechnung, wenn man zusétzlich die Jacobi-Identitét (7.4) auf die Summe
iuber n; anwendet

2 (ﬂl(nl+C1)2+ﬂ2(n2+C2)2+C])_S
I'(s—1 . 1/2—s
= H(SF(S)M) Y. (a2(na+c2)?+q)"

al Nnp=—00

Z 11_1/4 5/2 112 1’12-1-62) +q)1/4 /2
112 —0Q
o0

27tn
X Z ni*l/Z cos(27mtnycr) - K1y ( 1\/612 n2+02)2+€]> (7.11)

711:1

Der erste Summand auf der rechten Seitewird vom Twist nicht beeinflufst und fallt in der
Summe {iber die Zentrumselemente heraus. Die Feynmansumme (s = 1) ist damit®

- 2\ 2 | f2m\? h
(1) _ _ an; < i W 2
x 3217Tmn2_2_00<ﬁ) [(L) ny +m
x Y /211 + 1cos[(2n1 + 1)aBgo]
1’11:1

2 2
s |omtam 0 (L) () g e

Der Vorfaktor 32 setzt sich zusammen aus dem Faktor vier aus der Jacobi-Identitit und
dem Umschreiben als Besselfunktion, dem Faktor vier aus Gleichung (7.10) und einem
Faktor zwei aus der Summe {iiber die Zentrumselemente. Fafst man alle Faktoren mit

2Nach [22] gentigt es, fiir die Vertauschbarkeit g > 0,4 > 0und c € C,c # 0,—1,—2,... zu fordern.
3Im Vergleich zu Gleichung (7.10) sind die Summationsindizes umbenannt worden, es gilt n; = k und
ny = l.
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Abbildung 7.12: Die Feynmansumme, aufgetragen tiber dem Polyakov-Loop, fiir verschiedene
Massen 171 zwischen 0,1 und eins mit f = 2, I =100, kund ! jeweils von -100 bis 100.

Ausnahme des Kosinus in einem Faktor

~1/4

, @ o7\ | 22
Az, 11 (L, B,m) = — 32imm Y <7T> [(f) n3 + m? V2 +1

Np=—00 IB

27\ 2
x Kijp [271(2n7 + 1) <2'[j_[) \/(Lﬂ> n% + m?

zusammen und nutzt die trigonometrische Identitit (7.7), um die Potenzen des Kosinus
mit dem Polyakov-Loop in Beziehung zu setzen, erhdlt man

2 moo (g 1\ (P2 P2\
=Y = 2A2n1+1<Lfﬁ,m>><Z<—>(nlzr ><2) (“4) |

n1=1 r=0

In Abbildung 7.12 ist die Feynmansumme (7.10) fiir verschiedene Massen iz in Abhén-
gigkeit vom Polyakov-Loop fiir festes 8 und L aufgetragen. Es ist zu erkennen, daf fiir
Massen 1t > 1 die Feynmansumme in guter Naherung proportional zum Polyakov-Loop
ist und sie fiir die extremalen Werte des Polyakov-Loops nicht divergiert. Erniedrigt man
die Masse, ergeben sich zunehmend Abweichungen von der linearen Beziehung und die
Summe beginnt, an den Réndern zu divergieren.

Fiir kleine g existiert eine binomiale Entwicklung [22, S. 83]

) o ([ \k S k
Y [m(ni+c)?+q] " =a; Z()rfs)kij) (Z) 7(2s + 2k, cy),

n1=0 k=0
d.h. der Summationsindex in der eindimensionalen Feynmansumme muf in den nega-
tiven und den nichtnegativen Anteil aufgespalten werden. Im negativen Anteil wird der
Summationsindex zusitzlich um eins verschoben, um beide Summationen bei null begin-
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7.5 Propagatoren in zwei Dimensionen — SU(2)

nen zu lassen. Damit erhélt man fiir den eindimensionalen Fall die Entwicklung

0 > (—)F 5 ‘
)3 [al(n1+cl)z+q]_szafsz()r(rs()kld+)<q)

np=—00 k=0 a
X [0(2s + 2k, c1) + (25 + 2k, 1 —c1)]. (7.12)

Dies wird im nédchsten Abschnitt, der den Fall m — 0 und damit g = m? — 0 betrachtet,
benotigt.

7.5.1 Banks-Casher-Summe — masseloser Fall

Der Limes m — 0 von Y /im fiihrt auf die Banks-Casher-Summe

5(~2) :4'1,;(;00 { [(?‘k—zxgo): <2Ln'l>2]_
_[<2[;T.k—ucgo—g)2+<2;~l>2]1}. (7.13)

Fiir I # 0 und nicht zu grofie L ist die Entwicklung (7.11) anwendbar, wenn man dort
ny = 0 herausnimmt. Die Summe mit / = 0 muf gesondert betrachtet werden und fiihrt
auf eine eindimensionale Summe. Hierfiir wird

e £ [ ) (o) ]

eingefiihrt. In der binomialen Entwicklung (7.12) bleibt fiir verschwindende Masse nur*

Y. [m(m+c1)?] " =ar[0(2s,01) + 4(25,1—c1)]

tibrig. Die benotigte Relation, um dies weiter zusammenzufassen, findet sich in [2, S.260,
Gleichung 6.4.7 zusammen mit Gleichung 6.4.10] bzw. in der verwendeten Form in [17]
(glltig fiir 0 < x < lunds > 1):

T dZsfl

(2s —1)! dx2s—1

0(2s,x) +C(25,1—x) = — cot(7tx)

Damit reduziert sich der obige Ausdruck fiir s = 1 und x = ¢y auf

2

0(2,c1)+2(2,1—c1) = —ni cot(rey) =

o (7.14)

sin?(7tcy)’

4Der Summationsindex wird wieder umbenannt, es ist 1y = kund np = .
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

2.0

151

1.0

0.5r

SU) (=) L
den:z 0 £ L 0
-05F -100 -
-200 -
101 + numerisch | 300t +  numerisch
analytisch - analytisch
oy ] -400
-2.0, - - - - - N . . . . . . .
15 -10 -05 0.0 05 1.0 15 W5 40 05 00 05 10 15
P (P)

Abbildung 7.13: L =27, =1,1 =0,k von  Abbildung 7.14: L. = 271, B = 10, volle Sum-
-100 bis 100 me, 1 und k jeweils von -600 bis 600

Fiir den | = 0-Anteil der Banks-Casher-Summe ergibt sich

2 2
wov@ _ T Lmzl 1 ] _ m* 4cos(2mc) (7.15)

dim=2 """ g¢ (mc)  sin?(7c — 7) a3 1 — cos?(27tc)’

Zusammen mit der Beziehung (7.7) ergibt sich fiir die Banks-Casher-Summe (s =2) durch
den Polyakov-Loop ausgedriickt

27\ o\ TP e =2 oan +1 27
=2 = 64r (ﬁ) (L> Y Y /& Kl/z[ L'B(2n1+1)n2}

np= 0712 1

ny 2711—|—1 P 2n1+1-2r ,P2 ) P
<2 (") (5) <1—4) B

Zusammenfassen des Vorfaktors in By, 11 (L, B) liefert

- i Bon, 1 (L, B)

ny =0

1] an +1 P 2n1+1-2r 7)2 2r X P
XZ ( ><2> <1—4> +4-/572_,P2/2 (7.16)

2\ 2 /o P & omg +1 27
BZVI1+1 =64 < B > (L) Z L Ky, |: Lﬁ (2711 + 1)712:| .
Nnp= 1

In Abbildung 7.13 und 7.14 sind Gleichung (7.13) und Gleichung (7.16) aufgetragen.
Die Ubereinstimmung zwischen numerischen und analytischen Ergebnissen ist hervor-
ragend.
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10—1.0

10—1.5
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Abbildung 7.15: Giiltigkeitsbereich der li- Abbildung 7.16: Stabilititsbereich im Para-

nearen Approx1mat10n im Parameterraum meterraum von ﬁ und I fur m,l von —400
von ﬁ und L fiir m,1 von —400 bis 400 (Io- bis 400

garithmische Darstellung)

Fiir den masselosen Fall gelangt man auch unter Verwendung von Epstein-Hurwitz-
Funktionen mit Hilfe der Arbeiten [21, 22, 49] zum gleichen Ergebnis.

Um zu untersuchen, in welchem Wertebereich von B und L eine lineare Approximation
fiir den ersten Summanden in Gleichung (7.16) giiltig ist, wurde in Abbildung 7.15 die
Funktion

max ‘Zlm,_oof(m 1) —Bi(L,B) 'P|

A
max |75 o f(m, 1)

in logarithmischer Darstellung aufgetragen. f (I, m) ist die direkte Summe der Eigenwerte
(7.13), der Strich am Summenzeichen kennzeichnet, daf$ die Summanden mit / = 0, die
zu einem nichtlinearen Anteil fithren, ausgelassen werden. Der Faktor

cien-an () () "5 ()

bezeichnet den Vorfaktor des ersten Summanden in Gleichung (7.16). Es ist zu erkennen,
dafs fiir /L < 1 die lineare Approximation nicht mehr aussreicht, da die Dampfung
durch die Besselfunktion schlechter wird.

Der nichtverschwindende Wert von A fiir kleine Werte von L und grofle Werte von g ist
auf numerische Instabilititen bei der Berechnung von Y/ _ ., f(m,[) zuriickzufiihren,
dies ist in Abbildung 7.16 zu sehen, in der

214;207 400 (m,1)|p=o

max ‘Zlm* 400 (m,l)‘

stab =

aufgetragen ist. Diese Grofse mifst, wie gut die Eigenwertsumme berechnet wird, da sie
fiir P = 0 verschwinden muf3, wenn alle Summanden beriicksichtigt werden.
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

7.6 Propagatoren in d Dimensionen — SU(2)

Ausgehend vom vorherigen Abschnitt ist es einfach, die Ausdriicke auf d Dimensionen
zu verallgemeinern, solange der Twist nur in einer Dimension (0.B.d.A. die Zeitrichtung)
erfolgt. Die Rechnungen erfolgen analog zur Rechnung in zwei Dimensionen. Im massi-
ven Fall dndert sich nur der Vorfaktor vor den Kosinustermen zu

~1/4

b= & on(3) [ (o)

L Mg=—00 =2

x /211 +1- Ky, |2(2n1 4+ 1) (;;)J i <2L7T”j>2+ m2

und es ist tiber #1 von null bis co zu summieren.

Im masselosen Fall ist der Anteil ngrfi)d mit 1, ..., ny; = 0 wieder gesondert zu betrach-

ten, dieser Term dndert sich im Vergleich zur Rechnung in zwei Dimensionen aber nicht,
d.h. W;UHE ) = = ng[rjrfi)z. Der Vorfaktor vor den Kosinustermen dandert sich zu

o
anlﬂ(L,/a): 2 64_7r(2’;r> V2 + 1

ﬂdl

27

X K1/2 27'[(27/11 + 1) < 'B

und es ist tiber n1 von null bis co zu summieren.

Es dndern sich also im Vergleich zu zwei Dimensionen nur die Vorfaktoren vor den Kosi-
nustermen, solange der Twist nur in einer Richtung erfolgt.

7.7 Propagatoren in d Dimensionen — SU(3)

Der massive Fall 148t sich leicht von der SU(2) auf die SU(3) verallgemeinern, indem
man die Rechnung fiir die gaufssche Summe aus dem Anhang C.5 tibernimmt. Mit der
gleichen Argumentation wie dort bleiben nur die Werte fiir n; # 3k tibrig. Explizit ergibt
sich

y(-1) — Z [A3n1+1(L B) ( iBm+1)Bgot2 g [(3n1 + 1) Bgoa] +e72i(3n1+1)‘5g0¢x2)

111:()

+ A3n]+2(L ,B) (28 (311+2)Bg002 g [(31’11 + Z)ﬁgole] 21’(3”1+2)/5g0042>}
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7.7 Propagatoren in d Dimensionen — SU(3)

~1/4

A (L, B,m) = i 16 - 7t (?)3/2 LXd: <?nj>2 + m?

]

- (M z<>]

m) - (P*2 —P)
m) - (P* — 4P*P2 4+ 2P** 4 4P) +

X \/%'Kl/z

Die ersten Glieder dieser Reihe sind

U = Ay(L,B,m) - P+ Ax(L, B,
+ A4(L, B,

7.7.1 Banks-Casher-Summe — masseloser Fall

Fithrt man die entsprechenden Abkiirzungen wie im Fall der SU(2) ein, erhilt man

( )

Im masselosen Fall ergibt sich wie fiir die Eichgruppe SU(2) ein Zusatzterm W —,aus
der binomialen Entwicklung (7.12), der ebenfalls nicht von der Dimension abhangt d.h.

es gilt W ( ) WjU( ) . Mit Hilfe der Beziehung (7.14) ergibt sich

Wji[frgi)Z =a;! {dil [cot (7tc1) + 27 cot (7TC1 — g) + z5 cot (ncl + g)}

o o - 3) s s )

d . 2 . 27
+ — |cot (7tc3) + 2] cot | ez + — | +z5 cot | ez — —
dcs 3 3

e~ 21cn+e41c,
= 37a; ! Z
= sin®(3¢;m)

Die Rechnung hierzu wird in Anhang C.6 durchgefiihrt. Mit Hilfe von MAPLE lafit sich
dies zu

) P (2P +P%) (9+[P) —3P*2 (P +5P°)
Wdlm 2 = 3ﬁ (P3 . 7)*3)2

umformen. In Abbildung 7.17 sind die numerischen und analytischen Ergebnisse darge-
stellt, die Ubereinstimmung ist hervorragend.
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40
30F
20F
10

SU(3) L
(\Wdlm 2 0

+  analytisch
o numerisch

20 30 40

Abbildung 7.17: Vergleich der numerischen und analytischen Ergebnisse, § = 1, a1 und ap zwi-
schen null und 27t mit 50 Zwischenschritten

Wie fiir den massiven Fall kann die Rechnung fiir die Eichgruppe SU(2) mit Hilfe der
Rechnung in Anhang C.5 auf die Eichgruppe SU(3) tibertragen werden. Es ergibt sich

[e]

»(=2) — 2 {83n1+1(L ,B) (Ze (Bm+1)Bg0a2 g [(3711 + 1);380"‘1] 2i(3n1+1);3g0a2>
n1:0
+ Bsu,+2(L, B) <2e (311+2)pg02 o og [(3n1 + 2)Bgon1] + e~ (3n1+2)l3goth>]
P (2P +P%) (94 [P[F) — 3P (P + 5P?)
(P3 — 7)*3)2

—12-p2

mit

7.8 Zusammenfassung der Ergebnisse fiir die Propagatoren

Der zweite Teil dieses Kapitels betrachtet spektrale Summen, in die der Feynman-
Propagator eingeht bzw. die in enger Verbindung mit der Banks-Casher-Relation stehen.
Die abgeleiteten Potenzreihen werden an dieser Stelle fiir beide Eichgruppen noch ein-
mal zusammengestellt.

Fir die Eichgruppe SU(2) ist der Polyakov-Loop der betrachteten Eichkonfiguration
P = 2cos(aBgo).
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7.8 Zusammenfassung der Ergebnisse fiir die Propagatoren

Wegen der chiralen Symmetrie des Dirac-Operators muf3 fiir die spektralen Summen, die

den Feynman-Propagator enthalten, eine nichtverschwindende Masse eingefiihrt wer-
den. In d Dimensionen ist die Potenzreihe der Feynmansumme

- i 1 (2n1+1 P 2mtl-2r P2\
20 = L A wpm x Ly (M) (5) T (1-5)

1 = 2r 2 4

~1/4

Ai (L, p,m) = —im i 2.7 (2[?)3/2 lf <?nj>2+m2

ny,...,ng=—00 =2 ]

m(zf;w]i <25nj>z+mz] |

X\/E'Kl/z

Fiir die Eichgruppe SU(3) ist der Polyakov-Loop der betrachteten Eichkonfiguration
P = 2e'P80%2 cos(Bgoay) + e 2P0

und die Potenzreihe der Feynmansumme in d Dimensionen

[ee]

zé&;) — Zo [ Asni11(L, B, m) (2 elBm+1B80% o5 [(31; 4 1) Bgoni] + e—Zi(3n1+1)ﬁgoaz)
n=
+ Asn,+2(L, B,m) (2 e!Bm+2)B20%2 005 [(3ny 4 2) Bgomt] + e’Zi(3”1+2)ﬁgoaz)}
mit

~1/4

Ai (L, B,m) = —im i 16 -7 (2[?)3/2 lzd: <2L7;n]->2 + m?

2

x Vk- Ky, [271k (i)dé <2L7:nj>2+m2} :

Im Limes m — 0 ergibt sich aus der Feynmansumme die Banks-Casher-Summe:

x(=1)
5(-2) — jm ==
m—0 m

Die Potenzreihe der Banks-Casher-Summe fiir die Eichgruppe SU(2) ist

Zéa%;) = Z B2ﬂ1+1 (L/ ﬁ)

n1:0

1y . 21 + 1 P 2n1+1-2r ,Pz 2r , P
e h [ e

2 2—P2/2
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

mit
_ ~1/4
= 27\ 72 d rom \?
ny,...ng=1 j=2 j
d 2
j=2 L;
fur die Eichgruppe SU(3) erhilt man
Zé[}%:)}’) = ZO [B3n1+l(L,,B) (2 ei(3n1+1)ﬁgoaz cos [(3711 + 1),Bg0061] + e—2i(3n1+1)ﬁgolxz)
ny=

+ B3n1+2(L, :B) (2 ei(3n1+2)ﬁgoaz oS [(31,11 + 2)530“1] + e—2i(3n1+2)ﬁg0az>]
P (2P +P3) (9+ [PP) — 3P (P + 5P°)

pa— . 2
12-p (7)3 _ 7)*3>2

mit

B(Lp = Y 3271(2;1)3/2 L:(ZL”nJ-)Z] VK Ky,

Vergleich mit der gaufischen Summe

Im Gegensatz zur gaufischen Summe hiangen die Entwicklungskoeffizienten Ay bzw. By
nichttrivial von allen Parametern des Torus ab, wahrend fiir die gaufsche Summe die
rdumliche Ausdehnung nur als einfacher Faktor eingeht. Da alle betrachteten spektralen
Summen das gleiche Transformationsverhalten unter Zentrumssymmetrie haben, unter-
scheiden sich die einzelnen Potenzreihen nur in den Entwicklungskoeffizienten.

7.9 Instantonen in zwei Dimensionen - SU(2)

Als etwas kompliziertere Feldkonfiguration der Eichgruppe SU(2) wird in diesem Ab-
schnitt eine Konfiguration betrachtet, die zu Instantonen® fiihrt. Dieser Abschnitt ist ein
kurzer Exkurs und es werden nur die fiir die spektralen Summen relevanten Aspekte
angefiihrt, fiir die Details sei auf [73] verwiesen. Als Eichfeld wird

1, @ 2n
A= —(——x'+=#)-05 und A, =0, V=8-L, = const.
0 go( v 5 1) - 03 1 p U
mit ® # 0 betrachtet, das getwistete Eichfeld ist
1, & 27 T
Ay = —(——xl +—n+—)-03 und *2A =0.
gV BB

SInstantonen sind klassische Losungen der euklidischen Bewegungsgleichungen. Fiir einen Review tiber
Instantonen in der QCD siehe z. B. [74]

96
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(20, x1) O (x + Peo) e () (20, x1)

e A ]
>

Abbildung 7.18: Ubergangsfunktionen fiir die Wellenfunktionen.

Die an die Wellenfunktionen gestellten Randbedingungen sind

P+ x) = p(x%xt), P at + L) = pa® i),

d.h. die Ubergangsfunktionen haben die Form

Oo(x) =1 und Oy(x) = e 1,

Fiir die Eichfelder gilt

2, (2%, x' + L) — A, (2%, x') = 9,(x).

Da 2l; = 0 gewdhlt wird, ergibt sich daraus fiir « der Ausdruck

? o

a(x) = _gTﬁx .

Aus der Konsistenzbedingung der Wellenfunktionen auf dem Torus (vgl. Abb. 7.18) folgt
die Quantisierungsbedingung

da

d =2mn, n €Ny

eioc(xo-i-,B) — eioz(xo)

erfiillt sein muf3. Im folgenden wird n # 0 betrachtet, da n = 0 auf den bisher betrachte-
ten Fall konstanter Eichfelder fiihrt.

Der zugehorige Polyakov-Loop ist

1) = 2cos((~ ' + )
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7 Spektrale Summen auf dem Torus im Kontinuum

und man bestitigt leicht, daf3

gilt. Der raumlich gemittelte Polyakov-Loop ist

_1 1 1_2/ 1 _27n 4 21 _ )
P—L/dxll(x)—L dx" cos[( Vx—f—ﬁiy)ﬁ]—O fir n#0,

d.h. diese Eichfeldkonfiguration hat einen verschwindenden, mittleren Polyakov-Loop.

In [73] sind die Eigenwerte fiir diese Konfiguration berechnet worden. Sie hangen fiir
® # 0 nicht vom harmonischen Anteil # ab, der auch den Twist enthilt. Damit ver-
schwinden alle spektralen Summen fiir diese Eichfeldkonfiguration. Dies ist in Uberein-
stimmung damit, daf8 der gemittelte Polyakov-Loop verschwindet.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

There is something fascinating about science.
Ome gets such wholesale returns of conjecture
out of such a trifling investment of fact.
Mark Twain

Das Thema der vorliegenden Arbeit ist ein moglicher Zusammenhang zwischen Confi-
nement und chiraler Symmetriebrechung. Der Ordnungsparameter fiir den Phaseniiber-
gang zwischen Brechung und Wiederherstellung der chiralen Symmetrie wird durch die
Banks-Casher-Relation mit den Nullmoden des Dirac-Operators verkniipft. Im Rahmen
dieser Arbeit wird untersucht, wie der Polyakov-Loop — der Ordnungsparameter des
Confinement-Deconfinement-Ubergang — mit dem Spektrum des Dirac-Operators zu-
sammenhédngt.

Ausgangspunkt ist die Beobachtung C. Gattringers, daf’ sich der Polyakov-Loop auf dem
Gitter als Potenzfunktion der Eigenwerte des Dirac-Wilson-Operators ausdriicken lafst
[27]. Diese Beziehung wird in dieser Arbeit fiir beliebige SU(N')-Eichgruppen betrach-
tet. Mit numerischen Rechnungen wird bestitigt, dafs der ultraviolette Spektralanteil des
Dirac-Wilson-Operators den wesentlichen Beitrag zum Polyakov-Loop liefert. Im Hin-
blick auf einen moglichen gemeinsamen Mechanismus fiir Confinement und chirale Sym-
metriebrechung ist aber besonders der infrarote Anteil des Spektrums von Interesse. Des-
halb werden allgemeine spektrale Summen des Dirac-Wilson-Operators mit Eichgruppe
SU(N) betrachtet, die ihre Hauptbeitrdge vom infraroten Anteil des Spektrums bekom-
men. Ein Ergebnis dieser Arbeit ist, dafs jede Spektralfunktion der Form

N
S(f) “];ZZ -t f (D)

ein Ordnungsparameter fiir den Confinement-Deconfinement-Ubergang ist, weil sie das
gleiche Transformationsverhalten unter der Zentrumssymmetrie wie der Polyakov-Loop
besitzt. f(*®) ist eine beliebige Funktion des Dirac-Operators, dessen Randbedingungen
in Zeitrichtung mit dem Zentrumselement z; getwistet werden. Der Polyakov-Loop er-
gibt sich fiir f(*9®) = z®Nt wobei N; die GittergrofSe in Zeitrichtung ist.

Von besonderem Interesse fiir diese Arbeit sind

o die gaufische Summe mit f(*®) = exp(—*D*D"), die mit der Heat-Kernel-Regula-
risierung der Fermiondeterminante im Zusammenhang steht,

o die Feynmansumme mit f(*®) = *®~, in die der Feynman-Propagator eingeht

e und die Banks-Casher-Summe mit f(#*®) = *®~2 die mit der Banks-Casher-Relation
in Verbindung steht.
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8 Zusammenfassung und Ausblick

Alle drei Summen sind in guter Ndherung proportional zum Polyakov-Loop. Dies wird
numerisch mit Monte-Carlo-Simulationen auf einem Gitter der Grofle 4° x 3 gezeigt und
analytisch mit einer einfachen Modellkonfiguration, welche die wesentlichen Effekte re-
produziert, bestatigt. Auflerdem wird gezeigt, daf8 diese Summen vom Infrarotanteil des
Spektrums bestimmt werden. Es gentigt ein geringer Anteil der betragsméfig kleinsten
Eigenwerte, um die volle spektrale Summe rekonstruieren zu kénnen. Hierfiir ist die
gaufische Summe am besten geeignet, da sie am schnellsten konvergiert. Fiir einen Zu-
sammenhang zwischen Confinement und chiraler Symmetrie sind aber vermutlich die
Feynman-Summe und die Banks-Casher-Summe interessanter. Diese Ergebnisse sind in
[84] veroffentlicht.

Offen bleibt, ob die betrachteten spektralen Summen auf dem Gitter einen Kontinuumsli-
mes besitzen. Hierzu ist es interessant zu untersuchen, ob sich das beobachtete Verhalten
der spektralen Summen auch fiir grofiere Gitter erhilt.

Der letzte Teil der Arbeit tibertragt die Ergebnisse, die fiir die obigen spektralen Summen
auf dem Gitter gewonnen wurden, auf einige Spezialfille im Kontinuum. Die zugrunde-
liegende Raumzeit ist ein zwei- bzw. ein d-dimensionaler, euklidischer Torus, es werden
die Eichgruppen SU(2) und SU(3) betrachtet und einfache Eichfeldkonfigurationen aus-
gewdhlt, fiir die es moglich ist, die Eigenwerte des Dirac-Operators analytisch zu berech-
nen. In allen Fillen ist es gelungen, eine analytische Beziehung zwischen den spektralen
Summen und dem Polyakov-Loop herzustellen, indem jeweils eine Potenzreihendarstel-
lung angegeben wird, die den Polyakov-Loop und den komplex konjugierten Loop ent-
hélt. Damit ist es insbesondere gelungen, fiir diese speziellen Eichkonfigurationen einen
Zusammenhang zwischen dem Ordnungsparameter des Confinement-Deconfinement-
Phaseniibergangs und dem Propagator, der in die Banks-Casher-Relation eingeht, herzu-
stellen.

Zum Abschlufs der Arbeit wird eine ortsabhingige Instantonkonfiguration des Eich-
feldes betrachtet. Diese Eichfeldkonfiguration hat einen verschwindenden gemittelten
Polyakov-Loop. Hier wird gezeigt, dafs die spezielle Struktur der Eigenwerte dazu fiihrt,
dag die obigen spektralen Summen in Ubereinstimmung damit verschwinden.

Dies fiihrt zu der Frage, wie sich die spektralen Summen im Kontinuum fiir komplizier-
tere Eichfeldkonfigurationen verhalten. Einer analytischen Untersuchung komplizierte-
rer Eichkonfigurationen steht allerdings im Wege, daf3 sich fiir diese die Eigenwerte des
Dirac-Operators in der Regel nicht mehr berechnen lassen.

Interessant ist auch, die spektralen Summen nicht nur mit dem rdumlich gemittelten
Polyakov-Loop in Verbindung zu bringen, sondern auch mit dem raumlich aufgelosten.
Fiir die Instantonkonfiguration wird dies zur Zeit untersucht.

Diese Arbeit ist ein Schritt in die Richtung, die Ordnungsparameter fiir chirale Sym-
metriebrechung und Confinement zu verbinden. Sie wirft die Frage auf, ob der Polyakov-
Loop die richtige Grofie ist, um den Zusammenhang zwischen Confinement und chiraler
Symmetriebrechung zu untersuchen, oder ob andere Ordnungsparameter wie die Feyn-
mansumme oder die Banks-Casher-Summe, die ihren wesentlichen Beitrag vom Infraro-
tanteil des Spektrums bekommen, besser geeignet sind.
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A Konventionen

Consistency: Every time you release an apple over
Sir Isaac Newton, it will drop on his head. That’s good.
Jakob Nielsen

In diesem Abschnitt werden die verwendeten Grofien und die verwendeten Einheiten
noch einmal {ibersichtlich zusammengestellt.

A.1 Definitionen der Grofien

Verwendete Metrik

In dieser Arbeit ist die Konvention fiir die Minkowski-Metrik bzw. die euklidische Metrik

g% =t = (+,—,...,—) und gﬁv =0 =(+,...,+).

Formulierung im Kontinuum

Die kovariante Ableitung ist als
Dy = 9y — igoAiT,,
definiert und der Feldstirketensor als

T = —[Dy, Dy] = 0, 20T, — 0, T, — igo[A, Ty, AT,

i
80
= 0, AT, — 0 AL T, + Gofoc " WLAST,,

wobei [Ty, T¢] = ifp."T, mit den Strukturkonstanten f,.” benutzt wurde. Die Wirkung hat
damit die Form

1 i—
S :/ddx,i”: /ddxtr [—4 o Zv—i—ilpyﬂDytp .

Formulierung auf dem Gitter

Fiir die Gitterformulierung ist es sinnvoll, die Eichfelder und die Feldstarke mit der
Kopplungskonstante zu reskalieren:

S0y — gly/ 808w — gyv
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A Konventionen

Die Wirkung geht damit iiber in

S U S N S I L

A.2 Das Einheitensystem

In dieser Arbeit wird mit natiirlichen Einheiten gerechnet, in denen
h=c=1

ist. Aus den grundlegenden Gleichungen der Physik lassen sich damit die Einheiten der
physikalischen Grofien ineinander umrechnen. Es gilt

[Energie] = [Masse] = [Zeit] ! = [Lange] .

In dieser Arbeit werden die physikalischen Grofien in Potenzen von eV angegeben.

A.3 Dimensionsbetrachtungen der Felder

Die folgende Ableitung hélt sich an [64] und [67]. In natiirlichen Einheiten ist die Wir-
kung dimensionslos, daraus lassen sich die Dimensionen der iibrigen Groflen ableiten.
Es gilt

[Differential] = [Linge]”,
daraus folgt

[Lagrangedichte] = [Linge] .

Betrachtet man den kinetischen Term, folgt damit

[Feldstirketensor] = [Lange] 2.

Die Ableitung hat die Dimension
[Ableitung] = [Lange] .
Aus der Dimension des Feldstarketensors folgt damit fiir das Eichfeld

[Eichfeld] = [Lange] "/**!

und fiir die Kopplungskonstante

[Kopplungskonstante] = [Linge]”/>~2.

In zwei Dimensionen ist das Eichfeld damit dimensionslos, die Kopplungskonstante hat
die Dimension [Linge] !, in vier Dimensionen hat das Eichfeld die Dimension [Linge] !
und die Kopplungskonstante ist dimensionslos.
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B Formelsammlung

Die mathematische Analysis [ist] gewissermafSen
eine einzige Symphonie des Unendlichen.
David Hilbert

B.1 Spezielle Funktionen

In diesem Abschnitt werden die Definitionen und Eigenschaften der speziellen Funktio-
nen zusammengestellt, die in dieser Arbeit verwendet werden.

Gammafunktion

Die Gammafunktion ist als

[ee]

I'(x)= /e_ttx_ldt, Rx >0
0

definiert [9] und es gilt die Rekursionsrelation I'(x + 1) = x - I'(x). Die Gammafunktion
ist eine Verallgemeinerung der Fakultit und es gilt

I'(m+1)=m!, m e Ny.

Spezielle Funktionswerte sind

r (;) =v/m und T(1)=1.

Die Gammafunktion hat Polebei x =0, -1, -2, ....

Zeta-Funktionen

Die riemannsche Zeta-Funktion
I(s)=3 n*
n=1

ist zuerst in der Zahlentheorie aufgetreten, heute sind eine ganze Familie von Zeta-
Funktionen bekannt. Es wird in dieser Arbeit neben der riemannschen Zeta-Funktion
auch die Hurwitz-Funktion

¢

G(s,a) =) (n+a)”

n=1

benotigt.
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B Formelsammlung

Theta-Funktionen

Die allgemeine Theta-Funktion ist als

¥z,7) = Y TR ;e ¢, TEeC, (1) >0
nez

definiert [61]. Oft wird in dieser Arbeit die Beziehung

. - —r(x—n)? >
B(x,it) =t /2 Y e 7 =1+2) cos(2mmx) e T
nez m=1

benétigt [61, S. 33], die fiir reellwertige Theta-Funktion mitz = x € Rund 7/i =t € R*
glltig ist. Eine sehr ausfiihrliche Abhandlung zu Theta-Funktionen findet sich auch in
[92].

Besselfunktionen

Eine ausfiihrliche Formelsammlungen zu Besselfunktion findet sich in [2] sowie in [91],
dem Standardwerk tiiber Besselfunktionen. Die modifizierte Besselfunktion zweiter Art
oder Kelvinfunktion K, (z) ist, bis auf die negative reelle Achse, eine reguldre Funktion
von z in der z-Ebene.

modifizierte Besselfunktionen 2. Art

Die Integraldarstellung ist gegeben durch

— LrzyY i —v—1,—t—7/a
Ky,(z) = 5 (§> /dtt e .
0
Fiir kleine Argumente gilt
Ky(z) ~ =T(v)(5z)"", Rv>0.

Fiir grofle Argumente existiert die asymptotische Entwicklung (4 = 412)

[T . p=1 (u—1)(p-9) 3
Ky(z) 5 e [1+ & T 21(82)2 +..., |argz\<27r,

das heif3t, lim, .. K, (z) = 0.
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C Rechnungen zu Kapitel 5 und 7

Zwei Dinge sind zu unserer Arbeit notig: Unermiidliche
Ausdauer und die Bereitschaft, etwas, in das man viel
Zeit und Arbeit gesteckt hat, wieder wegzuwerfen.
Albert Einstein

In diesem Teil werden die ziemlich langen, aber einfachen Rechnungen, die in Kapitel
5 benotigt werden, um den Polyakov-Loop aus der spektralen Summe herauszuproje-
zieren und in Kapitel 7 zur Berechnung der spektralen Summen notwendig sind, ausge-
fiihrt.

C.1 Beweis der 2d — A-Symmetrie

Die Gitterpunkte werden mit x = (xy,...,x,) bezeichnet, die x, laufen jeweils von eins
bis N,,. Man definiert die hermitesche und symmetrische Matrix

O(x,y) = (=) oy,
Es gilt @ = 1 und

Z O(x,21) (Szliewzz O(z0,y) = (_)x1+---+xd+y1+---+yd (Sxﬁ:ewy‘
21,22

Wegen dy.t,, , wirdy zuy = (X1, X1, X £ 1, X541, ..., Xg). Damit gilt fiir obige Trans-
formation, solange man sich nicht am Rand des Gitters befindet

®‘5xiey,y® = Z ®(x/ Zl) 521:tep,,zz ®(ZZ/]/) = _5xie,,,y~

21,22

Interessant wird es auf den Randpunkten x;, = N, und y, = 1 bzw. umgekehrt. Hat das
Gitter in p-Richtung eine gerade Anzahl Gitterpunkte N, ist x, + y, ungerade und es
gilt wieder © Oxte,y @ = —Oxte,y. Flr eine ungerade Anzahl ist x, &y, gerade und es
ergibt sich © (SXﬂM 0= 5xigwy.
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C Rechnungen zu Kapitel 5 und 7

Mit dieser Transformation ergibt sich

1¢ 1¢
20m+d)—D=m+d+ 5 Z:l[l = V) (X) Oy, + 5 Z:l[l + 'yy]il;(x —€u)0x—e,y
#= H=

=090

und damit folgt fiir ®|) = A |I), dal 2(m + d) — A Eigenwert zu © [I) ist. Das gleiche gilt
fur die Rechtseigenwerte.

Diese Beweisidee ist [28] entnommen.

C.2 Rechnung zu den Zentrumselementen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daf3

fiir N > 2 gilt. Dazu werden die folgenden Fille unterschieden:

e Fiir ungerade N gilt:

N N/2=1/2 27T N 2irt
Yzz = )} exp(W-Zk)—l- Y. exp(W-Zk)
k=1 k=1 N/2—1/2
N/2—1/2 . N i
= ) exp(ZZWn-zk)—l- Y. exp(zzﬁn-(Zk—N))
k=1 N/2—1/2

Der erste Summand liefert die Zentrumselemente mit geradem Argument, der
zweite Summand die mit ungeradem, so dafs sich Z{{\il z7 fiir ungerade N auf die
Summe tiber alle Zentrumselemente reduziert und damit verschwindet.

e Fiir gerade N gilt :

%k = ZeXP(T) = ZeXP(T/Z) =2-) 7,
k=1 i=1

also gerade zweimal die Summe iiber die Zentrumselemente der SU(V/2).
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C.3 Berechnung der Eigenwerte fiir die Eichgruppe SU(2)

C.3 Berechnung der Eigenwerte fiir die Eichgruppe SU(2)

Explizit ausgeschrieben liefert 2

. 0 0
<—8% -1+ 2ingo <00 —ao> + (ago)?-1 — 92 - ]l) P = A2

Der Losungsansatz fiir die Wellenfunktion ist i = 11 + 1, mit

_ 1 ikox0+ikq x! _ 0 iq0x0+iq1x1
l/)l—al (0> - e und l[]z—az 1 - e ’
damit erhélt man fiir die Quadrate der Eigenwerte

AT = k§ — 2agoko + (ago)® + ki und A3 = g5 + 2agoqo + (#g0)* + 7.

Berticksichtigen der Randbedingungen liefert fiir die erste Basislosung (a2 = 0) die Be-
dingungen

exp [iko (xO +B) + ik1x1} = exp
exp [ikoxo +i (klx1 + L)} = exp

[ikoxo + iklxl]
[ikoxo + z'klxl]

und damit fiir die Werte von kg und k;

2 2
kozg-ml, k1:%-ll, Iy, m € Z.
Analog ergibt sich fiir die zweite Basislosung (a; = 0)
2 2
QOzg'mzl 6]1:%'12, lr,my € Z.

Die Eigenwerte sind damit zweifach entartet und lauten

2 2
/\(m,l)2: (%g-m—rxgo> +<2£T-l> , lmeZ.

C.4 Berechnung der Eigenwerte fiir die Eichgruppe SU(3)

Explizit ausgeschrieben lautet das Eigenwertproblem

(—a% -1+ Zigo . diag [061 +ap, 00 — K, _20‘2]
+ g5 - diag [(a1 + a2)?, (ap — q)?,4a3] — 07 - 1) ¢ = Ayp.

Die Basisfunktionen sind
1 0 0
P = ol - eikox0+ik1x1, Py = ay 11 . eiq0x0+iq1x1, 3 = a3 ol . eii’oxo+i7’1x1 .
0 0 1
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C Rechnungen zu Kapitel 5 und 7

Damit erhélt man die drei Eigenwertgleichungen

AT = (ko — gola1 + a2))* + ki,
A3 = (g0 — go(—a1 + a2))* + g7,
/\% = (ro+ 2gozx2)2 + r%.

Die periodischen Randbedingungen erzwingen die Quantisierung in Raumrichtung

27l 27l 27l
klZTl, thTz, 71=T3, h,LlzeZ
und in Zeitrichtung
2 2 2
ko = nﬁml, qo = 7;7712, rg = 7tm3, my, my, m3 € Z.

Damit ergibt sich fiir die Eigenwerte des Dirac-Operators

27'[7111

A(my,h)? = ( B _gO(“1+“2)>2+<2nLll>2

27Tm 2 27l \ 2
)\z(mz,lz)z = ( 2—g0(—0€1+062)> +<L2)

B
27Tm 2 271l5 \ 2
As(mz, 13)? = ( 53—1—230062) —|—<L3> .

C.5 Ausdriicken der gaufischen Summe durch Potenzen des
Polyakov-Loops

Fiir die Berechnung wird die Beziehung

B(x,it) =1+2) cos(2mmx) e Tt
m

mit t = (A)*/4x und den folgenden x; benétigt:

1 1
2 2
Pxy = g;oﬁ (a2 + 1) + 3 2xp = 80/3 (g —aq) + 3 yxy = gS['B,X _
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C.5 Ausdriicken der gaufischen Summe durch Potenzen des Polyakov-Loops

Beitrag der Summanden mit A2: Die enstprechenden Summanden aus der gaufschen
Summe zusammengefafit liefern

2

VE|1+2)" cos(gof(az + ar)m) e ™"

2
+z} (1 +2) cos(gop(az +ar)m + %n) e_”m2t>
+ z3 (1 +2) cos(gop(az +ar)m + 4mT7r) e_”’”zt)] :

Die Eins in den drei Summanden hebt sich in der Summe tiber die Zentrumselemente
weg, {ibrig bleibt

Vi IZZcos(goﬁ((xz +ay)m)e T 40z Y cos(gop(az + ay)m + ?_an) e Tt
4225 ) cos(gop(az + a1)m + 4111?7() e"mzt] :

Betrachtet man zuerst einen Summanden mit festem m, erhdlt man

2
cos (mBgo(az + a1)) 4 z{ cos <mﬁgo((x2 )+ 7;)’”)

N 2nm
+ 25 cos (mﬁgo(txz +aq) — 3) :

Ausschreiben des Zentrumselements in den letzten beiden Summanden ergibt mit Hilfe
von Additionstheoremen fiir den Kosinus

2mtm

2 cos <2§> cos (mpgo(az + a1)) cos (3)
2tm

+ 2isin <2§> sin (mpBgo(a + a1)) sin <3> .

Damit ergibt sich fiir einen Summanden zu festem m insgesamt

2mtm

cos (mpBgo (a2 + a1)) + 2 cos <2§> cos (mpBgo (a2 + w1)) cos <3>
27tm

+ 2isin <2§> sin (mpBgo (a2 + a1)) sin <3> .

Jetzt sind 3 Falle fiir die Werte von m zu unterscheiden:

m = 3n: Die Summe verschwindet.
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C Rechnungen zu Kapitel 5 und 7

m=23n+1:

cos (mBgo(aa + 1)) + 2 cos? <2§> cos (mPBgo(az + 1))
4 2i sin? <2:) sin (mBgo(az + a1))

. 3 .
[cos (mpBgo(az + a1)) +isin (mpBgo(az +a1))] = 5 eimB8o(az+a1)

N W

m=3n+2:

cos (mpBgo(az +a1)) + 2 cos? (2;) cos (mpPgo(az + a1))
— 2i sin? <2§> sin (mBgo(az + a1))

[cos (mBgo(wa + &1)) — isin (mpBgo(az +a1))] = ge_imﬁgowﬂl)

N W

Beitrag der Summanden mit A3: Die Rechnung lduft genauso wie oben, fiir den Sum-
manden zu festem m ergibt sich mit Hilfe von Additionstheoremen

2mtm

cos (mBgo(az — a1)) + 2 cos (?) cos (mpBgo(a2 — 1)) cos <3)

2tm

. 2
+2isin (;) sin (mpBgo(a2 — a1)) sin <3> .
Fiir m = 3n verschwindet die Summe, fiir m = 3n + 1 ergibt sich

cos (mpgo(aa — ay)) + 2 cos? <237T> cos (mpBgo(aa — 1))
+ 2i sin? (23ﬂ> sin (mBgo(az — 1))

= g[cos (mpBgo(az — a1)) +isin (mBgo(az —ay))] = %eimﬁgﬂ(“z’“l),

und fiir m = 3n + 2 folgt

cos (mBgo(az — a1)) + 2 cos? <2§> cos (mpgo(ar — a1))
— 2isin? (2;[> sin (mpBgo (w2 — a1))

= 2[cos (mpgoas — ar)) —isin (mpgo(az — ax))] = 5 e Msolt)
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C.6 Banks-Casher, masseloser Fall, SU(3)

Beitrag der Summanden mit A3 Einsetzen der Werte fiir x3 liefert mit einer analogen
Rechnung wie oben, dafy die Summanden mit m = 3n ebenfalls verschwinden, fiir m =
3n + 1 ergibt sich

27 2
cos (2mpBgona) + z cos <2mﬁg00¢2 — 3’”) + 2} cos <2mﬁgotx2 n 7;711)
3 ) ‘
=5 [cos (2mBgons) — isin (2mPBgonz)] = %eﬂlwgoaz

und furm =3n+2

2 2
cos (2mBgoaz) + zj cos <2mﬁg0a2 - 7;7”) + 2} cos (2m,3g01x2 + T)

= % [cos (2mBgoaz) + i sin (2mPBgoas)] = geZimﬁgofxz.

Zusammenfassen aller Terme und Berticksichtigen aller Vorfaktoren liefert fiir die gaufs-
sche Summe die Reihendarstellung

3pA 4ir
G="P2 <o )

N NIV
Z |:<2e (3n+1)Bgoaz COS[(BTI 4 1>ﬁg00‘1] 2i(3n+1)ﬁgoa2) e,w

+ (2 efi(3n+2),5g0062 COS[(3TI + 2),3800‘1] + eZi(3n+2)‘Bgoa2> e(3”+2)42(A/5)2:| .

C.6 Banks-Casher, masseloser Fall, SU(3)

Ausgangspunkt der Rechnung ist

Wwiv®) g1 23: @ cot(7tc;) + zj cot (nc' - E) + z; cot <7rc' + E)
dim=d 1 = dc; l 1 i 3 2 i 3

@ 2) 3)

27\ 2
a; = (;) , (1= —%(0&1 +ap), €= —%(—al +ap), 3= %o@.

Fiir den Hauptnenner ergibt sich
1
sin(c;7t) sin(¢; 7t 4+ 7/3) sin(c; 7t — 7/3) = 1 sin(37t¢;), i=1,2,3,
tir die Zahler ergibt sich

(1) cos(7te;) sin(c; — 7/3) sin(c; + 7/3) = g[cos(c;m) — 4cos®(¢; )],
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C Rechnungen zu Kapitel 5 und 7

(2) cos(cimt — 7/3)[cos(27/3) — isin(27/3)] sin(c;7T) sin(c;7T + 7/3)
= 1 sin(c;7) [sin(2¢;77) + sin(27/3)] [cos(27/3) — i sin(27/3)],

(3) cos(c;imt + 7/3)[cos(27/3) 4 i sin(27/3)] sin(c;7T) sin(¢; 7t — 7/3)
= 1 sin(c;7r)[sin(2c;7) — sin(27/3)][cos(27/3) + i sin(27/3)].

Zusammenfassen von (2) und (3) liefert
sin(c;7r) sin(2c;7) cos(27/3) — isin?(271/3) sin(c; 1)
3
= — sin?(c;7r) cos(c;w) — iisin(cin).

W+(2)+6)

Die Ableitung der Summe 4 - .- Grecy) - ist

d cos(cim) — 4cos’(cirr) — 4cos(cir) sin(c;7r) — 3isin(¢;m)

dc; sin(3¢; )
_d cos(cir) —4cos(cim) —Bisin(cim) _ d 3cos(cim) + 3isin(cim)
 dc; sin(3¢; )  dc sin(3¢;7)
__[-8sin(cimr) + Bicos(cim)] sin(3cim) — 3 [3cos(cim) + 3isin(cx)] cos(3cim)
sin?(3¢; )
_ [—2cos(2¢;7) — cos(4c;m)] 4 i [2sin(2¢;7) — sin(4c;m)] 32 e 2iam 4 elicim
sin?(3¢;7r) sin?(3¢;7)
Die weitere Auswertung von
3 —2ic; dic;
suB3) 2e Tt 4 i
Weim— =37}

= sin?(3¢;)

wird mit Hilfe von MAPLE gemacht. Es lafst sich durch Einsetzen leicht verifizieren, daf3
gilt

3 5 e-dicm 4 glicm P (2P +P%) (9+[P[) —3P*2 (P +5P°)

sU(3) 2
Wy =3 E =-3
dim=2 = sin®(3¢;m) P (P3 — P3)?
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