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1. Einleitung

Das Standardmodell der Elementarteilchen umfasst alle bisher bekannten Teilchen
und beschreibt deren Wechselwirkung, bis auf die Gravitation, sehr erfolgreich im
Rahmen einer Quantenfeldtheorie. In der Quantenfeldtheorie kénnen die Prinzipi-
en der Quantenphysik mit dem Raumzeitmodell der speziellen Relativitdtstheorie
vereint werden. Die Formulierung einer relativistischen Wellenmechanik, analog zur
nichtrelativistischen Quantenmechanik, fithrt hingegen zu Problemen, wie z.B. dem
KLEINschen Paradoxon. Wahrend im nichtrelativistischen Grenzfall die Ruhemasse
bzw. die Anzahl der jeweiligen Teilchen erhalten bleibt, muss dies im relativisti-
schen Fall nicht mehr zu gelten. In der Tat entstehen in Teilchenbeschleunigern
durch Kollision sehr schneller Teilchen eine Vielzahl neuer Teilchen. Eine relativis-
tische Formulierung der Quantenphysik muss daher auf dem Fock-Raum, also der
direkten Summe aller HILBERT-R&ume mit konstanter Teilchenzahl, geschehen. Das
wiederum fiihrt fast zwangslaufig zu einer Quantenfeldtheorie [1].

Auch bei der Messung gibt es einen wesentlichen Unterschied zwischen relativisti-
scher und nichtrelativistischer Quantenphysik. Will man den Ort eines Elektrons mit
Hilfe eines Photons bestimmen, so kann man dies bekanntlich nur innerhalb einer
gewissen Genauigkeit tun, die durch die Wellenldnge des Photons gegeben ist. Im
nichtrelativistischen Grenzfall kann das Licht als unendlich schnell angesehen wer-
den, so dass der Zeitpunkt der Messung exakt bekannt ist. Im relativistischen Fall
besitzt das Licht jedoch eine endliche Geschwindigkeit, so dass neben dem Ort auch
der Zeitpunkt einer Messung unscharf ist. Man kann also den zeitlichen Verlauf einer
Wechselwirkung nicht beobachten, genauso wenig wie die Bahn eines Teilchens in
der nichtrelativistischen QQuantenmechanik. Es bietet sich daher die Streuung als eine
Moglichkeit an, eine relativistische Quantenfeldtheorie experimentell zu iiberpriifen
[2]. Hier sind die Teilchen anfangs weit voneinander entfernt, so dass keine Wechsel-
wirkung stattfindet. Unter Aufwendung hoher Energien werden diese Teilchen nun
sehr nahe zusammengebracht, d.h. aufeinander geschossen, so dass eine Wechselwir-
kung stattfinden kann. Man beobachtet die Produkte dieser Wechselwirkung erst
wieder, wenn sie spater weit voneinander entfernt sind und somit keine Wechselwir-
kung untereinander mehr stattfindet. In einem solchen Streuexperiment kann man
insbesondere die Symmetrien einer Theorie iiberpriifen, sowie die damit nach dem
NoOETHERschen Theorem [3] verbundenen Erhaltungssitze testen. Auf diese Weise
ist es allerdings noch nicht gelungen, einen direkten Nachweis einer in der Natur
realisierten Form der Supersymmetrie zu erhalten. Supersymmetrische Theorien be-
sitzen jedoch interessante Figenschaften, so dass viele Physiker auf einen Nachweis
in naher Zukunft hoffen.

Die Berechnung von Streuamplituden geschieht mit Hilfe der Storungstheorie. Thr



1. Einleitung

Anwendungsbereich ist jedoch auf kleine Kopplungskonstanten beschréinkt, da in
diesen entwickelt wird. Formuliert man die Quantenfeldtheorie auf einem endlichen
Raumzeitgitter, so kann man numerische Simulationen durchfiihren, ohne diesen
Einschriankungen unterworfen zu sein. Man kann so die Phasenstruktur oder das
Auftreten von spontaner Symmetriebrechung numerisch untersuchen. In der Quan-
tenchromodynamik ist insbesondere der Quarkeinschluss ein Phénomen, das nicht
storungstheoretisch behandelt werden kann. In numerischen Simulationen kann die-
ser jedoch untersucht werden.

Die Formulierung einer Quantenfeldtheorie auf einem Gitter ist nicht unproblema-
tisch. Es ist nicht sofort klar, ob im Grenzfall verschwindenden Gitterabstandes auch
die gewiinschte kontinuierliche Theorie reproduziert wird. Dieses Problem entsteht
bereits, wenn man Fermionen naiv auf das Gitter setzt. Als Folge der Diskretisierung
besitzt der Fermionenpropagator zusétzliche unphysikalische Pole, die im Kontinu-
umslimes als zusédtzliche Fermionenspezies erhalten bleiben. Dieses Problem wird
daher als Fermionenverdopplung bezeichnet [4]. Da die Symmetrien einer Theorie
ganz wesentlich fiir deren Eigenschaften sind, muss man auch hier priifen, ob sie im
Kontinuumslimes korrekt wiedergegeben werden. Diesen untersucht man mit Hilfe
der Gitterstorungstheorie. Im Fall der Supersymmetrie betrachtet man die super-
symmetrischen WARD-Identitdten der Kontinuumstheorie. Diese miissen im Rah-
men der Gitterstorungstheorie bis auf Terme von der Ordnung der Gitterkonstanten
erfiillt sein.

Im folgenden Abschnitt Pl werden die Grundlagen der Supersymmetrie kurz zu-
sammengefasst. Abschnitt Bl befasst sich mit Gittertheorien, insbesondere mit der
Gitterstorungsrechnung. Die Berechnung der FEYNMAN-Integrale, die bei der Uber-
priifung der WARD-Identitdten mit Hilfe der Gitterstorungsrechnung auftreten, wird
in Abschnitt Bl besprochen. In Kapitel Bl werden Verbesserungsmoglichkeiten zur hier
gezeigten Vorgehensweise aufgefiihrt.



2. Supersymmetrie

Symmetrien sind in der Physik von fundamentaler Bedeutung. Dies trifft insbesonde-
re auf die Elementarteilchenphysik zu. Ein Teilchen bleibt das gleiche, unabhéngig
davon an welchem Ort oder in welchem Bewegungszustand es sich befindet. Die
Klassifikation der Elementarteilchen muss also eng mit der Symmetriegruppe der
Raumzeit, der POINCARE-Gruppe, verkniipft sein.

In der Quantenphysik gilt nun zwischen Ort und Impuls eine Unschérferelation, so
dass man nicht von dem Ort und dem Bewegungszustand eines Teilchens sprechen
kann. Statt dessen wird der Zustand eines Teilchens durch einen Strahl in einem
HILBERT-Raum beschrieben, der wiederum durch einen normierten Zustandsvektor
reprisentiert werden kann. Sollen die physikalischen Aussagen, d.h. die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten, unter einer Transformation durch eine kontinuierliche Sym-
metriegruppe gleich bleiben, dann muss diese Transformation durch einen unitér-
en Operator dargestellt werden, der auf die moglichen Zustandsvektoren wirkt. Im
Allgemeinen bilden diese unitédren Operatoren eine projektive Darstellung der Sym-
metriegruppe. Man kann aber zur universellen Uberlagerungsgruppe iibergehen, wo-
durch man nur noch nicht-projektive unitdre Darstellungen betrachten muss, ohne
dass dabei die physikalischen Aussagen der Theorie geéindern werden. Die universelle
Uberlagerungsgruppe der eigentlichen orthochronen LORENTZ-Transformationen ist
die SI(2, C), die so zusammen mit den Translationen die Rolle der Symmetriegruppe
der Raumzeit in der Quantenphysik iibernimmt.

Es ist eine natiirliche Forderung, dass sich ein Zustandsvektor eines elementaren
Teilchens nach einer irreduziblen Darstellung dieser Symmetriegruppe transformiert,
da man den Zustandsvektor sonst nach invarianten Unterrdumen zerlegen kann.
Durch eine Klassifizierung der irreduziblen unitéaren Darstellungen erhélt man somit
eine Klassifizierung der Elementarteilchen. Nicht alle diese Darstellungen sind phy-
sikalisch relevant. Die in der Natur vorkommenden Teilchen bzw. die dazugehérigen
Darstellungen kénnen durch die Masse und den Spin bzw. die Helizitdt charakteri-
siert werden. Massive Teilchen haben einen Spin s = 0, %, 1, %, ... und masselose eine
Helizitat o = 0, i%, +1, i%, ... Dass ein Teilchen die Eigenschaften Masse und Spin
bzw. Helizitét besitzt, sowie die moglichen Werte fiir s und o, ergibt sich alleine aus
der Symmetriegruppe der Raumzeit.

Die obigen Uberlegungen gehen im wesentlichen auf WIGNER zuriick, eine genaue
Darstellung mit Referenzen zu den Originalarbeiten findet sich z.B. in [1].

Neben der POINCARE-Gruppe kénnen noch weitere Symmetrien vorhanden sein.
Unter der Wirkung dieser Symmetrien kann ein Teilchen, genauer sein Zustandsvek-
tor, in andere Teilchen iibergehen. Die Teilchen, die unter einer Darstellung dieser
Symmetrien ineinander transformieren, werden als ein Multiplett von Teilchen be-
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zeichnet.

Sind die zusétzlichen Symmetrien kontinuierlich, so kénnen sie normalerweise
durch mehrere reelle Variablen parametrisiert werden. Die Generatoren dieser Sym-
metrien bilden in diesem Fall eine L1E-Algebra. Nach einem Theorem von COLEMAN
und MANDULA [5] miissen dann die POINCARE-Gruppe und die Gruppe dieser Sym-
metrien ein direktes Produkt bilden. Das Theorem ist allerdings auf Theorien mit
massiven Teilchen beschrinkt. Die restlichen Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit die-
ses Theorems sind in der Regel erfitllf]. Auf dem Niveau der Lie-Algebra besagt das
Theorem, dass die Generatoren der POINCARE-Gruppe mit allen Generatoren der
zusitzlichen Symmetrien kommutieren, weshalb diese auch innere Symmetrien ge-
nannt werden. Die Teilchen transformieren daher vor und nach einer Anwendung
der inneren Symmetrien nach der gleichen irreduziblen Darstellung der POINCARE-
Gruppe. Die Teilchen in einem Multiplett der inneren Symmetrien miissen also alle
die gleiche Masse und den gleichen Spin bzw. die gleiche Helizitdt besitzen. Dass alle
Teilchen in einem Multiplett die gleiche Masse haben miissen, wurde vorher bereits
von O’RAIFEARTAIGH in einem nach ihm benannten Theorem bewiesen [f].

Das Theorem von COLEMAN und MANDULA wurde als ein ,No-Go“ Theorem
fiir die Konstruktion von Multipletts, bestehend aus Teilchen mit verschiedenen
Spins, angesehen. Die Supersymmetrie stellt hier jedoch einen Ausweg dar. Wah-
rend zwischen den Generatoren in einer LiE-Algebra Kommutatorrelationen gel-
ten, erfiillen die Generatoren der Supersymmetrie Antikommutatorrelationen. Die
Parametrisierung der entsprechenden Gruppe kann daher nicht, wie bei einer LIE-
Gruppe, ausschliefilich durch reelle Variable erfolgen. Man bendétigt hierfiir zusétz-
liche GRASSMANN-Variablen, also antikommutierende Variablen. Die Mo6glichkeit,
dass eine Symmetriegruppe durch GRASSMANN-Variablen parametrisiert werden
kann, wurde von COLEMAN und MANDULA jedoch nicht beriicksichtigt. Die Aussage
des Theorems von O’RAIFEARTAIGH bleibt trotzdem giiltig: Ein Multiplett der Su-
persymmetrie besteht aus Teilchen gleicher Masse. Daher kann die Supersymmetrie
in der Natur nur als spontan gebrochene Symmetrie realisiert sein.

Bisher wurden keine Teilchen entdeckt, die iiber eine Supersymmetrietransfor-
mation miteinander zusammenhéngen. Supersymmetrische Theorien besitzen aber
einzigartige Eigenschaften. Man hat somit gute Griinde, anzunehmen, dass die Su-
persymmetrie in der Natur eine Rolle spielt. Diese Theorien bieten eine Mdéglichkeit
das sogenannte Hierarchie-Problem zu l6sen, also die riesige Liicke zwischen der
PrLaNcK-Masse und der Energieskala der elektroschwachen Symmetriebrechung. Ei-
ne weitere Eigenschaft supersymmetrischer Theorien ist, dass sich bei einer stérungs-
theoretischen Behandlung viele Divergenzen gegenseitig wegheben. Es kommt sogar
vor, dass dies mit allen Divergenzen geschieht und die Theorie somit endlich ist. Als
letzte Eigenschaft soll nochmal betont werden, dass supersymmetrische Theorien
Multipletts aus Teilchen mit unterschiedlichen Spins erlauben. Die elektroschwache
und die starke Wechselwirkung werden durch Teilchen mit Spin eins beschrieben.

!Die wichtigsten Voraussetzungen sind, dass die Streumatrix nicht-trivial ist und die Streunampli-
tuden fast tiberall analytisch vom Winkel abhéngen.



2.1. Graduierte LiE-Algebren

Eine Zusammenfassung dieser Teilchen zu einem Multiplett im Sinne einer Grand
Unified Theory, kurz GUT, ist daher ohne Supersymmetrie moglich. Man kommt
aber im Rahmen einer Quantenfeldtheorie nicht mehr ohne Supersymmetrie aus,
wenn man die Gravitation in dieses Multiplett einbeziehen will, denn die Gravito-
nen haben einen Spin von zwei.

2.1. Graduierte Lie-Algebren

Eine kontinuierliche Symmetrie, deren Generatoren Antikommutatorrelationen er-
fiillen, sieht im ersten Moment sehr ungewohnlich aus, wenn man im Hinterkopf eine
Parametrisierung der Gruppe durch reelle Variablen hat und somit die Generatoren
eine LIE-Algebra bilden miissen.

Als Motivation fiir eine solche Symmetrie betrachten wir einen allgemeinen Gene-
rator GG einer Symmetrie, der Einteilchenzustéinde in Einteilchenzustéinde tiberfiihrt
und der additiv auf direkte Produkte solcher Zusténde wirkt:

6= [ dqdp) Kyp.a)ala 2.

Hier sind die azT Erzeugungsoperatoren und die a; Vernichtungsoperatoren der ent-
sprechenden Teilchen. Diese erfiillen nun die bekannten Kommutator- oder Anti-
kommutatorrelationen, je nachdem, ob die dazugehtérenden Teilchen Bosonen oder
Fermionen sind. Man kann also die Zerlegung G = B + F' durchfiihren, wobei B
der Anteil ist, der Bosonen in Bosonen oder Fermionen in Fermionen transformiert,
F' hingegen iiberfithrt Fermionen in Bosonen oder Bosonen in Fermionen. Unter
Anwendung der Kommutator- bzw. Antikommutatorrelationen der Erzeuger und
Vernichter kann man zeigen, dass eine Symmetrie von der Form (1) die folgende
Algebra erfiillt [7]:

[Bi,Bj] = c¢;"By (2.2)
[Fi, B;] = Siijk
{F, iy = %‘jkBk (2.4)

Es handelt sich hier um eine graduierte Lie-Algebra. Die B; werden als bosonische
Elemente bezeichnet, die F; als fermionische. In den graduierten JACOBI-Identitédten
andert sich das Vorzeichen des jeweiligen Summanden, wenn zwei fermionische Gene-
ratoren ihre Reihenfolge tauschen. Die Relationen zwischen Erzeugern und Vernich-
tern sind ebenfalls von der Struktur Z2HZZ), deren Graduierung tibertrigt sich
quasi auf die Algebra der Symmetriegeneratoren. Eine Zs-graduierte LIE-Algebra
Z2HZA) wird als Lie-Superalgebra bezeichnet. Eine Zusammenstellung ihrer Ei-
genschaften findet man z.B. in [§].
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2.1.1. Parametrisierung von Supergruppen

Man mochte nun ein zur Algebra () gehorendes Gruppenelement, wie bei einer
LiE-Algebra, als exp(if'F;) schreiben. Die Gruppenmultiplikation kann dann durch
eine Funktion ~v*(6, ) beschrieben werden:

exp (i F;) exp(i&' F;) = exp (17 (6, &) Fy) (2.5)

Entwickelt man diese Gleichung bis zur zweiten Ordnung in € und £, dann erhélt
man mit v¢(6,£) = 0" + & + %ijkyjki + ... die Bedingung:

CFWF; — PR, = 0765, ' F, (2.6)

Wenn 6 und £ reelle Variablen wiren, dann wiirden zwischen den F; also Kommuta-
toren gelten und die F; wiirden eine LIE-Algebra bilden. Den Antikommutator (2.7I)
erhélt man jedoch, wenn man fordert, dass # und £ untereinander und mit den F;
antikommutieren. Damit sind € und £ Variablen, die im fermionischen Sektor liegen,
also GRASSMANN-Variablen (vgl. Abschnitt [). Das Produkt §°F; liegt aber im bo-
sonischen Sektor, so dass die Gruppenmultiplikation in der Ndhe der Einheit {iber
die BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-Formel ([A4), in der nur Kommutatoren auf-
treten, durch die Algebra (Z2HZ) festgelegt ist, wie man das von einer LIE-Gruppe
her kennt.

2.2. Algebra der Supersymmetrie

Es stellt sich nun die Frage, wie stark die graduierte Lie-Algebra (Z2HZA) zusétzlich
eingeschrinkt wird, wenn die POINCARE-Algebra ([AJHAJ) Bestandteil des bosoni-
schen Sektors ist. Eine Antwort liefert das Theorem von HAAG, LOPUSZANKSI und
SoHNIUS fiir die vierdimensionale MINKOWSKI-Raumzeit [[1, [9]. Eine Verallgemei-
nerung dieses Theorems auf hohere Dimensionen kann man in [10] finden. Die zu
dieser Algebra gehérende Gruppe wird als POINCARE-Supergruppe bezeichnet. Falls
nur masselose Teilchen vorhanden sind, kann man die konformen Transformationen
zum bosonischen Sektor hinzufiigen. Das Ergebnis ist die Algebra der konformen
Supersymmetrie.

Die Kommutatoren zwischen den bosonischen Generatoren sind durch das Theo-
rem von COLEMAN und MANDULA bereits festgelegt, d.h. neben der POINCARE-
Algebra gibt es im bosonischen Sektor nur mit deren Elementen kommutierende
Generatoren der inneren Symmetrien.

Eine wesentliche Aussage des Theorems von HAAG, LOPUSZANKSI und SOHNIUS
ist, dass die fermionischen Generatoren nach einer Spinordarstellung der LORENTZ-
Algebra transformieren miissen, wodurch die Kommutatoren zwischen fermionischen
und LORENTZ-Generatoren festgelegt sind. Zu diesem Ergebnis kommt man, indem
man die Gewichte beziiglich der LORENTZ-Algebra im Sinne von Abschnitt
betrachtet. Der Betrag des Gewichts eines bosonischen Generators ist kleiner oder
gleich eins, denn die Generatoren der POINCARE-Algebra haben die Gewichte 41

10



2.2. Algebra der Supersymmetrie

oder 0 und die inneren Symmetrien sind LORENTZ-Skalare mit allen Gewichten
gleich Null. Da die fermionischen Generatoren Fermionen in Bosonen oder Bosonen
in Fermionen transformieren, konnen sie nach dem Spin-Statistik-Theorem keine
LoRrENTZ-Skalare mit Gewichten gleich Null sein. Der Antikommutator zwischen
zwei fermionischen Generatoren muss aber ein bosonischer Generator sein, dessen
Gewicht gleich der Summe der Gewichte der beiden fermionischen Generatoren ist.
Die Gewichte der fermionischen Generatoren miissen also alle gleich +1/2 sein, was
nach Abschnitt der Spinordarstellung entspricht.

Die fermionischen Generatoren kommutieren des Weiteren mit den Generatoren
der Translationen P,. Unter einer internen Symmetrie transformieren die fermioni-
schen Generatoren geméf} (Z3]) wieder in fermionische Generatoren. Daher transfor-
mieren sie im Allgemeinen zusétzlich nach einer Darstellung der inneren Symmetrie.

Der Antikommutator zwischen zwei fermionischen Generatoren ist nach (24 ein
bosonischer Generator. Dieser muss eine Linearkombination der P, und der soge-
nannten zentralen Ladungen sein. Die zentralen Ladungen sind wiederum Linear-
kombinationen der Generatoren der inneren Symmetrien, die mit allen anderen Ge-
neratoren kommutieren. Die genaue Form der Antikommutatoren im fermionischen
Sektor héangt von den Eigenschaften der Spinoren in der entsprechenden Dimensi-
on d ab. Fiir d = 2 (mod 8) und MINKOWSKI-Metrik sind die irreduziblen Spinoren
nach Abschnitt und Tabelle reell und chiral. Man kann die fermionischen

Generatoren also wihlen als QF mit QFf = PLQF und QF° = B_QF* = QF, wobei
B_ =CA" gewihlt wird. Die Antikommutatoren lauten dann [10-12]:
{Q;ta Q;H—} = _257’87):|:PC (27)
{Qr.QF"} = —=z.PeC (2.8)

Dies ist nach (BI4) unabhiingig von der Darstellung der DIRAC-Matrizen. Die 2

sind die bereits erwidhnten zentralen Ladungen. Durch komplexe Konjugation bzw.
Transposition von () erhiilt man die Beziehungen 2E = —z=* = —2F . Im Folgen-
den soll angenommen werden, dass die Zahl der Ladungen Q; und @, gleich ist.
Man kann dann die Relationen (27) und (Z8) mit Hilfe von @, = Q; + @,” und

Q, = QIA = QIC ' zusammenfassen (nach Tabelle ist c. =CC7T = —1):

{Qra Qs} = 257"5P + ZZ[rs} + ,L.’Y*Z(rs) (29)

Hier wurde Z,s = —iz, = Z*, gesetzt. Die @, heiBen Superladungen. Die Zahl der
Superladungen wird im folgenden mit N bezeichnet. Betridgt N = 1 so spricht man
von einfacher Supersymmetrie, ist N > 1 erhélt man erweiterte Supersymmetrie.
Zum Beweis des Theorems von HAAG, LOPUSZANKSI und SOHNIUS wird insbeson-
dere das Spin-Statistik-Theorem genutzt und es werden nur Zustédnde mit positiver
Norm betrachtet. Es werden daher keine Aussagen iiber die BRST-Transformationen
einer Eichtheorie getroffen. Die Verallgemeinerung dieses Theorems wird in [10] fiir
Dimensionen d > 4 gezeigt, insbesondere kann das Theorem von COLEMAN und
MANDULA nur auf d > 2 verallgemeinert werden. Das Ergebnis (Z9) soll hier trotz-
dem auch fiir d = 2 verwendet werden, denn daraus abgeleitete Theorien sollen nur

11



2. Supersymmetrie

als Modell fiir Theorien in hoheren Dimensionen dienen. Eine allgemeinere Moglich-
keit fiir d = 2 ist hier nicht von Interesse.

Die Algebra der Supersymmetrie wird auch unter allgemeineren Bedingungen als
im Theorem von HAAG, LOPUSZANKSI und SOHNIUS betrachtet, insbesondere tau-
chen dann noch andere zentrale Ladungen auf, die nicht mehr mit allen anderen Ge-
neratoren vertauschen miissen [13-15]. Ein anderer allgemeiner Zugang besteht dar-
in, die Klassifikation der einfachen LIE-Superalgebren nach KAC zu nutzen [16, [17].
Die in Frage kommenden LIE-Superalgebren miissen die Raumzeitsymmetrien im
bosonischen Sektor enthalten.

2.3. Superraum

Ein Feld ¢(x) ist eine Linearkombination von Erzeugern und Vernichtern, die unter
einer unitédren Darstellung der POINCARE-Gruppe U(w, a) = exp (5w" Jy, + ia* P,)
wie folgt transformiert:

U(w,a)(x)U H(w,a) = D (w)y (exp(w)z + a) (2.10)

Hier ist D(w) eine endlichdimensionale Darstellung der LORENTZ-Gruppe, die auf
die Komponenten des Feldes wirkt. Damit dies konsistent mit der Forderung ist,
dass U(w,a) eine Darstellung der POINCARE-Gruppe ist, muss ¢ mit dem inver-
sen Element von D(w) transformieren. Um eine POINCARE-invariante Wirkung zu
erhalten, kann man die LAGRANGE-Dichte, also einen aus Feldern zusammengesetz-
ten LORENTZ-Skalar, iiber die gesamte Raumzeit integrieren, denn das dazugehdo-
rige Maf} bleibt invariant unter einer POINCARE-Transformation z — exp(w)x + a.
In diesem Abschnitt wird skizziert, wie man eine dhnliche Strategie nutzen kann,
um Wirkungen zu konstruieren, die zusétzlich invariant unter der Supersymmetrie
sind. Dazu wird die Raumzeit formal durch GRASSMANN-Variablen zum sogenann-
ten Superraum erweitert, auf dem dann eine unter Supersymmetrie invariante Inte-
gration definiert werden kann. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf d = 2,
N =1 und verschwindende zentrale Ladungen. Es gilt also:

{Q.Q} = 2P (2.11)
T, Q] = -%,Q (2.12)
[P, Q] = 0 (2.13)

Die beiden letzten Gleichungen besagen lediglich, dass @) ein translationsinvarianter
Spinor ist.

Ein Element der POINCARE-Supergruppe ohne LORENTZ-Gruppe kann nach Ab-
schnitt 2111 folgendermafien geschrieben werden:

L(z,0) = exp (iz" P, + i0Q) (2.14)

Hier ist 6 ein MAJORANA-Spinor, dessen Komponenten GRASSMANN-Variablen sind.
Der Superraum ist die Menge der linken Nebenklassen der POINCARE-Supergruppe
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2.3. Superraum

beziiglich der LORENTZ-Gruppe. Da die L(z, ) Reprisentanten dieser Nebenklassen
sind, kann der Superraum durch x und 6 parametrisiert werden. Die LORENTZ-
Gruppe soll durch h(\) = exp (4A*J,,) parametrisiert werden. Ein Element der
POINCARE-Supergruppe kann dann immer geschrieben werden als L(z, 6)h()). Das
Produkt zweier solcher Elemente sei nun

L(a, )h(w)L(z, 0)h(\) = L(z', 0" )h(N'). (2.15)

Dann beschreiben 2’ und 6" die Wirkung der POINCARE-Supergruppe auf den Super-
raum. Ohne LORENTZ-Transformationen, d.h. fiir w = 0, erhdlt man mit Hilfe von

(B4, 11, P13, [B3) und 6Q = Q6 B
o =t a4 iyh0, O =0+¢ (2.16)

Aus ([AH) und der Transformationseigenschaft (ZI2) von @ unter der LORENTZ-
Gruppe folgt:

[e.e]

M) (0Q)h(~w) = 0 [Z %(—éw“”zw] Q (217)

n=0
Eine analoge Gleichung gilt auch fiir P statt ), wenn man ¥, durch M, ersetzt,
vel. ([A2)). Das Ergebnis fiir « = 0 und £ = 0 ist damit:
="z, O =exp(FwE,,)0 (2.18)

Es gilt auflerdem h(\') = h(w)h(X). Die JACOBI-Superdeterminante der Transfor-

mationen (16 2T]]) ist aber gleich eins, so dass die Integration iiber dz df invariant
bleibt, vgl. Abschnitt [C1l

2.3.1. Superfelder
Ein Superfeld ¢(x,#) auf dem Superraum ist analog zu (2I0) durch folgendes Trans-

formationsverhalten definiert:
L(a,&)é(x,0)L " a,&) = ¢(x+a+ily"0,0+§) (2.19)
h(w)o(z,0)h H(w) = D Hw)o (exp(w):p, exp (%w‘“’ZW)Q) (2.20)

Eine Darstellung 4 von @) als Differentialoperator bekommt man, indem man die

rechte Seite von ([2.19) als L;10,8)¢(x,0) = exp (—ifQq)d(x,0) = d(x+ily 0, 0+E)
ansetzt und in £ entwickelt. Das Ergebnis lautet:

Qi=—P0+i05, Qa=+09 —i0y (2.21)

Auf die gleiche Weise kann man auch Darstellungen (F;), und (J4),, von P, und
J,, bekommen, die dann per Konstruktion die Algebra ([ZTTHZTH) erfiillen. Damit

2Diese Beziehung gilt fiir beliebige antikommutierende MAJORANA-Spinoren, denn mit ¢ =
CC'T=—-lhatman AQ = —QTAT = —QTCTC~'6 = Qh. Diese Bezichung kann man auch aus
den FIERZz-Identitéten folgern [].
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2. Supersymmetrie

Qa eine Darstellung von @ ist, muss Qq = CQJ gelten. Es gilt auch Q; = QTA,
falls GIL = —0J, und 8} = +0g istﬁ, was im Sinne eines inneren Produktes durch
Integration iiber den Superraum zu interpretieren ist.

2.3.2. Kovariante Ableitung

Man kann einen spinoriellen Ableitungsoperator D konstruieren, der unter der Trans-
formation (2I6) invariant bleibt. D muss also mit £Q; kommutieren bzw. mit
(4 antikommutieren. Die ()4 erzeugen eine Linkswirkung durch L(0,&)L(x,0) =
exp (—i€Qq4)L(x,0). Man konstruiert die —iD als Generatoren einer Rechtswirkung:

L(z,0)L(0,¢) = exp (+£D) L(x, 0) (2.22)

Die Assoziativitiat der Gruppenmultiplikation &uflert sich darin, dass die Reihenfolge,
in der die Links- und Rechtswirkung ausgefiithrt werden, kein Rolle spielt. Es gilt
dann also per Konstruktion {D,QJ} = 0. Aus [Z22), @IH) und ZI6) kann D

bestimmt werden:

D= —i@0+0;, D= +if@— 0y (2.23)

Die Phasen von D und D wurden so gewéhlt, dass (D). A = D¢* fiir jede bosonische
Superraumfunktion ¢(x, ) ist. Es gilt wieder D = CDT, D antikommutiert also
auch mit allen Qg bzw. Qq. Damit D = DA gilt, muss D' durch (D¢)! = Df¢*
fiir bosonisches ¢ definiert werden. Dies unterscheidet sich von der Definition von
QL iiber ein inneres Produkt genau um ein Vorzeichen, d.h. (Qu¢)'A = —Qq¢* fiir
bosonisches ¢.

2.4. Wess-Zumino-Modell

In zwei Dimensionen besitzt 6 zwei Komponenten. Daher ist eine beliebige Funktion
auf dem Superraum hochstens quadratisch in den Komponenten von . Ein Superfeld
kann dann immer geschrieben werden als:

¢(x,0) = A(z) + 0y(x) + 200F () (2.24)

Damit dieses Superfeld einem irreduziblen Multiplett an Teilchen entspricht, miis-
sen noch unter Supersymmetrie invariante Bedingungen an ¢ gestellt werden. ¢ kann
reell gewiihlt werden, denn mit ¢ ist auch d¢¢p = —i£Q¢ reell. Hier soll ¢(z, §) auler-
dem ein skalares Superfeld sein, also nach (219 Z20) mit D(w) = 1 transformieren.
A(z) und F(x) miissen dann reelle Skalarfelder und (z) ein reelles Spinorfeld sein.
Da A(z), F(z) und v (x) unter einer POINCARE-Transformation nach (2I0) trans-
formieren, besitzt auch ¢(z, ) unter einer POINCARE-Transformation das richtige

3Mit A = AT gilt dann 91 A = a9 A = Op.
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2.4. WESS-ZUMINO-Modell

Transformationsverhalten. Soll ¢(z, ) auch unter einer Supersymmetrietransforma-
tion L(0,£) nach (ZI9) transformieren, dann muss 6g¢p = —ifQq¢ gelten, bzwll

SeA =&, 6 = (F —idA)¢ und 6 F = —ifP. (2.25)

Man sieht, dass die Bosonenfelder A und F' unter Supersymmetrie in das Fermio-
nenfeld ¢ transformieren und umgekehrt.
Eine reelle supersymmetrische Wirkung S' ist:

S = / d*z d*0 (1D¢D¢ + V(9)) (2.26)

Hier wird d*¢ durch [d®0 00 = 2 bzw. [ d*@... = 1040;... definiert. Die reelle Funk-

— 2
tion V wird Superpotential genannt. Ausfithren der Integration iiber d?6 ergibt:

S = / d*z 1 (9,A0"A + ipdp + F? + 2FV'(A) — V" (A)) (2.27)

Eine Wirkung dieser Art wird ,,off-shell genannt, denn die Bewegungsgleichung fiir
F' ist algebraisch, d.h. F' ist kein dynamisches Feld und kann aus der Wirkung
eliminiert werden. Die Bewegungsgleichung fiir F' lautet F' = —V’(A). Man gelangt
so zur ,on-shell“-Version der Wirkung:

S = / Pz 1 (9, A"A+ gy — V?(A) — pypV"(A)) (2.28)

Die einfachste noch wechselwirkende Theorie erhélt man mit dem Superpotential
V() = 3me? + s 1¢™:

S = [d’z 1 (A0, —mPA* + ¢(id — m)yp — 2mAA3 — N2A* — 20 AYy)
SeA =&Y, b = —(idA+mA + NA)E (2.29)

Die nackten Massen von Bosonen und Fermionen sind gleich und die Kopplungs-
konstanten sind voneinander abhéngig, was typisch fiir supersymmetrische Theorien
ist.

Die ,,off-shell“-Wirkung (2227)) hat den Vorteil, dass die Transformationen der Fel-
der (Z29) linear sind. Dies ist fiir einige Rechnungen praktischer.

4Hier wurde 00 = —%é@ benutzt, d.h. die Matrix 6 ist proportional zur Einheitsmatrix. Jede auf
Spinoren wirkende Matrix ist eine Linearkombination der Einheitsmatrix und antisymmetri-
sierten Produkten der DIRAC-Matrizen. Daraus folgende Identitdten werden FIERZ-Identitdten
genannt.
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3. Quantenfelder auf einem Gitter

Das Pfadintegral stellt eine Moglichkeit dar, Erwartungswerte der Observablen ei-
ner Quantenfeldtheorie zu berechnen, ohne dabei auf die Storungstheorie und die
damit verbundene Einschriankung kleiner Kopplungskonstanten angewiesen zu sein.
Zur Auswertung des Pfadintegrals wird die Raumzeit diskretisiert. Das verbleibende
Integral kann sehr effektiv mit Hilfe statistischer Methoden ausgewertet werden.

3.1. Pfadintegral

Die Formulierung der Quantenmechanik iiber das Pfadintegral stellt eine anschauli-
che Verbindung zwischen den Ubergangswahrscheinlichkeiten der Quantenmechanik
und dem HAMILTONschen Prinzip der stationdren Wirkung her. Hat man beispiels-
weise ein Teilchen an einem bestimmten Ort gemessen und will nun berechnen, mit
welcher Wahrscheinlichkeit es zu einem spéteren Zeitpunkt an einem anderen Ort
gemessen werden kann, dann kann dies mit Hilfe eines Pfadintegrals durchgefiihrt
werden. Dazu wird {iber alle Teilchenbahnen integriert, die diese beiden Orte in
dem gewdiinschten Zeitintervall verbinden, wobei die Bahnen mit stationdrer Wir-
kung am starksten beitragen. Es wird so ein Zusammenhang zwischen dem klassi-
schen Konzept der Bahn eines Teilchens und dem quantenmechanischen Konzept
der Ubergangswahrscheinlichkeiten hergestellt. Die klassische Mechanik ist somit ei-
ne Naherung, in der nur die wahrscheinlichste Bahn eines Teilchens beriicksichtigt
wird, so dass man von der Bahn eines Teilchens sprechen kann.

In der Quantenfeldtheorie wird entsprechend iiber alle moglichen Feldkonfigu-
rationen integriert. Bei Fermionen diirfen nur Feldkonfigurationen beriicksichtigt
werden, die, grob gesagt, dem PAULI-Prinzip geniigen. Dies wird erreicht, indem
man die Feldkonfigurationen durch GRASSMANN-Variablen beschreibt. Im klassi-
schen Limes verhalten sich fermionische Felder auf Grund des PAULI-Prinzips nicht
wie klassische Felder, sondern eher wie Teilchen. Zwei identische Teilchen kénnen
sich beispielsweise nicht am selben Ort aufthalten, was der Tatsache entspricht, dass
sich identische Fermionen nicht im gleichen Zustand befinden konnen. Es ist also
nicht verwunderlich, dass fermionische Quantenfelder im Pfadintegral nicht durch
klassisch interpretierbare Feldkonfigurationen beschrieben werden kénnen.

Im Folgenden werden die Quantenfelder mit Q;(x,t) bezeichnet. Die ¢;(x,t) sind
ihre Eigenwerte, d.h. Q;(x,t) |¢) = ¢i(x,t) |q). Fiir fermionische Felder sind die ¢;
GRASSMANN-Variablen, siehe Abschnitt [ Die Operatoren Q;(x,t) erfiillen Bewe-
gungsgleichungen, die sich aus der Bedingung ergeben, dass das Wirkungsfunktio-
nal S[Q] extremal sein soll. Vakuumerwartungswerte zeitgeordneter Produkte der
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3.1. Pfadintegral

Qi(x,t) werden wie folgt mit dem Pfadintegral bestimmt:

Qe t)-Qulent)) = (Farrrm) . O
Z[J] = /Dq eiSla+if de i i Dq = H dgi(x, t) (3.2)

Aus diesen Vakuumerwartungswerten konnen nun beispielsweise Streumatrixelemen-
te berechnet werden. Dies ist nicht die allgemeinste Form des Pfadintegrals, denn
die zu Q;(x, t) konjugierten Impulse P;(x,t) wurden bereits ausintegriert, was nicht
immer ohne Weiteres moglich ist. Hier wurden aulerdem zusétzliche infinitesimale
Terme proportional zu 7€ unterdriickt, die in die Wirkung eingefiigt werden miis-
sen und die durch Entwicklung des Vakuumzustandes nach den |¢) entstehen. Diese
Terme sind wichtig fiir die Berechnung von Propagatoren. Besonderer Sorgfalt be-
darf der -nicht immer eindeutige- Ubergang von S[Q] nach S[q], denn hier miissen
gegebenenfalls gewisse mit der Definition des Mafles des Pfadintegrals verkniipf-
te Konventionen eingehalten werden. Derartige Details zum Pfadintegral sind zum
Beispiel in [1] dargestellt.

Im Folgenden soll angenommen werden, dass die Felder in den Erwartungswerten
bereits zeitgeordnet sind, so dass der Zeitordnungsoperator T' weggelassen werden
kann.

3.1.1. Euklidisches Pfadintegral

Das Pfadintegral (B2) ist schwierig zu handhaben, da der Integrand exp(iS[q]) zwi-
schen benachbarten Pfaden stark oszillieren kann. Fiir mathematische Beweise oder
numerische Rechnungen geht man besser zum EUKLIDischen Pfadintegral iiber.

Zur EUKLIDischen Wirkung Sg gelangt man durch die Substitutionen t — —it und
1S — —Sg. Der Integrand im Pfadintegral ist dann durch exp (—Sg) gegeben. Wege
mit anndhernd stationdrer Wirkung liefern daher den Hauptbeitrag zum Pfadinte-
gral. Stark davon abweichende Wege sind exponentiell unterdriickt, was insbesondere
fiir numerische Rechnungen vorteilhaft ist.

In der Wirkung sollen aulerdem nur EUKLIDische DIRAC-Matrizen vorkommen,
was durch weitere Substitutionen v; — —iv; fiir j > 1 geschieht, d.h. i) — —§9F ;0.

Aus der EUKLIDischen Formulierung kann man die Ergebnisse fiir die MINKOWSKI-
Metrik rekonstruieren, sofern die OSTERWALDER-SCHRADER-Axiome erfiillt sind
[1&,119]. Um viele physikalisch interessante Fragen zu beantworten, ist es aber nicht
notwendig, zuriick zur MINKOWSKI-Metrik zu gehen.
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3. Quantenfelder auf einem Gitter

3.2. Euklidisches Wess-Zumino-Modell

Die EUKLIDische Version von (29) wird nun nach Abschnitt BZITl bestimmt. Ins-
besondere wird tiberall t durch —it ersetzt. Das Ergebnis ist:

Sp =[x L (—ADA + m?A% + (d + m)y + 2mAA> + N2A* + 20 Ayy)
0eA =&Y, e = (PA —mA - AA*)E (3.3)

Skalarprodukte, wie [0 = 9;0° und @, sind jetzt in EUKLIDischer Metrik zu verstehen.
An (BI3) erkennt man, dass C nach den Substitutionen v; — —iv; fiir j > 1
nicht gedndert werden muss. Es kann also in EUKLIDischer Metrik das gleiche C
wie in der MINKOWSKI-Metrik gewihlt werden. Die Gleichung 1) = Ci' bleibt
somit beim Ubergang zur EUKLIDischen Metrik erhalten. A in ¢ = ¢ A &ndert sich
jedoch. In der Darstellung (B.f, [B7) und allen unitar dquivalenten Darstellungen
gilt insbesondere A = ~,. Die Ladungskonjugation ist gegeben durch ¢¢ = B, y*
mit B, = CAT.

Analog kann man auch fiir die ,,off-shell“-Wirkung, die noch vom Hilfsfeld F' ab-
héngt, eine EUKLIDISCHE Version erhalten.

3.2.1. Ward-Identitaten

Zur Herleitung von WARD-Identitéten fiir das zweidimensionale EUKLIDische WESS-
ZUMINO-Modell betrachtet man nun eine Supersymmetrietransformation des Aus-
drucks

Z[J, 0] = / DFDADy e~ SelPAwl+] de(/a+ov), (3.4)

Das Maf§ bleibt hierbei invariant, was man an der EUKLIDischen Version von (220
erkennt. Deshalb wurde das Hilfsfeld F' voriibergehend wieder eingefiihrt. Gleiches
gilt auch fiir die Wirkung, es miissen nur die Stromterme JA + 61 variiert werden.
Da die Erwartungswerte invariant unter der Supersymmetrie sein sollen, ist auch Z
selbst invariant, d.h. 0:Z[J, 0] = 0. Es gilt also:

0= / DFDADy ¢ SplFAwl+[ de(14+00) / Az (JSeA + G5:0) (3.5)

WARD-Identitdten erhdlt man, indem man hiervon Funktionalableitungen nach J
und 6 berechnet und anschlielend J = 0 = 6 setzt. Die einfachsten Identitaten sind:

(0eA(2)) =0, (0e(z)) =0 (3.6)
Ausfiihrlich lauten diese mit (JA) = 0 fl

() =0, m{A)+X(A*) =0 (3.7)

'Dies folgt aus der Translationsinvarianz des Vakuums und der Tatsache, dass 79, eine Darstellung
von P, auf den Feldern ist.
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3.3. Monte-Carlo-Simulationen

3.3. Monte-Carlo-Simulationen

Betrachtet man ein endliches Raumzeitgitter, dann reduziert sich das Pfadintegral
auf ein Integral iiber endlich viele Variablen. Dieses Integral ist aber sehr hochdimen-
sional, denn z.B. bei einem vierdimensionalen Gitter mit jeweils 10 Gitterpunkten
in jeder Richtung und Integration iiber ein reelles skalares Feld, ist das resultierende
Integral 10*-dimensional.

Das EUKLIDische Pfadintegral fiir ein solches Gitter kann aber gut mit Hilfe von
statistischen Methoden approximiert werden. Dazu wird das Pfadintegral fiir zu-
fallige Feldkonfigurationen ausgewertet. Der Mittelwert dieser Ergebnisse dient als
Abschétzung des Pfadintegrals. In der Praxis generiert man sich bevorzugt Feld-
konfigurationen, die einen grofien Beitrag zum Pfadintegral leisten, also Feldkonfi-
gurationen mit moglichst kleiner Wirkung. Optimal geeignet sind Ensembles von
Konfigurationen, die mit einer Wahrscheinlichkeit von e=5#19 verteilt sind. Einige
Algorithmen hierfiir sind in [4] dargestellt.

Wiéhrend bosonische Feldkonfigurationen durch reelle Zahlen beschrieben werden,
sind die der Fermionen durch GRASSMANN-Variablen gegeben. Bevor man eine Si-
mulation am Computer durchfithren kann, miissen diese ausintegriert werden, was
in der Regel ohne Probleme méglich ist, da die Wirkung fiir alle realistischen Theo-
rien quadratisch in den Fermionenfeldern ist. Durch die Integration kommt aber eine
Determinanted ins Pfadintegral, die wegen der Wechselwirkungsterme zwischen Fer-
mionen und Bosonen von den bosonischen Feldern abhéngt und so zu einem stark
erhohten Rechenaufwand fiihrt.

3.3.1. Einfache Gitterversion des Wess-Zumino-Modells

Um zu einer Gitterformulierung des Pfadintegrals zu gelangen, muss man sich zu-
néchst fiir eine diskretisierte Form der Wirkung entscheiden. Insbesondere hat man
viele Freiheiten bei der Diskretisierung der Ableitungsoperatoren. Der Einfachheit
halber betrachten wir hier die Folgenden:

2
1
DA(z) — @Y On4,=a>Y ) ooy + Gomaciy — 20m) 4, (3.8)
Yy y =1

1
op(z) — a’ Z(ai)rywy =a’ Z 2—ag,<5$+ae¢y — Oz—aeiy)¥y (3.9)

Hier ist e; ein Einheitsbasisvektor des kubischen Gitters und a der Gitterabstand.
Die Indizes, wie z.B. 7, sollen nun die Werte 1 und 2 annehmen kénnen, wie es bei
EUKLIDischer Metrik iiblich ist. Nach (D.2) gilt if—;’ — d(z —y) im Kontinuumslimes
a — 0. Es gilt also fiir a — 0:

O,y — 06(x —y), (0i)ay — 0i0(x —y) (3.10)

2Fiir MAJORANA-Spinoren ergibt sich statt der Determinanten die sogenannte PFAFFsche Deter-
minante.
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3. Quantenfelder auf einem Gitter

Die Ableitungen im Kontinuum sind hier immer nach = zu bilden.
Die Wirkung (B3) wird nun mit Hilfe dieser Ableitungen diskretisiert und in freie
Theorie Sy und Wechselwirkung Sy zerlegt:

So(A0) = 5 (ADf A, +0:DL,) (3.11)
Y
SHAp) = 5> (2mAAL + N AL + 20 A1)y, (3.12)
Hier sind ny und ny gegeben durch:
Oy Oy ar
ny = [y + m2a_§f, ny = (%y + ma—j — 5 Uy (3.13)

Der Term proportional zu r verschwindet im Kontinuumslimes. Seine Bedeutung
wird in Abschnitt B.4A3 erklart. r heiit WILSON-Parameter, man spricht bei diesem
ny auch von WILSON-Fermionen.

3.4. Gitterstorungstheorie

Es geniigt nicht, eine Wirkung auf dem Gitter zu konstruieren, die im Limes a — 0
die Form der gewiinschten Kontinuumswirkung annimmt. Der Grenziibergang a —
0 ist subtiler. Fiir die Kontinuumstheorie kénnen im Allgemeinen nur analytische
Aussagen innerhalb der Storungstheorie getroffen werden. Man kann nun, analog
zum Kontinuum, Storungstheorie auf dem Gitter betreiben. Dadurch ist man in der
Lage, Erwartungswerte im Rahmen der Gitterstérungstheorie zu berechnen, und
diese im Grenzfall a — 0 zu betrachten. Man fordert, dass diese mit entsprechenden
Erwartungswerten aus der Storungstheorie im Kontinuum {ibereinstimmen. Dies ist
nicht immer der Fall, auch nicht, wenn die Wirkungen im Grenzfall a — 0 naiv
{ibereinstimmen. Einen Uberblick iiber die Gitterstorungstheorie bietet [20)].
Zur Herleitung der Gitterstorungstheorie betrachtet man:

Z(J, g) _ /DAsz efSo(Aﬂﬂ)*Sl(A@)JrZI(JzAerézwz) (3_14)

Zo(J, g) — /DAsz e S0(AY)+ 2, (JoAe+021)z) (3.15)

Den Term e /%) kann man als Potenzreihe auffassen. Jedes Monom dieser Po-
tenzreihe kann in Form von Ableitungen nach den dufleren Stromen umgeschrieben
werden. Zieht man diese aus dem Integral heraus, erhédlt man schliefSlich:

Z(J,0) = e5197:9%) 7,( ] 0) (3.16)

Zo(J, 0) ist ein GAusssches Integral und kann berechnet werden. Die Gitterstorungs-
theorie beruht darauf, dass die Kopplungskonstanten klein sind. Damit ist auch die
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3.4. Gitterstorungstheorie

Wechselwirkung S; klein, so dass der Term e °1(?7:%) in eine TAYLOR-Reihe ent-
wickelt werden kann. Das Aufstellen dieser Storungsreihe geschieht mit Hilfe einer
Gitterversion der FEYNMAN-Regeln und der dazugehorigen FEYNMAN-Diagramme,
siche Abschnitt B4 Erwartungswerte kénnen dann mit Hilfe von (BJl) berechnet
werden, es entféllt lediglich der Faktor ¢". Die Gitterstorungstheorie wird fiir un-
endlich grofie Gitter formuliert, damit man die Formeln aus Abschnitt [Dl verwenden
kann.

3.4.1. Propagatoren
Es wird nun Zy(J,6) bestimmt. Offenbar gilt Zy(J,0) = ZE(J)Z{ (9) mit

ZP(]) = /DA exp <——ZA DS A, +ZJ A ) (3.17)
ZE @) = /Dw exp <__Z¢TC ITDFQ/nyLZémwl‘)' (3.18)

Diese GAUSSschen Integrale kénnen leicht berechnet werden. Man beachte, das ny
und D, translationsinvariant sind, so dass man D”(p) und D (p) nach ([O-5) be-

stimmen kann. Man definiert AL durch AP(p) = (D®(p))~". Mit (D-2) gilt dann:

a ZDB AB = Oz (3.19)

Im Kontinuumslimes ist deshalb AyB = (DB); yl Auf dem Gitter gilt hingegen A
(a*DP),,. Entsprechend wird auch A[, = (a*D"),} definiert.

Fiir die Berechnung der GAUssschen Integrale muss nun beachtet werden, dass 1
ein MAJORANA-Spinor und daher nicht unabhiingig von ) ist. Nutzt man weiterhin,
dass 0 ebenfalls MAJORANA-Spinor sein soll, d.h § = §TC~'T, und beachtet CT = —C
sowie die Antisymmetrie von C~!D¥ dann erhilt man:

28 = (det CP7Y " AN 3.20
0()_ et o7 exXp QZJBmyy ()

zF (@) = Pf(a*c™'D") exp< Ze AL ) (3.21)

Hier ist Pf die PFAFFsche Determinante. Héatte man keine M AJORANA-Spinoren,
wiirde dort die gewthnliche Determinante von a?D* ohne Faktor C~! stehen und der
Exponent wire doppelt so grofﬁ Es gilt (Pf M)? = det M |21]. Die Vorfaktoren vor

3Hier wurde bereits beriicksichtigt, dass der Vorfaktor des kinetischen Terms in der Wirkung dann
doppelt so grof ist, wie der von MAJORANA-Spinoren, d.h. D¥ muss durch 2D ersetzt werden.
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3. Quantenfelder auf einem Gitter

den Exponentialfunktionen spielen aber fiir die Berechnung von Erwartungswerten
keine Rolle, da sie in (BJ) herausfallen.
Mit Hilfe der Abkiirzungen

2 i R
pi = —sin (ap ) und  m,(p) =m+ “ DiDi (3.22)
a 2 2 =
ergibt sich aus ([D.0):
D(p) = Y pipi+m’ (3.23)
(.
DF(p) = Z - sin(ap;)y; + m,(p) (3.24)
J
Die Propagatoren im Impulsraum sind also:
_ 1
AB(p) = (DP R S 3.25
o =y asin(ap)ys + ma(p)
Af(p) = (DP(p) " = = 5 (3.26)

>, (Asin(ap:))” + m2(p)

Die Propagatoren im Ortsraum (4,4,), = AL und (¢y¢,), = AL kénnen mit
(D.3) berechnet werden.

3.4.2. Feynman-Regeln

Die FEYNMAN-Regeln beschreiben nun genau wie im Kontinuum die Entwicklung
von (BI0) nach Sy, also die Stérungstheorie, mit Hilfe von FEYNMAN-Diagrammen.
Die Form der Wechselwirkung S; legt die moglichen FEYNMAN-Diagramme fest.
Mit Hilfe der FEYNMAN-Regeln wird jedes Diagramm in ein Integral iibersetzt und
anschlieBend werden alle Integrale summiert.

In den FEYNMAN-Diagrammen wird jeder Wechselwirkungsterm in S; durch einen
Punkt bzw. Vertex symbolisiert. Die n-te Ordnung der Entwicklung von e~51(9:%)
wird also durch Diagramme mit n Vertizes dargestellt. Der Propagator Afy wird
durch Linien dargestellt, Afy entsprechend durch eine andere Art von Linien. Jeweils
zwei Ableitungen 0; bzw. 05 erzeugen durch ihre Wirkung auf (B20) bzw. (B21])
einen Propagator. Die Vertizes werden daher durch Linien verbunden, wobei mit
jedem Vertex genauso viele Linien einer bestimmten Art verbunden sein miissen,
wie der dazugehorige Wechselwirkungsterm Felder dieser Art enthélt. Bildet man
den Erwartungswert eines zeitgeordneten Produktes von Feldern, wird jedes dieser
Felder durch einen &ufleren Vertex mit nur einer Linie der Art des Feldes dargestelltﬁ.

4Hier und im Folgenden wird angenommen, dass die Felder der dufleren Vertizes alle an verschie-
denen Gitterpositionen ausgewertet werden.
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3.4. Gitterstorungstheorie

Es sollen nun die FEYNMAN-Regeln fiir (B12) aufgestellt werden. Die Felder ¢
sollen eine gestrichelte Linie und die Felder A eine durchgezogene Linie bekommen.
Den drei Termen in (BI2) entsprechen dann folgende Vertizes:

7’
/
/
/7
B
\
\
\
N

Die FEYNMAN-Regeln sollen im Impulsraum formuliert werden. Dazu werden die

Propagatoren A und AL, mit (D.3) durch ihre FOURIER-Transformierte ersetzt:

B,F(

4 A
Aff = /de e'Pre Py ) (3.27)

(2m)?
BZ
Der Term (27) 2APF(p) wird den Linien zugeordnet, der Term e* bzw. e~"¥ dem
zu x bzw. y gehdrenden Vertex. Fiir zwei durch eine Linie verbundene Vertizes hat p
unterschiedliche Vorzeichen, was als ein- und auslaufender Impuls interpretiert wird.
Die FEYNMAN-Diagramme sind also wie folgt in Formeln zu {ibersetzen:

1. Eine Bosonenlinie entspricht einen Faktor (27)"2AP(p), eine Fermionenlinie
(2m)72AF (p), wobei jede Linie eine andere Impulsvariable erhilt.

2. AuBere Vertizes bekommen einen Faktor e**. Bei inneren Vertizes kommt fiir
jede Linie ein solcher Faktor hinzu, diese werden allerdings iiber alle x sum-
miert und mit —a? sowie der Kopplungskonstante multipliziert. Es entsteht
somit insgesamt ein Faktor —(2m)%dp (> p) multipliziert mit der Kopplungs-
konstante. Die Summe im Argument von dp lauft {iber alle ein- und auslau-
fenden Impulse. Man hat also an jedem Vertex eine Impulserhaltung bis auf
Vielfache von 27/a fiir jede Impulskomponente.

3. Uber jede Impulsvariable wird integriert und die Spinorindizes werden entlang
der Fermionenlinien kontrahiert. Da jeder Vertex einen ¢ p-Faktor beitragt und
der Integrand die selbe Periodizitdt wie dp besitzt, sind viele dieser Integra-
tionen trivial.

4. Zusatzliche Vorfaktoren kéonnen, wie im Kontinuum, aus den Symmetrien des
Diagramms abgelesen werden. Da die Fermionenfelder bzw. die Ableitungen 0z
antikommutieren, konnen noch Vorzeichenwechsel auftreten. Eine geschlossene
Fermionenlinie erzeugt einen zusétzlichen Faktor —1.

Die FOURIER-Transformierten der Erwartungswerte erhélt man, indem man an den
duBeren Vertizes den Faktor e** wegliisst, die zugehorige Integration iiber p nicht
durchfiihrt und fiir jeden &uBeren Vertex einen Faktor (27)? hinzufiigt. Die dp werden
jetzt durch Ausfiihren der trivialen Integrationen eliminiert. Es bleibt ein dp(>_ p)
iibrig, bei dem die Summe nur iiber die Impulse geht, die von den dufleren Vertizes
her ein- und auslaufen. Die verbleibenden Integrationsvariablen werden Schleifenim-
pulse genannt, ihre Anzahl ist die Zahl der Schleifen des Diagramms. Die Auswertung
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3. Quantenfelder auf einem Gitter

solcher Gitterintegrale, insbesondere im Hinblick auf den Kontinuumslimes, wird in
Abschnitt Bl besprochen.

Die Wechselwirkungsterme in (BI2) sind sehr angenehm zu handhaben, da in ih-
nen nur Produkte von Feldern an einem Punkt x auftreten. Bei Gittereichtheorien
treten hier beispielsweise Produkte von néchsten Nachbarn auf, was zu komplizier-
teren Regeln fiir die Vertizes fiihrt [4].

3.4.3. Kontinuumslimes

Man erwartet, dass bereits die wechselwirkungsfreie Theorie den richtigen Kontinu-
umslimes besitzt. Dazu miissen die Propagatoren (A,A,), und (¢,1,), der freien
Theorie den richtigen Grenzwert annehmen. Liegt p in der Mitte der BRILLOUIN-
Zone und ist a sehr klein, dann gilt:

(AFENT = D pwi+m®+0(a) (3.28)

AT(p)™ = D ipjy;+m+O(a) (3.29)

J

In der Mitte der BRILLOUIN-Zone stimmen A®(p) und A% (p) daher mit der Kon-
tinuumstheorie {iberein. Zur Bestimmung von Afy und Afy muss aber iiber die
gesamte BRILLOUIN-Zone integriert werden. Am Rand der BRILLOUIN-Zone stimmt
DB(p) zwar, auch fiir noch so kleines a, nicht mit der Kontinuumstheorie iiberein,
der Beitrag dieser hohen Impulse kann hier jedoch vernachléssigt werden. Am Rand
der BRILLOUIN-Zone gilt p; ~ %, so dass der Beitrag grofler Impulse zum Integral
iiber (DB(p))~! fiir kleine a stark unterdriickt wird.

Diese ungenauen Argumente wurden von REISZ préazisiert. REISZ bewies ein Theo-
rem [22, 23], das recht allgemeine Bedingungen an den Integranden stellt, unter
denen das Gitterintegral den erwarteten Kontinuumslimes besitztll. Das Theorem
mach keine Aussagen iiber divergente Integrale, ist aber auch auf mehrfache Inte-
grale anwendbar und daher fiir die Gitterstorungsrechnung sehr wertvoll.

Wiére r = 0, hdatte man jedoch ein Problem mit dem Fermionenpropagator. Das
Theorem von REISZ ist in diesem Fall nicht anwendbar, und tatséichlich besitzt AL
nicht den gewiinschten Kontinuumslimes. Liegen ndmlich einige Komponenten p;
von p am Rand der BRILLOUIN-Zone, dann gilt é sin(a(p; +dp;)) = —idp; fur kleine
a. Zeigt der Impuls in bestimmte Richtungen, so wird sein Beitrag zu Afy daher
nicht mehr unterdriickt, obwohl der Betrag des Impulses grof8 ist. Unter kleinen
Anderungen des Impulses #ndert sich (AF(p))~! in diesen bestimmten Regionen
genau wie in der Mitte der BRILLOUIN-Zone. Denkt man sich die BRILLOUIN-Zone
am Rand periodisch fortgesetzt, dann gibt es vier dieser Regionen, und zwar die
Ecken des ersten Quadranten der BRILLOUIN-Zone. Im Kontinuumslimes hat man
so effektiv vier Fermionenfeld statt einem. Besser sieht man dies direkt an der fiir

5Dies bedeutet grob gesagt, das der Grenzwert a — 0 unter das Integral gezogen werden darf und
p fiir den Grenzprozess in der Mitte der BRILLOUIN-Zone liegt.
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3.5. Symmetrieverletzung durch das Gitter

die Fermionen verwendeten Ableitung (0;).,, denn diese iiberspringt jeden zweiten
Gitterpunkt, so das man in zwei Dimensionen 4 unabhéngige Untergitter erhélt.

Fiir r > 0 sind diese Untergitter nicht mehr unabhéngig. Es gilt nun m,.(p) ~ m+
const/a am Rand der BRILLOUIN-Zone, so dass dort der Beitrag aller Impulse wieder
unterdriickt wird. Das Theorem von REISZ bestéatigt nun den korrekten Grenzwert
von AL .

Der zu r proportionale WILSON-Term stellt zwar den richtigen Grenzwert des
Fermionenpropagators her, er kann jedoch zu abweichenden Ergebnissen bei Schlei-
fenintegralen fithren. Ein Beispiel ist eine Fermionenschleife mit einem einzigen Pro-
pagator, also die Spur von Afy. Da die Spur der DIRAC-Matrizen verschwindet,
verbleibt man mit folgendem Integral:

My (p)d2p
/ S (3.30)

, (Esin(apy))” + m2(p)

BZ

Im Kontinuum hétte dieses Integral eine logarithmische UV-Divergenz. Nach obi-
gen Uberlegungen besitzt m,(p) aber eine zusitzliche lineare UV-Divergenz, das
Gitterintegral ist somit linear divergent. Die FEYNMAN-Diagramme der Gittersto-
rungstheorie besitzen also nicht immer den selben Divergenzgrad wie die Kontinu-
umsversionen. Im Theorem von REISZ wird daher ein Gitterdivergenzgrad definiert,
der bei Integralen iiber mehrere Schleifen d&hnliche Aussagen iiber die Konvergenz
zulésst, wie der oberflachliche Divergenzgrad im Kontinuum.

Obwohl in der Gitterstorungsrechnung zusétzliche Divergenzen auftreten konnen,
bedeutet dies nicht automatisch, dass die Gittertheorie den falschen Kontinuumsli-
mes besitzt. Es kann trotzdem sein, dass die Gitterstorungstheorie gewissermafien
ein ungewohnliches Renormierungsschema der Storungstheorie des Kontinuums dar-
stellt, so dass man die Storungsreihen nicht direkt vergleichen kann. Man darf daher
nur renormierte Groflen mit dem Kontinuum vergleichen. Durch die Renormierung
werden jedoch eventuell alle zusétzlichen Divergenzen entfernt. Wichtig ist insbe-
sondere, dass die Gittertheorie durch die zusétzlichen Divergenzen ihre Renormier-
barkeit nicht verliert. Das Theorem von REISZ sichert die korrekte Konvergenz der
endlichen Integrale.

3.5. Symmetrieverletzung durch das Gitter

Die prominenteste Symmetrie, die durch die Gitterformulierung verletzt wird, ist
die POINCARE-Symmetrie. Immerhin bleibt jedoch eine ihrer endlichdimensionalen
Untergruppen in der Gittertheorie erhalten.

Es konnen auch andere Symmetrien durch die Formulierung einer Theorie auf
dem Gitter verloren gehen. Da Symmetrien sehr wichtige Eigenschaften der Theo-
rien sind, kann man nicht unbedingt erwarten, durch Simulationen bei endlichem
Gitterabstand korrekte Ergebnisse zu erhalten, falls nicht zumindest ein Teil der
Symmetrie auf dem Gitter exakt vorhanden ist. Auf jeden Fall muss gefordert wer-
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3. Quantenfelder auf einem Gitter

den, dass die Symmetrie im Grenzfall a — 0 wieder hergestellt wird, damit man die
Simulationsergebnisse nach a = 0 extrapolieren kann.

3.5.1. Chirale Symmetrie

Im Kontinuum gilt 7,@ = —@., so dass der kinetische Term der Fermionen @)
invariant unter der globalen chiralen Symmetrie

b — Y, = ape T (3.31)

ist. Will man nun chirale Theorien auf dem Gitter formulieren, wire eine Gitterver-
sion D von @ praktisch, die v,D = — D, erfiillt. Das Theorem von NIELSEN und
NINOMIYA [24] besagt nun, dass dies fiir einen lokalen Operator D mit korrektem
Kontinuumslimes des Propagators nicht moglich ist. Man kann aber einen Operator
D finden, der

erfiillt. Dann ist 1Dt zumindest invariant unter einer Gitterversion der chiralen
Symmetrie:
= TP, — e’ (3.33)

Fiir a = 0 stimmt diese Symmetrie mit (B31]) iiberein. Nun kénnen Gitterwirkungen
konstruiert werden, die exakt invariant unter der Gitterversion der chiralen Symme-
trie sind.

Bei den WILSON-Fermionen wurde ein Term zur Wirkung hinzugefiigt, der fiir
a = 0 aus der Wirkung verschwindet, aber trotzdem notwendig fiir den korrek-
ten Kontinuumslimes der Propagatoren ist. Dieser zusétzliche Term kann aber zu
zusétzlichen Divergenzen in der Gitterstérungstheorie fithren. Entsprechend reicht
die Existenz einer exakten Symmetrie (B33) der Gittertheorie nicht aus, um si-
cher zu sein, dass die gewollte Kontinuumstheorie beschrieben wird, auch wenn die
Gitterversion der Symmetrie fiir a = 0 naiv mit der Symmetrie im Kontinuum iiber-
einstimmt. Einige Ergebnisse zum Kontinuumslimes chiraler Gittereichtheorien sind
z.B. in [25] zusammengefasst. Die Beziehung (B32) ist nach GINSPARG und WILSON
benannt [26)].

3.5.2. Supersymmetrie

Die Supersymmetrietransformationen (B3) lassen die Wirkung im Kontinuum unter
anderem deshalb invariant, weil fiir die Ableitungen die LEIBNIZ-Regel angewen-
det werden kann. Diese gilt fiir die hier verwendeten Gitterableitungen nicht. Die
einfache Realisierung des WESS-ZuMINO-Modells (B11] BT2) verletzt daher die Su-
persymmetrie.

Eine Gitterversion der Supersymmetrie zu finden, so wie dies fiir die chirale Sym-
metrie gelungen ist, wird im Allgemeinen schwierig sein. Die POINCARE-Symmetrie
wird durch das Gitter bereits verletzt, diese ist aber ein Teil der Supersymmetrie-
algebra. In [217] ist dies trotzdem fiir das zweidimensionale WESS-ZUMINO-Modell
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3.5. Symmetrieverletzung durch das Gitter

gelungen. Hier wurde die Transformation von v unter Supersymmetrie durch ei-
ne unendliche Reihe in a ergénzt, deren Koeffizienten nicht-lokal sind und rekursiv
bestimmt werden kénnen. Als Test fiir dieses Modell werden in [27] einige super-
symmetrische WARD-Identitdten mit Hilfe der Gitterstorungstheorie bestétigt.

Da die WARD-Identitédten eine direkte Folge der Supersymmetrie sind, ist deren
Uberpriifung ein iiblicher Test, ob die Gittertheorie fiir die Simulation der Kontinu-
umstheorie geeignet ist. Fallt dieser Test positiv aus, dann hat man eine verniinftige
Realisierung einer supersymmetrischen Theorie auf dem Gitter gefunden, unabhén-
gig davon, ob man eine Gitterversion der Supersymmetrie angeben kann oder nicht.
Die in [27] gefundene Gitterversion der Supersymmetrie ist aber sehr niitzlich, um
die WARD-Identitéiten in der Gitterstérungstheorie fiir dieses Modell zu bestétigen.

Entscheidend bei der Konstruktion des Gittermodells in [27] ist, dass fiir die Boso-
nen das Quadrat der fiir die Fermionen benutzten Gitterableitung verwendet wurde.
Die Bosonen besitzen dann, genau wie die Fermionen, auch einen WILSON-Term. Die
durch den WILSON-Term der Fermionen zusétzlich auftretenden Divergenzen heben
sich dann mit denjenigen weg, die durch den WILSON-Term der Bosonen erzeugt
werden.
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4. Feynman-Integrale

Die Auswertung komplizierter FEYNMAN-Integrale ist ohne den intensiven Einsatz
von Computern nicht moglich. Dies trifft auch auf die in Abschnitt beschriebe-
ne asymptotische Entwicklung von FEYNMAN-Integralen zu. Diese muss bereits fiir
vermeintlich einfache Ein-Schleifenintegrale in zwei Dimensionen z.B. mit Hilfe von
MATHEMATICA durchgefiihrt werden, falls man sich nicht mit der fithrenden Ordnung
zufrieden gibt.

Der Einsatz von Computern in der Hochenergiephysik ist daher sowohl fiir Git-
tersimulationen als auch fiir die Stérungstheorie unumgénglich.

4.1. Rekursionsbeziehungen

Fiir die asymptotische Entwicklung in Abschnitt (E23) werden folgende Integrale

benotigt:
o 2 2 —n—§
oot = | i | S i o)
Es gilt Hy 4,0, = Hpayay- Die Hy o, o, erfiillen die algebraische Identitét
Hyvayas + (Hnay41as — Hiag ax) + (Hnay apt1 — Hag ay) = 0. (4.2)
Dies wird gewohnlich wie folgt geschrieben:
™+ (af —1)+ (a3 —1)]H=0 (4.3)

Die Operatoren n* und ali erh6hen bzw erniedrigen somit den entsprechenden
Index um eins. Lisst man den Operator -2 k1 auf den Integranden von H wirken,
dann verschwindet das Integral, wovon man sich durch partielle Integration iiber k;
iiberzeugen kann. Es gilt deshalb:

[1+2a1(af —1)+2(n+d)nTaf(af —1)| H=0 (4.4)

Das gleiche Argument gilt fiir 5 ‘9 - k. Eine weitere Gleichung erhélt man somit, indem
man a; und a durch as und a2 ersetzt.

Man kann mit [@3) und () sémtliche H,,, ., auf wenige sogenannte Master-
integrale zuriickfithren. In der Stérungstheorie im Kontinuum werden dhnliche Me-
thoden verwendet, um Beziehungen zwischen verschiedenen FEYNMAN-Integralen
herzustellen. Man fiigt dazu Ableitungsoperatoren in den Integranden ein, so dass
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das Integral verschwindet. Dadurch werden analog zu (E4) verschiedene FEYNMAN-
Integrale miteinander verkniipft. Erstaunlich ist, dass man bei allen in der Praxis
vorkommenden Fiéllen mit diesen Rekursionsbeziehungen eine unendlich grofie Klas-
se bestimmter Integrale auf endlich viele Masterintegrale zuriickfithren kann. Beson-
ders wenn man Rechnungen in héheren Ordnungen der Stérungstheorie durchfiihrt,
wird diese Methode intensiv verwendet.

Eine Vielzahl von Beispielen fiir Rekursionsbeziehungen mit jeweils passenden
Losungsstrategien ist in [28] aufgefiihrt. In der Praxis wird vor allem der LAPORTA-
Algorithmus verwendet [29]. Einige neuere Ansitze zum Losen von Rekursionsbe-
ziehungen beruhen auf der Verwendung von GROBNER-Basen.

4.1.1. Grobner-Basen

GROBNER-Basen werden in der Computeralgebra u.a. zum Vereinfachen von Po-
lynomen unter gewissen Nebenbedingungen eingesetzt [30]. Man muss dazu eine
Ordnungsrelation, genauer eine Totalordnung, auf den Monomen wéhlen, mit de-
ren Hilfe man die Einfachheit der Monome mathematisch erfassen will. Hier soll als
Beispiel die Grad-lexikographische Ordnung benutzt werden. Ein Monom der Form
X' X252 X! ist in dieser Ordnung als einfach anzusehen, wenn 3, i, moglichst klein
ist. Stimmen zwei Monome in dieser Summe iiberein, ist dasjenige Monom einfacher,
bei dem die Potenz von X; kleiner ist. Stimmt auch diese iiberein vergleicht man
die Potenz von X5 und so weiter. Mit Hilfe so einer Ordnungsrelation kann man in
jedem Polynom das grofite Monom finden. Dieses Monom ist der fiihrende Term des
Polynoms P. Dieser wird mit 1t(P) bezeichnet.
Als Beispiel sollen nun folgende Nebenbedingungen erfiillt sein:

0=N =X +X1Xy, 0=Ny=2X5+XX5+1 (4.5)

Das Polynom P = X? kann vereinfacht werden, indem es beziiglich N; und N,
reduziert wird. Das bedeutet, dass man die fithrenden Terme von N; und Ny in P
mit Hilfe der Nebenbedingungen ersetzt, d.h. man ersetzt in P iiberall X? durch
—X; X5 und X22 durch — XX, — 1. Man erhilt somit P = N; — X; X3 = — X1 Xo.
Eine weitere Reduktion ist nicht mehr moglich. Es gilt jedoch auch:

0=N; = XNy — X,N; = X, (4.6)

Die einfachste Version von P ist also P = 0 und nicht P = —X; Xs.

Eine systematische Losung dieses Problems fiihrt auf die GROBNER-Basen. Die
Nebenbedingungen N; und Nj erzeugen ein Ideal I = (N, N) im Polynomring
R[X1, ..., X,]. Eine GROBNER-Basis G dieses Ideals besitzt nun die Eigenschaft,
dass sie ebenso das Ideal erzeugt, die fithrenden Terme sind jedoch von minima-
ler Ordnungﬂ. Eine GROBNER-Basis reduziert jedes Element des Ideals I zu Null.
In diesem Beispiel besteht die GROBNER-Basis aus X; und X2 + 1. Die einzigen
Monome, die nicht weiter reduziert werden kénnen, sind daher X5 und 1.

Mathematisch prizise formuliert heifit das: I = (G) und (1t(1)) = (1t(G)).
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Die Bestimmung einer GROBNER-Basis kann mit dem BUCHBERGER-Algorithmus
geschehen. Man erhélt fiir verschiedene Ordnungsrelationen im Allgemeinen auch
verschiedene GROBNER-Basen. Vereinfacht man mit ihnen ein Polynom, fiihren sie
jedoch alle zum gleichen Ergebnis. Die Wahl der Ordnungsrelation hat jedoch Aus-
wirkungen auf die Laufzeit des BUCHBERGER-Algorithmus.

4.1.2. Grobner-Basen und Rekursionsrelationen

GROBNER-Basen wurden erstmals in [31] zum Lésen von Rekursionsbeziehungen
zwischen FEYNMAN-Integralen verwendet, allerdings auf eine andere Weise als der
im Folgenden dargestellten. Die hier vorgestellte Idee geht auf GERDT zuriick [32-
24].

Man betrachtet Polynome in n*™ und a;, bei denen die Vorfaktoren durch ra-
tionale Funktionen in n, a; und physikalischen Parametern wie Masse und Impuls
gegeben sind. Da n™ nicht mit n kommutiert, ebenso wenig wie a;” mit a;, handelt
es sich um einen Schiefpolynomring.

Die Rekursionsbeziehungen (3 E4) lauten:

= 1+n"(a] —1)+n*(af — 1) .
= 1+2a(af —1)+2(n+d)nta](af —1) (4.8)
0 = 1+2ay(ag —1)+2(n+d)ntas(ag —1) (4.9)

Diese erzeugen ein Ideal I in obigem Schiefpolynomring. Es gilt:
Hijp, = (n*)(af ) (af) Hooo (4.10)

Die Idee ist nun, das Monom (n")!(a])?(aj)* mit einer GROBNER-Basis von I zu
reduzieren. Die Monome, die nicht weiter reduziert werden kénnen, entsprechen den
Masterintegralen.

Diese Methode birgt jedoch einige Probleme. Diese entstehen dadurch, dass in
einer Implementierung des BUCHBERGER-Algorithmus nur Aquivalenzumformungen
durchgefiihrt werden diirfen. In einer Gleichung nnt +n = 0 darf also nicht einfach
durch n geteilt werden, ohne den Fall n = 0 separat zu betrachten. Ahnliches gilt
fiir die Multiplikation einer Gleichung mit n.

Des Weiteren erhélt man nicht immer die minimale Anzahl an Masterintegralen,
wenn man die Operatoren n~ und a; nicht beriicksichtigt. Wenn die GROBNER-
Basis n*2 — nt = 0 lautet, dann sind die nicht mehr reduzierbaren Monome n*
und 1. Die minimale Anzahl der Masterintegrale ist jedoch eins und nicht zwei, wie
man durch Multiplikation dieser GROBNER-Basis mit n~ bestédtigen kann.

Ein Algorithmus fiir FEYNMAN-Integrale im Kontinuum, der aus dieser Metho-
de entstanden ist, ist in [35-38] dargestellt. Statt einer GROBNER-Basis wird hier
eine sogenannte S-Basis bestimmt, die auch zur Reduktion auf Masterintegrale ge-
eignet ist. Die S-Basis kann aber mit weniger Rechenaufwand bestimmt werden
als die GROBNER-Basis. Dabei wird genutzt, dass einige dimensional regularisierte
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FEYNMAN-Integrale Null sind. Eine Verallgemeinerung auf beliebige Rekursionsbe-
ziehungen ist daher schwierig.

Der Vorteil der GROBNER-Basen ist, dass sie gewissermaflen die allgemeine Losung
der Rekursionsbeziehungen darstellen und kompakt gespeichert werden konnen.

4.1.3. Laportas Algorithmus

Stellt man die Rekursionsbeziehungen fiir alle H,,,, 4, auf, so erhilt man ein un-
endlichdimensionales homogenes lineares Gleichungssystem. Diesem entspricht eine
lineare Abbildung, der Kern dieser Abbildung ist gerade der Losungsraum des Glei-
chungssystems. Ist dieser Losungsraum endlichdimensional, kann man ihn durch
endlich viele Masterintegrale parametrisieren.

Der Algorithmus von LAPORTA [29] besteht nun darin, das Gleichungssystem
nach einer bestimmten Vorschrift fiir einen gewissen Indexbereich aufzustellen und
nach bestimmten Integralen aufzulésen. Dazu wird ein Kriterium angegeben, wel-
che Integrale als einfach zu betrachten sind. Diese sollen bevorzugt als Masterinte-
grale dienen. Ein solches Kriterium entspricht der Ordnungsrelation, nach der eine
GROBNER-Basis bestimmt wird.

Geméif diesem Kriterium werden bevorzugt Gleichungen mit einfachen Integralen
aufgestellt. Diese werden dann nach dem schwierigsten Integral in dieser Gleichung
umgestellt. Der Ausdruck fiir das schwierige Integral wird dann, wie beim GAUSS-
Verfahren, in allen bereits aufgestellten Gleichungen und in allen Gleichungen, die
noch aufgestellt werden, substituiert. Als Unbekannte des Gleichungssystems werden
dadurch vorwiegend einfache Integrale gewéhlt. Es werden so lange neue Gleichun-
gen aufgestellt, bis die zu bestimmenden Integrale nur noch von einigen einfachen
Integralen, die somit als die Masterintegrale identifiziert wurden, abhéngen.

Eine auf FEYNMAN-Integrale im Kontinuum optimierte Implementierung dieses
Algorithmus in MAPLE wird in [39] vorgestellt. In Abschnitt ist eine eigene Reali-
sierung aufgefiihrt. Diese besitzt den Vorteil, dass dort einige oder alle Indizes varia-
bel gelassen werden konnen, so dass man allgemeine Losungsvorschriften bestimmen
kann. Das Beispiel in Abschnitt zeigt, wie man folgende Losungsvorschrift der
H; fur alle ¢ bekommen kann:

7—9n+ 3n% — 95 + 6nd + 362

H, = H,_
11 21 +n+to) 111
—4 4+ 4n —n?® 4+ 45 — 2nd — 62
2(—1+n+0)? Hn-211 (4-11)

Hier tritt jedoch dasselbe Problem wie bei den GROBNER-Basen auf, d.h. der Al-
gorithmus in Abschnitt priift nicht, ob die Formel (IIl) auch auf alle Werte
von n anwendbar ist. Es konnten so Divisionen oder Multiplikationen von n — Z
zur Herleitung von (EEI0l) verwendet worden sein, so dass die Gleichung nicht fiir
n = Z verwendet werden darf. Da n aber immer als n 4+ § vorkommt, wobei  ein
infinitesimaler Regulator ist, kann dies ausgeschlossen werden.
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4. FEYNMAN-Integrale

Die Ergebnisse des LAPORTA-Algorithmus kénnen gespeichert und jederzeit wie-
derverwendet werden. Der Speicherbedarf ist jedoch, je nachdem wie viele Gleichun-
gen aufgestellt wurden, viel groflier als der einer GROBNER-Basis.

4.2. Asymptotische Entwicklung

Das Theorem von REISZ kann nur auf konvergente Integrale angewendet werden.
Es sagt auflerdem nur etwas iiber die fiihrende Ordnung konvergenter Integrale aus,
was aber ohne Zweifel am interessantesten ist. Die asymptotische Entwicklung von
FEYNMAN-Integralen bietet eine systematische Behandlung von divergenten Gitter-
integralen. Man kann durch diese Entwicklung auch héhere Ordnungen des Integrals
in der Gitterkonstanten erhalten, sowohl fiir konvergente als auch fiir divergente
Integrale. Die Moglichkeit, FEYNMAN-Integrale einer Gittertheorie mit Hilfe der
asymptotischen Entwicklung auszuwerten, wurde in [4(] aufgezeigt.

4.2.1. Beispiel

Als Beispiel wird folgendes FEYNMAN-Integral im Kontinuum und euklidischer Me-
trik betrachtet [41]:
d'k
I = 4.12
)= | i 12

Dieses Integral ist konvergent. Nun soll die fithrende Ordnung von I(p, ¢) fiir den Fall
Ip| < |q| bestimmt werden. Man kann nicht einfach im Integranden p = 0 setzen, da
das Integral in diesem Fall eine IR-Divergenz bekommen wiirde. Statt dessen wird
ein A so gewihlt, dass |p| < A < |q| gilt. Mit diesem wird das Integrationsgebiet
aufgeteilt:

d*k d*k
Kﬂ@z@l;W@—kﬁw+kﬁ+méfﬂq—@%p+@2 (4.13)

Im ersten Integral kann man %k gegeniiber ¢ vernachlissigen, im zweiten Integral
verschwindet p gegeniiber k. Man hat somit:

1 d*k d*k
I ~ — - - 4.14
vo~5 [ moriet | wre (4.14)
[k|<A [k|>A

Das Integrationsgebiet soll nun wieder auf den ganzen R* erweitert werden. Die Inte-
grale werden dadurch aber divergent, so dass man vorher einen Regulator einfiihren
muss. Hier wird die dimensionale Regularisierung mit d = 4 — 2¢ verwendet. Dies
fithrt auf:

1 d'k A%k
Y e i s A

32



4.2. Asymptotische Entwicklung

Der Fehler F(p, q), den man durch die VergroBerung des Integrationsgebietes verur-
sacht hat, betragt:

1 d dk
F(pa Q) - ?M[A m +k|[A m (416)

Im zweiten Integral kann £ gegeniiber ¢ vernachléssigt werden, im ersten verschwin-

det p. Es ergibt sich:
1 d% 1 d?k

2
q q
k|=A [k|<A

Diese Integrale konnen z.B. in d-dimensionalen Kugelkoordinaten ausgewertet wer-
den und heben sich gegenseitig WegE, d.h. es gilt F(p,q) = 0. Man kann auch schrei-

ben:
1 d%
Fm@:?/@ﬁ (4.18)

F(p, q) ist also ein skalenloses Integral, solche Integrale verschwinden in dimensio-
naler Regularisierung. Diese Tatsache musste hier aber nicht verwendet werden, da
sich die Integrale in (ELTT) gegenseitig aufheben.

Die fiihrende Ordnung der asymptotischen Entwicklung von I(p, q) ist damit:

1 d’k d’k
Hn@N&?/W@+kP+/kWP@—@2 (4.19)

Beide Integrale sind divergent. Beim Ubergang von (E14) zu (EET9) hat man jedoch
nur exakte Umformungen durchgefiihrt. Weil (E14]) nicht divergent ist, heben sich
die Divergenzen der Integrale in ({L19) gegenseitig auf, so dass der Gesamtausdruck
endlich ist. Diese beiden Integrale sind aber, obwohl sie divergieren, leichter zu l6sen
als das urspriingliche.

Dies stellt nur die fithrende Ordnung der Entwicklung dar. Wie man héhere Ord-
nungen bestimmen kann, wird im néchsten Kapitel dargestellt.

4.2.2. Allgemeine Vorgehensweise

Zu dem Ergebnis (219) wire man auch gekommen, wenn man folgende Vorschriften
befolgt hétte:

1. Einfithrung einer Regularisierung, z.B. der dimensionalen Regularisierung.

2Das linke Integral ist konvergent fiir Re(¢) > 0, das rechte hingegen fiir Re(e) < 0. Auf dieses
Problem soll hier jedoch nicht néher eingegangen werden, es wird jedoch in [41] diskutiert.
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4. FEYNMAN-Integrale

2. Die Integrationsvariable wird in verschiedenen Regionen betrachtet, fiir obiges
Beispiel wiren das die Regionen |k| > A und |k| < A. Fiir jede dieser Regionen
wird nun der Integrand in den Parameterri] entwickelt, die in dieser Region
als klein angesehen werden konnen. Diese Entwicklung kann oft in Form einer
Taylor-Reihe geschehen.

3. Die Ergebnisse werden iiber den gesamten Raum integriert, nicht nur iiber die
jeweilige Region.

4. Skalenlose Integrale werden Null gesetzt. Diese Vorschrift ist nicht an die di-
mensionale Regularisierung gebunden. Der Beitrag skalenloser Integrale fillt
auch bei Verwendung eines anderen Regulators weg, dhnlich wie sich in (E17)
beide Integrale gegenseitig aufgehoben haben.

Durch diese Vorschriften umgeht man die explizite Aufteilung des Integrationsgebie-
tes. Fiir euklidische Propagatoren im Kontinuum kann man beweisen, dass eine dhn-
liche Formulierung der asymptotischen Entwicklung in der Tat korrekte Ergebnisse
liefert [41]. Diese Formulierung liefert die gleichen Resultate wie obige Vorschrif-
ten. Fiir andere Propagatoren liegt kein Beweis vor, aber auch kein Gegenbeispiel.
Die asymptotische Entwicklung wird daher auch als eine semianalytische Methode
beschrieben.

4.2.3. Konvergente Bosonenschleife

Als Beispiel fiir die asymptotische Entwicklung nach Abschnitt wird nun fol-
gendes Integral behandelt:

d%q
Ig(a,m,0) = 5 (4.20)
/ () sin (53" m2)

Die Verallgemeinerung ([E2]) wird spéter betrachtet. Dieses Integral bleibt fiir a = 0

endlich. Durch die Substitution k; = tan (%) wird der Integrand eine rationale

Funktion in den k; und das Integrationsgebiet wird zu R?:

FSHI(%”Z _ 4K (4.21)

a 2 a2 1+ k2
dq; 22 dk;
d’q = |det —|d’k=][=— 4.22
1 ok, 11 al+k? (422)
a [ dk;  dk k2 k1
I 0) = — n? L 2 4.2
5(a,m,0) 4/1+k%1+k§ [m+1+k%+1+kg (4.23)
RQ
Hier ist m = % die halbe Gittermasse und ¢ der fiir die asymptotische Entwicklung

benotigte Regulator. Es wurde somit die analytische Regularisierung gewéhlt. Da

3Diese Parameter sind insbesondere &uBere Impulse und Massen.
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4.2. Asymptotische Entwicklung

sich das Integrationsgebiet nun {iber R? erstreckt, kann man priifen, ob bestimmte
Methoden fiir FEYNMAN-Integrale im Kontinuum auf ([23)) anwendbar sind. Fiir
die asymptotische Entwicklung ist dies tatsdchlich moglich [4(].

Im Kontinuumslimes geht m gegen Null. Es kann daher eine asymptotische Ent-
wicklung des Integrals ([-23) fiir kleine m durchgefithrt werden. Entsprechend den
Regeln in Abschnitt miissen nun alle moglichen Regionen der Schleifenvaria-
blen k; betrachtet werden. Es tragen allerdings nur zwei Regionen zur Entwicklung
bei. In der einen Region sind alle k; von der gleichen Gréfenordnung wie m, der
Beitrag dieser Region wird I_(m) genannt. In der anderen Region sind alle k; viel
grofer als m, deren Beitrag wird mit /- (m) abgekiirzt. Regionen, in denen einige
Komponenten von k grofl sind und andere klein, liefern hingegen keinen Beitrai
Es gilt also die Zerlegung:

Ig(a,m,0) =

= () + L (1) (4:24)

Beitrag /_(m) fiir kleine k;
Man betrachtet nun den Integranden von (fE23)) fiir kleine m und k;. Man setzt dazu
iiberall folgende Entwicklung an:
1
1+ k?
Die so entstehenden Integrale sind alle von der Form (E2). Es sind Integrale {iber
Propagatoren des Kontinuums. Die fiihrende Ordnung von I (m) in m ist damit:

d’k T
52 . —
O(m™=): / R (4.26)

Hierfiir wurde in der Entwicklung (22H) nur der erste Term benutzt. Berticksichtigt
man auch hohere Terme, erhélt man fiir die nichste Ordnung in m:

o) - /d% {_Wz—k? e +5)%]

+ m2)2+6 (k‘2 + m2)3+6

- [ () o) B () )

=1—kI+k — .. (4.25)

T m725
_ 4.2
250+ 1) (4.27)
LAURENT-Entwicklung in § ergibt schliefflich:
1
I.(m) = % [1+0(5)] + g 5= 1= 2logm + o<5>] +O(>m?) (4.28)

4In diesen gemischten Regionen reicht der Regulator 6 nicht aus, um die auftretenden Integrale
endlich zu machen. Ein zusitzlicher Regulator [],(sin(k;/2))? muss eingefithrt werden. Die
gemischten Regionen fithren dann auf skalenlose Integrale und tragen daher nicht bei. Nach der
asymptotischen Entwicklung kann e Null gesetzt werden und man verbleibt mit zwei durch §
regularisierten Regionen [4()].

35



4. FEYNMAN-Integrale

Beitrag . (m) fiir groBe k;
Fiir die Bestimmung von I~ () muss der Integrand in m entwickelt werden:
I () = Hyy11(0) — (2+ 8)m*Hsz,1(0) + ... (4.29)

Dabei ist H,, 4, 4,(0) durch () gegeben. Benétigt werden aber nur die H,,11. Diese
kénnen mit Hilfe von ([EIT) auf zwei Masterintegrale zuriickgefiihrt werden.

Als Masterintegrale werden solche gewahlt, die konvergent fiir 6 — 0 sind. Fiir
diese muss also a; > 1 und n < 0 gelten. Deren Integranden kann man in eine
TAYLOR-Reihe in ¢ entwickeln und gliedweise integrieren. Wahlt man Hy;; und
H_11, als Masterintegrale, lautet deren Entwicklung nach der Substitution k; =
tan(r;):

/2 5—k
Hiq11(0) = /d2r (ZsinZ(ri)>

i

—7/2
0 /2 -k ngn
= Z / d?r (Z sin® (T,)) log" (Z sin? (T,)) (_71!
n=0 —x/2 7 7
_ S a0 (430)
n=0

Man erhélt Héol)l =n’=H (_01) 11- Die restlichen Koeflizienten kénnen nur numerisch
berechnet werden. Wegen des Integrals
w/2
/ d?r (sin® 7y + sin® 1y — 1) log (sin? ry + sin?ry) = 7(7 — 2) (4.31)
—7/2

hat man jedoch folgende Relation:

1 1
Hé 1)1 - H£1)11 = m(m —2) (4.32)
Auf dhnliche Weise erhilt man auch die Identitét:
H0(21)1 - H£21)11 - H(—11)11 =7+ 67r(log (2) - 1) (4-33)
Mit Hilfe von (BETT]) kann man nun H;q; in eine Laurent-Reihe in § entwickeln:
1 — 36+ 362 —1+4+26 — 62
Hyyp = 2—52[{011 + 2—52[‘[7111
1 0 0 1 0 0 1 1
- ﬁ(HéBl - H(—1)11) + 2_5( H(—1)11 - 3H(§1)1 + H(g1)1 - H(—1)11)
1 0 0 1 1 2 2
+§(3H(§1)1 - H£1)11 + 2H71)11 - 3H(§1)1 + H(g1)1 - H£1)11) +O(0)
= —g + 3rlog (2) + O(9) (4.34)
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4.2. Asymptotische Entwicklung

Analog erhélt man fiir Hyqq:
T

Hyp = =55+ g(?)log (2) — 1) + 0(6) (4.35)

Man kann nun mit (1), (E34) und 33) samtliche H,,;; fiir n > 0, bis auf Terme

0(9), exakt bestimmen. Es muss daher nicht auf numerische Werte fiir die H,(le)l

zuriickgegriffen werden. Das Ergebnis fiir 1. () ist damit:

I.(m) = g % +3log (2) — 1+ O(8) | + O(m?) (4.36)

Ergebnis fiir I5(a,m,0)

Die Divergenzen in § zwischen I (m) und I (m) heben sich wie erwartet weg, der
Grenzprozess 0 — 0 kann daher ohne Probleme durchgefiihrt werden. Nachdem m
wieder durch m ersetzt wurde, erhdlt man schliellich:

Ig(a,m,0) = % + g [5log (2) — 2 — 2log (am)] a® + O(a) (4.37)

Hohere Ordnungen in a berechnet man am besten mit Hilfe eines Computers. Das
MATHEMATICA-Paket in Abschnitt liefert ().

4.2.4. Entwicklung von Integralen mit einer Schleife

In diesem Abschnitt soll ein allgemeines Ein-Schleifenintegral betrachtet werden. Es
werden folgende Abkiirzungen verwendet:

D (m,q) = ¥ F sin (%)] e (4.38)

DP(q)) = = sin(agy) (4.3
DF(m.q) = > iD"(g)y; +m+ 5 DP(0.q) (4.40)
De(mq) = S5+ [m+ 5 D"(0.9)] (4.41)

J
Der Schleifenimpuls ist ¢ mit Komponenten ¢;. Die dufleren Impulse sind p; mit

Komponenten pj;. Des Weiteren sind I, I, und I3 Indexmengen. Es geniigt, die
Integrale

_ 2 Hieh(DE(mi,q +pi))"
[ _Bé Y [Hjeb (DE(my, q +Pj))bj] [erl3 (DS (i, q + pi))™

zu betrachten. Ein beliebiges Ein-Schleifenintegral, wie z.B. (EE4]), kann als Summe
dieser geschrieben werden. Ein WILSON-Term im Zé#hler kann zu einem negativen b;

(4.42)
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4. FEYNMAN-Integrale

fithren. Nun werden die Substitutionen k; = tan (ag') und p;; = tan ( R ") durchge-
fithrt. Das Integratlonsgeblet wird dadurch zu R2. Mit den Abkurzungen m; = 458

2
sowie DBF = € DBF ynd DP = ¢ D gilt:

2
2 dk;
2 — 4.4
&g Hal—i—kQ (4.43)
2
- k i 2
D q +pi) s ¥ P1s)” | e (4.44)

2T B+ 7))
k(1 — P@|])+pzu(1 kJQ)
G+ +77,)

BOmia+p) = 3 [DP(w+pup)] + [+ rDP0,04p)] (440

D¥(g; + py) (4.45)

Wie in Abschnitt kann man eine Zerlegung
I = (%)S I+ I.] (4.47)
s =2 Eielz bi +2 ZiEIP, fi— Zz‘eh e — 2 (4‘48)
durchfithren. /. und /. héngen nur {iber m; und p;; von der Gitterkonstanten ab.
Fiir die Entwicklung von I werden m;, p;; und k; als klein angenommen. Fiir die

Entwicklung von I sind nur m; und p;; klein.

Die Entwicklung von I fiihrt wie in Abschnitt auf FEYNMAN-Integrale mit
Propagatoren des Kontinuums. Diese Integrale kénnen mit Hilfe von FEYNMAN-

Parametern auf (E.2) zuriickgefiihrt werden, vgl. Abschnitt [El
Die Entwicklung von I geschieht mit Hilfe von Rekursionsrelationen. Dazu wird

nmalag /H 1+k’2 <07 k)fn,(SDG(O’ k)fm (449)

definiert. Es gelten folgende algebraische Identitéten:

[1+ X (af —1)nt]H' =0 (4.50)
[HE (af — Dm* + 32 (a — 1)2m*

—r? [Ci(af = D) mt | =0 (4.51)

[(m~+ >0 af (af —1))n*? -] H' =0 (4.52)

Durch Einfiigen von 8_klk1 bzw. a—kaQ in den Integranden und partielle Integration
erhédlt man zwei weitere Beziehungen:

[1+2maf(aj — 1)m* (2af —1-2r23"7 (af — 1))

+2a;(af — 1) +2(n+d)af (af —)n*| H' =0 (4.53)
[1+2ma3 (a3 — 1)m™* (2a5 —1—2r237 (af — 1))
+2as(af — 1) +2(n+6)aj (a3 — )nt| H' =0 (4.54)
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4.2. Asymptotische Entwicklung

Als Masterintegrale werden H' |11, Hjg11, H 1111 und H’ |, gewdhlt. Diese
kann man in eine TAYLOR-Reihe in § entwickeln:

nmal a ZH;L(;nal a2 Z' (455>

Fiir die H.\%, a1 as gelten folgende Beziehungen:

H/(?)on =7’ = Hé((()])ll (4.56)

H—(?)l 11— ;L\/g (4.57)

H', = (—18 4 (=27 + 32V3)7) & (4.58)
H(;%)u - Hl(i)ou =m(m—2) (4.59)

Hghy — H' o1y — HG 011 = 72 + 6m(log (2) — 1) (4.60)

Es zeigt sich, dass die asymptotische Entwicklung unter Ausnutzung dieser Bezie-
hungen nur noch von einer numerischen Konstanten ¢ abhéngt. Diese wird definiert
durch
€= Ho(on +2H,(P112 - %Hi(})nl- (4.61)

Ihr Wert betrégt ungefahr 0,871981885.

Die Entwicklung von /- kann nun durchgefiithrt werden. Um die aus (43 ent-
stehenden Terme auf die Form (EZ49) zu bringen, ist folgende Formel niitzlich:

k2 !

=1-—— 4.62
1+ k2 1+ k2 (4.62)

Solche Terme konnen durch Erhéhung des Index a; erzeugt werden.

Das MATHEMATICA-Paket in Abschnitt kann fiir die Entwicklung der Inte-
grale (L42) verwendet werden. Dieses Paket integriert nicht iiber die eventuell ein-
gefiihrten FEYNMAN-Parameter. Solche Integrationen konnen aber zumindest fiir
einen FEYNMAN-Parameter mit MATHEMATICA ausgefiihrt werden. Tritt mehr als
ein FEYNMAN-Parameter auf, kann man wahrscheinlich nicht iiber alle elementar
integrieren.

Ein Test, den das Paket erfiillt, beruht darauf, dass sich alle Divergenzen in ¢ exakt
aufheben miissen. Im néchsten Abschnitt wird die asymptotische Entwicklung von
zwei Integralen mit numerischen Resultaten verglichen.

4.2.5. Vergleich mit numerischen Resultaten

In zwei Dimensionen kénnen die Integrale (ELJ) und (EE4]) noch gut numerisch be-
rechnet werden. Es bietet sich daher an, durch Vergleich mit numerischen Resultaten
die Konvergenz der asymptotischen Entwicklung zu untersuchen.

In Abbildungen LTl wurde das Verhalten fiir a — 0 dargestellt. Dabei wurde p kon-
stant gehalten. Die Entwicklung der Fermionenschleife zeigt ein etwas schlechteres
Konvergenzverhalten als die der Bosonenschleife.
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Ig(a,1,1)

3.

2.

2.

2.

2t

1

ot

Va;

(a) Bosonenschleife nach ([E3)

e (a, 1, 1)

(b) BPHZ-renormierte Fermionenschleife nach ([Ef)

Abbildung 4.1.: Konvergenzverhalten bei festgehaltenem Impuls p = 1 und einer
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Masse m = 1. Die gestrichelten Linien sind numerische Resultate.
Fiir dieses Diagramm wurde eine Entwicklung der Fermionenschlei-
fe bis zur vierten Ordnung in a verwendet. Die hoheren Ordnungen
sind in ([E£0) auf Grund ihrer Komplexitét allerdings nicht angege-
ben.
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: p
C2 3
\
\
\
\
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\
(a) Bosonenschleife nach (E3J) fiir a = 1
I £(0.05,1,p)
20}
15} s
10+
5t
40 -20 20 40 60 "

(b) BPHZ-renormierte Fermionenschleife nach () fiir a = 0.05

Abbildung 4.2.: Konvergenzverhalten bei festem Gitterabstand @ und einer Mas-

se m = 1, aufgetragen in der gesamten BRILLOUIN-Zone, d.h.
p € [, 7]. Die gestrichelten Linien sind numerische Resultate. Fiir
dieses Diagramm wurde eine Entwicklung der Fermionenschleife bis
zur vierten Ordnung in a verwendet. Die héheren Ordnungen sind

in ([F£0) auf Grund ihrer Komplexitit allerdings nicht angegeben.
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4. FEYNMAN-Integrale

In Abbildungen wurde hingegen a konstant gehalten und das Verhalten der
Entwicklung im Impuls p in der gesamten BRILLOUIN-Zone untersucht. Hier zeigt
sich bei der Entwicklung der Fermionenschleife eine noch deutlichere Abweichung,
denn erst bei sehr kleinem a stimmt die Entwicklung in einem grofien Teil der
BRILLOUIN-Zone mit den numerischen Ergebnissen iiberein. Die Abweichungen blei-
ben aber am Rand der BRILLOUIN-Zone, auch fiir kleine a, relativ grof.

Fiir diese Diagramme wurde eine Entwicklung der Fermionenschleife bis zur vier-
ten Ordnung in a verwendet. Die hoheren Ordnungen sind in (EE6) auf Grund ihrer
Komplexitit allerdings nicht angegeben. Sie kénnen mit dem Programm aus Ab-
schnitt bestimmt werden, dies ist jedoch sehr zeitaufwendig.
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5. Diskussion

Die asymptotische Entwicklung der FEYNMAN-Integrale einer supersymmetrischen
Gittertheorie ist dazu geeignet, analytische Ausdriicke fiir das Verhalten der WARD-
Identitéten fiir kleine Gitterkonstanten zu erhalten. Fiir Simulationen es ist notwen-
dig, dass diese den korrekten Grenzwert annehmen, und eine schnelle Konvergenz ist
wiinschenswert. Weichen die Simulationen von der Gitterstorungstheorie ab, weist
dies auf Effekte hin, die nicht mit der Stérungstheorie berechnet werden konnen.
Die Untersuchung solcher Effekte ist gerade das Ziel von Gittersimulationen. Ist
beispielsweise eine WARD-Identitdt in Simulationen verletzt, obwohl sie nach der
Gitterstorungstheorie erfiillt sein miisste, dann hat weist dies auf eine Brechung der
Supersymmetrie hin, die nicht {iber die Stérungstheorie im Kontinuum gefunden
werden kann.

Fraglich bleibt, ob die Beriicksichtigung von Integralen mit nur einer Schleife
ausreicht, um hieraus fiir Simulationen relevante Aussagen iiber die Konvergenz-
geschwindigkeit zu erhalten, ganz zu schweigen von der Tatsache, dass Simulationen
auf einem endlichen Gitter durchgefiihrt werden und die Gittertheorie fiir ein unend-
liches Gitter formuliert wird. Eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens auf mehrere
Schleifen ist aufwendig. In diesem Fall ist es eventuell vorteilhaft, mit einer anderen
Regularisierung zu arbeiten. Wahrscheinlich lassen sich die Koeffizienten der Ent-
wicklung nicht mehr iiber Rekursionsbeziehungen auf endlich viele numerisch oder
analytisch bestimmbare Konstanten zuriickfithren. Es ist aber durchaus machbar,
nur die fithrende Ordnung zu bestimmen. Man erhélt so eine auch fiir divergente
Integrale geeignete systematische Methode, um zu iiberpriifen, ob die Gittertheorie
den korrekten Kontinuumslimes besitzt.

Es ist denkbar, die Wirkung durch Hinzufiigen zusétzlicher Terme, die im naiven
Kontinuumslimes aus der Wirkung verschwinden, zu verbessern, d.h. so zu verén-
dern, dass die WARD-Identitdten das richtige bzw. ein verbessertes Konvergenzver-
halten haben. Analytische Ausdriicke fiir die WARD-Identitéaten sind dabei eventuell
hilfreich.

Es ist auch moglich, andere Gitterableitungen zu betrachten, die im Impulsraum
durch trigonometrische Funktionen ausgedriickt werden kénnen. Dazu miissen im
Wesentlichen nur die Rekursionsbeziehungen angepasst werden. Ein Vergleich ver-
schiedener Ableitungen beziiglich der Konvergenz wird dadurch moglich.

Das Losen der Rekursionsbeziehungen kann viel effektiver mit Hilfe von Algorith-
men erfolgen, die Gebrauch von GROBNER-Basen machen. Diese Basen enthalten
quasi eine allgemeine Losungsvorschrift fiir die Rekursionsbeziehungen und miissen
fiir jede Dimension und Ableitung nur einmal berechnet werden.

Die Durchfiihrung dieser Rechnungen mit Hilfe von MATHEMATICA hat den Vorteil,
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5. Diskussion

dass MATHEMATICA eine benutzerfreundliche Oberfliche bietet und viele benétigte
Routinen bereits implementiert sind. Insbesondere neuere Versionen von MATHEMA-
TICA zeigen aber teilweise einen iiberméflig hohen Verbrauch von Ressourcen. Dieses
Problem konnte manchmal durch Implementierung alternativer Routinen umgangen
werden, allerdings wird auch der Vorteil der umfangreichen bereits implementierten
Routinen relativiert. Besser wire es also, die beziiglich der Ressourcen aufwendi-
gen Programmteile beispielsweise in C++ oder FORM umzusetzen und MATHEMATICA
hauptséachlich als Benutzeroberfldche zu verwenden.
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A. Notation und Konventionen

Die MINKOWSKI-Metrik ist 7, = diag(+1, —1, ..., —1). Die Generatoren der Trans-
lationen sind P, und die der LORENTZ-Gruppe, also der Isometriegruppe zu dieser
Metrik, sind J,, = —J,,. Zusammen bilden sie die POINCARE-Algebra:

[Juws Joo] —(Myw) ) Jro = (M) Jpr (A1)
[ uv s ] = _(Muu)papa (AQ)
[Fus )] = 0 (A.3)

M,,, sind Matrizen mit (MW)pT = —id? 07, +16”,07,. Die M, bilden selbst bereits
eine Darstellung der LORENTZ-Algebra ([A.Jl), ndmlich die Vektordarstellung. Die
Gleichungen ([A2) und ([AJ]) besagen also lediglich, dass sich P, unter der LORENTZ-
Gruppe wie ein Vektor transformiert und .J,, wie ein Bivektor. Die Spinordarstel-
lung ist durch die ¥, aus Abschnitt Bl gegeben. Ein Element der POINCARE-
Gruppe (ohne Raum- und Zeitspiegelung) kann allgemein geschrieben werden als
exp (3w Ju + iak P,), wobei wh” = —w"! gelten soll. Eine LORENTZ-Matrix kann
somit als A = exp (2w"’M,,) = exp (w) geschrieben werden.

Der rdumliche Anteil eines Vektors x wird mit @ bezeichnet

Indizes von Spinoren werden durchgingig unterdriickt. Es werden DIRAC-Slashes
verwendet, z.B. P = 4*P,. Weitere Definitionen zu Spinoren sind in Abschnitt
zusammengefasst. Der ladungskonjugierte Spinor ¢ ist in MINKOWSKI-Metrik
durch ¢¢ = B_v* und in EUKLIDischer Metrik durch ¥¢ = B, ¢* gegeben. In zwei
Dimensionen soll auflerdem fiir beide Metriken By = CA" gewihlt werden.

Sind # und £ zwei GRASSMANN-Variablen, dann gilt fiir die komplexe Konjugation
(66)" = €*6".

Niitzliche Formeln sind:

eAeB  — A+B+1[A,B}+... (A.4)
> 1

PAP = Y = A5

e " Ae :o” (n) (A.5)

Formel ([A.4)) ist nach BAKER, CAMPBELL und HAUSDORFF benannt, die ... stehen
fiir mehrfache Kommutatoren zwischen A und B. In ([Ag) ist [A, B]g) = A und
[A, Bln+1) = [[A, Bln), B].

Die o; sind die Pauli Matrizen, d.h.:

we (1) e (09) e (38)

Die zweidimensionale Einheitsmatrix wird auch als oy bezeichnet.
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B. Spinoren

Literatur zu diesem Abschnitt befindet z.B. in [7, 10, 12, 113, 42, 43].

B.1. Dirac-Matrizen

Die DIrRAC-Matrizen v, sind irreduzible Darstellungen der CLIFFORD-Algebra:

{1} = 20w (B.1)
Die Matrizen X, = 4%.[7”, 7| erzeugen dann die LORENTZ-Transformation der v,
[Ew/u’yp] = _<Muu)p0'70 (BQ)

Hieraus folgt sofort, dass die £, eine Darstellung der LORENTZ-Algebra ([AT]) bil-
den:

[Euua Epo] = _<MuV>pTETU - (MP“/)O'TEPT (B'?’)

Die Objekte, die nach dieser Darstellung der LORENTZ-Algebra transformieren, wer-
den Spinoren genannt. Diese Darstellung muss nicht irreduzibel sein. Fiir die Metrik
N soll eine beliebige Signatur zugelassen werden, wobei ¢ die Zahl der zeitartigen
Dimensionen und s die Zahl der raumartigen Dimensionen sein soll. Auf der Diago-
nale von 7, = diag(+1,...,+1,—1,..., —1) steht also t-mal eine +1 und s-mal eine
—1.

B.1.1. Gerade Dimension d = 2n

Zuerst wird eine irreduzible Darstellung der DIRAC-Matrizen in gerader Dimension
d = 2n explizit konstruiert. Vorerst soll die Metrik EUKLIDisch sein, d.h. s = 0. Die
Yu werden als HERMITEsch angenommen. Man fiihrt die Operatoren a, = %(vgu_Q +
iYou—1) Mit u = 1,2, ..., n ein, fiir die folgende Vertauschungsrelationen gelten:

{au,al} = 6w, {aw,a} = {al,af} =0 (B.4)
Nun fiihrt man einen Vektor |0) ein, der die Bedingungen a] |0) = 0 erfiillen soll
und definiert mit diesem die Basisvektoren |siss...s,) = (a1)*(a2)®...(a,)*" |0).

Aufgrund der Vertauschungsrelationen (B.4l) konnen die s, nur die Werte 0 und
1 annehmen. Man erhélt somit ein direktes Produkt von n zweidimensionalen Vek-
torrdumen. Aus den Vertauschungsrelationen ergeben sich die Matrizen der a, in
dieser Basis zu:

1 0 1 0 0 1
e (10 Yo (2 0 Yo () )orsuer @5
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B.1. DIrRAC-Matrizen

Die letzte Matrix vor den Einheitsmatrizen steht an der u-ten Stelle. Die DIRAC-
Matrizen fir s = 0 sind also:

You—2 — 0'3®...®0'3®0'1®0'0®...®0'0 (B6)
fYQufl = O'3®...®0'3®0'2®0'0®...®0'0 (B?)

Die DirAcC-Matrizen mit beliebiger Signatur erhélt man hieraus, indem man die
letzten s Matrizen mit ¢ multipliziert.

Es gilt der Satz, dass alle irreduziblen Darstellungen der CLIFFORD-Algebra in ge-
rader Dimension zu dieser Darstellung dquivalent sind, d.h. hat man eine irreduzible
Darstellung v;,, dann gibt es ein S, so dass 7;, = 57,571, Ist aber 7, eine Darstellung
der CLIFFORD-Algebra, sind auch —v,, ifyl, j:fy: und +7;, Darstellungen. Es gelten
also folgende Beziehungen:

T = /7*/7;/7/*_1 :t%t = A:I:’YMA;T:l (B8)
v, = B;lyuBi :i:vl = C’;lwci (B.9)

Die Matrizen Ay, B4, C4 und 7, sind nach dem Lemma von SCHUR eindeutig bis
auf Multiplikation mit einer Konstante. Von diesen Matrizen soll auflerdem ver-
langt werden, dass der Betrag ihrer Determinanten gleich eins ist. Mit dieser Be-
dingung ist nur noch die Phase unbestimmt. Man sieht sofort, unter Verwendung
der CLIFFORD-Algebra, dass man . = (—i)""*v¢7y1...74_1 wihlen kann. Die Phase
wurde so gewihlt, dass 42 = 1 ist.

Wenn man beriicksichtigt, dass die letzten s Matrizen noch mit ¢ zu multiplizieren
sind, gilt fiir die Darstellung (B.0, [B1):

T Yu fir p <t

K { — i g >t (B.10)
T _ v,  fiir p gerade

N { —7, fir g1 ungerade (B.11)

Da das Vertauschen zweier nicht gleicher DIRAC-Matrizen nur das Vorzeichen &n-
dert, kann dies umgeschrieben werden als:

Ay Al = (=1)"f mit A= (—i) 2Dty g (B.12)
C'y.C = (=1)", mit C = Y1793...Y2n-1 (B.13)

Die Matrizen A4, By und C4 koénnen nun durch A, C und ~, ausgedriickt werden.
Alle diese Matrizen sind unitér, da nach ([BI0) bereits alle 7, unitér sind. Die Phase
von A wurde so gewihlt, dass A" = A. Fiir EUKLIDische Metrik, d.h. s = 0, gilt in
dieser Darstellung A = ~,.

B.1.2. Ungerade Dimension d = 2n + 1

Aus den DIRAC-Matrizen in d = 2n Dimensionen kann man DIRAC-Matrizen in
d = 2n + 1 Dimensionen erhalten, indem man 7y, = i, setzt. Ist s = 0, dann muss
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B. Spinoren

s—t| 0 1 2 3 4 5 6 7| (modS38)
by | +1 1 -1 -1 N
b- | +1 +1 +1 -1 -1 -1

Tabelle B.1.: Die basisunabhéngige Zahl by = B, B}. Wo keine Zahl steht, kann
die entsprechende Matrix B4 nicht definiert werden. Diese Tabelle gilt
ebenfalls fiir c;. = CLCL T wenn man s — ¢t durch —d ersetzt.

man den Vorfaktor ¢ weglassen. Die Darstellungen v, und —v,, sind damit nicht mehr
dquivalent: Wenn es ein S gibe, so dass —v, = 57,57, dann wire vz, = 572,571,
denn 7y, ist proportional zum Produkt einer geraden Anzahl von DIRAC-Matrizen.
In der Tat gilt der Satz, dass eine irreduzible Darstellung der CLIFFORD-Algebra in
ungerader Dimension zu einer dieser beiden Aquivalenzklassen gehéren muss. Dies
bedeutet, dass es nur entweder eine Matrix A, oder A_ mit der Eigenschaft (B.)
geben kann und entsprechend existiert auch nur jeweils eine der Matrizen By und
C%. Die Relationen (BI2) und (BI3)) bleiben aber giiltig, so dass man anhand dieser

entscheiden kann, ob z.B. A, oder A_ noch definiert werden kann.

B.1.3. Spezielle Darstellungen

Man kann durch einen Basiswechsel v, = S7,57! von den obigen Darstellungen
zu jeder anderen irreduziblen Darstellung {ibergehen. Durch so einen Basiswechsel
transformieren die Matrizen Ay, By und C} geméaf:

A, =S A8, BL=SB.SY () =8C.8" (B.14)

Hieraus folgt, dass die Zahl by = B, B} basisunabhéngig und unabhéngig von der
Wahl der Phase von B. ist und daher in jeder beliebigen Basis berechnet werden
kann. Gleiches gilt fiir die Zahl ¢y = CinT. Das Ergebnis fiir by und cy ist
in Tabelle aufgefithrt (42, 43]. AuBlerdem kann man A, basisunabhiingig so
wiihlen, dass A, = AL gilt.

Fiir explizite Rechnungen ist es sinnvoll, DIRAC-Matrizen mit bestimmten Eigen-
schaften zu wihlen. Ubliche Darstellungen sind:

Chirale Darstellung: Diese existiert in gerader Dimension und ist dadurch charak-
terisiert, dass v, diagonal ist.

Dirac-Darstellung: In dieser Darstellung ist v, diagonal.

Majorana-Darstellung: Hier sind alle DIRAC-Matrizen rein imaginéﬂﬁ, d.h. =y =
Y- Durch Vergleich mit (B3) erkennt man, dass B_ existiert und gleich der
Einheitsmatrix gewéahlt werden kann. Es muss also b_ = +1 gelten, vgl. Tabelle
8. 1.3

!Dies gilt falls, wie hier, die raumartigen Richtungen eine —1 in der Metrik bekommen.
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B.2. Irreduzible Spinoren

B.2. Irreduzible Spinoren

Wie bereits erwéhnt, sind zwar die DIRAC-Matrizen «, irreduzible Darstellungen der
CLIFFORD-Algebra, die daraus nach (B3) konstruierte Darstellung der LORENTZ-
Algebra muss jedoch nicht irreduzibel sein. Irreduzible Spinoren erhélt man, indem
man fordert, dass die Spinoren reell und/oder chiral sein sollen.

Der Spinor ¢* transformiert unter der LORENTZ-Algebra (B.3) mit X7, also im
Allgemeinen nicht wie ). Man kann deshalb nicht fordern, dass ¢* gleich 1 sein soll,
da dies nicht LORENTZ-invariant wére. ¢* kann aber mit Hilfe von B umgerechnet
werden, damit er das gleiche Transformationsverhalten wie v hat. Das Ergebnis ist

der ladungskonjugierte Spinor ¥¢:
V¢ = Byy® (B.15)

Dieser besitzt das gewdiinschte Transformationsverhalten, denn es gilt (i%,,)* =
B1'i%,, Bi. Er wird ladungskonjugierter Spinor genannt, da die DIRAC-Gleichung
unter komplexer Konjugation und anschlieBendem Basiswechsel durch B4 in eine
DirAc-Gleichung mit gleichen DIRAC-Matrizen und entgegengesetzter Ladung iiber-
geht. Sind die Komponenten des Spinors v Operatoren auf einem HILBERT-Raum,
dann ist die komplexe Konjugation einer Komponente als HERMITEsche Konjugation
beziiglich des HILBERT-Raumes zu verstehen.
Analog definiert man einen adjungierten Spinor durch:

b =yTA (B.16)

Eine LORENTZ-Transformation des adjungierten Spinos erhélt man durch Multipli-
kation von rechts mit dem Inversen dieser Transformation, denn es gilt (i¥,,)! =

AiS, A7 = — A%, AL

B.2.1. Chirale Spinoren

In geraden Dimensionen kann man mit Hilfe von ~, zwei Projektoren definieren:
1
PL= 5(1 + ) (B.17)

Diese kommutieren mit allen >,,. Man kann also eine der folgenden LORENTZ-
invarianten Bedingungen an v stellen:

Py =1 (B.18)

Ist eine dieser Bedingungen erfiillt, wird der Spinor chiral genannt. Ein Spinor mit
Prp = 1) heifit rechtshindig, einer mit P_1 = 1 nennt sich linkshdndig.
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B. Spinoren

B.2.2. Reelle Spinoren

Ein reeller Spinor, auch MAJORANA-Spinor genannt, erfiillt die Bedingung;:

o (B.19)

Ladungskonjugation auf beiden Seiten dieser Gleichung liefert die Konsistenzbedin-
gung ¢ = ¢Y* = By B}1. Diese Bedingung ist erfiillt, falls b = +1 oder b_ = +1,
vgl. Tabelle Liegen die DIRAC-Matrizen in einer MAJORANA-Darstellung vor,
dann ist B_ = 1 und die Komponenten eines MAJORANA-Spinors sind tatséchlich
reell, d.h. ¥* = 1.

Gilt hingegen by = —1 oder b = —1 und hat man k Spinoren ¢; (i = 1,..., k),
kann man eine symplektische MAJORANA-Bedingung stellen:

Vi = Qi (B.20)

Hier soll die Matrix €2 unitar und antisymmetrisch sein, insbesondere gilt Q20* = —1.

Die Bedingung (B20) ist dann konsistent, falls BfQijBf*Q;k = 0;1, d.h. wenn

b, = —1 oder b_ = —1 gilt. Die Bedingung 2€2* = —1 kann nur erfiillt werden,

wenn die Zahl der Spinoren k gerade ist, weil |det Q|?> = det (—1) = (—1)* sein
muss.

B.2.3. Reelle chirale Spinoren

Man kann sich nun fragen, unter welchen Bedingungen die Spinoren gleichzeitig reell
und chiral sein kénnen. Weil By o v, B_ und 72 = 1 ist, gilt P, B+ o« Py Bz und
P_By o« —P_DB+, obige Konsistenzbedingung muss also immer fiir B, und B_
erfiillt sein. Daher muss fiir die Existenz von reellen chiralen Spinoren by = +1
und b_ = +1 gelten, bzw. b, = —1 und b_ = —1 bei symplektisch-reellen chiralen
Spinoren.

B.3. Gewichte

Die Superladungen transformieren unter der LORENTZ-Gruppe wie ein Spinor. Dies
kann gezeigt werden, indem man deren Gewichte bestimmt und mit denen der Spi-
nordarstellung vergleicht.

Eine CARTANsche Unteralgebra ist eine maximale abelsche Unteralgebra einer
Lie-Algebra. Thre Elemente besitzen also gemeinsame Eigenvektoren. Eine mégliche
CARTANsche Unteralgebra der LORENTZ-Algebra (B3) ist gegeben durch o, 99,1
mit v = 1,2, ...,n, sowohl in d = 2n als auch in d = 2n + 1. Mit der Definition von

a, aus Abschnitt [B1]] giltﬁ:

1 1
You—22u—1 = 5[ wal] = aual — 5 (B.21)

2Hier ist die Metrik EUKLIDisch.
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B.3. Gewichte

Die in Abschnitt BTl benutzten Basisvektoren |s;ss...5,) = (a1)® (az2)*2...(a,)*" |0)
sind gerade die gemeinsamen Eigenvektoren dieser CARTANschen Unteralgebra, die
Gewichte bzw. Eigenwerte sind s, — 1/2. Weil s, nur die Werte 0 und 1 annehmen
kann, sind die Gewichte einer Spinordarstellung also entweder +1/2 oder —1/2.
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C. Grassmann-Variablen

Im Folgenden sind @, (t) und P,(t) Operatoren, die den Koordinaten und den dazu
konjugierten Impulsen des kanonischen Formalismus entsprechen. Fiir ein skalares
Feld A(z,t) ist z.B. Qq(t) = A(z,t) und Py(t) = A(x,t). Bei der Herleitung des
Pfadintegrals fiir Bosonen aus dem kanonischen Formalismus nutzt man, dass die ge-
meinsamen Eigenvektoren |¢) der (), zum Eigenwert ¢, eine Basis des physikalischen

HirLBERT-Raumes bilden:
1= [ [ da.la) o ()

Mit Hilfe von
Qa‘Q> = Qa‘Q> (CQ)

kann man auflerdem die Operatoren (), durch ihre Eigenwerte ¢, ersetzen. Analoges
gilt fiir P,.
Bei Fermionen gelten zwischen den (), und P, jedoch Antikommutatoren:

{Qaa Pb} = iéaba {Qaa Qb} = {Paa Pb} =0 (Cg)

Man hat daher Probleme, mit Hilfe von ([(C2) die @), durch ihre Eigenwerte ¢, zu
ersetzen, denn fiir diese miisste wegen (C3) ¢.qp + @q. = 0 gelten. Man fordert
daher, dass die q,, ebenso wie die @),, untereinander antikommutieren. Die ¢, sollen
trotzdem auf den physikalischen HILBERT-Raum wie gewohnliche Variablen wirken.
Die Variablen erhalten somit, genau wie die @), und P,, eine Zsy-Graduierung, die
zwischen bosonischen und fermionischen Sektor unterscheidet, vgl. Abschnitt Bl Es
sollen daher folgende Antikommutatoren gelten:

{qaa Qb} = {Q(za Qb} = {qaa Pb} =0 (04)

Die g, sind nur durch diese algebraischen Eigenschaften definiert, man kann sie nicht
durch reelle Zahlen darstellen. Sie werden als GRASSMANN-Variablen bezeichnet.
Man kann jetzt eine Losung |¢) von (C2)) konstruieren [1]:

lg) = exp (—z'zpaqa> 0 (C.5)

Analog zu Abschnitt B.TT] vgl. (B4) und (C3), ist |0) definiert durch Q,]0) =0
fiir alle a. Eine Basis des HILBERT-Raumes erhélt man ebenfalls analog durch wie-
derholtes Anwenden der P,, d.h. |a,b,...) = P,P,...|0). Der Vektor |g) enthilt al-
so alle Basisvektoren |a,b,...). Man kann mit der im folgenden Abschnitt definier-
ten BEREZIN-Integration iiber die GRASSMANN-Variablen ¢, eine zu (CJ]) analoge
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C.1. BEREZIN-Integration

Relation aufstellen [1]. Fermionische Felder werden im Pfadintegral daher durch
GRASSMANN-Variablen beschrieben, die iiber ([CJl) und ([C2) zwar eine formale
Analogie zu bosonischen Feldern herstellen, jedoch nur Feldkonfigurationen bertick-
sichtigen, die dem PAULI-Prinzip geniigen.

C.1. Berezin-Integration

Weil GRASSMANN-Variablen zu Null quadrieren, sind deren Potenzen auf die Z,
beschrankt. In diesem Sinne fiithrt das Erh6éhen und das Erniedrigen der Potenz
zum gleichen Ergebnis. Die Integration iiber eine GRASSMANN-Variable wird daher
identisch zur Ableitung nach dieser definiert. Ist 6; eine GRASSMANN-Variable, dann
sind das Integrationsmafl df; und die Ableitung 0y, ebenfalls fermionische Objekte.

Unter einer Koordinatentransformation ¢; = A;;6; &ndert sich das Maf§ d"0 =
[ ] dé; wie eine Ableitung nach allen 6; geméfl der Kettenregel. Dies fithrt zu:

a0\
Fiir bosonische Variablen x; gilt hingegenﬂ:
ox’'
d™z' =det [ =— ) d™ C.7
x e < 8:1:) x (C.7)

Bei der Integration iiber den Superraum hat man ein gemischtes Mafl d"'z d"6.
Dessen Transformationsverhalten fasst man mit Hilfe der Superdeterminaten Sdet
zusammen:

a(z’,0")
dz™ d@™ = Sdet ’ "xd"0 .
x Sde <8(:}c,0)) x (C.8)
Die Superdeterminante kann man mit folgender Formel berechnen:
Sdet ( my o o ) _ det(my — pamy ) _ det(m) (C.9)
M1 Mo det(ms) det(mg — prm; o) '

Hier sind m; und ms Matrizen mit kommutierenden FEintrégen, p; und puo sind
hingegen Matrizen mit antikommutierenden Eintragen. Die Matrix d(z',0")/0(x, 0)
ist genau von dieser Form. Fiir eine lineare Transformation 2’ = mjz + u6 und
0" = pi1x+msf kann man einen Zusammenhang zwischen ([(C.8) und ([C9) herstellen,
indem man zuerst eine Transformation 6’ = p;x + myf durchfiihrt, was den Faktor
det ™ (my) ergibt, und danach die Transformation z' = myx + pomy ' (0" — pyx) mit
dem Faktor det(m; — pgmy*p;). Die Superdeterminante hingt mit der Superspur
STr iiber Sdet(exp(M)) = exp(STr(M)) zusammen. Es gilt:

STr ( 7311 7’7‘;’2 ) = Tr(my) — Tr(ms) (C.10)

'Hier werden nur Transformationen beriicksichtigt, welche die Orientierung erhalten.
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D. Fourier-Transformation

Hier werden einige Konventionen zur FOURIER-Transformation auf einem unendli-
chen n-dimensionalen kubischen Gitter zusammengefasst. Die Gitterkonstante ist a,
die Orte der Gitterpunkte werden mit x bezeichnet und eine Funktion auf dem Git-
ter mit f,. Diese héingt mit ihrer FOURIER-Transformierten f(p) zusammen iiber:

fp)=a">_ foe™, fo= / é;l;nf (p)e™” (D.1)

BZ
Hier ist BZ = [-Z,%]" die BRILLOUIN-Zone des kubischen Gitters. Das Gitter
wirkt als Regulator von FEYNMAN-Integralen, indem es die Impulsintegrationen auf
die BRILLOUIN-Zone beschrénkt. Die fiir UV-Divergenzen verantwortlichen grofien
Impulse werden somit einfach abgeschnitten. Die Impulse werden allerdings nicht
kovariant abgeschnitten, da sie auf eine kubische BRILLOUIN-Zone beschrénkt wer-
den und nicht auf eine Kugel. Dies ist natiirlich unumgénglich, da das Gitter die
Rotationssymmetrie der Kontinuumstheorie verletzt und daher keine kovariante Re-
gularisierung darstellen kann.

Die FOURIER-Transformation der -Funktionen ist gegeben durch:

51?! _ dnp ip(z—y) _ a " —ipx
ar _/(%)ne - o) = (57) ;e (b2)

BZ

Das P an dp(p) weist darauf hin, dass dp(p) periodisch ist. Man fordert von allen
eventuell auftretenden Integranden, dass sie periodisch iiber die BRILLOUIN-Zone
hinaus fortgesetzt werden. In diesem Fall kann man bei Integration iiber ép(p — ¢q)
das p immer durch ¢ ersetzen, auch dann, wenn ¢ nicht in der BRILLOUIN-Zone liegt,
so wie man es von §(p — q) gewohnt ist.

Fiir eine Matrix F}, soll die FOURIER-Transformierte F'(p, ¢) definiert sein durch:

F(p, q) _ a2nZF$yefip:v+iqy (D3)

T,y

_ 7 d"p d% etPr—igy
By = [ | g e (D.4)

BZ BZ
Ist F},, ein translationsinvarianter Operator, d.h. gilt F,, = F,_,o, kann man auch
schreiben: "
_n —ipw _ p ip(x—y)
PO) = Y e Fy | G Fwere (D5)

BZ
Fiir translationsinvariante Operatoren gilt somit F(p, q) = (2m)"0p(p — q)F (p).
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E. Alpha- und Feynman-Parameter

Aus der Integraldarstellung der Gammafunktion kann man folgende Formel fiir die
Propagatoren im Kontinuum gewinnen:

2
(l{;Q—i—mZ _F)\ /daa > +m?)a (E.1)
0

Mit Hilfe dieser Formel kann man alle solche Propagatoren in FEYNMAN-Integralen
ersetzen. Die Integrationen iiber die Schleifenimpulse werden so zu (GAUSSschen
Integralen und konnen ausgefiihrt werden. Das Resultat ist eine Darstellung des
FEYNMAN-Integrals durch sogenannte Alpha-Parameter, iiber die dann anstelle der
Schleifenimpulse integriert werden muss. Diese Darstellung bietet einige Vorteile, u.a.
fiir die Untersuchung des Divergenzverhaltens oder fiir die Definition der dimensio-
nalen Regularisierung [28]. Aber auch fiir die Auswertung von FEYNMAN-Integralen
kann sie verwendet werden. Es gilt:

d

/ 5 ide H IS ) S G df/é; > ai) Zf[lr <% N ai) (E.2)

=1

Eng verwandt mit den Alpha-Parametern sind die FEYNMAN-Parameter ¢; [2§].
Ihre Bedeutung beruht auf folgender Formel:

1 El )‘l d d A—1 5 El fl )
oA / - / wlleShgsy  ®Y

Mit dieser konnen mehrere Propagatoren zu einem zusammengefasst werden. So kon-
nen alle Ein-Schleifenintegrale iiber die Propagatoren (EI) auf (E2) zuriickgefiihrt
werden. Ein einfaches Beispiel ist:

1

1 T+ X9) dg eM1(1 — g)rt

[(k _|_p)2 + m%])\l [kQ + m%]AQ B F(Al)F(AQ) 0/ [(k +p/(€))2 + m,(g)]AlJr)\Q (E4)
Hier ist:

P& =pg  m'(€) =mig+ (m3+p*)(1—§) (E.5)
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F. Formeln

In diesem Abschnitt wird die Schreibweise (38, EEA0) verwendet. Der Impuls soll
nur eine nichtverschwindende Komponente haben, daher wird v = (p,0)T gesetzt.
Es werden aulerdem die Abkiirzungen X = /4m? + p? und Y = arctan (%) ver-
wendet. Die numerische Konstante ¢ betragt ungefiahr 0,871981885.

F.1. Bosonenschleife

In diesem Abschnitt sind die Resultate der asymptotischen Entwicklung fiir folgendes
Integral aufgefiihrt:

d*k

I — F.1
B(a7m7p> /DB(m,k—i—v(p))DB(m, ]i]) ( )
BZ
F.1.1. Ohne duBeren Impuls
I = T 5100 (2) — 2 — 21 2
B(a7m70> - ﬁ_'_gb Og()_ - og(am)]a
—% [50log (2) — 19 — 20log (am)] m*a*
v
—[1051og (2) — 41 — 421 408
—1—2048[05 og (2) og (am)|m*a
TR (10140 log (2) — 4057 — 4056 log (am)] m°a®
T
— 4 log (2) — 16403 — 161401 8al0
+12582912[ 0350 log (2) — 16403 — 16140 log (am)] m°a
T
———[133575log (2) — 54823 — 534301 10,12
167772160 . og (2) og (am)]m"a
5%
— 1127470 1og (2) — 52609 — 509881 12,14
3901925472 | 08 (2) og (am)|ma
+0(a*%) (F.2)
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F.2. Fermionenschleife

F.1.2. Mit duBerem Impuls

47TY
[B<a’7 m7p) - pX
25});3 [ — 3p(log(32) — 2log(am))X? + 4p (3m® + p*) X
\ + (48m* + 8p*m? — 2p*) Y]
+ﬁ£ﬂ5 [4Y (8640m® + 6720p?mS + 2368p*m*
+496p5m? + 51p°)
+pX (—1440(—13 + 501og(2))m?®)
+pX (—5760p*(—1 + log(32))m*)
+pX (—2p*(389 + 450 log(2)) 2
+pX (180 (10m? — p?) X2 log(am))
+pX (p*(—277 + 450 log( ) )]
+0(a%)

F.2. Fermionenschleife

In diesem Abschnitt sind die Resultate der asymptotischen Entwicklung fiir folgendes
Integral aufgefiihrt:

d*k

DF (m, k + q(p)) D¥ (m, k) (F-4)

I:(a,m,p) =

Es stellt eine Summe mehrerer Integrale von der Form (E42) dar. Das BPHZ-
renormierte Integral ist einfach Ir(a,m,p) = In(a,m,p) — I5(a, m,0).

F.2.1. Nicht-renormiert

Ip(a,m,p) = =3+ 2 4 2wlog(m) + gy (9 + (27 + 20v/3) 7 — 189 log(2))
+27 log(a)
—?’%”p [144 (5m? + p*) 7%
+p (—81c + 727 (3log(a) + log (%) + log (m?)))
+p (27 (30 + (27 + 4v/3) m — 1171og(2))) |
+0(a?)
(F.5)
F.2.2. BPHZ-renormiert
Ir(a,m,p) = +27 (%Y - 1)
+bamm — 4a (5m? + p?) % (¥.6)

+0(a?)
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G. MATHEMATICA-Pakete

G.1. Rekursionsbeziehungen

Das Paket Recurrence kann Rekursionsbeziehungen unter Verwendung des Algo-
rithmus von LAPORTA l6sen.

G.1.1. Befehle

DefineRecurrence[F, {Gleichungen,...} ,{Indizes,...} , Optionen]:
Mit diesem Befehl werden die Rekursionsbeziehungen definiert. Die Syntax
kann man an dem weiter unten folgenden Beispiel ablesen. Es sind folgende
Optionen moglich:

Symmetric: Gruppen von Indizes, die symmetrisch sind.

Priority: Gibt Rangfolge der Indizes an, die bei den Masterintegralen mog-
lichst kleine Werte annehmen sollen. Es kénnen mehrere Indizes zu Grup-
pen zusammengefasst werden. In diesem Fall wird versucht, Masterinte-
grale mit einer moglichst geringen Summe der Indexwerte dieser Gruppe
zu erhalten.

Start: Indexwerte, von denen gestartet wird. Kénnen Variablen sein.
Directory: Verzeichnis, in der die Losungen gespeichert werden.
Masters: Explizite Angabe gewiinschter Masterintegrale.

UndefineRecurrence[F]: Loschen des Symbols F.

SolveRecurrence[F, Bereich]: Lost die Rekursionsbeziehungen fiir einen durch
die Liste Bereich bestimmten Indexbereich. Die Liste Bereich muss so lang
sein wie die Liste Priority in DefineRecurrence. Die Lange von Bereich ist
i.A. nicht gleich der Zahl der Indizes.

LoadRecurrence[F, Datei]: L&dt das Symbol F.

SaveRecurrence[F, Datei]: Speichert das Symbol F in der gewiinschten Datei ab.

Eine Wiederverwendung mit LoadRecurrence erfordert die Angabe von Di-
rectory in DefineRecurrence.
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G.1. Rekursionsbeziehungen

Beispiel
Dieses Beispiel reproduziert (ELIT]).

In[1]:= <<Recurrence ‘; (x Paket laden x)

In[2]:= DefineRecurrence| H, (x definieren der x)
{n[—-1]+al[l]+a2[1] -2, (x Rekursionsbeziehungenx)
1+2xalx(al[l] —1)+2+(n+\[Delta])*n[1]xal[1l]x(al[l]—1),
1+2%a2x(a2[1] —1)+2+(n+\[Delta])*n[1]*xa2[1]*(a2[1]—-1)},
{n,al,a2}, Start—>{i —2,1,1}, Symmetric—>{al, a2},
Priority —>{{al,a2},n} |;

In[3]:= SolveRecurrence[H,{2,2}];

In[4]:= H[{i,1,1}] (x Ausgabe des Ergebnissesx)
Out[4]=
((=4 4+ 4xi — 12 + 4«\[Delta] — 2xix\[Delta] — \
H{-2 + i, 1, 1}])/(2%(=1 + i + \[Delta])"2) +
((7 — 9xi + 3%xi"2 — 9x\[Delta] + 6xix\[Delta] + 3x\[Delta] 2)x
H{-1 + i, 1, 1}])/(2%(=1 + i + \[Delta])"2)

[Delta]"2)*

G.1.2. Quelltext: Recurrence.m

(% otk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok kKKK KK KKK KKK KR KK KKK KK KK R o o ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok KKK KR KK K K K K K K 3 3 o 3 ok ok ok ok ok ok ok ok
* Recurrence.m — a tool to solve recurrence relations *
stk ok o s ok sk ok ok ok ok sk ok Rk ok o ok ok ok ok Rk sk ok ok kR s sk ok ok ok sk sk ok sk sk ok ok kR sk kR ok sk koK ok ok sk sk ok sk sk sk skok sk kR ko ok k)

BeginPackage[”Recurrence ‘7 |;

(+ define public functions x)

(+ define recurrence relations x*)

DefineRecurrence :: usage = ”"DefineRecurrence [F, _eql,, ,vars,,opts]

F: _symbol_for _the_following_recurrence_relations

eql: list _,of recurrence_ relations

vars:_list_of_index_names

opts:_options,, can_be_Symmetric, Priority ,_ Start, Directory, and, Masters”

P

UndefineRecurrence:: usage = ”UndefineRecurrence[F]”

(*+ find solutions to recurrence relations x)
SolveRecurrence :: usage = ”"SolveRecurrence [F, _max]
max: _index_range_to_solve”

(¥ load and save symbol F x)
LoadRecurrence :: usage = ”LoadRecurrence [F, file]”

SaveRecurrence :: usage = ”SaveRecurrence [F,_file]”

(*+ s true if a symbol is a recurrence relation *)
RecurrenceQ :: usage = "RecurrenceQ [F]”

(* retuns a list of indices occurring in an equation )
Indizes :: Usage = ”Indizes [F,_eq]”
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GG. MATHEMATICA-Pakete

(*+ options to DefineRecurrence )
Symmetric :: usage = 7”7

Priority :: usage =
Start :: usage = "7
Directory :: usage =
Masters :: usage = "7

99

99

* get list of master integrals, not yet implemented =*
g g Y
getMasters :: Usage = “getMasters [F]”

Begin|[” ‘Private ‘7 ];

(*+ error messages *)

General ::invarg = ”invalid_argument:_‘1°¢_ ‘2”7
General :: invargl = ”invalid_argument: ‘1"
General :: invarg0 = ”invalid_argument.”
RecurrenceQ[_] = False;

(* Indizes[xz] gives a list of indices occuring in an equation T *)
SetAttributes|[Indizes ,Listable];
Indizes [F_,x_]:=Cases [x,F[_],{0,\[Infinity]}]/.F[i__]:>1i;

(* simplify index operators x*)

SetAttributes[{IndexVal,IndexAdd},HoldFirst];

IndexAdd /: Times|[IndexAdd [F_,incl_],IndexAdd [F_,inc2_]]=
IndexAdd [F,incl+4inc2 |;

IndexAdd /:Power|[IndexAdd [F_,inc_],p_Integer|=IndexAdd [F, incx*p];

SetAttributes[DefineRecurrence , HoldFirst | ;

Options [ DefineRecurrence ]:={Symmetric—>Null,
Priority —>Null,
Start —>Null,
Directory—>Null,
Masters—>Null };

DefineRecurrence [F_,eql_,vars_,opts___] := Module|
{sym, prio ,start ,dir ,master ,optsOK},

{optsOK ,sym, prio , start ,dir ,master}=checkOptions [F, eql ,vars,opts];
If [!optsOK,Return[Null]];

initEquations[F, eql , vars];
initData [F, dir |;
initSymmetries [F,sym];
initPriority [F, prio,start |];
initMasters [F, master];

RecurrenceQ [F]"=True;
F::usage=ToString[F|<>"[{i,j,k,...}]"”;

Protect [F];
Return[F];

Ik

initEquations[F_, eql_ , vars_]:=Module|
{eqgs ,incOne,range ,minInd , maxInd ,numInd},

numInd=Length|[vars |;
numlIndizes [F]"=numlInd;

F/:IndexVal[F[i_],n_Integer]|:=i[[n]];
F/:IndexAdd [F[i_-],inc_]:=F[i+inc];
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G.1. Rekursionsbeziehungen

eqs=eql;
Dol
incOne=Table [ Which[i=—j ,1,True,0],{j ,numlnd }];
eqs=eqs+*IndexAdd[#,Array[0& ,numInd ] ]
/.vars [[i]][n_Integer]—>IndexAdd[#,incOnexn]
/.vars [[i]]—>IndexVal[#,i];
,{1,numlInd }];
Equations [F]"=Expand|eqs | ;

range=Indizes [F, ApplyEqs [F, vars || /. Array [ vars [[#]] —>0& ,numInd | ;

minInd=(Min/@Transpose[#])&/Qrange ;

maxInd=(Max/@Transpose [#])&/ Qrange ;

EqRange [F]"=Max/@Transpose [ maxInd—minInd ] ;

Do

eqs [[j]]=eqs[[]j]]

/.IndexVal[#,i-]:>(IndexVal[#,i]—minInd [[j,i]]);

{j ,Length[range ] };

Equations [F]"=Simplify [Expand| eqs*Thread [IndexAdd[#,—minInd |]]];

ApplyEqgs [F_,v_]:=Evaluate [ Equations [F]]&[Unevaluated [F[v]]];

findFirst [list_ ,element_]:=Module[{p},

B

p=Position[list ,element ,1,1];
Roturn| If |Length [p]==0.0.p [[1,1]]]]:

initData [F_, dir_]:=Module[{},

1;

indexList [F]"={};
dependencies [F]"={};
reverseDepend [F]"={};
properties [F]"={};
loadData [F];

Directory [F]"=dir;
If [MatchQ| dir ,Null] ,
initDataRAM [F];

)

I;

FlindexNr_Integer|:=getEquation [F,indexNr]/;isKnown[F,indexNr |;
F[index_?VectorQ]:=(F[indexNumber [F, SortIndex [F,index ]]]
/.Fli_Integer]:>F[getIndex [F,i]])
/;isKnown [F,index];

initDataHD [F];

F/:IndexAdd [F[i_-],inc_]:=F[indexNumber [F, SortIndex [F, i+inc |]];

loadData [F_]:=Module[{ iList ,deps ,revDeps , props},

iList=indexList[F];
deps=dependencies [F];
revDeps=reverseDepend [F];
props=properties [F];
F/:indexNumber [F, index_]:=Module[{ nr },
If [! OrderedIndexQ [F,index],Print[”Fehler: ” ,index]];
nr=findFirst [iList ,index];
If [nr==0,
iList=Append[iList ,index];
deps=Append [deps , { }|;
revDeps=Append [revDeps ,{ }];
props=Append [ props ,{ False }|;
Return|[Length[iList |];

Return|nr ];
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I;

F/:getlndex [F,i_]:=iList [[1]];
F/:probelndexNumber [F,index_]:=findFirst [iList ,index];
F/:setKnown|[F,indexNr_]:=(props [[indexNr ,1]]=True;);

F/:isKnown[F,indexNr_Integer|:=props [[indexNr ,1]];
F/:isKnown [F, index_?VectorQ|:=Module[{indexNr },
If [Length[index]!=numlIndizes[F],Return|[False];];
indexNr=probelndexNumber [F, SortIndex [F,index |];
Return [ (indexNr!=0)&&isKnown [F, indexNr | ];

F/:setRevDep [F,indexNr_,revDep_]:=(revDeps [[indexNr||=revDep;);
F/:getRevDep [F,indexNr_]:=revDeps [[indexNr |];

F/:setDependencies [F,indexNr_,depend_]:=(deps [[indexNr|]=depend;);
F/:getDependencies [F,indexNr_]:=deps [[indexNr |];

saveData [F]:=(
indexList [F]"=iList ;
dependencies [F]"=deps;
reverseDepend [F]"=revDeps;
properties [F]"=props;
)3
I;

SaveRecurrence [F_, file_]:=Module[{},
Unprotect [F];
saveData [F];
Save|file ,F];

E

LoadRecurrence [F_, file_]:=Module[{},
Get|[ file ];
loadData [F];
Protect [F];

Ik

initDataRAM [F_]:=Module[{},
F/:storeEquation[F,indexNr_,eq_]:=
(equation [F,indexNr]=eq;
setKnown [F,indexNr ];
Update[F];);
F/:getEquation[F,indexNr_]:=equation [F,indexNr|;
I;

initDataHD [F_]:=Module[{ maxFilesPerDir },

maxFilesPerDir =500;

fileName [F,indexNr_]:=ToFileName[{ Directory [F],
StringJoin[ToString[F], ToString|
Floor [indexNr/maxFilesPerDir |* maxFilesPerDir ||},
StringJoin|[ToString[F] ,ToString|[indexNr],” .m” ]];

F/:storeEquation[F,indexNr_, equation_]|:=Module[{dname, fname},
fname=fileName [F,indexNr];
dname=DirectoryName [ fname | ;
If [!MatchQ[FileType[dname] , Directory],

CreateDirectory|dname];

B

)
Export[fname, equation |;
setKnown [F,indexNr ];

Update[F];
1;
F/:getEquation [F,indexNr_]:=Import[fileName[F,indexNr|];
I;
removeDoubles [ list_]:=Module[{i,j,1},
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1=list ;

G.1. Rekursionsbeziehungen

For[i=1,i<Length[l], i++,

I;

For|[j=i+1,j<=Length[1],

If [MatchQ[1[[i]],1[[j]]],
1=Delete[l,j];

j++s

B

Return[1];

initMasters [F_, master_]:=Module[{i, masters},

masters=removeDoubles [indexNumber [F, SortIndex [F,#]]&/@master ] ;
F/:getMasters [F]=masters;

F/:isMaster [F,indexNr_]:=MemberQ[ getMasters [F] ,indexNr | ;

15

initSymmetries [F_,sym_]:=Module[{i,j,sortF ,orderF ,tk,st ,or},
If [Length[sym]!=0,

B

B

sortF={};
order F=True;
J=1

For[i=1,i<=Length[sym] , i++,
If [sym[[i,1]]!=],
sortF=Append [sortF | tk[#,{j ,sym[[i,1]] —1}]]

sortF=Append [sortF , st [tk[#,{sym[[i,1]],

sym[[i,2]]}]]];
orderF=orderF&&or [tk [# ,{sym [[i,1]] ,sym[[i,2]]}]];
j=sym [[1,2]]4+1;

I
If [j<=numlIndizes[F],
sortF=Append [sortF , tk[#,{],numIndizes [F]}]]

15

sort [F]"=sortF;

order [F]"=orderF;

F/:SortIndex [F,i_]:=Flatten[Evaluate[sort [F]]&[1i]
/. tk—Take/.st—>Sort];

F/:OrderedIndexQ [F, i_ ]:=Evaluate[order [F]]&[ 1]
/. tk—>Take/.or—>OrderedQ;

F/:Sortlndex [F,i_]=1i;
OrderedIndexQ [F, _]"=True;

initPriority [F_, prio_,st_]:=Module[{i,],k,loopInd ,loopIndF ,sum, start },
start=SortIndex [F, st ];
loopIndF=Array[0&,numlIndizes[F]];

j=1
For[i=1,i<=Length[prio],i++,
sum=0;
For [k=1,k<Length[prio [[i]]] , k++,
Jt++
loopIndF [[prio[[i,k]]]]=1loopInd|[j];
sum+=loopInd [j];
I;
i+t
loopIndF [[ prio [[i,Length[prio[[i]]]]]]]=
loopInd [j—Length|[prio [[i]]]] —sum;
K
F/:LoopTolndex [F, multi_]:=(loopIndF /.loopInd —>multi)+start ;

F/:LoopRange [F,i_ ,min_,max_|:=

Sequence@@LoopPriority [ prio,i,min,max];
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F/:Chooselndex [F, 1_]:=Module[{ind },
ind=DeleteCases [1,_7?(isMaster [F,#]&)];
If [Length[ind]==0,ind=1];
Return|ind [[ MinPriority [prio ,
(getIndex [F,#]|—start)&/@Qind |]]];
B
F/:checkMax [F, max_]:=VectorQ [max, (IntegerQ[#]&&NonNegative[#]) &]
&&(Length [max|==Length|[prio]);
F/:checkMin [F, min_]:=VectorQ [min, (IntegerQ[#]&&NonPositive[#])&]
&&(Length [ min|]==Length|[prio]);
l;

(% determine priority to loop owver indices *)
LoopPriority[prio_,li_ ,min_,max_]:=Module[{ret ,i,j,k,sum},
ret={};
k=1;
For[i=1,i<=Length[prio], i++,
If [Length[prio[[i]]]==1,
ret=Append [ret ,{1i [k] ,min[[1]] ,max[[i]]}];

ret=Append [ret ,{1i [k],0 ,max[[1i]]}];

sum=1i [k];
k++;
For[j=1,j<Length[prio [[i]]] ,j++,
ret=Append [ret ,{ 1i [k],0,sum }];
sum—=11i [k];
k++;
15
15
Return|ret |;

Ik

(% determine which index in an equation has the least priority, called by
Chooselndex )

MinPriority [prio_, list_]:=Module[{i,],k,],v,lsum,nsum},
I=list;
For[i=1,i<=Length[prio], i++,
Isum=Sum[1[[1, prio[[i,j]]]],{],Length[prio[[i]]]}];

For [k=2,k<=Length[1],
nsum=Sum([ 1 [[k, prio [[i,j]]]] .
{j ,Length[prio [[i]]]}];
‘Which [ lsum>nsum ,
1=Delete[1,k];
, Isum==nsum,
k++;
,Isum<nsum ,
1=Drop]|1 ,k—1];
Isum=nsum ;

B

};f[Length[l]::l,Return[findFirst [list ,1[[1]]]1];:];
1;
For[i=1,i<=Length[prio], i++,
If [Length[prio[[i]]]==1,Continue [];];
For[j=1,j<=Length[prio [[i]]] ,j++
v=prio [[i,]j]];
For [k=2,k<=Length[1],
Which [1[[k-1,v]]>1[[k,v]],
1=Delete|[l ,k];
A[[k=1,v]]==1[[k,v]],
k++;
A [k=1v]]<1[[k,v]],
1=Drop]|l ,k—1];
15
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]I;f[Length[1}::1,Return[findFirst [list ,1[[1]]11]:1;
l]lveturn[findFirst [list ,1[[1]]]];
15

SetAttributes[{checkOptions,SymbolQ},HoldFirst];
listAnd [{i__ }]:=And[i];
SymbolQ [ s_]:=MatchQ[Head [ Unevaluated [s ]| , Symbol] ;

checkOptions [F_,eql_ ,vars_,opts___] := Module|
{sym, prio, start ,dir ,master,error ,nsym, nprio },
error={False,0,0,0,0,0};
{sym, prio ,start ,dir ,master}=
({Symmetric, Priority ,Start , Directory, Masters}
/.{opts}/.Options[DefineRecurrence |);

If [!SymbolQ[F],
Message | DefineRecurrence :: invarg ,F,”is_not_a_symbol.” |;
Return|error |;

If [MemberQ[ Attributes[F],Protected]&&!RecurrenceQ [F],
Message | DefineRecurrence :: invarg ,F,”is_protected.”];
Return|error |;

B

If [!VectorQ[eql],
Message | DefineRecurrence :: invargl ,
”Equations_have_wrong_format.”];
Return|error |;

K

If [!VectorQ[vars ,SymbolQ],
Message | DefineRecurrence :: invargl , vars | ;
Return|error |;

I;

If [!MatchQ[dir ,Null],
If [!MatchQ[FileType[dir ], Directory],
Message [ DefineRecurrence :: invarg , dir ,
”does_not_exist.”];
Return|error |;

dir=ToFileName[dir , ToString[F]];
If [!MatchQ[FileType[dir],Directory],CreateDirectory[dir];];
I

If [start=Null, start=Array[0& ,Length|[vars|]];

If [(!VectorQ[start])||(Length[start]!=Length[vars]),
Message [ DefineRecurrence :: invarg ,” Start_—>" ,start |;
Return|error |;

I

If [master=—Null, master={};];

If [!checkMaster [master,vars],
Message | DefineRecurrence :: invarg ,” Masters_—>" ,master |;
Return|error |;

nsym=checkSym [sym, vars |;

If [nsym—Null,
Message [ DefineRecurrence :: invarg ,” Symmetric_—>" ,sym|;
Return|error |;

I;

nprio=checkPrio [prio, vars];

If [nprio=Null,
Message [ DefineRecurrence :: invarg ,” Priority, —>" ,prio|;
Return|error |;

B
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Unprotect[F];
ClearAll [F];
Return[{True,nsym, nprio ,start ,dir ,master }];

Ik

checkMaster [master_ , vars_]:=Module[{i},
If [!MatchQ[Head [ master|, List],Return|[False]];
For[i=1,i<=Length[master], i++,
If [(!VectorQ[master [[1]]])]]
(Length[master [[i]]]!=Length[vars]),
Return|False];

I;
I;
Return|[True];

Ik

checkSym [sym_, vars_]:=Module[{nsym, i, last },
If [sym==Null,Return [{}];];
If [!MatchQ[Head [sym] ,List]|,Return[Null];];
If [Length[sym]|==0,Return[{}];];
nsym=sym /. Array [ ( vars[[#]] —>#)& Length[vars |];

If [( Length[nsym]==2)&&(VectorQ [nsym , IntegerQ]) ,nsym={nsym };];

If [(Length[nsym [[1]]]!=2)]]| (! MatrixQ [nsym, IntegerQ]) ,
Return|[Null ];

15

nsym=Sort[Sort/Qnsym | ;

last =0;

For[i=1,i<=Length[nsym], i++,
If [nsym[[i,1]]<=last ,Return[Null];];
last=nsym [[i,2]];

I;

If [last >Length[vars|,Return[Null];];

Return[nsym|;

Ik

checkPrio [prio_ ,vars_]:=Module[{ nprio, clist ,i,j},
If [prio==Null,Return[Array[{#}&,Length[vars |]];];
If [!MatchQ[Head | prio],List] ,Return[Null];];
nprio=prio /. Array [( vars[[#]]—>#)& Length[vars]];
clist=Array|[False&,Length[vars|];

For|[i=1,i<=Length[nprio],i++,
If [IntegerQ [nprio [[i]]], nprio[[i]]={nprio[[i]]};];
If [(!VectorQ[nprio[[i]],(IntegerQ [#]
&&(O0<#<=Length[vars]))&])
|| (Length[nprio [[i]]]==0),
Return|[Null ];
I;

For[j=1,j<=Length[nprio [[i]]], j++,
If[clist [[nprio[[i,]j]]]] ,Return[Null];];
clist [[nprio [[i,j]]]]=True;

I
I;
If[!listAnd[clist],Return[Null];];

Return|[nprio |;

Ik

UndefineRecurrence [F]:=Module[{} ,
If [! RecurrenceQ[F],
Message[ UndefineRecurrence:: invarg0 |;
Return|[Null];
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K

Unprotect [F];
ClearAll [F];
Return|[Null];

15
Masters [F_]:=getIndex [F,#]&/QgetMasters [F];

SolveRecurrence [F_, min_, max_]:=Module|
{multi,range ,index},

If [! RecurrenceQ[F],
Message [ SolveRecurrence :: invargl ,F];
Return|[Null ];

K

If [!checkMax [F,max],
Message | SolveRecurrence :: invargl ,max];
Return|[Null |;

I

If[!checkMin[F,min],
Message [ SolveRecurrence :: invargl ,min|;
Return|[Null |;

I;

Unprotect [F];

range=LoopRange [F, multi , min,max];
Do|
index=LoopTolndex [F, multi|;

(* respect symmetries *)
If [! OrderedIndexQ [F,index],Continue []];

(* solve for indexr with least priority and add equation x)
AddEquations [F,index ];
,Evaluate[range |];

Protect [F];
Return[F]|;

15
SolveRecurrence [F_,max_]:=SolveRecurrence [F, Array[0& ,Length[max]] ,max];

changeDependencies [F_,indexNr_, ,new_]:=Module[{i,]j,p,rd,del},
del=getDependencies [F,indexNr |;
For[i=1,i<=Length[new] ,i++,
jmnew [[1]];
p=findFirst [del,j];
If [p==0,
setRevDep [F,j ,Append [ getRevDep [F,j],indexNr |];

)

I;
J;
For[i=1,i<=Length[del],i++,
j=del [[1]];
rd=getRevDep [F, ] |;
p=findFirst [rd,indexNr |;
If [p!=0,setRevDep [F,j,Delete[rd ,p]];];

del=Delete|[del ,p];

B

setDependencies [F, indexNr ,new | ;

1;

AddEquations [F_,index_]:=Module[{i ,k,] ,ind,eqs,eq,known,revdep},
eqs=ApplyEqgs [F, index |;
For[i=1,i<=Length[eqs],i++,
eg=eqs [[i]];
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eq=Collect [eq ,FF/@Indizes [F,eq] ,Together];
ind=Indizes [F,eq];
If [Length[ind]|==0,Continue [];];

(¥ choose index with least priority... x)
k=Chooselndex [F,ind ];

(* and solve for it x)
eq=—(eq/.F[k]—>0)/Coefficient [eq ,F[k]];
ind=DeleteCases [ind ,k];

eq=Collect [eq ,F/Qind , Together];

storeEquation [F,k,eq];
changeDependencies [F,k,ind ];

(x reverse dependencies and back substitution x)
revdep=getRevDep [F,k];
For[l=1,I<=Length[revdep]|, 14++,
k=revdep [[1]];
eq=F[k];
eq=Collect [eq,F/@Indizes [F,eq], Together];
storeEquation [F,k,eq];
ind=Indizes [F,eq];
changeDependencies [F,k,ind |;

E

End|[ (x 7 Private “7x)];

EndPackage| (x Recurrence ‘%) ];

G.2. Entwicklung von Ein-Schleifenintegralen

Das Paket LoopExp implementiert die asymptotische Entwicklung von Ein-Schleifen-
integralen fiir die in dieser Arbeit verwendeten Gitterableitungen. Es ist momentan
auf d = 2 Dimensionen und einen WILSON-Parameter r = 1 beschréinkt. Fiir andere
Werte von d oder r muss jedoch lediglich die Wahl der Masterintegrale angepasst
werden. Vor Benutzung dieses Paketes muss das Verzeichnis soft angelegt werden.

G.2.1. Befehle

LoopExpl[o, a, c, bl, f1l, el, fpl: oist die Ordnung in der Gitterkonstanten a,
bis zu der entwickelt werden soll. ¢ ist die numerische Konstante (ELG1]). £p gibt
das Symbol fiir die Feynman-Parameter an. bl und f1 sind Listen mit einem
Eintrag fiir jeden der Terme D? und D¢ in (EZZ). Die Eintrige von bl und
f1 haben die Form {Masse, {ImpulsX, ImpulsY},Exponent}. Die Eintrége von
el sind {{px,py},{qx,qy}} und entsprechen einem Term } DE(p;)DE(q;).
Einzelne Terme D¥(p;) sind prinzipiell moglich, dazu muss im Wesentlichen
die Parameteriibergabe anders gestaltet werden.

Das Ergebnis in Abhéngigkeit von den physikalischen Impulsen erhélt man,
indem man in der Entwicklung alle p durch %tan(é—p) ersetzt. Die FEYNMAN-
Parameter sind iiber das Intervall [0, 1] zu integrieren.
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HardStart [Zahl]: Initialisiere Rekursionsbeziehungen. Zahl ist der Startindex fiir
den Bosonenpropagator. Dieser muss angegeben werden, weil er negativ werden
kann.

SolveHard[b, f, i]: Lose Rekursionsbeziehungen fiir einen bestimmten Indexbe-
reich.

SaveHard[]: Speichere Rekursionsbeziehungen.

LoadHard[]: Lade Rekursionsbeziehungen.

Beispiel
Dieses Beispiel reproduziert ([E3).

(x Lade Paket x)
In[1]:= << LoopExp‘;

(x Lése Rekursionsbeziehungen )
In[2]:= HardStart[—1];
In[3]:= SolveHard[5, 2, 5];

(x Fihre Entwicklung durch x)
In[4]:= e=LoopExp[4,a,c,{{m,{0,0},1} ,{m,{p,0},1}}.{},{},fp];

(+ Ersetze p durch physikalischen Impuls %)
In[5]:= et=Series|[e/.p—>Tan[axp/2]/a, {a,0,4}];

(x Integriere iber Feynman—Parameter x)
In[6]:= eint=Collect [Normal[et], a,
FullSimplify |
Integrate [Apart[#], {fp[1l], 0, 1},
GenerateConditions —> False || &];

G.2.2. Quelltext: LoopExp.m

(s sk s sk otk st s s sk sk ok ok sk sk sk sk ok ok ok skl sk sk sk ok ok sk ok ok ok sk kR ok ok sk sk sk ok Kk ok ok ok ok koK ok sk sk sk koK sk ok ok ok ok koK ok ok sk ok ok
* LoopExp.m — expands one loop lattice integrals around a=0 *
s s sk sk ok sk ok ok ok ok ok SR SR SR SR SR SR SR SR ok ok ok Sk sk Sk Sk Sk Sk KKK KR SR K K K K K K 3 3 3 3 oK ok ok ok ok ok oK oK oK SR SR SRR SRR KK R KKK K K K K R ok ok ok ok ok k)

BeginPackage [ ”LoopExp ‘7 ] ;

(+ define public functions x)
LoopExp :: usage = ”LoopExp [o
o: order in_a,
a:_lattice_spacing,
nc:_name,  for,  numerical_constant ,
bl:_list_of_boson_propagators,
fl: list_of_fermion,  propagators,

,_a,._nc, _bl, fl, fe,_ fp]
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fe:  list_of_extra_fermion_propagators_in, the_denominator,
fp:_name_for Feynman_parameters”

HardStart :: usage = ”HardStart [bs]
Specify_boson_index_bs_from _where _to_start_solving_recurrence_relations.
Must_be,_called, before_SolveHard.”

SolveHard :: usage = ”SolveHard [br, _fr,_nr]
sove_recurrence_relations_over_index_range {br, fr, nr}”

SaveHard :: usage = ”"SaveHard[]_:_save_solutions for_recurrence_relations”
LoadHard :: usage = ”"LoadHard []_:_load_solutions_for_recurrence_relations”

(*+ recurrence relations and regulator are public x)
F.

\7[Delta 13

Begin[” ‘Private ‘7 ];
Needs [”Recurrence ‘7 |;

(* some small functions x)
listAnd [{i__}]:=And[i];
sq[x-]:=x.x;

PlusToList [x_]:=If [MatchQ[Head[x ], Plus] ,List@@x ,{x }];

(* #x
x solve kontinuum Feynman integrals wusing Feynman parameters

*)

(* main function , integrates a single summand *)
fint [m_,p_,e_,v_,fp_] := Module|
{ret ,i,esum,numer,denom,param,exp,np,x,dim,cl,v2,j,dir},

np=Length[m];
dim=Length[p [[1]]];
esum=Sum/[e[[i]],{i,np}];

x=Array [ dir [#]&,dim];

param=Array [ {p [#]&,np];

param [ [ np]]=1-Sum[ fp [i],{1,np—1}];

denom =0;

numer=1;

For[i=1l,i<=np,i++,
denom-t=param [ [ 1]]+ (sq [xtp [[1]]]+m[[i]]°2);
numers=param [[1]] " (e[[1]] —1);

I

cl=(Coefficient [denom,#,1]&/@x) /2;
denom=Expand [denom—sq [x+cl]];

If [denom==0,Return[0];];

ret=PlusToList [Expand [Product [(x[[i]]—cl[[1]]) v [[i]],{i,dim}]]];
For[j=1,j<=Length[ret],j++,
v2=Exponent|ret [[j]],x];
exp=esum—Sum|[v2[[i]],{i,dim}]+dim)/2;
If [!listAnd [EvenQ/@v2] ,
ret [[§1]=0;
Continue [];
I;
ret [[j]]=Together[ret [[j]]/Product[x[[i]] " v2[[i]],{i,dim}]]
*FunctionExpand [Gamma[ exp |
/Product [Gamma[e [[1]]] ,{i, np}]
*Product [Gamma|(1+v2 [[i]])/2],{1i,dim }]]

xnumer /denom " exp ;
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I;

Return|[Plus@Q@ret | ;
15

(+ rules to split sums of integrals x)

fint /: fint [m_,p_,el_,v_]"(e2_):=fint [m,p,el*xe2,vxe2];

fint /:fint [{ml__} ,{pl__},{el__},vli_]xfint[{m2__},{p2__},{e2__},v2_]:=
fint [{ml,m2},{pl,p2},{el,e2},vi+v2];

intv /:intv[v_]"e_:=intv [vxe];

intv/:intv [vl_]*fint [m_,p_,e_,v2_]:=fint [m,p,e,vi+v2];

unit [i_ ,dim_]:=Module[{ ] } ,Table[Which|[i=—j ,1,True,0],{j,dim }]];

(*+ integrate sums of Feynman intregrals using fint *)
fIntegrate [int_ ,prop_,x_,dim_, fp_]:=(int
/.prop [m_,p_]:>fint [{m},{p},{—1},Array[0& ,dim]]
/. (x[[#]]—>intv [unit[#,dim]]&/@QRange[dim])
/. fint [opt__]:>fint [opt ,fp]);

EEE:
* Functions to solve, save and restore recurrence relations

*)

(+ Wilson parameter x)
r=1;
(% dimension x*)
dim=2;

(+ regulator x*)
reg=\[Delta];

HardStart [ bs_]:=Module[{al,a2,b,{ masters,recEq},
recEq={ b[—1]+al[l]+a2[1] -2,
f[—1]4al[1]+a2[1] —2+(al[1] —1) 2+ (a2[1] —1)"2
—r°2x(al[l]+a2[1] —2)"2,
(f[—1]4+al[1l]*(al[l]—-1)+a2[1]*(a2[1]—1))*b[2]—1r"2,

1+2fxal [1]#(al[1]—1)=f[1]#(2%al[l]—1—2xr " 2%(al[1]+a2[1] —2))
+2xal*(al[l] —1)4+2x(btreg)*al[1]*(al[l]—1)xb[1],

142f%a2 [1]# (a2[1] — 1)« f[1]# (2% a2[1] —1—2%1r 2% (al[1]+a2[1] —2))
+2xa2x(a2[1] —1)4+2x(btreg)*a2[1]*(a2[1] —1)xb[1]};

masters:{{—1,0,1,1}7{07071,1},{ _1717171}7{_1717172}};
DefineRecurrence [F,recEq,{b,f,al,a2},Priority —>{{1},{3,4},{2}},
Symmetric—>{{3,4}}, Masters—>masters ,
Start —>{bs,0,0,0} ,Directory—>"."|;
15

SolveHard [b_,f_,a_]:=SolveRecurrence [F,{b,a,f}];

SaveHard []:= SaveRecurrence [F,”./F/F.m" |;
LoadHard []: = LoadRecurrence [F,”./F/F.m” |;
EEE
* functions to save soft part on HD
*)
sname="soft”;
mySave [f_ ,e_]:=Put[e,Evaluate[f]];
myLoad[ f_]:=Get[Evaluate[f]];
mySuffix=".m”;
fileName[s_]:=ToFileName[{”.” ,sname},StringJoin[s, mySuffix |];
saveFile [s_, ex_]:=mySave[fileName[s],ex];
loadFile [s_]:=myLoad[fileName|[s]];
maxFilesPerDir =500;
fileName[s_ ,n_]:=ToFileName[{”.” ,sname, StringJoin|s,

ToString[Floor [n/maxFilesPerDir |* maxFilesPerDir ]},
StringJoin[s, ToString[n], mySuffix |];
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saveFile [s_,n_, ex_]:=Module[{dname, fname},
fname=fileName[s,n];
dname=DirectoryName [fname];
If [!MatchQ[FileType[dname] ,Directory],
CreateDirectory[dname | ;
I;

mySave [ fname , ex];

loadFile [s_,n_]:=myLoad|[fileName[s,n]];

(%%
* own implementation of Series[], saves resources
*)
softSeries [exp_,reg_,a_,amax_|:=Module[{],i},
1=PlusToList [Expand[exp |];
For[i=1,i<=Length[1],i++,
1[[i]]=Cancel[reg*]1[[i]]/.reg—>0]/reg
+Cancel [D[regx1[[i]],reg]/.reg—>0];
15
1=CoefficientList [Plus@Q@l, a];
l1=Together [Take[]l ,Min[amax+1,Length[1]]]];
For[i=Length[1],i>=1,i——,
If [!MatchQ[1[[i]],0],Break|[];];
1=Delete[1,i];
15
Return|[1];

Ik

(%%
* main function , erxpands soft and hard part
*)
LoopExp [o-,a_,nc_,bl_,fl_  fe_,fp_] := Module|
{coeff ,nb,nf,x,p,ma,soft ,hard ,h,i,j,bprop,pos,coList ,dexp,
pl,p2,minpot ,H, shift ,numfp,div ,masters, nil ,DF,DB,sum,
k,zeros ,lsum,intc ,hardtime ,softtime ,simptime},

(* number of boson propagators x)
ub=Sum[b1[[},3]] ,{ ], Length|bl]}]}

(* number of fermion propagators )

ni=Sum| f1[[j 3] ,{j,Length[fl]}];

(* number of ’extra’ fermion propagators in denominator x*)
ne=Length| fe |;

(*+ leading order of hard part is a shift x)

shift =2%(nb+nf—ne)—dim;

(x total leading order is a"minpot )

minpot=Min[0, shift |;

(+ prepare some wvariables x)
x=Array [Unique[|& ,dim | ;
coeff=Array[0& ,0o—minpot+1];
saveFile [7coeff”  coeff];
nil=Array[0&,dim];
pi=1;
setP [p_]:=axp;
If [o<minpot ,Return|SeriesData[a,0,{},minpot,minpot ,1]];];
(*+ determine propagator for the regulator x)
pos=Select [Join[bl, f1],#[[3]] >0&,1];
If [Length|[pos]==0,
p=nil;

ma=0;

p=setP [pos [[1 ,2]]];
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) ma=as*pos [[1,1]]/2;

(% *%
* prepare soft and hard
(:)introduce regulator and measure *)
soft=Product[1/(1+h*x[[j]]"2),{j,dim}]=*

(heSum [(p [[j]]+x[[j]])"2/((1+h*x[[j]]"2)(1+h*p[[j]]"2))

=P [[ill+=[[i]])"2,{j,dim}]

+bprop [ma,p]) " (—reg);

hard=H[Join[{0,0},Array[1&,dim]]] *DB[ma,p,h] (—reg);

(+ boson propagators x)
For[i=1,i<=Length[bl],i++,
p=setP [bl[[i,2]]];
ma=axbl [[1,1]]/2;
If[bl[[i,3]]>0,
soft*=(h+Sum[(p [[j]]+x[[j]]) "2
/((I+hsx [[j]]"2)*«(1+h+p[[j]]"2))
=e[[iN+=[[il])"2,{j,dim}]
+bprop [ma,p])" (bl [[i,3]]);

softx=Sum[(p[[j]]+x[[j]])"2
/((A4+hsx [[j]]"2)*(1+hxp|
7{.] 7d1m}]+maA2)A(_bl [[1 )

[i]172))
) 311)
hard+=DB[ma,p,h]" (= bl [[i,3]]);

B

(*+ fermion propagators )
For[i=1,i<=Length[ 1], i++,
p=setP [ f1[[i,2]]];
ma=ax* fl [[i,1]]/2;
If[f1[[i,3]] >0,
soft*=(h+Sum[((x[[j]]+p[[]i]]
—hxx [[j]]"2*p [[j]]=x[[j]]*hxp[[j]]"2)
J((rhex (13117 2) (1t hep [15]]1°2))) "2
“[L+x[[I1)"2 ,{j,dim}]
+(matrxh+«Sum[(p [[j]]+x[[j]]) "2
/((1+h*x[[j]]"2)(1+h*p[[j]]"2)),{j,dim}])" 2
+bprop [ma,p]-ma~2)"(—fl1[[i,3]]);

soft«=(h+Sum[((x[[j]]+p[[]]]
—hax [[J]]"2+p[[J]]=x[[Jj]]*h*p[[j]]"2)
[((A+hex [[§]]72)«(1+hxp [[j]]72))) "2,
{i,dim}]
+(matrxh+Sum[(p [[j]]+x[[j]]) "2
J((A+hex [[§]]72)(A+hxp [[]]72)) ,{],dim}])"2
| ) (=1 [[1,3]]);

| hard+=DF[ma,p,h] (= fl [[i,3]]);

(* ’extra’ fermion propagators x)
For[i=1,i<=ne, i++,

pl=setP [fe [ 1115

fe 1115

[
p2=setP [fe [
soft+=Sum[(x [[j]]+pL[[]]]
—hax [[j]]"2xpl [[j]]—x[[j]]*«hxpl[[j]]"2)
/((A+hsx [[j]]"2)*(1+hxpl [[]j]]"2))
*(x[[il]+p2[[Jj]]
—hsx [[j]]"2xp2 [[j]]—x[[j]]«h*p2[[j]]"2)
/((A+hsx [[j]]"2)*(1+hxp2[[j]]"2)),
{j,dim}];
hard+=Sum[(x [[j]]+h*pl [[]]]

2
i
i

)1
,2
[[]
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74

1;

EEE:

—x [[J]]"2xhspl [[j]]—x[[j]]*h 2«p1[[j]]"2)

/(4= [[§]172)*(1+h"2p1 [[j]]"2))
#(x[[]]+h=p2[[]j]]

—x[[J1]"2+hxp2 [[j]] —x[[J]]*h"2%p2[[j]]"2)

/(4 [[§]]72)*(1+h"2«p2 [[j]]"2)),
{i,dim}];

* expand soft in h until no new terms of order o in a emerge

*)

softtime=Timing|
Print [”Expanding,_soft_part...”];

intc=1;

For[i=1,True, i++,
saveFile [”soft”,soft ];

sum=soft
soft =.;

/.h—>0;

sum=PlusToList [Expand [sum]];
lsum=Length [sum];
For[j=1,j<=lsum, j++,

I5
sum=.;
zeros =0;
For[j=1,

I;
(% Print [
coList =.

saveFile [”soft” ,j,sum[[j]]];

j<=lsum , j++,
coList=loadFile [”soft”,j];
coList=fIntegrate [coList , bprop,x,dim, fp |;
(x saveFile [”int”,intc, coList];
intc++;%)
coList=softSeries [coList*a"(shift —minpot),
reg,a,o—minpot |;

If [Length[coList]==0,

zeros-++;

Continue [];

coeff=loadFile [”coeff”];
For [k=1,k<=Length[coList |, k++,
coeff [[k]]=Collect|[coList [[k]]+ coeff [[k]],
reg , Together]|;

saveFile [”coeff”  coeff];
Clear [ coeff];

intc —1];%)

)

If [zeros=—lsum ,Break[];];

soft=loa
soft=DJs
B
soft =.;
coList=.;

dFile [7soft”];
oft ,h]/1i;

(* Laurent expansion in the regulator x)
coeff=loadFile [”coeff”];
For [ i=Max[0, shift]+1,i<=Length[coeff], i++,
dexp=Exponent | coeff [[i]],reg ,Min];
If [dexp>=0,Continue [];];
div=Together [ Coefficient [coeff [[i]],reg,dexp]];
numfp=Max[ Cases [div ,fp[_],\[Infinity ]]
/.fp—>Identity|;
If [numfp<=0,Continue [];];
coeff [[i]]—=div*reg dexp;
For|[j=1,j<=numfp, j++,
div=Integrate [div ,{fp[j],0,1}];
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coeff [[i]]=Collect|[coeff [[i]]+divsreg dexp,reg, Together];

B
IRIENRE

Print[”___.”,softtime];
(% *%

* expand hard

*)

hardtime=Timing|
Print [ ”Expanding,_hard_part...”];
If [o<shift ,Goto[exit |;];

Derivative[0,nil ,1][DB][m_,p_,h_]:=
D[Sum[(h*p [[j]]+x[[j]])"2/((1+x[[j]]"2)(1+h"2«p[[]]]"2)),
{j,dim}]+h"2+*m"2 ,h];
Derivative[0,nil ,1][DF][m_,p_,h_]:=
D[Sum[((x[[j]]+h=p[[j]]
—x [[J]]"2+hxp [[j]]=x[[j]]*h"2xp[[j]]"2)
/((A4+x[[j1172)«(1+h"2xp[[j]]"2)))"2,{],dim}]
+(h*mtDB[0 ,p,h]) "2 ,h];

DB[—7—70}:H[‘]0in[{7170}7nil ]]a
DF[—7—70}:H[‘]0in[{0771}7nil ]]a
H/:H[i_-] e_:=H[ixe];
H/:H[il_]«H[i2_]:=H[il14i2];

For[i=0,i<=o—shift ,i++,
If[i!=0,hard=D[hard ,h]/i;];
coList=Expand[hard /.h—>0];
coList=coList /.(x[[#]] e-:>(H[Join[{0,0}, —unit[#,dim]]] —-1)
"Quotient|e,2]xx[[#]] Mod[e,2]&
/@ Range[dim])
[ (#—>0% /@ x);
coList=Expand[a”(shift —minpot)*coList ];
coList=Series[coList,{a,0,0o—minpot }];
coList=CoefficientList [coList ,a]
JH[{b, 1 }:>H[{breg,{}];
For[j=1,j<=Length[coList], j++,
coett [[j]]+=coList [[}]];
I

15
hard=.;
coList=.;

(*+ identify integrals that must be reduced to master integrals *)
masters=Masters [F];
hInd=Transpose|[Join[Flatten[Indizes [H, coeff]|,1],masters]];
Print[”___.Index _Range:_ ",
{Min[hInd [[1]]] ,Min[hInd [[2]]] ,Min[hInd [[3]]+ hInd [[4]]]},
77ut0|_,77,
{Mx[ hind [[1]]] ,Max[hTnd [[2]]] ,Max[hTnd [[3]]+ hind [[4]]]}];

coeff=coeff /. H>F; (x use recurrece relations x*)

(*+ expand master integrals in regulator x)

dexp=Min|[Exponent [ coeff ,reg ,Min]];

coeff=coeff /. Array|
(F[masters|[#]]] - >Sum[M[#, ]+ reg " ,{j ,0, —dexp }] )&,
Length[masters|];

(*+ substitute known master integrals und relations between them =)
M[1,0]=\[Pi]"2;

M[2,0]=\[Pi]"2;

M[1,1]=2x\[Pi] =\ [Pi]"24+M[2 ,1];

M[2,2]=\[Pi]"2+6%\[Pi]*(Log[2] —1)+M[1,2]+M[1,1];
M[3,0]=4x\[Pi]"2/(3xSqrt[3]);
M[4,0]=(—18+(—27+32%Sqrt [3])*\ [Pi] )=\ [Pi]/54;
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M[2,1]=nc+8/3+M[3,1] —2+M[4 ,1];

(+ try to eliminate regulator (the regulator MUST cancel everywhere) x)
coeff=Normal[ Series[coeff ,{reg,0,0}]];

Label [ exit |;
J[[1]];

Print[” ” Jhardtime ] ;

[T

EEE:

* finally: simplify

*)

simptime=Timing|

Print [”Simplify ... 7 ];

(x TODO: p —> Tan[p*a/2]/a and ezpand *)

coeff=SeriesDataa,0,
Simplify [coeff /2" shift , Assumptions—>{a>0}],
minpot ,o+1,1];

1(1]];

Print[” ”  simptime | ;

[T

Return|coeff ];

Ik

End|[ (x 7 Private “7x)];
EndPackage| (x LatRec ‘%) ];
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