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, Our claim here is that, contrary to
widespread beliefs, SUSY and the
lattice can happily coexist. [...] The
simple idea behind our proposal is
that, rather than try to have some
version of SUSY on the lattice, one
should let the lattice spoil SUSY if it
so wishes. Our requirement is that
SUSY, like chiral symmetry, should
only be recovered in the continuum

limat.“

— Curct & VENEZIANO [1]
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1. Einleitung

Auf kleinen Skalen bietet die Quantentheorie eine dufterst erfolgreiche Beschreibung der Natur. Im Rah-
men der Quantenmechanik sind die fundamentalen Teilchen wie das Elektron und deren Wechselwirkun-
gen, z. B. das Photon, punktformige Objekte [2—4|. Durch das Konzept der Quantenfeldtheorie werden
die Elementarteilchen als lokale Feldanregungen und deren Wechselwirkungen beschrieben |5, 6]. Die
drei fundamentale Theorien der elektromagnetischen, starken und schwachen Wechselwirkung sind im
Standardmodell der Teilchenphysik zusammengefasst. Dieses enthélt sowohl die Bausteine der Materie
als auch die Wechselwirkungsteilchen. Alle Materieteilchen, zu denen die Quarks und Leptonen geho-
ren, sind fermionisch und unterliegen somit dem PAULI-Prinzip. Demgegeniiber sind alle Wechselwir-
kungsteilchen, wie das Photon und das Gluon, bosonisch. Mit dem Standardmodell ist eine etablierte
SU(3) x SU(2) x U(1) Eichtheorie zur Erkléarung mikroskopischer Prozesse entstanden, die im Be-
reich niedriger, irdischer Energieskalen < O(10 TeV) exzellente Voraussagen liefert. Lediglich die vierte
heutzutage bekannte Wechselwirkung, die durch EINSTEINs allgemeine Relativitétstheorie beschriebe-
ne Gravitation, bleibt trotz intensiver Suche nach einer ,,theory of everything* separiert. Auch aufgrund
der 19 freien Parameter im Standardmodell, die nur durch experimentelle Messung bekannt sind, wird

eine fundamentalere Theorie erwartet.

Supersymmetrie (Susy) ist der beliebteste Kandidat fiir eine Ergédnzung des Standardmodells und
wird bspw. auch in der Supergravitation und Stringtheorie bendtigt. Durch die Supersymmetrie wer-
den Materie und Wechselwirkung vereinigt. So erhélt jedes Teilchen einen Superpartner, der die-
selben Eigenschaften hat, mit Ausnahme, dass sich sein Spin um % unterscheidet. Dadurch hat je-
des Fermion einen bosonischen Superpartner und umgekehrt. Durch diese Erweiterung kénnen einige
Schwachstellen des Standardmodells beseitigt oder abgeschwécht werden. Eine davon ist das sogenann-
te Hierarchie-Problem und betrifft die Masse des HiGGS-Bosons. Seine quadrierte nackte Masse diver-
giert mit der PLANCK-Masse zum Quadrat und dennoch ist die Masse des renormierten HIGGS-Bosons
mu ~ 125 GeV deutlich leichter als die PLANCK-Masse mp ~ 1,2 - 10! GeV. Aus diesem Grund muss
der Koeffizient vor der Divergenz auf viele Dezimalstellen feingetunt sein. Mit Hilfe der Supersymmetrie
ware dies nicht erforderlich, weil bosonische und fermionische Quantenkorrekturen mit umgekehrten

Vorzeichen auftreten und sich in allen Ordnungen aufheben.

Durch die Supersymmetrie entsteht die Moglichkeit einer Vereinheitlichung der Eichsymmetrien (engl.
grand unified theory, GUT) bei grofien Energien, die durch ein modifiziertes Laufen der Kopplungskon-
stanten zustande kdme. Fordern wir R-Paritét (entspricht klassisch der U(1)a Symmetrie), so miissen
an allen Prozessen eine gerade Anzahl von Susy-Teilchen beteiligt sein, mit der Konsequenz, dass Susy-
Teilchen nicht einfach zerfallen konnen. Folglich existiert ein leichtestes Susy-Teilchen (engl. lightest

supersymmetric particle, LSP), das einen Kandidaten fiir die Dunkle Materie darstellt.

Mit grofien Bestrebungen wird seit einiger Zeit nach direkten oder indirekten Signaturen der Super-
symmetrie gesucht, z. B. am large hadron collider (LHC) am CERN. Obwohl die Auswirkungen bei
Energieskalen auftreten, die mit heutigen Beschleunigerexperimenten getestet werden koénnen, fehlen
bisher eindeutige Resultate zugunsten der Supersymmetrie [7]. Aufgrund fehlender experimenteller
Signale von Superpartnern bekannter Standardmodell-Teilchen, muss die Supersymmetrie — wenn sie

existiert — bei niedrigen Energien spontan gebrochen sein, um die reale Welt zu beschreiben.



Die einfachste Erweiterung des Standardmodells ist das sogenannte minimale supersymmetrische Stan-
dardmodell (MSSM). Darin spielen supersymmetrische YANG-MILLs-Theorien (SYM) eine wichtige
Rolle. In der phdnomenologisch relevanten Erweiterung tritt nur eine Superladung auf [8]. Davon mo-
tiviert betrachten wir in dieser Arbeit die vierdimensionale N'=1 SYM-Theorie mit der Eichgruppe
SU(3). Diese Theorie ist das Pendant zum reinen Eichsektor der Quantenchromodynamik (QCD) und
beschreibt die Wechselwirkung der Gluonen mit ihren Superpartnern, den Gluinos. Wie die QCD zeigt
die N'=1 SYM bei hohen Energien asymptotische Freiheit und bei niedrigen Energien Confinement.
Dadurch treten im Spektrum nur farblose Zustdnde wie Mesonen, Gluebille und Gluino-Gluebille,
die eine Mischung aus bosonischen und fermionischen Freiheitsgraden sind, auf. Zur Untersuchung
der gebundenen Zusténde und des Confinements werden nicht-perturbative Methoden benétigt. Mit
den, in der QCD etablierten, Monte-Carlo-Simulationen auf diskreten Raumzeitgittern [9, 10| konnen
die postulierten Multipletts von VENEZIANO und YANKIELOWICZ sowie FARRAR, GABADADZE und
SCHWETZ iiberpriift werden [11, 12]. Mit Hilfe der entarteten Multipletts kann im Umkehrschluss die

Supersymmetrie im Kontinuumslimes der Gittersimulation getestet werden.

Wenn in einigen Jahren die Grundlagen der SYM-Theorie sowie der Supersymmetriebrechung gut
verstanden und numerisch im Griff sind, erhoffen wir uns von den Gittersimulationen eine dhnliche
Vorhersagekraft wie in der QCD. Um zur Super-QCD zu gelangen, wird die N'=1 SYM-Theorie an
ein N =1 WESs-ZUMINO-Modell gekoppelt, das Materie in Form von Fermionen in der fundamenta-
len Darstellung hinzufiigt [13]. Das MSSM ist eine effektive Niedrigenergie-Theorie, in der rund 100
verschiedene Terme auftreten kénnen, die die Susy schwach brechen. Um die Experimentatoren in die

richtigen Richtungen des Parameterraums zu fithren, wiaren Gitterrechnungen ein guter Wegweiser.

In dieser Arbeit wird die Methode nach CURCI und VENEZIANO verwendet, bei der die Supersymmetrie
auf dem Gitter unter Verwendung von WILSON-Fermionen explizit gebrochen wird [1]. Bei diesem
Ansatz muss durch Feintuning der Punkt gefunden werden, an dem die renormierte Gluinomasse
myg verschwindet und sowohl die Supersymmetrie als auch die chirale Symmetrie wiederhergestellt

werden.

Die vorliegende Arbeit besteht aus drei Teilen und ist folgendermafen gegliedert. Im ersten Teil werden
die physikalischen Grundlagen dargestellt, beginnend mit Eichtheorien im Kontinuum. Im Anschluss
wenden wir uns der Supersymmetrie zu und stellen nach einer allgemeinen Einfithrung die N'=1 SYM-
Theorie inklusive ihrem Teilchenspektrum vor. Der zweite Teil behandelt die numerische Methodik
und beginnt mit einer Einfiihrung der Gitter-Grundlagen. Danach werden die Monte-Carlo-Methoden
und die erforderlichen Gitterwirkungen vorgestellt. Im Folgenden behandeln wir die Herausforderun-
gen, die durch Kombination der Supersymmetrie und Gittereichtheorie entstehen. Anschliefend kom-
men Kapitel zum konjugierten Gradientenverfahren, zur Prakonditionierung und zu den Observablen
mit Schwerpunkt Massenspektroskopie. Im weiteren Verlauf stellen wir das Feintuning zum chiralen
Grenzwert und zum Kontinuumslimes vor. In Teil drei werden unsere Simulationsergebnisse und de-
ren Auswertung prasentiert. Dazu gehort das Spektrum des DIRAC-Operators und die Festlegung des
Hopping-Parameters fiir verschiedene Kopplungen 3. Auferdem présentieren wir die Messungen der
adjungierten Mesonen, der Gluebille und der Gluino-Gluebélle. Dariiber hinaus schétzen wir die phy-
sikalische Gittergrofe ab und untersuchen die Effekte endlicher Temperatur. Zum Schluss werden die

Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und ein Ausblick auf zukiinftige Vorhaben gegeben.



2. Physikalische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die physikalischen Grundlagen vorgestellt. Zu Beginn betrachten wir in
Kap. 2.1 Eichtheorien im Kontinuum, bevor wir in Kap. 2.2 eine Einfiithrung in die Supersymmetrie
geben. Danach prisentieren wir die N' = 1 Super-YANG-MILLS-Theorie, die im Mittelpunkt dieser
Arbeit steht. In der Darstellung der Eichtheorie-Grundlagen folgen wir [14] und bei der Supersymmetrie

sind [15-17] die priméren Quellen. Daneben sind Einfliisse aus den Referenzen [18, 19] enthalten.

2.1. Eichtheorien im Kontinuum

Im Folgenden werden einige Aspekte von Eichtheorien vorgestellt, die fiir die Behandlung der SYM-
Theorie hilfreich sind. Zum Zweck einer iibersichtlichen Darstellung betrachten wir zunéchst ein kom-
plexes n-dimensionales Skalarfeld ¢(xz) € C™ in d Dimensionen, das unter globalen Eichtransformatio-

nen € U(n) wie folgt transformiert

p(z) = Qo(x). (2.1)
Damit die Wirkung
S = / A%z (9,070 ¢ — m?¢T¢) (2.2)

auch unter lokalen Eichtransformationen invariant ist, wird das Skalarfeld an ein (liealgebrawertiges)
Eichfeld A, = AjT, mit den Generatoren T;, der Symmetriegruppe gekoppelt. Zugleich muss in der
Wirkung die gewdhnliche Ableitung 0,, durch die kovariante Ableitung D, (A) = 0, — igA, ersetzt
werden. Mit Hilfe der kovarianten Ableitung definieren wir den antisymmetrischen Feldstarketensor
1 :
Fu(A) = E[DH(A)a Dy(A)] = 0u Ay = 0 Ay —ig Ay, Au], (2.3)

der ebenfalls in der LiE-Algebra liegt. Somit erhalten wir die lokalen Eichtransformationen

o(z) — Qz)d(z),
Dyu(A) = Q(z) Dy (A)U )",
i (2.4)
A, — Q(x)AMQ(a:)*l — 5(8MQ(QU))Q(9U)71 ,
Fu(A) — Q(a:)FN,,(A)Q(.r)_1 .

Mit Hilfe der Spur konnen wir den eichinvarianten YANG-MILLs-Term tr(F),, F*") formulieren. Durch
die Ersetzungen z0 — iz?, 0y — —idy, Ag — —iAg gelangen wir zu einer Euklidischen Theorie, die wir

spater zur numerischen Beschreibung benotigen.

Um den Paralleltransporter einzufiihren betrachten wir ein kovariant konstantes Skalarfeld ¢, D,, ¢ = 0.
Die Losung dieser Gleichung entlang des Weges C,, von x nach y ergibt den Paralleltransporter. Dazu

betrachten wir den Weg z(s) mit (0) =z, z(1)=y und s €0, 1]. Die Ableitung liangs dieses Weges ist

0= Dy = (dﬁ;ﬁ” ~ig4, (x<s>)¢<x<s>)> = S g a(9) o 019).



Interpretieren wir diese Gleichung als SCHRODINGER-Gleichung

920 _ r(s)(s) (25)

mit Zeitparameter s und HAMILTON-Operator

dx*

H(s) = —gAu(s) (2.6)

dann erhalten wir in Analogie zur Quantenmechanik die Losung ¢(y) = U(Cyz, A)¢(x) mit dem pfad-

geordneten Gruppenelement

U(Cyz, A) = ped Jo ds Ao () ; (2.7)
das unter lokalen Eichtransformationen gemafs
U(Cyz, A) = QUy)U (Cyzr, A)Q ()~ (2.8)

transformiert und als Paralleltransporter bezeichnet wird. Mit ¢1(y) U(Cy., A) ¢(x) haben wir eine wei-
tere eichinvariante Grofe, die jedoch wegabhéngig ist. Ein geschlossener Weg C,, wird in diesem Zu-
sammenhang als WILSON-Schleife bezeichnet und tr(U(Cya, A)) ist ebenfalls eichinvariant. In Kap. 3.3

werden wir bei der Formulierung der Gitterwirkung diese eichinvarianten Gréften bendtigen.

2.2. Supersymmetrie

Eine klassische Symmetrie ist dadurch charakterisiert, dass sie die Wirkung invariant lasst. Folglich
ist auf der Ebene der LAGRANGE-Dichte maximal eine Divergenz 6L = 0,V* erlaubt. Nach dem

NOETHER-Theorem gehort zu jeder kontinuierlichen Symmetrie ein erhaltener NOETHER-Strom

5L
JHh =
(0u)

S¢—VH, 9" =0. (2.9)

Durch Integration seiner Zeitkomponente iiber die rdumlichen Koordinaten erhalten wir daraus die
NOETHER-Ladung

_ d—1,. 70 @_
Q—/d w0 =0 (2.10)

Wir beginnen mit den Raumzeit-Symmetrien und betrachten dazu die POINCARE-Gruppe, die auch

inhomogene LORENTZ-Gruppe genannt wird. Mit dieser Gruppe

iw={o

a€RY A eLRY, ATyA = 77} (2.11)

werden die linearen POINCARE-Transformationen x# — A", x¥ + a* beschrieben. Dabei bezeichnet
A ein Element der LORENTZ-Gruppe und 7 steht fiir die Metrik mit der Signatur (4,—,...,—).
Die POINCARE-Gruppe ist ein semidirektes Produkt zwischen den Raumzeittranslationen und den

LoreENTZ-Transformationen. Sie wird durch die antisymmetrischen Generatorenl!! M,, = —M,, und

[1]M7;_j beschreibt infinitesimale Rotationen und Mj; infinitesimale Boosts.



den Impulsen P, erzeugt:
(1,a) = €@ Pu (A, 0) = e Mav (2.12)

Jeder Generator M, ist eine antisymmetrische Matrix, die durch

(Muvlpo = = [Mulop = —1(Mpptve — NwpNpe) (2.13)
definiert ist. Die POINCARE-Algebra, die spéater zur Super-LiE-Algebra erweitert wird, lautet damit

[PIM PV] =0,
(M, Mpo] = i (npupMyo + NueMup — MueMup — MpMyuo) , (2.14)
[Mum Pp] = i(nuppu - anPM) :

Nun wenden wir uns der Supersymmetrie zu, die fermionische Materieteilchen und bosonische Kraft-
teilchen miteinander vereinigt. Eine Supersymmetrietransformation transformiert ein Fermion in ein
Boson und umgekehrt, d. h. sie &ndert den Spin der Teilchen. Sowohl der Ausgangs- als auch der End-
zustand gehoren zum selben Multiplett. In Multipletts werden die Teilchen zusammengefasst, die bei
ungebrochener Supersymmetrie dieselbe Masse besitzen. Jedes Multiplett enthilt mindestens ein Bo-
son und ein Fermion, deren Spins sich um % unterscheiden. Teilchen und Superpartner tragen dieselbe
elektrische Ladung, Farbladung, Hyperladung und denselben schwachen Isospin. Aufferdem muss in
jeder supersymmetrischen Theorie die Anzahl der bosonischen Freiheitsgrade mit den fermionischen

ibereinstimmen.

Das COLEMAN-MANDULA-Theorem verbietet in mehr als zwei Dimensionen Raumzeitsymmetrien mit
internen Symmetrien nicht-trivial zu kombinieren: Die allgemeinste Symmetriegruppe der Streuma-
trix ist ein direktes Produkt der POINCARE-Gruppe und einer internen Symmetriegruppe [20]. Mit
Hilfe fermionischer Generatoren und unter Verwendung des Antikommutators kénnen wir das Theo-
rem jedoch umgehen [8, 21]. Der infinitesimale Parameter e der Supersymmetrietransformation o, ist
grassmannwertig und tragt die Massendimension f%. In ) = €Q steckt die majoranawertige Superla-
dung O mit den Komponenten Q,, a=1,... ,204/2]  Ein MAJORANA-Spinor ist dadurch ausgezeich-
net, dass er unter Ladungskonjugation invariant ist. Modelle mit erweiterter Supersymmetrie enthal-
ten mehrere Superladungen Q°, i = 1,...,N. Wir beschriinken uns in dieser Arbeit auf die N'=1
Super-YANG-MILLS-Theorie mit einer einzigen Superladung. Die Super-Algebra ist eine Zs-graduierte

Lie-Algebra mit bosonische Operatoren B und fermionischen Operatoren F' mit den Eigenschaften
[Bi, Bj] ~ By, [Bi, Fj] ~ Fy, {F;,Fj}~ By. (2.15)

Genauer ausgedriickt ist sie die Erweiterung der POINCARE-Algebra und durch Gl. (2.14) sowie

[Py, Qo] =0, (2.16)
[M/u/, Qa] — (E,uz/Q)aa (217)
{Qa, 0%y =2(v"), PP, (2.18)

gegeben. In App. A gehen wir naher auf die DIRAC-Matrizen v# ein. Wie Gl. (2.17) zeigt, transformieren



die Superladungen unter LORENTZ-Transformationen wie Spin—%—Teilchen[Q]. Das Produkt zweier Spi-

noroperatoren muss wie ein Vektoroperator transformieren und der einzige vom COLEMAN-MANDULA-
Theorem erlaubte Vektoroperator ist P,. Auf der rechten Seite von Gl. (2.18) kann deshalb nur der
Impulsoperator P, stehen. Somit ergibt die Hintereinanderausfiihrung zweier Susy-Transformationen

eine Translation.

Im Folgenden prasentieren wir einige charakteristische Eigenschaften der Super-Algebra. Zuerst zeigen
wir die Aussage des O’RAIFEARTAIGH-Theorems, dass Superpartner bei ungebrochener Supersymme-
trie dieselbe Masse besitzen [22]. Aus Gl. (2.16) lasst sich ablesen, dass die Superladungen transla-
tionsinvariant sind. Ausgehend von einem Boson |B) der Masse mp > 0 und einem Fermion |F) der

Masse mg > 0, die durch die Superladung Q ineinander transformiert werden,
QB) = |F),  QIF)=IB), (2.19)
folgt mit Gl. (2.16) unmittelbar
mg|B) = B, P"|B) = P,P'Q|F) = QP,P*|F) = m{ Q| F) = mi|B) .

Superpartner haben folglich entartete Massen, mp = mp. Als ndchstes untersuchen wir, warum die
Vakuumenergie verschwindet und das Spektrum supersymmetrischer Theorien folglich keine negativen
Energiezustinde enthélt. Den Zustand mit kleinster Energie bezeichnen wir als Vakuumzustand |0).

Zur Herleitung starten wir mit Gl. (2.18), die wir zu
{Qou Qﬁ} - (67M>aﬂpu (2.20)

umformen. Nach Multiplikation mit v und Spurbildung erhalten wir die Vakuumenergie

1y = (01Po10) = §(12)°(0{Qu. Q5 }0).

Wenn die Supersymmetrie ungebrochen ist folgt aus Q,|0) = 0, dass die Vakuumenergie Ey verschwin-
det. Damit stellt die Supersymmetrie eine mogliche Erklarung fiir das Problem der kosmologischen
Konstanten dar, das den unerklarten Widerspruch zwischen quantenfeldtheoretischem Vakuumerwar-
tungswert und der beobachteten kosmologischen Konstanten betrifft. Erst im Rahmen der Supersym-
metrie ist die Vakuumenergie ohne Renormierung und ohne eine unnatiirliche Addition exakt Null 23],
wobei heutige experimentelle Resultate fiir eine kosmologische Konstante mit dem kleinen positiven
Wert 1,1-107°2m~2 sprechen [24]. Durch diese Charakteristik ist die Vakuumenergie ein Ordnungs-
parameter fiir die Supersymmetriebrechung: Die Supersymmetrie ist genau dann gebrochen, wenn die

Energie des Grundzustands Ey > 0 ist.

Zusténde mit positiver Energie kdnnen nicht unter Supersymmetrie invariant sein, sodass zu jedem
Teilchen ein Superpartner gehort. Fiir P, # 0 konnen wir zeigen, dass in Supermultipletts dieselbe An-

zahl der Zustdnde bosonisch bzw. fermionisch sind. Die Superladung Q bildet nur Zustédnde innerhalb

RIDer Gesamtdrehimpuls M, = L.+, setzt sich aus Bahndrehimpuls L,,, = —z, P, +, P, und Spin X, zusammen.



eines Multipletts aufeinander ab, weshalb wir
N = trs ((=1)7{Qa, Qs}) (2.21)

mit der Spur trg tiber einem fixierten Supermultiplett betrachten. Zudem haben wir in Gl. (2.21) die

Fermionzahl F' und den Operator (—1)f mit
(=D7B) =1B), (~D"IF) =—|F), {Qa,(-1)}=0 (2.22)

eingefithrt. Der Antikommutator mit der Superladung Q, resultiert aus der Eigenschaft, dass Q,

Bosonen in Fermionen abbildet und umgekehrt. Unter Verwendung der Zyklizitdt der Spur in

Ns= trs((-1)F'0a 05+ (-1)7Q5Q,)
= —trg(Qa(~1)" Q5 + Qs(—1)"Qa)
= —tr5((~1)7 Qs Qu + (—1)F Qu Q)
= —Ng

folgern wir mit Gl. (2.20), dass
Ns = trs((=1)"{Qa, Q5}) = trs((=1)"(C1")ap Pps) = 0.

Im Fall P, # 0 erhalten wir, trs((—l)F ) = np — np = 0, die gleiche Anzahl von ng bosonischen und
ny fermionischen Zustédnden im betrachteten Supermultiplett. Jedoch ist der Zustand des Vakuums
translationsinvariant und der Impulsoperator damit P, = 0. In diesem Fall kann die Anzahl n% der
bosonischen Grundzusténde von der Anzahl nOF der fermionischen Grundzusténde abweichen. WITTEN
entdeckte, dass mit Hilfe von

Iy = tr((-1)") (2.23)

einfache Schliisse iiber die Susy-Brechung gezogen werden konnen [25|. Gegeniiber unserer vorherigen
Betrachtung lauft die Summe in Gl. (2.23) iiber den ganzen HILBERT-Raum. Wie wir gesehen haben,
treten alle Zustédnde mit positiver Energie gepaart auf, wodurch der WITTEN-Index Iy = n% — n%
die Differenz zwischen der Anzahl bosonischer Grundzustdnde und der Anzahl fermionischer Grund-
zusténde angibt. Dabei konnen folgende Félle unterschieden werden. Bei Iy # 0 kann die Supersym-
metrie nicht spontan gebrochen sein und wir haben mindestens einen fermionischen (Iywy < 0) oder
bosonischen (Iywy > 0) Grundzustand. In diesem Fall kann die Supersymmetrie nur durch Addition
nicht-invarianter Terme in der LAGRANGE-Dichte explizit gebrochen werden. Bei Iy = 0 liegen hin-
gegen gleich viele fermionische und bosonische Grundzusténde vor. Dann ist entweder nOB = n% =0
und die Supersymmetrie gebrochen oder nOB = nOF # 0 mit ungebrochener Supersymmetrie. Wie wir
in Kap. 2.3 argumentieren werden ist in der N'=1 Super-YANG-MILLS-Theorie Iyy = N, und somit

keine spontane Supersymmetriebrechung moglich.

Das Non-Renormalization-Theorem besagt, dass Susy in allen Ordnungen der Stoérungstheorie un-
gebrochen ist, wenn die klassische Theorie auf tree-level supersymmetrisch ist [26]. Dies geschieht
durch die gegenseitige Aufhebung der fermionischen und bosonischen Loop-Korrekturen. In der Konse-

quenz kann eine Supersymmetrie nur nicht-perturbativ gebrochen werden, bspw. spontan durch einen



nicht-verschwindenden Vakuumerwartungswert. Bei einer schwachen Susy-Brechung veréndert sich die
Theorie nur bei kleinen Energien. Dies kann z. B. durch Addition einer Masse zu allen Superpartner
erreicht werden. Wenn die Zusatzmasse m grof genug gewahlt wird, konnen die postulierten Susy-
Teilchen mit heutigen Beschleunigern nicht gemessen werden und die Supersymmetrie bleibt mit den
experimentellen Daten vertréglich. Im Ultravioletten ist die Physik unabhéngig von dieser Wahl und
die Supersymmetrie bleibt dort ungebrochen. Auf dem Gitter nutzen wir die Masse m als Renormie-

rungsparameter.

2.3. N'=1 Super-Yang-Mills-Theorie

Wir beschrianken uns in dieser Arbeit auf die A'=1 Super-YANG-MILLS-Theorie mit der Eichgruppe
SU(3). Sie ist die supersymmetrische Erweiterung der reinen QCD-Gluondynamik. Zu dieser Theorie
existieren bereits viele nicht-perturbative analytische Resultate, bspw. zum chiralen Kondensat und
zur Beta-Funktion [27-29]. Wir werden unseren Fokus auf die numerische Simulation dieser Theorie

und ihr Massenspektrum legen.

Bei niedrigen Energien zeigt die N'=1 SYM-Theorie Confinement. Dadurch sind nicht die Elementar-
teilchen selbst, sondern nur die aus ihnen zusammengesetzten Zustiande detektierbar — genauso wie in
der QCD, wo die Hadronen aus Quarks und Gluonen aufgebaut sind. Der Confinement-Deconfinement-
Phaseniibergang ist in Abb. 1 skizziert. Die supersymmetrische Erweiterung der YANG-MILLS-Theorie
beschreibt die Wechselwirkung zwischen den Eichbosonen (Gluonen) und ihren supersymmetrischen
Partnern (Gluinos). Das Eichfeld A, transformiert in der adjungierten Darstellung der Eichgruppe
SU(N.). In dieser Theorie tritt ein einziges MAJORANA-Fermion (Gluino) A auf, das aufgrund der Su-
persymmetrie ebenfalls in der adjungierten Darstellung transformieren muss. MAJORANA-Fermionen
tragen keine elektrische Ladung und sind ihre eigenen Antiteilchen. In unserem Szenario ist No = 3
und sowohl das Eichfeld als auch die MAJORANA-Fermionen besitzen N2 — 1 = 8 Farbfreiheitsgrade.

. . .
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Abb. 1: In der N =1 SYM-Theorie ist die Eichkopplung wie in der QCD bei hohen Energien asymp-
totisch frei und wird im infraroten Grenzfall sehr stark. Bei hohen Temperaturen kénnen wir
die Gluonen und Gluinos als freies Gas betrachten. Demgegentiiber setzt bei niedrigen Tempe-
raturen Confinement ein, wodurch keine freien Farbladungen auftreten diirfen. Der Confine-
ment-Phasentibergang findet bei der kritischen Temperatur T = T statt. [17]



Zunichst stellen wir in diesem Abschnitt die masselose Darstellung der N'=1 SYM-Theorie vor. Nach
dem CPT-Theoreml gehort zu jedem masselosen Zustand mit der Helizitit A auch die entgegenge-
setzte Helizitdt —A. In einem irreduziblen Multiplett liegen 1+1 Zusténde mit Helizitdt A und A — %
Fiir eine CPT-invariante Theorie benotigen wir deshalb mindestens zwei CLIFFORD-Vakua. Die N/ =1
SYM-Theorie ist ein Vektor-Multiplett, deren CLIFFORD-Vakua [Q), Q') die Helizitdt A = 1 bzw.
A" = —1 Dbesitzen. Mit

A
1 1
Helizitit 1, -, —=, —1 (2.24)
2 2
N— ————
A,

erhalten wir ein MAJORANA-Fermion A und ein Eichfeld A4,, was in der N'=1 SYM-Theorie einem
Gluon & Gluino entspricht. In den effektiven Wirkungen fiir niedrige Energien werden wir zudem auf
zwei massive Multipletts stoffen. Diese bestehen aus einem Spin-%—MAJ ORANA-Fermion, einem skalaren

sowie einem pseudoskalaren Boson.

Im Folgenden betrachten wir off-shell SU(N.) Eichtheorien mit einem masselosen MAJORANA-Spinor
A = \T, einem masselosen Vektorfeld A, = AZTa und einem Hilfsfeld G = G*T,,, die allesamt in der
adjungierten Darstellung der Eichgruppe transformieren. Alle Felder sind wie angegeben Linearkombi-
nationen der LiE-Algebra-Generatoren T, € g. Unter Eichtransformationen mit g € GG transformieren

die Felder geméfs

Ay gAgt +igdug !, 6A, = Dyw,
A = ghgt, A =ilw, A, (2.25)
G —9Gg ", 56 =iw,q].

In der rechten Spalte von Gl. (2.25) sind die infinitesimalen Eichtransformationen g = e* ~ 1 + iw
aufgefithrt. Mit der kovarianten Ableitung in der adjungierten Darstellung D, A = d,\ —i[A,, A\] und
dem Feldstérketensor F),, aus Gl. (2.3) kénnen wir die LAGRANGE-Dichte

1 i 1
L=tr (—4FWF’“’ + %)Jﬁ)\ +3 gQ> (2.26)

der N'=1 SYM-Theorie formulieren. Zu ihr gehoren die infinitesimalen Supersymmetrie-Transformationen

00 A, = ioy, A
daA  =1FMY a+iGysa ¢ = 0oL = ad,Vh. (2.27)
6ag = d'}%lpA

In der letzten Gleichung haben wir das Potenzial
1 * v : v 1
Vi = §tr<( FHY s —iFH )7,,)\> + itr(gfyg,y“)\) , (2.28)

mit dem dualen Feldstdrketensor *F#* = %e’“’ af F, 3 eingefiihrt. Aus den Susy-Transformationen folgt

BIDas CPT-Theorem besagt, dass alle physikalischen Gesetze unter kombinierter Transformation der Ladungskonjugation
C, Paritiat P und Zeitumkehr 7" invariant sind [30, 31].



der NOETHER-Strom

JH = —tr("F*y5 + 1FH )y, A (2.29)
und die Superladung

0= / d3x <(iH,- - Bi’y5)’yi/\) (2.30)
mit dem chromomagnetischen Feld B; und dem chromoelektrischen Feld E; = % = II;, welches zu A;

konjugiert ist. Der Kommutator zweier Supersymmetrie-Transformationen ist

[(5a1 , 5,12]14# = —21(5&27”0&1)8,/14# + Duw,
0oy 0as] A = —2i(a2y @1)0y A + i[w, A], (2.31)
[0a1s0as] G = —2i(a27"01)0, G +i[w, G],

mit einer Translation und einer zusédtzlichen infinitesimalen Eichtransformation mit dem Eichpara-
meter w = 2i(agy’aq)A, . Fir die Gittersimulationen wechseln wir zur on-shell-Formulierung. Dazu
eliminieren wir das Hilfsfeld G durch seine Bewegungsgleichung, G = 0. Fiihren wir zusétzlich einen
Gluino-Massenterm ein, der die Supersymmetrie weich bricht, so erhalten wir die on-shell LAGRANGE-
Dichte

1 D g Mg ~

Der Faktor % vor den Fermionen dient zur Beriicksichtigung der MAJORANA-Freiheitsgrade. Wiirde
das Gluino A durch ein DIRAC-Fermion in der fundamentalen Darstellung ersetzt und mg = 0 masselos
gewahlt, dann entspriache Gl. (2.32) der QCD-Wirkung mit einem Quark-Flavor. Die SYM-Wirkung
Ssym = f d*z Lgyu ist klassisch invariant unter LORENTZ-Transformationen, lokalen Eichtransforma-
tionen und Skalentransformationen. Bei masselosem Gluino, m, = 0, haben wir zusétzlich die globale
Abelsche chirale U(1)a-Symmetrie

A @A X Nl (2.33)

und die Supersymmetrie
0A, =iey, A\, A =18, F"e (2.34)

mit dem globalen majoranawertigen Susy-Parameter e. Wie in der QCD verlieren wir bei der Quanti-

sierung die Skaleninvarianz durch die Spur-Anomalie, da die Spur des Energie-Impuls-Tensors

g 9Ne

n —Wtr(FMVFMV) (235)

nur bei g = 0 verschwindet. Infolgedessen entstehen bei niedrigen Energien die gebundenen Zusténde.

Bei der ebenfalls anomalen chiralen Symmetrie bleibt eine Zyn, -Restsymmetrie bestehen,
Aes e 2NN mit ne{1,...,2Nc}. (2.36)

Durch ein Gluinokondensat (A\) # 0 wird die Restsymmetrie wiederum spontan zu einer Zs-Symmetrie
gebrochen. Letztendlich verbleiben N, verschiedene Grundzusténde, die sich in der Phase des Gluino-
kondensats unterscheiden. Dadurch ist der WITTEN-Index der A/ =1 SYM-Theorie Iywv = N.. Durch
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mg # 0 wird diese Entartung verschoben, sodass fiir mg = 0 das Kondensat (A\) = 0 wird. Wenn die
chirale Symmetrie spontan gebrochen ist, erwarten wir bei der renormierten Gluinomasse mg™ = 0

einen Phaseniibergang erster Ordnung [32].

Teilchenspektrum

hohe A S uisy
Energie Gluinos '

Gluonen

® o o o
o o
tiefe

Energie Gluinobille Gluino—iGluebélle Gluebdlle

Abb. 2: Bei niedrigen Energien treten als farblose gebundene Zustdnde Gluebélle, Gluino-Gluebélle
und mesonartige Gluinobélle auf, die in entarteten Multipletts angeordnet sind. Bei hohen
Energien besteht die /=1 SYM-Theorie aus freien Gluonen und Gluinos. [17]

Bei hohen Energien besteht die N' =1 SYM-Theorie aus freien Gluonen und Gluinos. Durch das
Confinement treten bei niedrigen Energien nur farblose Zustédnde auf. Wie in Abb. 2 dargestellt sind
dies mesonartige Gluinobélle, Gluebélle und Gluino-Gluebélle. Dieses Teilchenspektrum kann mit einer
effektiven LAGRANGE-Dichte beschrieben werden. In der ungebrochenen Supersymmetrie erwarten
wir zwei entartete Massenmultipletts mit unterschiedlichen Massen. Diese chiralen WESS-ZUMINO-
Multipletts bestehen beide aus einem skalaren, einem pseudoskalaren und einem fermionischen Spin—%—
Teilchen. Die physikalische Zustdnde werden jedoch Mischungen aus Gluon-Gluon, Gluon-Gluino und
Gluino-Gluino sein, wodurch sich die Massendifferenz zwischen den entarteten Multipletts vergrofsert.
Durch eine Gluinomasse mg # 0 wird die Supersymmetrie weich gebrochen und die Massen innerhalb
der Multipletts verschoben, wobei das pseudoskalare Boson die grofite und das skalare Boson die

kleinste Verdnderung erfdhrt [33]. Die Anordnung der im Folgenden vorgestellten Multipletts ist in

Abb. 3 zusammengefasst.

In [11] wurde von VENEZIANO und YANKIELOWICZ ein erstes Supermultiplett beschrieben, das wir
wegen seines Teilcheninhalts als ;mesonischen Typ* bezeichnen. Die Namensgebung der Teilchen ist an
die QCD angelehnt, wobei der Préfix ,,a- auf die adjungierte Darstellung hinweist. Mit dem Ausdruck
JPC fassen wir den Gesamtdrehimpuls J, die Paritdt p = +1 und die Ladungskonjugation ¢ = +1
zusammen. Das VENEZIANO-YANKIELOWICZ-Multiplett besteht aus

e cinem bosonischen skalaren 07+ Gluinoball a-fo ~ A\,
e cinem bosonischen pseudoskalaren 0~ Gluinoball a-n’ ~ AysA und

e cinem majoranawertigen Spin—%—Gluino—Glueball ~ Fl YR
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Der darin auftretende exotische Gluino-Glueball hat kein Pendant in der QCD. Von FARRAR, GA-
BADADZE und SCHWETZ wurde in [12] ein zweites Supermultiplett eingefiihrt, indem sie die effektive
Wirkung um einen zuséatzlichen Term ergénzten. Dadurch enthélt dieses Multiplett Gluebélle und wird

als , gluonischer Typ“ bezeichnet. Im FARRAR-GABADADZE-SCHWETZ-Multiplett sind
e cin bosonischer skalarer 07 Glueball ~ F* F, v
e cin bosonischer pseudoskalarer 0~ Glueball ~ €uvpo MY FP? und
e ein majoranawertiger Spin—%—Gluino—Glueball ~ F,,X* X enthalten.

Die Autoren argumentieren in [12|, dass im supersymmetrischen Limes die Glueball-Zusténde leich-
ter seien als die Gluinoball-Zusténde. Unter Verwendung anderer Argumente und Hinweisen aus der
QCD wurde in [34] jedoch geschlussfolgert, dass die Gluinoball-Zusténde die leichtesten sind. Bisher
gibt es keine einheitliche Meinung, welche der beiden Behauptungen korrekt ist. Die Entartung der
Multipletts ist ein nicht-perturbativer Effekt und die Massenbestimmung per Stérungsrechnung nicht
zugénglich. Deshalb bieten sich nicht-perturbative Untersuchungen auf dem Gitter an, um das korrekte

Massenspektrum zu identifizieren.

i a-fo
| X
! a1/
SUSY 3 weich
m SUSY mit Massen- | gebrochene
Mischung i SUSY
i o+t
| X
| 0—*
mg =0 i mg # 0

Abb. 3: Skizze der Massenniveaus: In den drei Bereichen sind (i) die beiden reinen Supermultipletts,
(ii) deren Massenmischung und (iii) die weiche Supersymmetriebrechung dargestellt. [12, 35]
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3. Numerische Methodik

In diesem Kapitel widmen wir uns den numerischen Methoden, die wir zur Simulation der AN =1
SYM-Theorie benotigen. Die Darstellung der allgemeinen Grundlagen beruht vorrangig auf den Quel-
len [14, 36] und anhand von [13, 17, 37] haben wir die Teile mit Supersymmetrie-Bezug erarbeitet. Als
weitere Quellen, insbesondere im Kapitel tiber die Observablen, wurden [18, 38, 39] genutzt. Dieses
Kapitel beginnen wir mit einigen allgemeinen Begriffen und Definitionen fiir die Gitterformulierung.
Danach stellen wir folgende Monte-Carlo-Methoden vor: METROPOLIS-, Hybrid-Monte-Carlo- und ra-
tionaler Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus. Im Anschluss leiten wir sowohl fiir den Eichsektor als auch
fiir die Fermionen die notwendigen Gitterwirkungen her, bevor wir in Kap. 3.4 auf die Eigenarten der
Supersymmetrie eingehen. Es folgen Kapitel zum konjugierten Gradientenverfahren, zur Prikonditio-
nierung und zur Messung der Observablen auf dem Gitter. Diesen Teil schlieffen wir mit dem chiralen
Grenzwert und dem Kontinuumslimes ab. In App. B stellen wir einige weiterfithrende Themen wie das

Doppler-Problem, die Kraftberechnung und Integration der Molekulardynamik vor.

3.1. Gitter-Grundlagen

I/A
o ) ) ) ) ) )
o ° ° ° ° ° o
a
o ° ° ° o
[
L, o ° ° ° o
U, (x)
o  o——e ° ° ° o
o ° ° ° ° ° o
o ) ) ) ) ) o
- [
Ly

Abb. 4: Zweidimensionale Darstellung des Raumzeitgitters A mit Kantenlingen L, & L, und Gitter-
konstanten a: In griin ist der Gitterpunkt mit der Koordinate x hervorgehoben. Mit rot ist die
Linkvariable U, (x) zwischen den Gitterpunkten x und x + é,, dargestellt. Die Plakette U,,, ist
in blau gezeigt. Durch die periodischen Randbedingungen werden die gelben und orangenen
Punkte jeweils miteinander identifiziert.

m unsere eorie in der Euklidischen Raumzei zu simulieren, nutzen wir eine Gitterdiskreti-
U Th der Euklidischen R t R™ 1 , nut Gitterdiskret

sierung. Dieses Gitter A wéihlen wir hyperkubisch mit dem Gitterabstand a zwischen benachbarten
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Gitterpunkten: z* = an*, n € Z% Auf dem Computer miissen wir uns auf ein endliches Gitter mit
N, Gitterpunkten in Richtung u =1,...,d und dem Volumen V' = a’Ny - ... Ny beschrinken. Wie
in Abb. 4 farblich angedeutet, nutzen wir periodische Randbedingungen, wodurch ein Torus mit dis-
kreter Translationsinvarianz entsteht. Durch das Gitter erhalten wir automatisch eine Regularisierung,
im Ultravioletten durch den endlichen Gitterabstand a und im Infraroten durch das endliche Gitter-
volumen |A| = V. Auberdem sind die Impulse P, € [0,27) dadurch auf die erste BRILLOUIN-Zone
eingeschrankt. Den Grenzwert V' — oo nennt man den thermodynamischen Limes und a — 0 wird als

Kontinuumslimes bezeichnet.

In der Gitterformulierung von Eichtheorien trifft man héufig auf Wechselwirkungen (¢, ¢,) zwischen
néchsten Nachbarn x und y. Dieses Produkt ist unter lokalen Eichtransformationen ¢, — Q.¢, nicht
invariant. Mit Hilfe des Paralleltransporters U, € G von y nach x kénnen wir das eichinvariante
Produkt (¢g,Uyy¢y) bilden. Als Weg wéhlen wir den direkten Link zwischen diesen beiden Punkten. So
werden die Eichfelder in natiirlicher Weise mit den Gitterlinks assoziiert, vgl. Kap. 2.1. Zum gerichteten

Gitterlink von  nach y = x £ ¢, gehort das Eichfeld
Uy, = peidfs Anl@)de (3.1)

das wir in verkiirzter Schreibweise auch mit U, (z) = Uy, = €9%4#(®) bezeichnen. Die Linkvariable
beinhaltet im Exponenten das interpolierte Eichfeld A, (z) = Aj(z)T,. Als entgegengerichtetes Gitter-
feld haben wir die Inverse U, ; = Uy yp,—u- Geschlossene Schleifen entsprechen einem pfadgeordneten
Produkt von Gitterlinks und werden WILSON-Schleifen genannt. Durch die Zyklizitédt der Spur kénnen
wir aus ihnen durch Spurbildung eichinvariante Groéfsen bilden. Rechteckige Schleife mit den Kantenléan-
gen R & T bezeichnen wir mit YW(R,T') und aus ihrem Skalierungsverhalten TIEI;O W(R,T) ~ e TV(E)
kénnen wir in der reinen Eichtheorie das Confinement untersuchen. Das bekannte Flachengesetz fiir
WILSON-Schleifen besagt, dass bei einem exponentiellen Abfall e~ mit der Fliche A = RT Confi-
nement vorliegt und bei e~ 7'U™ane die Theorie deconfined ist [9]. Die kleinstmdgliche Schleife auf dem

Gitter

—149,—1
uﬂC,HV = Uztv,—v ul”JFMJFVﬁH u$+H,V uﬂ?y# = ux,u ux-i—u,u uerlM/ uwnu' (3‘2)

nennt man Plakette (s. Abb. 4). Spéter werden wir in Kap. 3.3.1 aus Plaketten eine Gittereichwirkung

konstruieren. Zur Kraftberechnung werden wir aufserdem den Staple
d—1
Wae = 3 (Usopa Ub U+ U UL Ui (3.3)
V2
bendtigen, der in Abb. 5 dargestellt ist. Eine WILSON-Schleife, die bei festem & ausschliefslich in

zeitlicher Richtung verlduft und durch (anti)periodische Randbedingen geschlossen ist, bezeichnet man

als PoLyAKOV-Schleife
Ne—1

P@) =tr | [ th(z) ] - (3.4)
j=0

Im Erwartungswert (P) = e~%a/T tritt die freie Energie eines statischen Quarks in der fundamentalen

Darstellung auf. Wenn dieser Erwartungswert quenched ungleich Null ist, liegt Deconfinement vor.
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Abb. 5: Dargestellt ist der Staple W(x, 1) in drei Dimensionen.

Wenn wir vom internen Unterraum sprechen, so bezeichnen wir damit den zu jedem Gitterpunkt
gehorenden Unterraum der Spinor-, Farb- und Flavor-Indizes. In der fundamentalen Darstellung nimmt
der Farbindex N. Werte an bzw. in der adjungierten Darstellung N2—1. In der vierdimensionalen N =1
SYM-Theorie mit Eichgruppe SU(3) haben wir nur einen Flavor, womit der interne Unterraum die
Grofe Nipt = 32 hat.

3.2. Monte-Carlo und Importance Sampling

Zur numerischen Simulation betrachten wir die Euklidische Wirkung Sg[¢] auf einer Raumzeitdiskre-
tisierung A. Die Felder ¢(x) sind von der Raumzeitkoordinate = abhéngig. Mit diesen Grofen kann
das Euklidische Pfadintegral als

_ / D e—Seld) (3.5)
A
geschrieben werden. Zur Berechnung von Observablen O wird das Ensemblemittel
. D¢ e Seld]
©) = [ ool mit plo) = 2 (36)

gebildet. Fiir die Integration dieses hochdimensionalen Integrals sind gewthnliche numerische Integra-
tionsroutinen ungeeignet. Um ein solches Integral zu berechnen nutzen wir die Aquivalenz zwischen
Gl. (3.6) und dem Mittelwert der Observable O in einem kanonischen Ensemble aus. Mit der Expo-
nentialfunktion als statistisches BOLTZMANN-Gewicht werden viele Bereiche des Konfigurationsraumes
von U unterdriickt. Beim Importance Sampling nutzen wir diese Beobachtung, um das Integral effizient
zu berechnen. Mit einer Monte-Carlo-Methode erzeugen wir eine MARKOV-Kette (vgl. App.B.1) fiir
die Wahrscheinlichkeitsverteilung p[¢]. Wenn die Feldkonfigurationen C[¢] gemif p[¢] verteilt sind,

dann kann der Erwartungswert aus Gl. (3.6) durch die endliche Summe

1 N
~ z:: (3.7)

approximiert werden. In der reinen YANG-MILLS-Theorie werden die Zufallsvariablen geméft der Wahr-
scheinlichkeitsdichte P[U] = 7E[ gezogen und der Integrand wird durch Konfigurationen 4 domi-
niert, die zu einer kleinen Wirkung Sg[U] gehoren. Wenn in der Theorie Fermionen vorhanden sind,

dann tritt im Wahrscheinlichkeitsmafl zusétzlich pro Flavor die Determinante des dazugehorigen Di-
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RAC-Operators auf. Durch MARKOV-Ketten kann man die Giiltigkeit der Approximation aus Gl. (3.7)

fiir N — oo sicherstellen. Eine Fehlerabschitzung bei endlichem N ist iiber

N
1 1
0) - — O{U;}) ~ 0| —= 3.8
0~y ot ~o( 5 ) 39)
moglich, d. h. die Abweichung vom exakten Resultat ist unabhéngig von der Dimension des Integrals.
In der Praxis schéitzen wir den Fehler durch die Jackknife-Methode (s. App. B.7) ab und nutzen dabei
das sogenannte Binning (s. App. B.6).

3.2.1. Metropolis-Algorithmus

Mit dem in Alg. 1 vorgestellten METROPOLIS-Algorithmus konnen nach P(x) verteilte Zufallsvariablen
{z1,...,xN} erzeugt werden. Dieser Algorithmus kann immer angewandt werden, ist jedoch oft nicht
effektiv.

Algorithmus 1 : METROPOLIS-Algorithmus
Input : Anzahl N, Anfangspunkt zq

Output : nach P(z) verteilte Zufallsvariablen {z1,..., 25}
for i=1:N do
wihle gleichverteilte Zufallszahl r € [0, 1]
wahle Zufallsvariable x/
if P(2')/P(xzi—1) > r then
‘ x; =

else

L Tj = Ti—1

Fir P(z') > P(x;—1) ist die If-Schleife wegen r € [0, 1] stets erfiillt. Physikalisch ausgedriickt steht
P(z) = 7% fiir den Gewichtungsfaktor im Euklidischen Pfadintegral. Die Bedingung in Codezeile 4

ist von der Anderung der Wirkung AS = S — S;_; iiber exp™2°

abhéngig. Folglich versucht der
METROPOLIS-Algorithmus die Energie des Systems zu minimieren, indem Verringerungen AS < 0 im-
mer akzeptiert werden. Vergroferungen AS > 0 werden hingegen lediglich mit einer Wahrscheinlichkeit

angenommen, die mit wachsendem AS exponentiell gegen Null geht.

3.2.2. HMC-Algorithmus

Fiir die Simulation von Eichtheorien ist der sogenannte Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus (HMC) eine
weit verbreitete Methode zur Erzeugung von MARKOV-Ketten [40]. Dieser Algorithmus besteht aus der
Kombination einer molekulardynamischen Evolution und einem METROPOLIS-Akzeptanzschritt. Fiir
die Molekulardynamik definieren wir eine HAMILTON-Funktion H[P,U]| = S[U] + %2 mit kanonisch
konjugierten Impulsen P und integrieren die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen entlang der fiktiven

HMC-Zeit 7. Die Impulse P werden zu Beginn jeder Trajektorie durch einen Zufallszahlengenerator
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gaufverteilt erzeugt und entsprechen keinen echten physikalischen Impulsen. Definieren wir die Kraft

Fpuld] = %, dann lauten die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen der Molekulardynamik

dPu(x)  SH[P.U]  3SU]

dr  WU(w) W) T (3.9)
WWUpz)  SHIPU
= Sy =P, (3.10)

Im Falle der YANG-MILLS-Theorie liegen die Impulse P und Kréfte F' in der Lig-Algebra. Die Inte-
gratoren der Entwicklungskoeffizienten Py (z) und F[U(z)] lauten

Tp(d7) : PO () > P (2) = PO (2) — 67 FAUD (2)] (3.11)
Ty(dr): U (z) = U () = 5P @) T U (). (3.12)

In Theorien mit der Eichgruppe SU(N,) ist die HMC-Kraft durch

Fo U = ]gclmtr (Tau,gﬂ ()W (x)> (3.13)
mit dem Staple W,Si) (z) gegeben, s. App. B.3. Konnten wir die Bewegungsgleichungen exakt inte-
grieren, dann wére die Energiedifferenz AH = H' — H = 0 und die neue Konfiguration wiirde immer
akzeptiert werden. In der Praxis fiihrt die numerische Integration jedoch zu einer geringen Energiediffe-
renz. Erst durch den METROPOLIS-Schritt am Ende jeder Trajektorie wird der Algorithmus exakt, das
bedeutet numerische Integrationsfehler aus der molekulardynamischen Trajektorie pflanzen sich nicht
in das Endresultat fort. Dennoch beeinflusst der Integrator den HMC-Algorithmus, denn je geringer
seine Diskretisierungseffekte ausfallen desto grofser ist die Akzeptanzrate. Mit der Schrittweite d7 kann
zwischen Genauigkeit und Rechenzeit abgewogen werden. Ist der Integrator (bis auf Maschinengenau-
igkeit) zeitreversibel und phasenraumvolumenerhaltend, dann ist die detailed balance Bedingung erfiillt

(vgl. App. B.1). In Algorithmus 2 wird der HMC-Algorithmus als Pseudocode zusammengefasst.

Algorithmus 2 : HMC-Algorithmus
Input : Anfangskonfiguration, Anzahl K der Konfigurationen, Anzahl N der Integrationsschritte,

Trajektorienlange 7 = N - At
Output : K Konfigurationen
for i=1:K do
erzeuge gaukverteilte Impulse P
integriere Molekulardynamik entlang der Zeit 7 mit N Integrationsschritten, s. App. B.4

akzeptiere neue Konfiguration mit Wahrscheinlichkeit min(1,e=2H)

3.2.3. RHMC-Algorithmus
Der rationale Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus (RHMC) ist eine Kombination aus dem gewthnli-

chen HMC-Algorithmus und einer rationalen Approximation zur Berechnung der inversen Fermion-

matrix [41]. Weshalb wir diesen Algorithmus zur Simulation der N'=1 SYM-Theorie benétigen, wird
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im Folgenden klar. Ausgangspunkt fiir die Gittersimulation ist das Pfadintegral mit DIRAC- bzw.
MAJORANA-Fermionen

Zp = / DYDYDU e S~ @PUWY) — / DU det(D[U]) e~ (3.14)

Zv = / DADU e~ SUI-x QDU / DADU e SU-tr(NTCDUN) — 4 / DUPH(CDU]) e M, (3.15)

wobei wir im letzten Schritt jeweils die GRASSMANN-Variablen ausintegriert haben, um auf dem Com-
puter mit gewohnlichen c-Zahlen rechnen zu kénnen. In den vorangegangen Gleichungen ist v ein
DIRAC-Spinor mit ¢ = 14%, A = A, ein MAJORANA-Spinor, I das Eichfeld, D[] der DIRAC-Operator,
C die Ladungskonjugationsmatrix, .4 ein Normierungsfaktor und Pf die Pfaffsche Determinante. Die
verallgemeinerte Spur tr enthélt hier neben der Summe iiber alle internen Indizes (Farbe, Flavor &
Spinorindex) auch die Summation iiber die Raumzeitpunkte. Da die MAJORANA-Fermionen A und A
nicht unabhéngig sind, lduft die Integration in Gl. (3.15) lediglich tiber eine GRASSMANN-Variable und
das Gaufische Integral ergibt eine Pfaffsche Determinante. Die allgemeine Definition der Pfaffschen

Determinante fiir komplexe antisymmetrische (2nx2n)-Matrizen M mit den Eintrdgen m; ; lautet

1
Pf(M) = e Citdtesinn Min gy -+ My g - (3.16)

Der Zusammenhang zur Determinante ist durch [Pf(M)]*> = det(M) gegeben. Aus diesem Grund

spricht man gelegentlich bei MAJORANA-Fermionen von einem halben Flavor.

Fithren wir den positiven hermiteschen Operator M = D'D sowie die Divisoren n = 2 fiir DIRAC- und

n = 4 fiir MAJORANA-Fermionen ein, so kénnen wir die Gleichungen (3.14) & (3.15) zu

Z=N / DU sign(D[U]) ‘(det M| =S (3.17)

kombinieren. Das Vorzeichen sign(D[U]) steht bei DIRAC-Fermionen fiir das Vorzeichen der Determi-
nanten sign(det D[U]) und bei MAJORANA-Fermionen fiir das Vorzeichen der Pfaffschen Determinanten
sign(Pf D[U]). Wenn dieses Vorzeichen von Eins abweicht, fithrt dies zum sogenannten Vorzeichenpro-
blem [42], worauf wir in Kap. 3.4.1 néher eingehen. Damit wir den RHMC-Algorithmus anwenden
koénnen, muss das Wahrscheinlichkeitsmafs positiv sein. Wir nehmen deshalb fiir die weitere Diskussion

sign(D) =1 an.

Anstatt die Determinante der sehr grofen!*l Matrix explizit und numerisch teuer auszurechnen, fithren
wir sogenannte Pseudofermionen ein [43]. Dabei handelt es sich um bosonische Variablen, die genauso
viele Freiheitsgrade wie die Fermionen besitzen. Im Pfadintegral tritt die (nicht-lokale) Determinan-
te des DIRAC-Operators auf, die wir mit Hilfe von Np¢ (lokalen) gaukverteilten Pseudofermionen ¢

approximieren. Durch Einfiihrung der bosonischen Wirkung

Nyt

Sl 6] = S|+t 3" 6l Mg, (3.18)
p=1

[n unserem Szenario enthilt die Matrix n? = (A - Ni - Ne - No)? ~ (16* - 1- 8- 4)? ~ 4,4 - 102 komplexe Eintrége.
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und des Quotienten g = n]%, - kénnen wir die Zustandsdichte aus Gl. (3.17) zu
p

Z=N / DUD G e~ BIU9) (3.19)

umschreiben. Mit Hilfe einer rationalen Approximation, bei der eine beliebige Funktion durch

Nr
— (073
rz)=a"9~ ay+ Z (3.20)
r=1 T+ /BT

genéhert wird, berechnen wir M ~9. Durch den REMEZ-Algorithmus kénnen die Koeffizienten «; und
B; fiir eine beliebige rationale Zahl ¢ bestimmt werden [44, 45]. Damit der RHMC-Algorithmus exakt
bleibt, bendtigen wir im Akzeptanzschritt raxzep (M) = M~ Maschinengenauigkeit. Fiir die Moleku-

lardynamik kann hingegen eine einfachere Approximation genutzt werden. Aus Gl. (3.18) folgt

SB [ua (b] = S[U] + SMD [¢] + SAkzep [(ﬂ )

Npt
Swp|¢] = trpzl Ohran (M)ép (3.21)

Nps

SAkzep [<Z>] =tr Z QSL (rAkzep(M) — 'MD (M)) (z)p .

p=1

Damit auf dem gewéhlten Approximationsintervall I = {@min, Tmax} Maschinengenauigkeit erreichbar
ist, muss die Berechnung der Koeffizienten o, und g, mit 60-100 Dezimalstellen erfolgen. Die Kondi-
tionszahl (s. Gl. (3.34) fiir ihre Definition) sy, des Operators M ~1/(No) st die Npp-te Wurzel der

1/n

urspriinglichen Konditionszahl k1 von M ~"/", wodurch die Inversion einfacher und die Kraftberechnung

schneller wird. Wie in [46] begriindet wird, kann mit Npp = % aus der Konditionszahl die optimale
Pseudofermionenanzahl abgeschéitzt werden. In der Regel nutzen wir nur ein einziges Pseudofermion

fiir unsere Simulationen. Im Pseudocode 3 ist der gesamte Algorithmus zusammengefasst.

Dariiber hinaus ist eine dritte Approximation rp(M) ~ VM4 bei der Pseudofermion-Erzeugung aus
einem gaufsverteilten Zufallsvektor notwendig. Hierbei sollte die rationale Approximation ebenfalls bis
auf Maschinengenauigkeit exakt sein. Fiir alle Approximationen wird das Intervall I = {A\pin, Amax} SO
gewihlt, dass sowohl der kleinste Eigenwert A, als auch der grofite Eigenwert Apax von M enthalten
sind. Bei der Berechnung der Pseudofermionen nutzen wir in der Regel fiir die Anzahl der Koeffizienten
Ngr = 25 und fiir die Eigenwerte Apin = 107> & Amax = 10. Typische Werte bei myp (M) sind Ng = 10,
Amin = 1072 und Apayx = 10. Hier ist eine gute Abwigung zwischen Genauigkeit und Geschwindig-
keit besonders wichtig, denn die Kraftberechnung wird haufig ausgefiihrt. Die Prézision kann solange
reduziert werden bis die Akzeptanzrate zu weit sinkt. Im Akzeptanzschritt wahlen wir wie bei den

Pseudofermionen meist Ng = 25, Amin = 107° sowie Amax = 10.
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Algorithmus 3 : RHMC-Algorithmus
Input : Anfangskonfiguration, Anzahl K der Konfigurationen, Anzahl N,¢ der Pseudofermionen,

Anzahl N der Integrationsschritte, Trajektorienlénge 7 = N - A7
Output : K Konfigurationen
for i=1:K do
erzeuge gaufverteilte Impulse P
for j=1:N,; do
erzeuge gaukverteilten komplexen Vektor 7;

berechne ¢; = rpen);

integriere Molekulardynamik entlang der Zeit 7 mit N Integrationsschritten unter Verwendung
der rationalen Approximation ryp(M ), s. App. B.4

akzeptiere neue Konfiguration mit Wahrscheinlichkeit min(1,e~2) unter Verwendung der

rationalen Approximation 7axzep(M)

Wenn die rationalen Approximationen fiir die Pseudofermionen und den Akzeptanzschritt in Maschi-
nengenauigkeit erfolgen, dann ist der RHMC-Algorithmus genauso exakt wie der HMC-Algorithmus [40)].
Exakt bezieht sich nur auf die Erzeugung und Konvergenz der MARKOV-Kette, denn unsere Simula-
tionen enthalten statistische und systematische Fehlerquellen [47]. Bei der Naherung des Pfadintegrals
durch eine endliche Anzahl von Konfigurationen entsteht eine statistische Unsicherheit, die bei ver-
fiighbarem Rechenbudget durch mehr Konfigurationen reduziert werden kann. Eine weitere Fehlerquelle
ist der endliche Gitterabstand und die damit verbundenen Diskretisierungsfehler. Um diese systema-
tische Ursache zu minimieren, kénnen wir feinere Gitter und verbesserte Wirkungen (s. Kap. 3.3.3
und App. B.5) nutzen. Zuletzt resultiert aus dem endlichen Gittervolumen ein systematischer Fehler,
weil die Massen derjenigen Zustdnde angehoben werden, die nicht auf das Gitter passen. Dies betrifft
leichtere Teilchen stérker als schwerere, da die CoOMPTON-Wellenldnge proportional zur inversen Masse

ist.

3.3. Gitterwirkungen
In den folgenden Abschnitten stellen wir die relevanten Gitterwirkungen vor. Namentlich sind dies fiir

den Eichsektor die WILSON- und die SYMANZIK-Eichwirkung, sowie zur Behandlung der Fermionen
der WILSON-DIRAC-Operator. Anschlieflend wenden wir uns den Randbedingungen der Felder zu.

3.3.1. Wilson-Eichwirkung

Zur Herleitung der WILSON-Eichwirkung setzen wir in Gl. (3.2) das Eichfeld aus Gl. (3.1) ein und

erhalten nach wenigen Umformungen

Uy oy = €99 Fur+0(a) (3.22)
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Durch Addition der inversen Plakette und Entwicklung der Exponentialfunktion erhalten wir einen
Ausdruck fiir das Quadrat des Feldstarketensors,

Upyr + Uy sy =21 — g°a*F2, + O(af). (3.23)

T,

Damit gelangen wir zur WILSON-Wirkung [9] fiir SU(N,) Eichgruppen
SelU] = s E tr( 1 — L Un —}—Z/{E, =p E E 1-— LRe trld,, | ), (3.24)
N, 2 N¢
O zeN 1<u<v<4

2N¢
ag?

wobei die Summe tiber alle Plaketten Ug 1auft. Der Parameter 8 = héngt sowohl von der Eichgrup-
pe als auch vom Gitterabstand a und der Kopplung g ab. Gegeniiber der Kontinuumswirkung besitzt
die Gitterformulierung aus Gl. (3.24) bei endlichen Gitterabstdnden a einen Diskretisierungsfehler der
Ordnung O(a?). Im Kontinuum ist eine Eichfixierung notwendig, um Divergenzen zu beseitigen. Auf

dem Gitter ist dies nicht erforderlich, weil das HAAR-Maf [, di4; iiber alle Links { normiert ist.

3.3.2. Wilson-Dirac-Operator

Mit Hilfe des WILSON-Massenterms werden die unphysikalischen Fermion-Doppler beseitigt, wie in
App. B.2 erlautert wird. Damit konnen wir die fermionische WILSON-Wirkung

Ny
SV (), d(a),U(@)] = S at N b (@)D (@, y)v ) (y) (3.25)
=1

z,yEN

fiir N¢ Flavors mit dem WILSON-DIRAC-Operator

+4

4 1
_ <m(f) + a) agdundog = 5= D (L= Vulas Un(@)drs1ag (3.26)
p==x1

[P

schreiben, wobei y_,, = —v, und U_,(x) = Z/{,];(a: — ). Diese Wirkung bricht die chirale Symmetrie bei
endlichem Gitterabstand a. Im Kontinuumslimes wird die chirale Symmetrie wiederhergestellt, wenn
die Masse mf) richtig abgestimmt ist (s. Kap. 3.8). Eine wichtige Eigenschaft des WILSON-DIRAC-

Operators ist die vy5-Hermizitét,
D}, = 5 Dws - (3.27)

Durch Reskalierung der Spinoren kénnen wir m(f) + % absorbieren und erreichen

+4
ap
[D%) (m, ?/)} b = 6030ab0z,y — k) Z 1 - 7#]35 Z/{u(m)ézﬂhy ) (3.28)
p==1

wodurch der erste Summand, der die Selbstwechselwirkung beschreibt, trivial wird. Der eingefiihrte

Parameter (/) = wird Hopping-Parameter genannt. Die fermionische Wirkung mit dem

1
2(am(f) +4)
WILSON-DIRAC-Operator aus Gl. (3.28) besitzt O(a) Diskretisierungsfehler.
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3.3.3. Symanzik-Verbesserung der Eichwirkung

Bei der numerischen Umsetzung der Kontinuumswirkung haben wir gewisse Freiheiten. Von beson-
derem Interesse sind Gitterwirkungen, die gegeniiber der naiven Diskretisierung bei endlichen Git-
terabstdnden kleinere Diskretisierungsfehler besitzen. Solange die verbesserte Wirkung zum selben
Kontinuumslimes fiihrt, beschreiben wir weiterhin die gewiinschte Theorie. Dadurch kénnen wir eine
schnellere Konvergenz in den Kontinuumslimes und geringere Symmetrieverletzungen bei endlichen
Gitterabsténden erreichen [48, 49].

Eine mogliche Verallgemeinerung der Eichwirkung aus Gl. (3.24) bezieht neben den Plaketten Up

zusétzlich alle rechteckigen Pfade um zwei Plaketten o mit ein:

SelU] = % <co > tr(l—Reln) +ep Y tr(l - ReuDD)> . (3.29)
¢ O oo

Werden die Koeffizienten ¢ = 1 und ¢; = 0 gesetzt, erhalten wir die WILSON-Wirkung aus Gl. (3.24).
In Simulationen der YANG-MILLS-Theorie mit Fermionen bietet die tree-level verbesserte SYMANZIK-
Eichwirkung mit den Koeffizienten cg = 1 — 8¢y und ¢; = —% den Vorteil, dass die statistischen Fluk-

tuationen kleiner werden.

3.3.4. Randbedingungen

Fiir FEichtheorien mit Fermionen bei endlicher Temperatur bendtigen wir antiperiodische Randbedin-
gungen. Im Grenzwert V' — oo sollten die Randbedingungen keine Rolle mehr spielen. In unserem Fall
unterliegt das fermionische Feld A zusétzlich der MAJORANA-Bedingung. Deshalb sind nur periodi-
sche (supersymmetrische) Randbedingungen oder antiperiodische (thermische) Randbedingungen mit
erlaubt. Im erstgenannten Fall liefert das Pfadintegral den WITTEN-Index. Mit antiperiodischen Rand-
bedingungen ergibt das Pfadintegral die thermische Zustandsdichte mit Temperatur T = %]Vt’ wodurch
die Supersymmetrie gebrochen wird. Sowohl im periodischen als auch antiperiodischen Szenario sollte
das Spektrum des DIRAC-Operators zur reellen Achse spiegelsymmetrisch sein. Demzufolge treten die
Eigenwerten in komplexen Paaren auf und wir erhalten eine positive Determinante. Uber das Vorzei-
chen der Pfaffschen Determinanten sind keine allgemeinen Aussagen moglich. In allen anderen Féllen
wahlen wir stets periodische Randbedingung, sowohl bei Fermionen in den raumlichen Richtungen als

auch bei Bosonen in allen Raumzeitrichtungen.

3.4. Supersymmetrie auf dem Gitter

Bei der Simulation supersymmetrischer Theorien ergeben sich neue Herausforderungen, die iiber die
bekannten Probleme der Gitter-QCD hinausgehen. IThr Ursprung liegt in der Natur der Supersymme-
trie selbst. Gewo6hnlich werden Fermionen und Bosonen mit verschiedenen Methoden auf dem Gitter
realisiert. Andererseits sind diese beiden Teilchentypen durch die Supersymmetrie eng miteinander
verwoben. Von CURCI und VENEZIANO wurde die Euklidische Gitterformulierung der SYM-Theorie
vorgeschlagen [1]. Fiir die Eichfelder wird die gew6hnliche WILSON-Wirkung aus Kap. 3.3.1 und fiir
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die Gluinos WILSON-Fermionen in der adjungierten Darstellung genutzt. In unseren Simulationen ver-
wenden wir die Eichwirkung mit SYMANZIK-Verbesserung aus Kap. 3.3.3. Wie in Kap. 2.2 dargestellt
wurde, ist die Superalgebra die Erweiterung der POINCARE-Algebra. Auf dem Gitter ist die POINCARE-
Symmetrie gebrochen, weil durch die Gitterstruktur keine infinitesimalen Translationen mdoglich sind.
Dadurch ist auch die Supersymmetrie auf dem Gitter gebrochen [50]. Analytisch geht die Wirkung unter
einer Supersymmetrietransformation meist in eine totale Ableitung [ dx 0, V¥ iber. Auf dem Gitter
ist dies nur approximativ erfillt, da fiir den letzten Schritt die LEIBN1Z-Regel benotigt wird, welche
die diskrete Ableitung nicht erfiillt [51, 52|. Mit nicht-lokalen Ableitungen kénnte die LEIBN1Z-Regel
auf dem Gitter gerettet werden, jedoch ist unweigerlich die Lokalitét oder die Supersymmetrie auf dem
Gitter gebrochen. In einem allgemeineren Kontext ist das géngige Problem, Gitterfeldtheorien mit er-
haltener Chiralitét zu konstruieren, als NIELSEN-NINOMIYA-Theorem bekannt [53]. Unabhéngig davon
kann die Supersymmetrie durch das endliche Gittervolumen gebrochen sein. Zur Vernachlassigung die-
ser Effekte muss die Gitterldnge deutlich grofier als die CoMPTON-Wellenlénge des leichtesten Teilchens
sein. Da das leichteste Teilchen der QCD, das Pion, in der A'=1 SYM-Theorie keinem physikalischen
Zustand entspricht, werden kleinere Volumeneffekte als in der QCD vermutet [54]. Der resultierende
Fehler liegt bei einer Gittergrofie von etwa 1,2 fm (in Einheiten der QCD) in derselben Grofenordnung
wie der statistische Fehler und kann in diesem Fall vernachlissigt werden [55]. Typischerweise fiihrt
die verbleibende Gittersymmetrie dazu, dass im Kontinuumslimes die volle Raumzeitsymmetrie wieder
hergestellt wird. Hingegen bleibt die Supersymmetrie wie auch die chirale Symmetrie gebrochen. In [11]
wurde gezeigt, dass der einzige supersymmetriebrechende Operator das Gluinokondensat ist, weshalb
chirale GINSPARG-WILSON-Fermionen die erste Wahl wéiren [56|. Dennoch nutzen wir die deutlich ein-
facher zu simulierenden WILSON-Fermionen in Kombination mit einem Feintuning der Gluinomasse
zum masselosen chiralen Limes (s. Kap. 3.8). Dadurch sollte im Kontinuumslimes die Supersymmetrie

und die chirale Symmetrie wieder hergestellt werden.

3.4.1. Vorzeichenproblem

Mit dem regularisierten WITTEN-Index Iyw = tr [(—1)F e_ﬂH] besitzen wir ein Maf fiir die Differenz
zwischen fermionischen und bosonischen Grundzustdnden. Gegeniiber der thermischen Zustandsdichte
sind die fermionischen Zustéinde durch den Faktor (—1) negativ gewichtet. Wenn der WITTEN-Index
Iw verschwindet, gibt es genauso viele positive wie negative Beitrdge im Pfadintegral. Folglich sind
wir mit einem Vorzeichenproblem konfrontiert und haben bei der Berechnung der Observablen im
Reweighting

22[:1 sign(D[Cp]) O(Ch)

25:1 sign(D[Cy))

eine ,Durch-Null-Division“. Mit antiperiodischen Fermion-Randbedingungen wird die Supersymmetrie

(0) = (3.30)

gebrochen und infolgedessen das Vorzeichenproblem gemildert. Zur Wiederherstellung der Supersym-
metrie muss abschliefsend eine Extrapolation in den Kontinuumslimes mit Temperatur 7" = 0 durch-

gefiithrt werden.

In der N'=1 SYM-Theorie tritt selbst bei nichtverschwindendem WITTEN-Index Iyw # 0 ein schwaches
Vorzeichenproblem auf [13]. Eine mogliche Quelle fiir negative Beitrige kann in den Diskretisierungs-

fehlern liegen, die im Kontinuumslimes verschwinden wiirden. Dariiber hinaus fiihren die MAJORANA-
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Fermionen unserer Theorie dazu, dass anstatt einer gewohnlichen Determinante eine Pfaffsche Deter-
minante im Pfadintegral der Gl. (3.15) auftritt. Selbst wenn die Determinante stets positiv ist, sagt
dies nichts iiber das Vorzeichen der Pfaffschen Determinante aus. Infolgedessen kann der Integrand
aus Gl. (3.15) nicht als Wahrscheinlichkeitsmaft genutzt werden. Unter Vernachldssigung der Phase
kénnen wir Pf(CD[U]) durch /det(CD[U]) ersetzen. Dieser Schritt kann durch sign [Pf(CD[U])] im Re-
weighting-Faktor kompensiert werden. Falls das Mittel (sign [Pf(CD[U])]) = 0 verschwindet, sind wir
mit einem Vorzeichenproblem konfrontiert. Bei WILSON-Fermionen kann folglich ein negativer Beitrag
zum WITTEN-Index Iw # 0 entstehen. Dieser Anteil steigt im chiralen Grenzwert an, wird jedoch im
Kontinuumslimes unterdriickt [57]. In unseren Simulationen kommt kein Reweighting zum Einsatz, da

die Vorzeichenbestimmung der Pfaffschen Determinanten unpraktikabel ist.

3.4.2. Adjungierte Darstellung

Die Berechnung der Links in der adjungierten Darstellung
V(@) = 2 tr (U} (@) TE U (@) T (3.31)

erfolgt aus den LIE-Gruppen-Generatoren T sowie den Links U,(z) € SU(3) in der fundamentalen
Darstellung. Um diesen héufigen Vorgang zu beschleunigen nutzen wir die Matrixstruktur der Genera-
toren TY (s. App. A) zur Implementation von expliziten Formeln, welche die Matrixelemente von U,
mit V,, verkniipfen und mit Mathematica vereinfacht wurden. Dadurch sparen wir in der Matrixmul-
tiplikation U;ﬂ(m)Tf U, (z)TY viele Operationen, da die Generatoren TY viele Null-Eintriige besitzen.
Auch die Berechnung der Ableitung in der adjungierten Darstellung

d [Vu(x)}ab

_ [ T s
ST [173 (uuTb UTE — TFU, T} u“)]aﬁ (3.32)

wurde auf die Komponenten der Matrixdarstellung heruntergebrochen und die entstehenden Terme

mit Mathematica vereinfacht.

3.5. Numerische L6sung von linearen Gleichungssystemen

In der rationalen Approximation aus Gl. (3.20) erfordert jeder Summand eine Inversion der grofen Ma-
trix M. Eine exakte Berechnung wére numerisch zu aufwendig und deshalb wird ein Iterationsverfahren
eingesetzt. Bei hermiteschen, positiv definiten Matrizen ist das Verfahren der konjugierten Gradien-
ten (engl. conjugate gradients, CG) sehr effektiv. In der Variante fiir Multishifts kann diese Methode
ohne nennenswert hoheren Aufwand sogar alle Summanden aus Gl. (3.20) simultan berechnen [58].
In beiden Féllen muss die Matrix M pro Iterationsschritt einmal angewandt und ein KRYLOV-Raum
aufgebaut werden. Die Multishift-Variante profitiert davon, dass auch hier nur ein KrRyLov-Raum not-
wendig ist, weil die um ein Vielfaches der Identitéit verschobenen linken Seiten alle in jenem liegen. Im
CG-Verfahren wird ein System der Form

Mi =b (3.33)
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nach ¥ aufgelost ohne die Matrix M explizit zu invertieren. Eine Kenngrofe fiir den numerischen
Aufwand stellt die Konditionszahl \
K= (3.34)

)\rnin

dar. Fiir die rationale Approximation bedeutet dies, je kleiner der Koeffizient 5, ist, desto mehr Ite-
rationsschritte werden bendtigt. Mit kleiner werdenden S, sinken zugleich die Koeffizienten «, im
Nenner, sodass ihr Kraftbeitrag ebenfalls geringer ausféllt. Diese Beobachtung kann mit dem RHMC-
Algorithmus beriicksichtigt werden. Zum einen kénnen wir die Summanden mit kleinem Kraftbeitrag
problemlos mit weniger Zeitschritten entlang der HMC-Trajektorie integrieren. Zum anderen fiihrt eine
héhere untere Schranke des Approximationsintervalls I zu groferen 3, und dadurch zu einer schnelleren
Konvergenz des CG-Verfahrens. Bei der Berechnung der Pseudofermionen sowie im Akzeptanzschritt
miissen die Inversionen bis auf Maschinengenauigkeit exakt sein, weshalb wir dort als Abbruchkriteri-
um 10716 wihlen. In der Molekulardynamik ist keine exakte Losung notwendig, wodurch wir zwischen
den Rechenkosten der Kraftberechnung und der Akzeptanzrate abwigen konnen. Meist ist 1072 eine
gute Wahl fir die Genauigkeit. [47]

3.6. Prdkonditionierung

Grundsétzlich existieren zwei verschiedene Arten von Priakonditionierung. Zum einen diejenige zur Lo-
sung von Gleichungen und zum anderen diejenige, welche die Faktorisierung der Quark-Determinanten
in Gl. (3.17) bestimmt. Diese beiden Typen sind unabhéngig voneinander und kénnen somit getrennt
festgelegt werden [59]. Zur Verbesserung der Kondition unseres DIRAC-Operators und einer daraus re-
sultierenden Beschleunigung der Simulation ist eine Prakonditionierung hilfreich. Dazu wird die Struk-

tur der DIRAC-Matrix ausgenutzt und das Raumzeitgitter A umgeordnet.

3.6.1. Gerade-Ungerade-Prakonditionierung

A4
£
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o T e L°
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hes
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Abb. 6: Gerade-Ungerade-Prikonditionierung in (a) zwei und (b) drei Dimensionen. Schwarz bzw. weifs
symbolisiert die geraden bzw. ungeraden Gitterpunkte.
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Bei der oft genutzten Gerade-Ungerade-Priakonditionierung (engl. even-odd, eo) wird das Gitter in zwei
Untergitter aufgeteilt. Das eine umfasst alle geraden, das andere alle ungeraden Gitterpunkte. Wenn
die Koordinaten eines Gitterpunktes P = (xq,x1,z2,z3) die folgende Bedingung erfiillt nennen wir
ihn

(_1)x0+x1+x2+m3 — 1...gerade, (3.35)

—1...ungerade.
Daraus resultiert die in Abb. 6 visualisierte Gitteraufteilung. In der Folge nimmt der DIRAC-Operator

eine Blockstruktur an,

1 Deo 1 0\ /(1 0 1 Deo
D= _ . (3.36)
Doe 1 Doe 1)\0 1-DyeDeo) \0 1

Dabei nutzten wir, dass der WILSON-DIRAC-Operator in der Form von Gl. (3.28) eine triviale Selbst-
wechselwirkung besitzt. In den Submatrizen Do, & Doe stecken die Wechselwirkungen zwischen ge-
raden und ungeraden bzw. ungeraden und geraden Gitterpunkten. Nach der LU-Zerlegung ist die

Quark-Determinante aus Gl. (3.17) auf den halb so grofsen Unterraum reduziert:

S=

[det(DID)] = [det(L — DoeDeo) ] [det (1 — DoeDeo)] (3.37)

Mit Hilfe von (DTD) = 2DTD’ aus Gl. (B.17) und (1 — DyeDeo)’ = — D!, Deo — DoeDL, kann die,
durch den Strich gekennzeichnete, Ableitung von DD nach dem Eichfeld U, (x) berechnet werden.
Unter Verwendung von Np¢ Pseudofermionen findet schlieflich die Kraftberechnung auf dem geraden

und ungeraden Unterraum statt.

3.6.2. Rot-Schwarz-Prakonditionierung

R

[ ® ® | J 0/00/0
® ® ® L ')'“/.0/“
%

o’

G\G

[ o | @
(a) (b

Abb. 7: Rot-Schwarz-Priakonditionierung in (a) zwei und (b) drei Dimensionen mit Unterblécken der
Grofke 2.
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Aus dem Jahr 1890 stammt die Grundidee von SCHWARZ [60], nach der das Gitter in Unterblocke
unterteilt wird. Urspriinglich enthielt die Methode iiberlappende Unterblocke. Bei vierdimensionalen
Raumzeitgittern wiirde sich der Uberlapp schnell zu vielen Gitterpunkten aufsummieren, die viel Re-
chenzeit erfordern. Fiir unsere Prékonditionierung ist deshalb eine iiberlappungsfreie Gitteraufteilung
von Vorteil. Zur effektiveren Implementierung nehmen wir an, dass die Blocke gerade Kantenldngen
besitzen und das gesamte Gitter wie in Abb. 7 schachbrettartig unterteilbar ist. Nach LUSCHER wollen
wir diese Methode im Folgenden Rot-Schwarz-Prékonditionierung (engl. red-black, rb) nennen [61].
Gelegentlich findet man auch den Namen SCHWARZ-Alternating-Procedure (SAP) hierfiir. Mit dieser

Priakonditionierung kénnen wir den DIRAC-Operator in der Blockstruktur

D, D, 1 0\ [ Dy 0 1 D;'D,
D= b = w (3.38)
Dbr Dbb Derr_rl 1 0 Dbb — Derr_rlDrb 0 1

_ 1 0\ (D 0 1 0 1 D;'Dy,
\DpDZt 1 0 Dy \0 1-Dy'DyD;'Dy, ) \0 1

formulieren. Dabei enthélt die Submatrix D, alle Wechselwirkungen zwischen roten Gitterpunkten,
Dy, zwischen roten und schwarzen, Dy, zwischen schwarzen und roten sowie Dy, zwischen schwarzen.
Im Gegensatz zur Gerade-Ungerade-Prikonditionierung sind nun die Blécke auf der Diagonalen nicht
langer trivial. Infolgedessen wird die Quark-Determinante von [det(DTD)]% aus Gl. (3.17) zu

[det(DD)]# = [det(D, Dyy)] " [det(Df, Diw)]* [det(L— Dy} Doy Dy D) 117 [det(1— Dy Diye D Diy)] 7

(3.39)
Die Ableitung von (DTD) ist dadurch aufwendiger und erfordert zwei verschiedene Methoden. Die
beiden letzten Faktoren aus Gl. (3.39)

(1 — Dyl Dy D' D)’ =Dy, D}y, Dy )l Dy Dy Dy, — Dyl DY Dy Dy,

+D= Dy DZD. D7Dy — DDy DD (3.40)
bb br/yy rr™~rr rb bb br&yr rb

berechnen wir wie bei der Gerade-Ungerade-Prékonditionierung mit Npr Pseudofermionen auf dem
roten bzw. schwarzen Unterraum. Jedoch ist hier die Inverse von D, und Dy, erforderlich. Wenn wir
die Gitterblocke klein genug wihlen (2¢ oder 4%), dann kénnen wir die notwendige Inversion exakt

berechnen. Die beiden ersten Faktoren aus Gl. (3.39) konnen wir zu

1 1 1 1
det(D}, Dy)n det(Df, Dyp)n = [ det(Df;Dgg)w [ det(D},Dpp)x
schwarze rote
Blécke 3 Blécke p (3.41)

— er Tpln det(D,; Dgp) ox 3, In det(D},,Dpp)

umformen. In der Zustandssumme Z = [ DU det(DrTrDrr)% det(leDbb)% e = [ Dy e=Sreal] erhilt
die reduzierte Wirkung Syeq[U] = S[U] — VU] auf diese Weise den Term

1 1 1 1
viu =~ > " Indet(D},;Dgp) + - > Indet(D},D,,) = - > In|det(Dgg)|* + - > In|det(Dp,)[?
B p B p

(3.42)
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mit der Ableitung
/ 1 + -1 t | t -1 i /
V==Yt (DBBDma) (DBBDBB) -t (Dpprp> (Dpprp) (3.43)
B P
2 —1pry 2 —17y
“n Z trDgg Dgg + n Z trDp, Dy, . (3.44)
B p

Die y5-Hermizitét beruht auf der internen Struktur der DIRAC-Matrix und ist an jedem Gitterpunkt
giiltig. Folglich erben die Unterblocke der Rot-Schwarz-Priakonditionierung die y5-Hermizitdt und wir

kénnen fiir die Differenziation erneut die Formel aus Gl. (B.17) nutzen.

3.7. Messung von Observablen auf dem Gitter

In Gittersimulationen waren Hadronenmassen schon immer eine interessante Messgrofse, insbesondere
in der Gitter-QCD. Zur Charakterisierung der unterschiedlichen Hadronen dienen neben ihrer Masse
die Quantenzahlen Ladung, Spin, Isospin, Paritét, Flavor und Baryonenzahl. Beispielsweise besitzt das
ladungsneutrale Pion der QCD |7°) = % (Juw)y — |dd)) die Masse m,o ~ 135MeV, den Gesamtspin
J =0, den Isospin I = 1 mit I3 = 0 sowie die Paritdt P = —1. Im zweiten Abschnitt dieses Kapitels

werden als weitere Observablen das chirale Kondensat und ihre Suszeptibilitét vorgestellt.

3.7.1. Hadron-Spektroskopie

Wir beginnen mit der Definition des FEuklidischen Korrelators

tr (e—(T—t)H O, e—th 01)

C(t,T) = (O2(t)01(0)) . = - (3.45)
! tr (e*TH)
Nach Wahl einer Orthonormalbasis |n) erhalten wir daraus
—(T—t)Em O —tEy O
e m|Oz|n)e n|O1lm
C(t’T):Zm,n {m|Oa[nje™"" (n|Or|m) (3.46)

Zn e—TEn

Unter der Annahme Fy < F1 < E9 < ... verbleibt im Grenzwert T — oo im Nenner nur der Term mit
dem Grundzustand E, = 0 und im Zahler tragt nur |m) = |0) bei

T—o00

C(t) = Jim C(,T) = lim > {0|02n)(n|O:|0) e7Fn . (3.47)

Nun wahlen wir als Operatoren Ol = OL den Erzeuger eines bestimmten Hadrons und als Og = OH
dessen Vernichter. Als Interpolatoren Oy & Oy werden die dazugehérigen Funktionale der Gitterfelder

bezeichnet. Auf diese Weise konnen wir aus

Cu(t) = lim (Ou(t)Ou(0)), = |(glOL10)|* =P 4 [(1|Of|0)* e 1Pt 4 .. (3.48)

T—o00
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die Energie des Grundzustands des Hadrons |g), seines ersten angeregten Zustands |1) usw. extrahieren.
Im Grenzwert t — oo wird der Korrelator wegen F; < E; vom Grundzustand dominiert. Mittels der
Energie-Impulsbeziehung E(p) = /m¥ + 52 (1 + O(aﬁ)) kénnen wir nach Projektion auf den Impuls
7 = 0 die dazugehorige Hadronmasse E‘ﬁ:G ~ mpyg bestimmen. Ein allgemeiner Meson-Interpolator hat

mit I € {1, 75,775, 7i, - - .} die Form
Oni(z) = PV (@) Ty (x). (3.49)

Gegeniiber DIRAC-Fermionen kénnen bei MAJORANA-Fermionen auch Wick-Kontraktionen zwischen
zwei gleichen Fermionen auftreten. Zunéchst fithren wir den Multiindex oo = (x, 1, ¢, f) ein, der neben
der Raumzeitkoordinate auch die Spinorkomponente sowie den Farb- und Flavorindex beinhaltet.

Damit erhalten wir die Zweipunktfunktion

(TAq; Aay) = <Aa1a2>eff (3.50)
sowie die Vierpunktfunktion
1 | 1 | |
<TA011 )\042 A013)\054> = <)\061 AOZQ)\OCBAOM + )\041 )|\0¢_,2)\043 A0/4 + A011 )\042 A043)\064> (3 51)

= <Aoc1a2 A043054 + A(,‘41044A042043 - Aa1a3Aa2a4>eff .
In den beiden Gleichungen tritt der Propagator A = D~! = (CD)~! auf und der Mittelwert bezicht sich
auf e~ Die effektive Wirkung Seg[id] = S[U]—In Pf(CD[U]) folgt aus der alternativen Formulierung

ZM _ /DZ/{ e—S[Z/{]—‘rlnPf(CD[M]) _ /Du e—seff[lxﬂ (352)

fiir das Pfadintegral aus Gl. (3.15). Wir schreiben nun die Ortskoordinate unseres Multiindex o= (u, ¢, f)
explizit aus. Zur Massenextraktion aus Operatoren der Form Ong(x) = Ao (2)Ag(2) nutzen wir Gl. (3.51)

fir den Korrelator

(Oas(@)025(y)) = (Bap(@,2)R5(3,y) + Bas (@, 1) A5 (2,9) = D (@, 9)Bss(zy)) . (353)

Wir sehen anhand der Argumente der Propagatoren, dass der erste Summand in Gl. (3.53) aus zwei
unverbundenen Anteilen besteht, wohingegen wir aus den beiden anderen Summanden zusammen-
hangende Diagramme erhalten. Fiir diese verschiedenen Félle nutzen wir unterschiedliche Methoden.
Numerisch sind die unverbundenen Beitrage schwieriger zu berechnen und erfordern eine héhere Sta-

tistik als die verbundenen Diagramme [/,

Der komplette Quarkpropagator ]_N)_l(ac, y) ist eine extrem grofe Nin V' x NV Matrix, deren explizite
Berechnung zu teuer und deren Aufbewahrung zu speicherintensiv ist. Obwohl die DIRAC-Matrix D
diinn besetzt ist, gilt dies fiir ihre Inverse D~ im Allgemeinen nicht. Jedes Element [b‘l(y,x)]

/B7a
verbindet eine Quelle am Punkt (x, o) mit einer Senke bei (y, 8). Zur Berechnung des zusammenhén-

[BIBeim neutralen Pion 7° der QCD heben sich alle unverbundenen Anteile gegenseitig heraus, wenn die Massen der
leichten Quarks m(™® = m(® und somit die dazugehorigen Propagatoren gleich sind. Dann sind die Korrelatoren fiir
7179 ebenfalls gleich und folglich auch ihre Massen m, + = mo.
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genden Beitrags nutzen wir aus, dass alle Propagatoren auf einer gemeinsamen Eichfeldkonfiguration

beruhen und somit korreliert sind. Dadurch ist es ausreichend nur eine Spalte

(D71 (Y. 20)] o, = D [D 71 (5, 2)] 5, [55° ™ (2)],, (3.54)

T,0

zwischen einer festen Punktquelle [Sgo’ao (az)] o = 02,2000,00 und allen anderen Gitterpunkten zu ermit-

teln. Insgesamt benétigen wir fiir alle internen Freiheitsgrade o = (p, ¢, f) Punktquellen, die wir an
dem Ort der Interpolatorquelle Oy (o) platzieren. Entgegenlaufende Propagatoren kénnen ohne expli-
zite Berechnung durch die vs-Hermizitdt der DIRAC-Matrix gewonnen werden. Als Resultat erhalten

wir einen Point-To-All-Propagator.

Bei den unverbundenen Diagrammen verwenden wir hingegen stochastische Schatzer |62, 63|. In dieser
Methode wird genutzt, dass fir jedes Matrixelement des Propagators

A= leigloo <77;Xi> mit  x =Ap und leigloo <77;77,-> = 0j; (3.55)
gilt. Das Ensemblemittel liefert auch mit einer endlichen Anzahl Ng von Zufallsschitzern ein ausrei-
chend exaktes Ergebnis. In unseren Simulationen verwenden wir zur Erzeugung der Zufallsquellen

Zufallswerte - (+1 + i), das komplexe Zs-Rauschen. Mit Ng = 10 lassen sich bereits zuverlissige

V2
Resultate fiir lokale Observablen wie das chirale Kondensat gewinnen. Um verléssliche Werte fiir den
unverbundenen Anteil des Vierpunktkorrelators zu erzielen, sind jedoch mehr stochastische Schétzer
notwendig. Insbesondere in der Nahe des kritischen Punktes sind die unverbundenen Beitrage relevant.

Ihre statistischen Fluktuationen sind generell stiarker als diejenigen des verbundenen Anteils.

Die N =1 SYM-Theorie enthilt nur einen Flavor, wodurch die Mesonen den 1-Flavor-Mesonen der
QCD &hneln. Dadurch ist das adjungierte Pion kein Meson, sondern ein Diquark und beschreibt keinen
physikalischen Zustand. Wie sein Pendant aus der QCD besitzt es nur verbundene Beitrage, wodurch
es leicht messbar ist. Das a-n'-Meson ist bis auf den unverbundenen Anteil mit dem Pion identisch. Wie
in der QCD bendtigen die Gluebélle eine hohe Statistik. Im Gegensatz zur QCD existieren in unserer
Theorie keine einfachen mesonischen Zustiande, die nur aus verbundenen Anteilen bestehen. Hier sind

wir stets mit den schwierig zu bestimmenden unverbundenen Anteilen konfrontiert.

Adjungierte Mesonen

In der QCD sind Mesonen mit gerader und ungerader Paritdt nahezu entartet, bspw. das skalare
fo-Meson (JF¢ = 07F) der Masse (990 + 20) MeV und pseudoskalare n'-Meson (JF¢ = 0~+) der Masse
(957,78 £ 0,06) MeV. Im Rahmen der QCD existiert keine Erklarung fiir diesen Befund, der in der
N =1 SYM-Theorie durch die Entartung der adjungierten Mesonen im VENEZIANO-YANKIELOWICZ-
Multiplett fest verwurzelt ist. Im Grenzwert SU(N.) — oo ist die 1-Flavor-QCD &quivalent zur N =1
SYM-Theorie, sodass die beobachtete kleine Massendifferenz zwischen fy und 7’ ein Effekt der Ordnung
@) (N%> sein kénnte [28, 29]. Durch diese Aquivalenz kénnen mit Hilfe der Supersymmetrie Resultate

fiir die QCD berechnet werden. Auf dem Gitter werden beiden adjungierten Mesonen a-n’ und a-fy
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mit den Operatoren

Oay(2) = A@)ysA(z) und  Oa gy (x) = M) \(2) (3.56)

gemessen. Beide Teilchen enthalten sowohl verbundene als auch unverbundene Beitrige. Nahe am kriti-
schen Punkt dominieren die schwer zu messenden unverbundenen Anteile. Schreiben wir die Operatoren

mit I' = {1,735}, so erhalten wir zwischen der Quelle bei (0, %) und der Senke (¢, Z) den Korrelator

C(1) = 75 S (A)TA@)ME)TAD)
g

1 - - R
=73 > (tx(PDNtx(TD,,) ) — 2 (tx(PD,,'TD, 1) . (3.57)
Z,9 T
Der verbundene Anteil
Cor(t) =2 (tr(15D5) 45 D;.)) (3.58)

Z
mit I' = ~5 ist das adjungierte Pion a-m. In der QCD entsteht das Pion als GOLDSTONE-Boson bei der
chiralen Symmetriebrechung. Wir nutzen das adjungierte Pion obwohl es in der N =1 SYM-Theorie
keinen physikalischen Zustand beschreibt. Mit seiner Hilfe konnen wir den kritischen Punkt suchen,
weil dort im Kontinuumslimes seine Masse verschwindet. Um den Beitrag des Vakuumerwartungswertes

aus Gl. (3.57) zu beseitigen muss zusétzlich der Betrag

e ST D) (T Dy, (3.59)

g
x?y

subtrahiert werden.

Gluino-Glueballe

Zur Messung der Gluino-Gluebélle F,, ¥X* X wird der Operator
[Ogz(2)]a = [Zijlaptr (F7 (2)A7 () (3.60)

mit der antisymmetrisierten Clover-Plakette (vgl. Gl. (B.25))

F = i 3 (u,w(x) - ujw(x) (3.61)
p<v

genutzt. Die Indizes 7, j laufen in Gl. (3.60) nur iiber die rdumlichen Richtungen. Aus diesem Operator

folgt der Korrelator

Ca,y) = {[Silagte (F7(@)T) DG @, )] e (F™ (0)T) [t ) (3.62)

zwischen der Quelle y und der Senke . Obwohl dieser Korrelator keinen unverbundenen Anteile enthélt,
erfordert er aufgrund der Fichfeld-Fluktuationen eine hohe Statistik. Zu den beiden Multipletts geh6ren
der Grundzustand des Gluino-Glueballs sowie sein erster angeregter Zustand. Mit Smearing der Links

und der Punktquelle kann die Signalqualitit verbessert werden (s. Kap. 4.4).
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Glueballe

Gluebiélle transformieren im Kontinuum unter der Drehgruppe SO(3), die durch das Gitter auf die
kubische Gruppe heruntergebrochen wird. Fiir den skalaren Glueball F'**F},, mit den Quantenzahlen
JPC =0T ist

O44(z) = tr(Uha(z) + Uaz(x) + Usi (2)) . (3.63)

ein moglicher Gitteroperator. Beim pseudoskalaren Glueball €, ,o F'* FP? mit JP¢ = 0~" kann der
Operator

O_y(x)=)_ (tr(W(C)) - tr(W(PC))) (3.64)

R
verwendet werden [64]. In Gl. (3.64) lduft die Summe iiber alle Rotationen R der kubischen Gruppe.
Die WILSON-Schleifen verlaufen entlang des Weges C und seines Spiegelbilds PC. Ein beispielhafter
Weg C ist in Abb. 8 dargestellt. Typischerweise sind Gluebélle stark verrauscht und erfordern eine hohe

Statistik. Die Signalqualitit profitiert meist von einer groferen Operatorbasis und Smearing [64, 65].

LS

Abb. 8: Dreidimensionales Beispiel eines Weges fiir den pseudoskaleren Glueball mit negativer Paritét.

3.7.2. Weitere Observablen

Als weitere Observable kann die POLYAKOV-Schleife P relativ einfach berechnet werden, indem man die
Eichlinks entlang geschlossener Schleifen in Zeitrichtung multipliziert und anschliefsend die Spur bildet
(vgl. Gl (3.4)). Wie in Kap. 3.1 erwéhnt dient sein Wert als Ordnungsparameter fiir das Confinement.
Daneben bietet die Plakette eine schnell zu berechnende Abschétzung iiber die bosonische Wirkung, die
Autokorrelation und statistische Fluktuationen. Von Interesse ist aufterdem das einfach zu messende

Gluino-Kondensat
10InZ 1 Z . 1

mit dem wir die chirale Symmetrie untersuchen kénnen. Die Ableitung nach der nackten Masse my

ergibt die chirale Suszeptibilitat

Xalmg) = 5o =V <4§22X<x>x<m<y> > <1VZ >

= 7 (D)) 55 (D)~ 7

die durch ihre unverbundenen Anteile schwieriger zu messen ist.

[);;>eﬁ , (3.66)

32



3.8. Extrapolation zum chiralen Limes & Kontinuumslimes

Wenn die fermionische Wirkung mit GINSPARG-WILSON-Fermionen formuliert wird, dann ist im Kon-
tinuumslimes sichergestellt, dass sowohl die Supersymmetrie als auch die chirale Symmetrie wieder-
hergestellt werden [13]. Kommen hingegen WILSON-Fermionen zum Einsatz, dann stofen wir auf das
sogenannte , Feintuning-Problem®. In unseren Simulationen verwenden wir die einfacher zu berechnen-

den WILSON-Fermionen und miissen im Gegenzug den Hopping-Parameter x abstimmen.

Aufgrund der Supersymmetriebrechung durch das Gitters entstehen in der effektiven Wirkung super-
symmetriebrechende Counter-Terme. In der hier betrachteten N'=1 SYM verbleibt aufgrund der Eich-
und Gittersymmetrie als einzige Grofe die Gluino-Masse [1]. Um die gebrochene Supersymmetrie wie-
derherzustellen, ist ein Feintuning notwendig, damit das Gluino im Kontinuumslimes masselos wird.
Jedoch kann seine Masse nicht direkt bestimmt werden, denn das Gluino stellt aufgrund des Confine-
ments keinen physikalischen Zustand dar. Als Messgrofie betrachten wir das adjungierte Pion a-7, das
in der A'=1 SYM-Theorie keinem physikalischen Zustand entspricht, weil die Theorie nur ein einziges
MAJORANA-Fermion behandelt. Analog zur 1-Flavor-QCD wird das Modell partially quenched um
einen zweiten Gluino-Typ und das dazugehorige bosonische Geist-Gluino erweitert [66, 67]. In Refe-
renz [11] wurde fiir die SYM-Theorie mit Hilfe der OZI-Approximation gezeigt, dass das Quadrat der

Masse des adjungierten Pions proportional zur Gluinomasse ist,
m2_. o myg. (3.67)

Die OZI-Regel wurde urspriinglich in der QCD eingefiihrt und ist nach OKUBO, ZWEIG und [1ZUKA
benannt. Thre Aussage betrifft FEYNMAN-Diagramme, die durch Trunkierung der Gluon-Vertices in ge-
trennte Diagramme zerfallen. In der OZI-Approximation werden diese Diagramme vernachléssigt, weil
ihre Beitrége klein sind. Die Beziehung aus Gl. (3.67) dient zur Extrapolation in den chiralen Limes, da
das Verschwinden der Gluinomasse bis auf Gitterartefakte gleichbedeutend mit dem Verschwindend der
Pionmasse ist. Fiir jede Kopplung § ist der kritische Punkt verschieden und der Hopping-Parameter s
muss demzufolge neu bestimmt werden. Beim kritischen Wert k., bei dem die Pionmasse verschwindet,
sollte das chirale Kondensat einen Phaseniibergang erster Ordnung durchlaufen. Somit erreichen wir
mit dem Feintuning des Hopping-Parameters zugleich die Wiederherstellung der chiralen Symmetrie

und der Supersymmetrie im Kontinuumslimes.

Nachdem wir den den chiralen Grenzwert gebildet haben, muss als Néchstes der Kontinuumslimes
betrachtet werden. Idealerweise wiirden wir den Kontinuumslimes a — 0 (entspricht 5 — o0) bei
unendlichem Volumen V' bestimmen. Jedoch kénnen wir in der Praxis lediglich moglichst kleine Git-
terkonstanten a fiir ein konstantes endliches Volumen betrachten. Aus diesem Grund miissen wir Dis-
kretisierungsfehler beriicksichtigen oder moglichst stark reduzieren. Dies ist durch verbesserte Gitter-

wirkungen erreichbar, s. Kap. 3.3.3 & App. B.5.
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4. Resultate

In diesem Kapitel stellen wir unsere Simulationsergebnisse vor. Zu Beginn untersuchen wir das Spek-
trum und die Struktur des WILSON-Operators, um im Anschluss geeignete Simulationsparameter zu
ermitteln. Danach bestimmen wir fiir diverse Kopplungen 8 den kritischen Hopping-Parameter k..
Dazu nutzen wir sowohl die Masse des adjungierten Pions als auch das chirale Kondensat. Im néchsten
Teil betrachten wir das Teilchenspektrum, indem wir die Massen von a-1)/, a- fy, den Gluino-Gluebéllen
und der Gluebélle messen. Um die Gittermassen mit physikalischen Grofen in Relation zu setzen, pra-
sentieren wir die physikalische Skala der Gitterkonstanten. Zu den Untersuchungen gehoren auferdem
unsere Simulationen bei endlicher Temperatur mit dem Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang

und der Wiederherstellung der chiralen Symmetrie.

Uber den Diagrammen sind die festgehaltenen Simulationsparameter angegeben. In der Regel sind
dies die rdumliche Gitterlange, die Kopplung S und der Hopping-Parameter . Standardméfig ist das

Gitter in Zeitrichtung doppelt so grofs, wenn nicht explizit benannt.

4.1. Untersuchung des Dirac-Operators

Die Konditionszahl der DIRAC-Matrix wird durch die kleinen Eigenwerte dominiert. In Abb. 9 ist der
Logarithmus der 100 kleinsten Eigenwerte der Matrix DD, die bei der Kraftberechnung auftritt, mit
bzw. ohne Priakonditionierung als Histogramm abgebildet. Fiir die Abbildung konnten nur wenige Kon-
figurationen auf einem 8% x 16-Gitter beriicksichtigt werden, weil die Eigenwerte-Berechnung grofer
Matrizen zeitintensiv ist. Im Vergleich ist zu erkennen, dass durch die Préakonditionierung die kleinsten
Werte nicht so klein sind wie im urspriinglichen Operator und die gesamte Verteilung nach rechts ver-
schoben ist. Die Konditionszahl des unprikonditionierten DIRAC-Operators ist k = 45354 4,5-10%

0,0001

etwa um den Faktor 2 grofer als mit Gerade-Ungerade-Prikonditionierung, x = é’ggg; ~2,2-10% In

Folge der besseren Konditionszahl konvergiert der CG-Ldéser schneller und benétigt weniger Rechen-

zeit.

8/5,4/0,164

0,08 . | |
mmmm ohne
0,07 - === mit even-odd 7

0,06
=
g 005
20,04
k=
= 0,03
0,02
0,01
0
4 3,5 -3 2.5 2

log(A)

Abb. 9: Vergleich der kleinsten Eigenwerte log()\) von D'D zwischen dem gerade-ungerade-
prakonditionierten DIRAC-Operator und dem unverdnderten DIRAC-Operator.
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Abb. 10: Zweidimensionales Histogramm aller exakt berechneter Eigenwerte von 100 Konfigurationen
auf einem 4*-Gitter.

Auf einem 4%-Gitter koénnen die Eigenwerte der DIRAC-Matrix relativ einfach exakt berechnet werden.
Als zweidimensionales Histogramm sind in Abb. 10 nahe am kritischen Punkt alle Eigenwerte von 100
Konfigurationen analysiert. Daran erkennen wir, dass auf dem 4%-Gitter die meisten Eigenwerte einen
Realteil zwischen 2 und 4 sowie einen Imaginérteil vom Betrag 1 bis 2. Besonders wichtig ist das geringe
Vorkommen sehr kleiner Eigenwerte, die zu einer grofen Konditionszahl fithren wiirden. Dariiber hinaus
stellen wir fest, dass das komplette Spektrum vollsténdig in der Halbebene mit positivem Realteil liegt.
Bei groferen Gitter liegen deutlich mehr kleine Eigenwerte vor, die zudem néher an den Ursprung

riicken. Dadurch vergroflert sich die Konditionszahl und der CG-Loser konvergiert langsamer.

Zu Beginn einer Simulation befindet sich das System typischerweise nicht in einem Gleichgewichts-
zustand. Deshalb beginnt jede Simulation mit einer sogenannten Thermalisierungsphase, in der die
Konfigurationen so lange aktualisiert werden bis sie sich im thermischen Gleichgewicht befinden. Wie
in Abb. 11 erkennbar ist, bildet sich sowohl bei der Plakette als auch beim chiralen Kondensat ab Kon-
figuration 50 ein Plateau. Von diesem Zeitpunkt an fluktuiert ihre Groéfe nur noch durch statistische
Fluktuationen. Alle folgenden Konfigurationen kénnen zur Messung dieser Observablen herangezogen
werden. Wichtig ist dabei, dass zwischen aufeinanderfolgenden Messungen ausreichend viele Konfigu-
rationen unberiicksichtigt bleiben, um die Autokorrelation!®l so klein wie moglich zu halten. In der

Praxis ist eine Autokorrelationsanalyse bei normalen Simulationsparametern zu aufwendig.

In Abb. 12 haben wir die Eigenwerte einer Simulation zu Beginn sowie nach 1, 10 und 99 RHMC-
Iteration in der komplexen Ebene visualisiert. Die Abbildung zeigt durch ihre Spiegelsymmetrie an der
reellen Achse, dass die Eigenwerte aufgrund der y5-Symmetrie in komplex konjugierten Paaren auftre-

ten und somit zu einer reellen positiven Determinante fithren. Daraus schliefen wir fiir die Pfaffsche

[IDie Autokorrelation ist von der Observablen abhéngig: Bei lokalen Observablen ist sie in der Regel kleiner. Auch der
Monte-Carlo-Algorithmus kann einen Einfluss auf die Korrelationslange nehmen.
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Determinante, dass sie keinen Imaginérteil enthélt. Die dargestellte Simulation beginnt mit einem
Kaltstart, bei dem alle Eichfelder als Identitét initialisiert werden. Dadurch besitzt das Spektrum
nur wenige Figenwerte mit einer hohen Entartung. Nach der ersten Konfiguration ist das Spektrum
bereits deutlich breiter und enthélt bei den kleinsten bzw. groften Eigenwerten noch Locher. Sie ver-
schwinden im Laufe der Iterationsschritte und sind ein Zeichen unzureichender Thermalisierung. Zum
Vergleich zeigt Abb. 11(b) das chirale Kondensat, das direkt vom Spektrum abhéngt und von den
kleinen Eigenwerten dominiert wird. Nach Gl. (3.65) konnen wir mit den berechneten Eigenwerte das
chirale Kondensat ¥ = %(trD;;)eff = 5 > .3 exakt bestimmen. Im Vergleich mit dem Resultat
der stochastischen Schétzer zeigt sich eine gute Ubereinstimmung. Das komplette Spektrum thermali-
siert nur langsam, wodurch das chirale Kondensat erst nach etwa 50 Konfigurationen das thermische

Gleichgewicht erreicht.

4*/5,4/0,166 4*/5.4/0,166
077 T T T T T T T T 5)2
= Plakette = x 5 15
0,65 | - Wt
N 5 51
g 00k 1 5 505
% 055 | % | = 5L stochastisi?{h ——
r ) Lome % M ™ exakt
o 05 | xM&**M X N ;5 4,95 | |
) x K ) 49 t _
RGN 1 € as5) 1
, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , T | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Konfiguration Konfiguration

(a) (b)

Abb. 11: Thermalisierung (b) der Plakette und (a) des chiralen Kondensats nahe des kritischen Punktes
ke =~ 0,167. Als Vergleich ist in (b) das aus den exakten Eigenwerten berechnete chirale
Kondensat dargestellt. Durch die stochastischen Schétzer sind im approximierten chiralen
Kondensat statistische Fluktuationen enthalten.
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Abb. 12: Eigenwerte des DIRAC-Operators in komplexer Ebene im Verlauf der Simulation.
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In diesem Abschnitt priasentieren wir die Struktur der DIRAC-Matrix fiir verschiedene Prékonditionie-
rungen. Zur Untersuchung wéhlen wir ein zweidimensionales 8 x 8 Gitter, bei dem die dazugehorige
DIRAC-Matrix die Dimension dim(D) = dim(A) - (N2 — 1) - Ny = 82 -8 - 2 = 1024 besitzt. Unabhingig
von der Prikonditionierung sind nur 66 560/1 048 576 ~ 6,3 % der Eintrége ungleich Nulll”l. In Abb. 13
ist die Struktur der DIRAC-Matrix visualisiert. Jedes blaue Késtchen entspricht darin einem 16 x 16
Block, dessen Eintridge die Wechselwirkung der internen Farb- und Spinorindizes fiir feste Raumzeit-
punkte x & y enthalten. Im zweidimensionalen Beispiel sind diese Untermatrizen mit der Basis {1s+0;},
die die PAULI-Matrizen o;, @ = 1,2 enthélt, dicht besetzt. In vier Dimensionen vergrofert sich der Spi-
norraum auf = 1,2, 3,4 und die Basis {14 £ ,} mit den Gamma-Matrizen (s. App. A) enthélt 50 %
Nullen. Um die hdufige Multiplikation der DIRAC-Matrix mit einem Vektor effektiv auszufiihren, gehen
wir folgendermafen vor: Im sehr diinnbesetzten Indexbereich der Raumzeitpunkte iterieren wir ledig-
lich iiber die nichtverschwindenden internen Untermatrizen. Auf diesen Unterblécken nutzen wir eine
BLAS-Routine zur schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation. Alternativ wére eine explizite Ausnutzung
der Struktur der Gamma-Matrizen sinnvoll. Durch die periodischen Randbedingungen entstehen die
Matrix-Eintréage, die sich oben rechts bzw. unten links in der Matrix befinden. Durch eine Prikonditio-
nierung werden die Matrixeintrige des in Abb. 13(a) dargestellten WILSON-Operators neu angeordnet.
In Abb. 13(b) ist die Verteilung der Eintrége fiir die even-odd-priakonditionierte Matrix

Dee D
D — ee €o <4.1)
Doe DOO

mit 512 x 512 Unterblocken gezeigt. Sowohl die even-even- als auch die odd-odd-Untermatrix enthalten
nur die trivial Selbstwechselwirkung Dee = Do, = 1512. Dadurch kann die Berechnung der Quark-
Determinanten vorteilhaft faktorisiert werden. Zudem verbessert sich auf diese Weise die Konditions-
zahl der Matrix, wodurch weniger CG-Iteration bendtigt werden und die Kraftberechnung beschleunigt
wird. Die Bandstruktur der Untermatrizen D, und D, gleicht der urspriinglichen Form ohne Prakon-

ditionierung, weil auch dort gerade Gitterpunkte neben ungeraden Gitterpunkten liegen.

Auf eine andere Weise teilen wir die Gitterstruktur bei der rot-schwarz-Prikonditionierung auf, die wir
in s. Kap. 3.6.2 eingefiihrt haben. Hierdurch unterscheidet sich das Nonzero-Muster deutlicher von der

unprakonditionierten Form, da nicht gerade von ungerade sondern rot von schwarz getrennt wird. In

Abb. 13(c) ist die Matrix
Drr Dr
D= b (4.2)
Dy Dy,

mit Farbblocken der Groke 22 dargestellt. Durch die kleine Blockgrifie besitzen die Gitterpunkte viele
Nachbarn der anderen Farben, weshalb die Untermatrizen D,y, und Dy, dhnlich voll sind wie D, und
Dyy,. Auf dem Diagonalband lassen sich (%)2 = (%)2 = 16 Unterblocke erkennen. Wahlen wir
hingegen wie in Abb. 13(d) Farbblocke der Grofe 42, so ist die Hauptdiagonale stirker besetzt als die

Untermatrizen D,y, und Dy,. Hier erkennen wir zudem auf dem Diagonalband (%)2 = 4 Unterblocke.

Wenn wir den Halo ausschalten, werden die langen Moden abgeschnitten, wodurch wir lediglich eine

Néherung erhalten. Aufgrund der geringeren Kommunikation zwischen den Prozessen erhalten wir

["IMit wachsendem Gittervolumen fillt dieser Anteil deutlich unter 1%.
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Abb. 13: Struktur des DIRAC-Operators auf einem 8 x 8-Gitter: (a) ohne Prikonditionierung, (b)
mit Gerade-Ungerade-Prékonditionierung, (c) Rot-Schwarz-Prékonditionierung mit Block-
grofe 22, (d) Rot-Schwarz-Prikonditionierung mit Blockgréke 44, Alle Operatoren enthalten
nz = 66560 Nonzero-Eintrage.

eine kiirzere Laufzeit. Allerdings ist diese Naherung in der Kraftberechnung zu grob, wodurch wir
0% Akzeptanz erhalten. Bei Messungen lohnt sich der Verzicht auf den Halo ebenfalls nicht, weil die

Kommunikation meist nur einen kleinen Teil der Laufzeit ausmacht.

Durch die Rot-Schwarz-Priakonditionierung verbessert sich die Konditionszahl der DIRAC-Matrix nicht.
Im Gegenteil wachsen die grofsten Eigenwerte in der Nédhe des kritischen Punktes soweit, dass die Eigen-
werte nicht mehr in dem Intervall der rationalen Approximation liegen. Um zu verhindern, dass in Ab-
héngigkeit des Hopping-Parameters x die rationale Approximation angepasst werden muss, haben wir
die DIRAC-Matrix mit dem Faktor (H%)Q reskaliert. Diese Freiheit ist dadurch gegeben, dass sich jeder
Faktor in der Zustandssumme wieder herauskiirzt. Bisher konnte die Rot-Schwarz-Prékonditionierung
keine Verbesserung erzielen. Die damit erreichten Iterationszahlen sind auf dem Niveau des unmodi-
fizierten DIRAC-Operators. Mit der Gerade-Ungerade-Priakonditionierung erreichen wir die schnellste
Laufzeit. Dies ist zu erwarten, da wir bei dieser Methode die kleinste Konditionszahl erzielen. Daher

verwenden wir im Folgenden die Gerade-Ungerade-Prékonditionierung.

39



4.2. Simulationsparameter

Zur Untersuchung der HMC-Parameter wird die Trajektorienldnge 7, die Anzahl der Intervalle N und
die Ordnung des Integrators variiert. Dazu haben wir verschiedene Simulationen auf einem 83x16-Gitter
mit dem Hopping-Parameter x = 0,162 durchgefiihrt. Durch die Nédhe zum kritischen Punkt erhoffen
wir uns deutliche Unterschiede zwischen den verschiedenen Parametern. Die Laufzeit ist durch die
Matrix-Vektor-Multiplikation dominiert und findet grofitenteils im CG-Loser statt. Um Schwankungen
der Laufzeit durch unterschiedliche Prozessoren und deren Auslastung zu eliminieren, vergleichen wir
direkt die Anzahl der CG-Iterationen. Eine Erhohung der Schritte N von 8 auf 12 fithrt zu etwa 30 %
mehr CG-Iterationen und eine weitere Erhohung von 12 auf 16 nochmals um rund 30 %. Eine gute
Akzeptanzrate liegt bei 90-95%, denn sie sollte nicht zu hoch liegen, sodass sichergestellt ist, dass sich
die Trajektorie ausreichend durch den Phasenraum bewegt. Uber die Schrittanzahl N und Trajektori-
enlange 7 kann die Akzeptanzrate beeinflusst werden. Im Prinzip wéren lange Trajektorien gut, weil
damit der Phasenraum schneller durchlaufen wird. Durch eine geringe Akzeptanz bleiben wir jedoch
im Phasenraum héngen oder bewegen uns nur langsam darin fort. Nach unserer Erfahrung reagiert die
Rechenzeit und Autokorrelationen nicht besonders sensibel auf Verdnderungen der HMC-Parameter.
Deshalb fassen wir in Tab. 1 als Resultat unsere Standardparameter zusammen. Wir integrieren wie
angegeben die Fermionen und Eichfelder auf verschiedenen Zeitskalen mit zwei unterschiedlichen Inte-
gratoren. Bei den Fermionen kommt der SEXTON-WEINGARTEN-Integrator zum Einsatz, wohingegen
fiir die einfacher zu berechnenden FEichfelder ein Integrator vierter Ordnung verwendet wird. Weiter-
fiihrendes dazu ist in App. B.4 und in [81] zu finden. In den Tab. 2 & 3 sind dariiber hinaus die

wichtigsten Parameter fiir die Fermionen sowie die Messung zusammengestellt.

Tab. 1: Ubersicht der HMC-Parameter

Sweeps pro Konfiguration 1
Trajektorienldange 7 0,6
Schrittweite 67 = 7/N fiir Fermionen 0,05
Schrittweite §7 fir Eichfelder 0,025

verbesserte O(672) nach Gl. (B.22)
mit 2 Kraftanwendungen pro Update
O(67%) nach Gl. (B.23)
mit 4 Kraftanwendungen pro Update

Ordnung des Integrators fiir Fermionen

Ordnung des Integrators fiir Eichfelder

Tab. 2: Ubersicht der Parameter zur Behandlung der Fermionen

Pseudofermionen 1

Genauigkeit des CG-Losers fiir rp¢ & 7Akzep | 1- 10716

Genauigkeit des CG-Lésers fiir ryp 1-1072
stochastische Schétzer 20

Genauigkeit der stochastischen Schitzer 1-1078
Punktquellen 1

Genauigkeit der Punktquelle 1-1078
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Tab. 3: Ubersicht der wichtigen Parameter bei der Messung

Thermalisierung 20 Konfigurationen
Dekorrelationsschritte pro Konfiguration 5
Bin-Grofe 10

4.3. Festlegung der Kopplung 5 und des Hopping-Parameters x
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Abb. 14: Um die Kopplung § zu bestimmen, haben wir die mittlere Plakette in Abhé&ngigkeit von
aufgetragen. Die Fehlerbalken sind so klein, dass sie innerhalb der Linienbreite liegen.

In der N'=1 SYM-Theorie sind die Gluinomasse m, und die Kopplung g die beiden einzigen freien
Parameter. Zu Beginn legen wir die physikalische Kopplung g durch den Parameter

2N,
92

8 (4.3)
fest. Zur Ubersicht haben wir mit einem lokalen HMC-Algorithmus reine SU (3)-Eichtheorie simuliert
und dabei die Kopplung 3 variiert. In Abb. 14 ist in Abhéngigkeit der Kopplung die gemittelte Plakette
aufgetragen. Mit dieser Grofle konnen wir die interne Energie der statistischen Zustandssumme abschéat-
zen [68]. Basierend auf unserer Erfahrungen mit reinen Eichtheorien und Simulationen zu SU(2), wo
(Uw) = 0,6...0,8 gute Resultate liefert, haben wir uns fiir 5 = 5,4 entschieden. Einerseits sollte die
zu [ antiproportionale Gitterkonstante a klein sein, um moglichst nahe am Kontinuum zu simulieren.
Je kleiner der Gitterabstand a ist desto weniger tragen die Diskretisierungsfehler bei. Durch die WiL-
SON-Eichwirkung aus Kap. 3.3.1 entstehen Fehler der Ordnung O(a?). Bei Simulationen mit Fermionen
unter Verwendung des WILSON-DIRAC-Operator aus Kap. 3.3.2 dominieren jedoch seine O(a)-Fehler.
Mit der SYMANZIK-Verbesserung aus App. B.5 kénnen die Beitriige des Fermion-Operators auf O(a?)
reduziert werden. Andererseits wird durch ein zu kleines a bzw. ein zu grofes § das Gittervolumen
sehr klein. In der Folge konnen leichte Teilchen durch Volumeneffekte nicht korrekt behandelt werden
(vgl. Kap. 3.4). In Kap. 4.6 werden wir sehen, dass die Wahl § = 5,4 zu einem relativ kleinen Gitter
gehort.
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Bei endlichen Gitterabstianden erhalten die Gluinos durch die explizite chirale Symmetriebrechung
eine unphysikalische Masse. Damit sie im Kontinuumslimes wie gewiinscht masselos werden, muss der

Hopping-Parameter
1

= m (4.4)
fiir jede Kopplung S so eingestellt werden, dass dieser Effekt kompensiert wird. Bei endlichem Gitter-
abstand suchen wir dazu das &, bei der das adjungierte Pion méglichst leicht ist, 1, 5 o mg. An diesem
Punkt wird im Kontinuumslimes die chirale Symmetrie wiederhergestellt. Wie wir in Kap. 3.8 begriin-

det haben, wird durch dieses Feintuning auch die Supersymmetrie im Kontinuum sichergestellt.

Um den kritischen Hopping-Parameter k. zu bestimmen, messen wir die Masse des adjungierten Pions
Mar in Abhéngigkeit von k und suchen das Minimum. Fiir Mesonen ist der Korrelator
N,
C(t < 5) = +C(Ny —t) (4.5)
symmetrisch, wenn der Paritdtspartner dieselbe Masse besitzt. Dariiber hinaus kénnen im Korrelator

Beitrage angeregter Zustiande auftreten, sodass wir die folgenden Fit-Funktionen wéhlen:

Co(t) = ag - cosh ((N¢/2 — t)my), ,Cosh'-Fit, (4.6)
C1(t) = ag - cosh ((N¢/2 — t)mg) + a1 - cosh ((Ny/2 — t)m1), ,2Cosh*-Fit. (4.7)

In Abb. 15(a) stellen wir die beiden Fits fiir Nﬁc = 1,8 dar. Dort ist zu erkennen, dass der ,2Cosh*“-Fit
den Korrelator genauer beschreiben kann, indem er durch seine zusétzliche freie Parameter gegeniiber
des ,Cosh“-Fits den angeregten Zustand besser beriicksichtigt. Bei allen folgenden Korrelatoren werden

wir deshalb nur noch den besseren ,,2Cosh“-Fit abbilden.

In Abb. 15(b) ist die effektive Masse

Megr(t) = In (%) (4.8)

dargestellt. Im Bereich 0 < t < % kann die Masse des adjungierten Pions a-m ~ 40,45 direkt abgele-
sen werden. In Abb. (c) ist deutlich der Einfluss des endlichen Volumens zu erkennen. Wahrend auf dem
84-Gitter die kleinste gemessene Pionmasse bei rund 0,6 liegt, erzielen wir mit dem 8 x 16 eine minima-
le Masse von etwa 0,2. In dem kleineren Volumen steht dem leichtesten Zustand nicht geniigend Platz
zur Verfliigung und infolgedessen wird seine Masse zu hoch gemessen. Sobald das Gitter in Zeitrichtung
mindestens 16 Punkte enthélt, scheinen die Volumeneffekte beseitigt zu sein, denn im Rahmen der
statistischen Unsicherheit stimmen die Masse des adjungierten Pions auf dem 82 x 16-Gitter und dem
163 x 32-Gitter iiberein. Somit ist das 163 x 32-Gitter ausreichend fiir unsere Simulationen. Wenn das
Pion als leichtestes Teilchen auf das Gitter passt, dann gilt dies auch fiir alle schwereren Teilchen mit
einer kleineren COMPTON-Wellenlénge, solange diese grofer als der Gitterabstand bleibt. Aus dem
linearen Fit von Abb. 15(d) kénnen wir den kritischen Hopping-Parameter k. ~ = 0,167 des

83 x 16-Gitters bei 8 = 5,4 ablesen.

1
2(—1,01+4)
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Abb. 15: Massenbestimmung des adjungierten Pions: (a) Korrelator inklusive des ,Cosh“- und des
,2Cosh*-Fits (Fehlerbalken innerhalb Linienbreite), (b) effektive Masse aus abgelesenem Pla-
teau (Fehlerbalken innerhalb Linienbreite), (c) Pion-Masse aus ,2Cosh*“-Fits der Korrelatoren
auf verschiedenen Gittergrofen (Fehlerbalken vermutlich {iberschétzt in Relation zu guten
Fits wie in (a)), (d) lineare Extrapolation mg ~ m2_. zum kritischen Punkt nach Gl. (3.67).

Aufgrund der vs-Symmetrie ist ¢t unter der chiralen Symmetrie aus Gl. (2.33) invariant. Hinge-

gen sind weder der WILSON-Term noch der Massenterm invariant und wir miissen die Masse mg so

feintunen, sodass sich im Kontinuumslimes die beiden symmetriebrechenden Terme kompensieren. Das

chirale Kondensat lasst sich auf dem Gitter relativ einfach messen, wodurch es auch mit wenig Kon-

figurationen nur einen kleinen statistischen Fehler besitzt. In Abb. 16(a) sind Messwerte von einigen

Simulationen dargestellt. Darin ist zu erkennen, dass das chirale Kondensat keine Volumenabhéngigkeit
besitzt. Zudem tritt am kritischen Punkt k. =~ 0,163 ein Knick auf (vgl. Kap. 4.3). Dadurch erkennen

wir eine Diskrepanz zum kritischen . =~ 0,167 aus der Pion-Extrapolation, die bei allen Kopplungen (3

besteht (vgl. Abb. 18) und noch weiter untersucht werden muss. Bei beiden Methoden wéren weitere

Datenpunkte hilfreich, um die Differenz zu studieren. Im Folgenden verwenden wir k. = 0,167, weil die
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Position des Knicks im chiralen Kondensat nicht so genau ablesbar ist. Deutlich mehr Statistik erfor-
dert die chirale Suszeptibilitéit, weshalb ihren Kurvenverlauf noch nicht zur Bestimmung des kritischen
Punktes heranziehen kénnen. Wie Abb. 16(b) zeigt, kann auch aus 100 Konfigurationen im Rahmen
der grofsen Fehlerbalken keine Schluss gezogen werden. Auch mit Hilfe der drei Datenpunkte, die mit

Hilfe von 600 Konfigurationen entstanden, ist kein eindeutiger Kurvenverlauf zu erkennen.
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Abb. 16: (a) Chirales Kondensat in Abhéingigkeit des Hopping-Parameters x auf zwei verschiedenen
Gittergrofen und (b) die dazugehorige Suszeptibilitéit bei unterschiedlicher Konfigurations-
anzahl auf dem 163 x 32-Gitter.

Bei der Suche nach dem kritischen k. finden wir den physikalischen Punkt, der in der Numerik auf-
grund von kleinen Eigenwerten zu einer hohen Konditionszahl fiihrt. Demzufolge erwarten wir bei dem
kritischen k. ein Maximum, das zu beiden Seiten hin schnell abfallt. Diese Beobachtung darf keinesfalls
zur Suche nach dem kritischen Hopping-Parameter genutzt werden. Nachdem k. durch Messung des
adjungierten Pions oder des chiralen Kondensats bestimme wurde, kann die Numerik erfahrungsgemaf
als Bestatigung fiir den kritischen Punkt angesehen werden. In Abb. 17(a) haben wir die Iterations-
zahlen des CG-Losers dargestellt. In den verschiedenen Farben sind die Beitrdge der drei Anwendungs-
gebiete (bei der Berechnung der Wirkung, der Kraft und der Pseudofermionen) aufgeschliisselt. Thr
relativer Anteil zueinander bleibt {iber den untersuchten Bereich des Hopping-Parameters konstant,
s. Abb. 17(a). Obwohl wir bei der Kraftberechnung eine geringere Prézision verlangen und somit der
CG-Loser bereits nach wenigen Schritten konvergiert, finden dennoch rund 80 % der Iterationen bei der
oft stattfindenden Kraftberechnung statt. Da in jedem Iterationsschritt die DIRAC-Matrix angewen-
det wird, korrespondiert die Iterationszahl mit der bendtigten Rechenzeit und die Kraftberechnung
bildet den relevanten Anteil in der Simulation. Als Ubersicht ist in Abb. 17(b) die Rechenzeit pro
Konfigurationen beim Einsatz von 1024 Prozessoren dargestellt. Erwartungsgeméf zeigt auch dieser

Kurvenverlauf am kritischen Punkt ein Maximum.
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Abb. 17: (a) Absolute CG-Iterationen und (b) Rechenzeit in Abhéngigkeit des Hopping-Parameters k.
Im gesamten Bereich bleiben die relativen Anteile zwischen den Berechnungen der Pseudo-
fermionen mit rpe (= 10 %), der Wirkung im Akzeptanzschritt mit rawsep (= 10 %) und der
Kraft in der Molekulardynamik mit rvp (= 80 %) unveréndert.

Mit demselben Vorgehen wie zu Beginn von Kap. 4.3 gehen wir durch verschiedene Kopplungen £.
Fiir jedes gewéhlte 5 messen wir die Masse des adjungierten Pions a-7, die beim kritischen Hopping-
Parameter x. ein Minimum aufweist. Als Resultat bekommen wir aus den Minima die in Abb. 18
dargestellte kritische Linie. Im Limes schwacher Kopplung lduft der Hopping-Parameter gegen % und
im Grenzwert starker Kopplung geht £ — % [69]. Fiir B = 3,6 — 4,2 stieg die benétigte Rechenzeit
an und bei noch kleinerer Kopplungen § konnten wir keine aussagekriftige Daten gewinnen, da bei

unverdnderten HMC-Parametern die Akzeptanzrate sehr schlecht wurde.
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Abb. 18: Kritische Linie: Fiir verschiedene Kopplungen 5 wurde der kritische Hopping-Paramter be-
stimmt und als Funktion von § aufgetragen. Die farbigen Linien kennzeichnen die im Text
erwiahnten Schranken.
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4.4. Smearing-Test

Um das Signal-Rausch-Verhéltnis der schwierigen Observablen zu verbessern haben wir den Einsatz
von Stout-Smearing getestet. Durch Smearing werden unerwiinschte Zustdnde und Anregungen unter-

driickt. Beim Stout-Smearing werden die Links in jedem Schritt durch
Uu(z) = U (z) = ePr®Y, (2) (4.9)

verschmiert [70]. Die Matrix

i

(QL(x) - Qu(x)) STl (QL(a:) - Qu(a:)) (4.10)

i

Bu(x) =

O |

ist hermitesch und spurlos, sodass eP+(®) ¢ SU(N.) und U, (r) € SU(N:) gewihrleistet ist. Unter
Verwendung des Staples

d—1

Wyu(z) = Z Puv (ueru,V uxT+u,u uacT,u + ug];—i-u—u,u ug];—u,u uwﬂw) (4.11)
v=0
vEW

mit den Gewichten p,,, = p und ps, = pus = 0 erhalten wir
Qu(z) = WIMU):(:C) . (4.12)

Das Smearing betrifft somit nur die rdumlichen Richtungen der Links. Mit Hilfe der Plakette haben
wir nach geeigneten Smearing-Parametern gesucht. Gute Parameter fiihren zu einer besseren Uber-
einstimmung des Gitteroperators mit dem zu messenden Zustand. Bei einem erfolgreichen Smearing
verbessert sich die Messung immer weiter bis zu einem optimalen Punkt, an dem wir den Zustand
am besten approximieren. Durch weitere Smearing-Schritte verschlechtert sich anschlieRend das Signal
wieder. Diese Beobachtung kann anhand der Plakette einfach untersucht werden, wie in Abb. 19 fir
den geeigneten Smearing-Parameter p = 0,13 dargestellt. Anhand der Daten stellen wir fest, dass dies
bis zu n = 60 Schritten eine Verbesserung bewirkt. Durch weitere Smearing-Iterationen verschlechtert
sich anschlieffend das Resultat. Fiir die Praxis stellt n ~ 20 einen effektiven Kompromiss zwischen
Laufzeit und Gite dar.

4.5. Massenbestimmung

In Tabelle 4 listen wir diejenigen Simulationen auf, aus denen wir die folgenden Resultate ermittelt
haben. Dazu gehéren die beiden Gittergrofen 8% x 16 und 162 x 32. Auf dem kleineren Gitter haben
wir 100 stochastische Schétzer und 4 Punktquellen verwendet. Beim gréferen Gitter haben wir uns
auf 20 stochastische Schétzer und eine Punktquelle beschrankt, weil sowohl der Rechen- als auch der
Speicheraufwand proportional zum Gittervolumen wéchst. Fiir beide Gitter haben wir in Zeitrichtung
doppelt so viele Gitterpunkte wie in den Raumrichtungen gewahlt, damit wir fiir die Korrelationsfunk-

tionen ein grofses Zeitintervall zur Verfiigung haben. Wir werden in den folgenden Abschnitten sehen,
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mittlere Plakette (U4,.,)
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Abb. 19: Mittlere Plakette mit Stout-Smearing unter Variation der Smearing-Schritte n. Die Fehler-
balken liegen innerhalb der Linienbreite.

dass mit den bisher erzeugten Daten auf dem 163 x 32-Gitter durch das zu schlechte Signal-Rausch-

Verhiltnis keine Massen bestimmen konnen. Die Daten des 83 x 16-Gitters besitzen ein deutlicheres

Signal und liefern erste Abschitzungen der Teilchenmassen. Mangels Vergleich kénnen wir die Effekte

des endlichen Volumens noch nicht abschatzen.

Tab. 4: Ubersicht der Simulationen auf dem 163 x 32-Gitter.

Kiirzel Gittergrofe | K Konfigurationen | Stochastische Schatzer | Punktquellen
16/5,4/0,147 | 163 x 32 | 54 | 0,147 100
16/5,4/0,159 | 163 x 32 | 54 | 0,159 100
16/5,4/0,162 | 163 x32 | 54 | 0,162 850
16/5,4/0,164 | 163 x 32 | 54 | 0,164 600 20 1
16/5,4/0,166 | 163 x 32 | 54 | 0,166 580
16/5,4/0,169 | 163 x32 | 54 | 0,169 100
16/5,4/0,172 | 163 x32 |54 | 0,172 100
8/5,4/0,159 8 x16 |54 | 0,159 500
8/5,4/0,162 83 x 16 | 54 | 0,162 500 100 A
8/5,4/0,164 8 x 16 | 5,4 | 0,164 490
8/5,4/0,166 8 x16 |54 | 0,166 460

4.5.1. Mesonen

Zur Klasse der adjungierten Mesonen gehoren das a-n’ und das a- fy. Ihre jeweiligen verbundenen Anteile

heifsen a-m und a-ag. Auf das adjungierte Pion sind wir bereits bei der Bestimmung des kritischen

Hopping-Parameters k. eingegangen. Seine Masse ergibt in der Nahe des kritischen Punktes vermutlich

eine untere Schranke fiir die Massen aller anderen Zustiande. Zuerst stellen wir die Resultate zum a-n’

vor, das mit moderatem Aufwand messbar ist. Anschlieffend behandeln wir das a- fo-Meson, fiir das wir
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eine grofsere Statistik bendtigen. In den folgenden Abbildungen ist der Korrelator jeweils so normiert,
dass C(t = 4) =1 ist.

Nach dem adjungierten Pion ist das a-n’ das am nachsteinfachsten zu messende Teilchen. In Abb. 20
vergleichen wir die Korrelatoren des a-n’-Mesons inkl. Fits fiir verschiedene Gittergrofen, Konfigurati-
onszahlen und stochastische Schétzer. Abb. 20(a) dient hierfiir als Referenz. Eine Erhéhung der stochas-
tischen Schétzern von 20 auf 200 ist in Abb. 20(b) dargestellt und fiihrt zu einer deutlichen Verbesserung
der statistischen Unsicherheit. Beim Wechsel der Gittergrofe von 8% x 16 zu 163 x 32 in Abb. 20(c) wird
der Korrelator bei derselben Statistik deutlich verrauschter. Erst durch weiter Konfigurationen wird
das Signal deutlicher wie in Abb. 20(d). Im Vergleich zwischen Erhohung der Konfigurationsanzahl und
der stochastischen Schétzer erkennen wir, dass die Signalqualitdt durch mehr Konfigurationen besser
wird und O(100) stochastische Schétzer fiir ein deutliches Signal erforderlich sind.
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Abb. 20: a-n/-Korrelatoren auf einem 8% x 16-Gitter mit (a) 20 stochastischen Schitzern auf 100
Konfigurationen, (b) 200 stochastischen Schétzern auf 100 Konfigurationen sowie auf einem
16 x 32-Gitter mit (c) 20 stochastischen Schiitzern auf 100 Konfigurationen, (d) 20 stochas-
tischen Schétzern auf 850 Konfigurationen.
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Abb. 21: Verbundener — Anteil (75A$y'y5A$y> und unverbundene Anteile (755331775&%) &
(15822)(150yy) des a-n'-Korrelators mit 20 stochastischen Schéitzern bei k= 0,164
mit 100 Konfigurationen auf (a) dem 8% x 16-Gitter und (b) dem 163 x 32-Gitter.
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Abb. 22: Masse des adjungierten n’-Mesons in Abhéngigkeit des Hopping-Parameters x
(Darstellung ohne Fehlerbalken).

In Abb. 21 sind die Korrelatoren nach ihren verbundenen und unverbundenen Beitrdgen aufgeteilt.
Erwartungsgemaéfs ist der verbundene Anteil, der dem a-7 entspricht, nur mit kleinen Unsicherheiten
behaftet. Auf dem 8% x 16-Gitter sind die unverbundenen Beitriige (AmAyy> und die Vakuumbeitriage
(Azz)(Ay,) etwa zwei GroRenordnungen kleiner, sodass sie trotz ihrer grofen relativen Fehler zum
gesamten Korrelator kaum beitragen, s. Abb. 21(a). Auf dem 162 x 32-Gitter besitzen die unverbunde-
nen Anteile einen grofseren Einfluss wie in Abb. 21(b) zu sehen ist. Die Ursache beruht wahrscheinlich
auf der statistischen Grenze der 20 stochastischen Schétzer, deren Beitrag nicht weiter sinkt. Sowohl
im rot dargestellten Beitrag <75Am’y5Ayy> als auch im gelb dargestellten Beitrag <75Am)<v5ﬁyy> ist

das Produkt der beiden Faktoren statistisch nicht unabhingig, wodurch der beobachtete systematische
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Fehler entsteht. In Abb. 21(b) ist die Auswirkung auf den gesamten Korrelator grofer als in Abb. 21(a),

weil der griin dargestellte verbundene Beitrag (75A$y'y5ﬁ$y) kleinere Werte annimmt.

Aus den Simulationen des 83 x 16-Gitters mit hoher Statistik haben wir Masse My fiir vier verschie-

dene Hopping-Parameter £ gemessen und in Abb. 22 aufgetragen. In der Nahe des kritischen Punktes
betrigt die Masse etwa m,_,y = 0,20 & 0,05.

Das a- fy-Meson ist neben dem a-n’-Meson das zweite bosonische Teilchen im Multiplett von VENEZIANO

und YANKIELOWICZ. Erst durch die Simulationen auf dem 8% x 16-Gitter mit 500 Konfigurationen,

100 stochastischen Schatzern und 4 Punktquellen konnten wir sein Signal im Rauschen auflésen. In
Abb. 23(a) ist die Korrelationsfunktion bei x = 0,162 dargestellt, wobei mit diesen Daten noch kein

zuverldssiger Fit durchfithrbar ist. Betrachten wir Abb. 23(b) mit den einzelnen Beitrégen, sehen wir

ein hervorragendes Signal beim verbundenen Anteil. Folglich stammen die statistischen Fluktuatio-

nen ausschliefslich von den unverbundenen Anteilen. Damit wir die Masse des a- fo-Mesons zuverlédssig

extrahieren kénnen bendtigen wir weitere Konfigurationen und mehr stochastische Schéitzer.

8/5,4/0,162
1000 ¢ T T T T T T T 3
s 2Cosh-Fit ——
a- —+—
100 E Jo I
_10f 1
© ol I
0,1 i
0701 [ 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14

t
(8) Ma gy ~ 0,94

16

8/5,4/0,164
10 F T ~ 1 ~ T T~ T~ T T
I (AzeDyy) — (Age) (Dyy) —X— 1
. (AgyAyy) H—HK—
1 3 gesamt —+—1 ;:4
0,1 L% %
NE 3 *
0,01 % %‘gi— + 4] 1% >
SR ITT IR
H X X
0,001 L ki 0 ]
0,0001 L 11
0O 2 4 6 8 10 12 14 16

Abb. 23: Daten des a-fp-Meson: (a) Korrelator C(t) fir
teil (AzyA.,) und Differenz der unverbundenen Anteile (A, A,,) — (Az:)(A,,) des a-fo-
Korrelators mit 100 stochastischen Schéatzern bei k = 0,162 mit 500 Konfigurationen. Der
verbundener Anteil entspricht dem a-ap-Meson mit der Masse m,.4, ~ 0,28. Die unverbun-
denen Anteile (A,,A,,) und (A,,)(A,,) besitzen beide sehr groke Werte O(10000), die sich

weitgehend kompensieren.
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4.5.2. Gluino-Gluebille
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Abb. 24: Resultate der Gluino-Glubélle: In (a) ist der Betrag der ungeschmierten Korrelatoren der
drei Projektoren 7y, 1 — v und 1 + 7y abgebildet. Im Vergleich dazu zeigt (b) dieselben
Korrelatoren mit 100 Smearing-Schritten. Den besten Fit das ~p-Gluino-Glueballs beruhend
auf Daten mit 100 Smearing-Schritten zeigt (c). In (d) die lokale Masse der geschmierten
Daten zu sehen.

Zur Untersuchung der Gluino-Gluebélle haben wir drei verschiedene Operatoren getestet, die im
DirAc-Raum die Matrizen vy, 1 — v und 1+~ enthalten. Wir erwarten, dass der Letztgenannte den
Gluino-Gluebaéllen aus unseren Multipletts entspricht [17]. Die beiden Gluino-Gluebélle sind unserer Er-
fahrung nach schwierig zu messen. Selbst mit 500 Konfigurationen, 100 stochastischen Schétzern und 4
Punktquelle sind die Korrelatoren stark verrauscht, wodurch die Fits und Massen mit einer grofsen Un-
sicherheit behaftet sind. Durch den Einsatz von Stout-Smearing erzielten wir eine Verbesserung in der

Signalqualitit die Korrelatoren. Zur Darstellung der antisymmetrischen Gluino-Glueball-Korrelatoren
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nehmen wir den Betrag und als Fit-Funktionen verwenden wir Linearkombinationen aus Exponential-
funktionen. Um die Antisymmetrie und angeregte Zustinde zuverléssig zu fitten, verwenden wir den
LAExp“-Fit

Cy(t) = agp - ef((Nt/zft)mO) + a1 ‘ef((Nt/%t)ml) + asg - ef((Nt/th)mQ) +asz - ef((Nt/th)mS) . (4.13)

In den Abbildung zeigen wir die Resultate jeweils ohne und mit 100 Smearing-Schritte. Fiir den Hop-
ping-Parameter x = 0,159 sind in Abb. 24(a) die Betréage der drei verschiedenen Korrelatoren vergli-
chen. Mit 100 Smearing-Schritten ergibt sich Abb. 24(c), worin die Symmetrie des vo-Gluino-Glueballs
zu erkennen ist. Demgegeniiber ist das Minimum der beiden Projektionen 1 —~y und 1 4~y nach links
bzw. rechts verschoben. Auferdem ist in Abb. 24(c) der Fit des 7p-Gluino-Glueballs dargestellt. Bei
den beiden anderen Projektionen ist das Signal-Rausch-Verhéltnis zu schlecht um die Daten zu fitten.
Um die Masse der Zusténde abzuschétzen haben wir in Abb. 24(d) die lokale Masse aufgetragen. Im
Rahmen der fluktuierenden Daten lesen wir die Massen als mgz ~ 0,8 ab. In weiteren Untersuchun-
gen wollen wir weitere Smearing-Techniken zur Verbesserung der Signalqualitéit ausprobieren. Gédngige
Methoden sind das Stout-Smearing fiir die Eichlinks und JACOBI-Smearing fir die Punktquellen |71].
In unseren Daten sind die Eichfelder fiir das Rauschen verantwortlich, weshalb wir von geschmierten

Punktquellen keine deutlichen Verbesserungen erwarten.

4.5.3. Glueballe

In der QCD sind Gluebélle seit langem fiir ihr schlechtes Signal-Rausch-Verhéltnis bekannt. Auf dem
kleinen Gitter mit 100 stochastischen Schitzern haben wir versucht den 0*"-Glueball in der N/ =1
SYM-Theorie zu messen. Auch diese Messgrofe profitiert stark durch das Stout-Smearing wie der
Vergleich zwischen Abb. 25(a) ohne, Abb. 25(b) mit 20 und Abb. 25(c) mit 100 Schritten verdeutlicht.
Durch einen ,2Cosh*“-Fit an den symmetrischen Korrelator kénnen wir die Masse des Glueballs nahe
des kritischen Punktes bei x = 0,166 auf mg++ = 0,23 abschétzen. Aus der lokalen Masse kénnen
wir den dhnlichen Wert mg++ ~ 0,22 ablesen, s. Abb. 25(d). Fiir zuverldssige Werte, wird jedoch ein
groferes Gitter bendtigt, auf dem die effektive Masse bei 0 < t < % ein deutliches Plateau bildet. Die
vorgestellten Werte wurden unter Verwendung des einfachen Glueball-Operators O4 4 (x) = tr Uy (x)
mit gewohnlicher Plakette in x-y-Richtung gemessen. Fiir zukiinftige Messungen mochten wir den
Uberlapp des Operators mit dem Zustand verbessern, indem wir weitere WILSON-Schleifen in allen
rdumlichen Richtungen und mit groferem Umfang hinzufiigen. Aufserdem ist die Untersuchung des

0~ "-Glueballs geplant, fiir den WILSON-Schleifen mit negativer Paritit erforderlich sind |72].
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Abb. 25: Resultate fiir den 0T "-Glueball: Korrelator (a) ohne Smearing, (b) mit 20 und (c) 100 Smea-
ring-Schritten der Stérke p = 0,1. In (d) ist die dazugehorige lokale Masse mit 100 Smearing-
Schritten-Schritten abgebildet.

4.6. Setzen der physikalischen Skala

Bei Gittersimulationen kénnen wir nur dimensionslose Grofen messen und in Einheiten der Gitter-
konstanten a ausdriicken. Kennen wir den Gitterabstand a, so kénnen wir Bezug zu reellen Groéfsen
herstellen. Um den Gitterabstand zu bestimmen, muss bei einer Referenzskala der Zusammenhang zu
einer dimensionsbehafteten Grofse hergestellt werden. Hierfiir untersuchen wir in der fundamentalen

Darstellung ein statisches Quark-Antiquark-Paar mit der String-Spannung

(4.14)

Gemifs dieser Gleichung wéchst das Potenzial V(R) linear in R, wobei o die konstante Kraft zwischen
den beiden Partnern beschreibt. Auf dem Gitter betrachten wir hierfiir die WiLSON-Schleife W(R, T,
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die das Produkt von Eichfeldern U, (z) entlang des rechteckigen Pfades mit zeitlicher Ausdehnung T°

und rdumlicher Lénge R ist,

. InW(R,T)
q =—1 _ . 4.1
Vaa(R) A (4.15)
Zur Auswertung der Messwerte definieren wir
(W(R,T))
VIR T)=In ——————— 4.16
und fitten an den Ansatz
V(R,T) = V(R) + % . (4.17)

Fir T — oo kennen wir somit das Potenzial V(R), dessen Verlauf wir in Analogie zur QCD als
Cornell-Potenzial

V(R) =V +oR — % (4.18)

ansetzen [73|. Damit entspricht es den Beobachtungen, dass sich das Quark-Antiquark-Potenzial bei
kleinen Absténden (durch die Wechselwirkung mittels Austausch eines Gluons) wie das COULOMB-
Potenzial
e
VIR)= V) — = 4.19
(R)~ V% - (1.19)

verhédlt und bei grofen Distanzen durch die starke Wechselwirkung
V(R)~Vy+oR (4.20)

linear ansteigt. In der N'=1 SYM-Theorie erwarten wir wie in der QCD Confinement und asympto-
tische Freiheit. Deshalb adaptieren wir diesen Ansatz, indem wir die Gln. (4.17) & (4.18) kombinieren
und den einfachen Fit

V(R,T)=Vo+0oR— % + % (4.21)
durchfiihren. In Abb. 26(a) sind die gemessenen WILSON-Schleifen dargestellt. Daraus berechnen wir
mit Gl. (4.15) das Potenzial, s. Abb. 26(b). Dort ist deutlich der lineare Anstieg fiir R > 4 zu erkennen,
wodurch wir eine Bestéitigung erhalten, dass die N'=1 SYM-Theorie in d = 4 Dimensionen Confinement
enthélt. Wie wir in Kap. 4.7 untersuchen fiihrt eine Temperatur T > T zur Phase mit Deconfinement.
Mit Hilfe des Potenzials bestimmen wir den SOMMER-Parameter Ry, mit dem wir der Gitterkonstante
a eine physikalische Lange zuordnen kénnen, wenn wir eine experimentell gemessene Grofse als Referenz

haben [74]. Dazu betrachtet man in der QCD die Kraft F(R) zwischen zwei statischen Quarks
2
R*F(R)| p_py = C- (4.22)

Typischerweise wird ¢ = 1,65 und R(1,65) = Ry ~ 0,5 fm gewéhlt, weil dieser Wert experimentell gut
messbar ist. Zum besseren Vergleich mit der QCD treffen wir in der N'=1 SYM-Theorie dieselbe Wahl.
Es ist zu beachten, dass die physikalische Gittergrofe, die wir hier in der SYM-Theorie bestimmen,
lediglich eine Abschétzung darstellt. Mangels experimenteller Messwerte fehlt jedoch ein direkter Bezug
zur realen Welt. Dennoch ist die Abschétzung hilfreich, um bspw. Vergleiche mit der Gitter-QCD ziehen
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zu konnen. Aus Gl. (4.22) in der Form

v
dR

=1,65 (4.23)
R=Rp

folgt mit unseren Fit-Parametern die SOMMER-Skala

1 _
J (4.24)
g

in Einheiten der Gitterkonstanten a.
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Abb. 26: (a) Gemessene WILSON-Schleifen und daraus extrahierte (b) Potenzial inklusive Fit und
(c) String-Spannung. In den Diagrammen (b) & (c) sind die Werte fiir verschiedene Smea-
ring-Schritte iiber dem Abstand R aufgetragen. Die Daten stammen aus 425 Konfigurationen
bei f =54 & k = 0,162 und auf Fehlerbalken wird hier verzichtet.
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Tab. 5: Ubersicht der gemessenen SOMMER-Parameter und der Gitterabstinde a.
T 8 9 10 11 12 13 14
R [a] | 17,128 | 17,701 | 18,011 | 18,068 | 18,032 | 18,27 | 19,387
a [fm] | 0,029 | 0,028 | 0,028 | 0,028 | 0,028 | 0,027 | 0,026

In Plot 26(b) ist das Potenzial und in 26(c) die String-Spannung abgebildet. Schon wenige Schritte
Stout-Smearing verbessert die Daten in beiden Féllen signifikant. Fitten wir den Datensatz mit 7' = 14
an Gl. (4.21), so erhalten wir

Vo = 0,226 + 0,005, o = 0,0039 % 0,0007,
e = 0,189 £ 0,005, ¢ = 3,1572 & 0,0003

und mit Gl. (4.24) den SOMMER-Parameter Ry ~ 19,387 sowie die Gitterkonstante a ~ 0,026 fm. In
Tabelle 5 sind die Ergebnisse fiir alle gemessenen Zeiten T' zusammengefasst. Die Werte aus der Mitte
des Gitters 10 < T' < 12 stimmen miteinander {iberein und enthalten vermutlich die geringste Fehler.
Folglich ist unser 16-er Gitter etwa 0,45 fm grofs. Obwohl wir in Kap. 3.4 argumentiert haben, dass in
der SYM-Theorie die Effekte des endlichen Volumens kleiner ausfallen als in der QCD, ist unser Gitter
bisher etwas klein. Deshalb sollten die Volumeneffekte detaillierter untersucht und ein gréfseres Gitter
in Erwigung gezogen werden. Dazu konnen wir entweder die Anzahl der Gitterpunkte Ny & Ny erhdhen
oder die Gitterkonstante a durch eine kleinere Kopplung g vergréfsern. Direkt aus der String-Spannung
o~ j—v = 0,008 erhalten wir hingegen eine kleinere Distanz Ry ~ 14,361a bzw. einen groferen Git-
terabstand a = 0,035 fm. Bei dieser zweiten Variante ist der systematische Fehler vermutlich grofer
als beim Fit: Einerseits tridgt die numerische Differenziation in der Berechnung der String-Spannung
bei und andererseits ist das Plateau nicht besonders stark ausgeprigt, wie Abb. 26(c) verdeutlicht.
Unabhéingig vom Vorgehen kann durch das Smearing ein Fehlerbeitrag hinzukommen. Anstatt der
WILSON-Schleifen W(R, T) ldsst sich das Potenzial auch aus dem PoLyAKOv-Schleifen-Korrelator

(P@P(@)!) = e Nefulelr=) (4.25)

ermitteln. Mit unserer Statistik waren die Daten jedoch zu verrauscht, sodass wir keine Auswertung mit
ihnen durchfithren konnten. Alternativ kann statt der SOMMER-Skala auch die WILSON-Fluss-Skala wyg
zur Bestimmung des Gitterabstands herangezogen werden [75]. Diese Methode ist nicht so sehr von sys-
tematischen Fehlern betroffen, jedoch ist sie aufwendiger, weil dazu eine partielle Differentialgleichung

gelost werden muss.
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4.7. Endliche Temperatur

Kff fo fo
- \ 1 -
o
<AA> oY > <AA>

chirale Symmetrie gebrochen chirale Symmetrie

0 T T

C

Abb. 27: Bei T' = 0 ist die chirale Symmetrie gebrochen und es liegt ein Phaseniibergang erster Ord-
nung bei mg = 0 vor. Bei einer kritischen Temperatur 7, deren Zusammenhang zur kritischen
Temperatur des Confinement-Deconfinement-Ubergangs ungeklért ist, wird die chirale Sym-
metrie wiederhergestellt. Ab diesem Punkt besitzt das effektive Potenzial Vg ein eindeutiges
Minimum. Mit numerischen Simulationen kann die unbekannte Temperatur des Phaseniiber-
gangs untersucht werden. [17]

Bei endlicher Temperatur wird die Supersymmetrie durch das unterschiedliche Verhalten der Bosonen
und Fermionen explizit gebrochen. In der thermischen Zustandssumme treten Bosonen mit periodi-
schen Randbedingungen auf, wohingegen Fermionen antiperiodischen Randbedingungen geniigen. Als
Ordnungsparameter fiir den Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang dient der Erwartungswert
der POLYAKOV-Schleife. Im Gegensatz zur QCD tritt durch die Supersymmetrie kein Crossover auf und
der Phaseniibergang kann auch mit dynamischen Gluinos untersucht werden [17]. Dariiber hinaus tritt
bei endlicher Temperatur der chirale Phaseniibergang auf, der bei endlicher Gluinomasse jedoch zu ei-
nem Crossover wird [76]. Wie in Abb. 27 visualisiert, ist die chirale Symmetrie bei 7" = 0 gebrochen und
wird erst ab einer unbekannten Temperatur wiederhergestellt. Fiir den chiralen Phaseniibergang kann
das chirale Kondensat als Ordnungsparameter genutzt werden. Anhand einer numerischen Untersu-
chung mit der Eichgruppe SU(2) zeigte sich eine grobe Ubereinstimmung der kritischen Temperaturen
fiir die beiden Phaseniibergénge, s. Szenario (a) in Abb. 28 [76].

Wir haben auf einem 123 x 4-Gitter endliche Temperaturen simuliert, die wir bei festgehaltenem
k = 0,152 durch Variation der Kopplung ( verdndert haben. In Abb. 29(a) ist das unrenormierte
chirale Kondensat dargestellt, das bei 8 ~ 3,9 einen Knick aufweist. Diese Simulation mit x = 0,152 ist
weit vom kritischen Punkt k. = 0,167 entfernt, wodurch die chirale Symmetrie ziemlich stark explizit
gebrochen sein konnte und der chirale Phaseniibergang nur schwach ausgepréigt wire. Demgegeniiber
ist der Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang in unseren Daten einfacher zu identifizieren. An-
hand des sehr deutlichen Sprungs im Mittelwert der POLYAKOV-Schleife bei 8 &~ 3,9 erwarten wir dort
diesen Phaseniibergang, s. Abb. 29(a). Somit stimmen unsere Resultate mit der Literatur iiberein,
dass der chirale Phaseniibergang und der Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang bei derselben

kritischen Temperatur stattfinden.
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Abb. 28: Drei Moglichkeiten, wie das Phasendiagramm aussehen konnte: (a) chiraler Phaseniibergang
und Deconfinement-Ubergang stimmen iiberein, (b) es existiert eine Phase mit Confinement
und wiederhergestellter chiraler Symmetrie oder (c) es existiert eine Phase mit Deconfinement
und gebrochener chiraler Symmetrie. Die rote Linie kennzeichnet den chiralen Phaseniiber-
gang erster Ordnung zwischen (A\) > 0 bei renormierter Gluinomasse Mg > 0 und (A\) < 0
bei Mr < 0. Der rote Punkt weifst auf den kritischen Endpunkt zweiter Ordnung hin und mit
der gestrichelten Linie deuten wir den Crossover bei endlicher Gluinomasse Mp > 0 (weicher
Susy-Brechung) hin. Durch die orangene Linie stellt den Deconfinement-Ubergang dar. [76]
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Abb. 29: Resultate fiir endliche Temperatur auf einem 123 x 4-Gitter bei x = 0,152: (a) chirales Kon-

densat und (b) PoLyakov-Schleife.
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5. Schluss

Im Rahmen dieser Arbeit wurden wichtige Voruntersuchungen zur numerischen Simulation der N' =1
Super-YANG-MILLs-Theorie (SYM) in vier Dimensionen mit SU(3)-Eichgruppe durchgefiihrt. Dabei
haben wir einen grofen Wert auf die Erarbeitung und umfassende Darstellung der physikalischen wie
auch numerischen Grundlagen gelegt. Im Anschluss wurden unsere vielseitigen Resultate présentiert.
Zuerst haben wir den WILSON-DIRAC-Operator untersucht und gezeigt, dass die Gerade-Ungerade-
Priakonditionierung die Konditionszahl der DIRAC-Matrix um etwa den Faktor zwei verbessert. Aus
diesem Grund ist diese Prakonditionierung zur Konvergenz-Beschleunigung des konjugierten Gradien-
tenverfahrens so erfolgreich. Aufferdem haben wir auf einem kleinen Gitter die Eigenwerte des DIRAC-
Operators exakt berechnet und beobachtet wie das Spektrum thermalisiert. Dadurch konnten wir einen
Zusammenhang zur Thermalisierung der Plakette und des chiralen Kondensats entdecken. Dariiber hin-
aus gelang uns mit den ermittelten Eigenwerte eine exakte Berechnung des chiralen Kondensats und
eine Bestétigung fiir das mit Hilfe von stochastischen Schéitzern gemessene chirale Kondensat. Zudem
haben wir die HMC-Parameter und die rationale Approximation an unsere Bediirfnisse angepasst.
Erstmalig haben wir die Rot-Schwarz-Prakonditionierung implementiert, ihren Einsatz getestet und
die Matrixstrukturen verschiedener Prikonditionierungen verglichen. Gegeniiber der Gerade-Ungerade-
Priakonditionierung konnten wir mit der Rot-Schwarz-Priakonditionierung bisher keine Vorteile erzielen.

Mogliche Weiterentwicklungen werden wir am Ende dieses Kapitels vorstellen.

Nachdem diese Grundlagen gelegt wurden, haben wir die Abhingigkeit der N’ =1 SYM-Theorie von

e Sy Wmtersucht. Obwohl die

meisten Simulationen bei § = 5,4 durchgefiihrt wurden, haben wir den kritischen Hopping-Parameter

der Kopplung 8 = und dem sogenannten Hopping-Parameter k =
kc flir verschiedene Kopplungen durch Feintuning bestimmt. Dafiir haben wir zwei verschiedene Me-
thoden verwendet: Einerseits haben wir den kritischen Punkt durch das Minimum der Masse des
adjungierten Pions bestimmt und andererseits diente der Knick im chiralen Kondensat als Signal. In

Tab. 6 sind die gefundenen Werte zusammengefasst.

Tab. 6: Ubersicht iiber den kritischen Hopping-Parameter s, fiir verschiedene Kopplungen /3. Die Fehler
sind wie in Abb. 18 dargestellt meist 40,01 mit Ausnahme der genau untersuchten Kopplung
B =54.

B | 36 | 39 | 42 | 45 | 48 | 51 | 54 | 57 | 60 | 75

k& | 0,212 | 0,198 | 0,188 | 0,180 | 0,174 | 0,169 | 0,166 | 0,163 | 0,160 | 0,150

k> | 0,211 | 0,196 | 0,186 | 0,178 | 0,172 | 0,166 | 0,163 | 0,161 | 0,159 | 0,147

Daneben haben wir erste Massen fiir die Teilchen des VENEZIANO-YANKIELOWICZ- und FARRAR-
GABADADZE-SCHWETZ-Multipletts gemessen. Das Erstgenannte enthélt die mesonartigen Gluinobélle
a-n’ und a-fy, deren Korrelatoren wir getrennt nach verbundenen und unverbundenen Beitrdgen un-
tersucht haben. Aus den Fits kénnen wir die Massen m,_,y ~ 0,20 & 0,05 & ma.f, = 0,25 £0,15 in
der Néahe des kritischen Punktes abschétzen. Bei den majoranawertigen Gluino-Gluebéllen haben wir
zur Verbesserung der Signalqualitéit erfolgreich Stout-Smearing eingesetzt. Aus der effektiven Masse

kénnen wir mit den bisherigen Daten mgz ~ 0,8 £ 0,3 eingrenzen. Auch die bosonischen Gluebille
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sind stark verrauscht und profitieren vom Smearing. In der Nahe des kritischen Punktes haben wir fiir
den Glueball mit positiver Paritédt die Masse mg++ ~ 0,23 0,05 gemessen. Fiir eine umfangreichere
Massenspektroskopie benotigen wir weitere Daten, um die statistischen Fehler zu reduzieren und an-
schlieffend den chiralen Grenzwert, den thermodynamischen Grenzwert und den Kontinuumslimes zu

bilden. Damit erwarten wir die Massenentartung der beiden Supermultipletts wiederzufinden.

Ferner haben wir die physikalische Skala unseres Gitters auf zwei unterschiedliche Arten ermittelt.
In der ersten Methode haben wir aus WILSON-Schleifen das Potenzial eines fundamentalen Quark-
Antiquark-Paares bestimmt und dieses an ein Cornell-Potenzial gefittet. Daraus erhielten wir eine
Gitterkonstante von etwa 0,028 fm. Bei der zweiten Methode nutzten wir die numerische Ableitung des
gemessenen Potenzials, um direkt aus der String-Spannung die mittlere Distanz zwischen den Partnern
zu bestimmen. Auf diese Weise bekamen wir eine grofere Gitterkonstante a = 0,035 fm heraus. Bei
einer Gittergrofe von 16 Gitterpunkten entspricht dies etwa der Kantenldnge 0,56 fm. Folglich ist
unsere Gitterkonstante relativ fein und das Gittervolumen fallt eher klein aus. Grofere Gitter als
163 x 32 kénnen wir jedoch mit der vorhandenen Rechenzeit aktuell nicht simulieren, sodass wir das

Gittervolumen nur iiber die Kopplung 8 anpassen kénnen.

Letztlich haben wir Erkenntnisse iiber die Effekte bei endlicher Temperatur gewonnen. Im Rahmen
unserer Resultate stimmt der Confinement-Deconfinement-Phaseniibergang mit der kritischen Tem-
peratur, bei der die chirale Symmetrie wiederhergestellt wird, iiberein. Eine umfangreichere Messung

néher am kritischen Punkt wére interessant, um genauere Schlussfolgerungen ziehen zu kénnen.

Abschlieftend werfen wir einen Blick auf interessante Themen fiir fortfithrende Untersuchungen. Nach-
dem wir durch die Voruntersuchungen eine Vorstellung von der Theorie, ihren Eigenschaften und
Herausforderungen gewonnen haben, sind ein tieferes Verstdndnisse der physikalischen Mechanismen
und detailliertere Daten unser Ziel. Auf dem Weg dahin sind weitere Verbesserungen der Methodik
notwendig, zu denen drei Aspekte gehoren. Als Erstes wollen wir die Gitterwirkungen verbessern, um
bei endlichen Gitterabstinden nédher am Kontinuum mit geringeren Diskretisierungseffekten und besse-
ren Symmetrie-Eigenschaften (insbesondere geringere Supersymmetrie-Brechung) zu simulieren. Dafiir
ist die SYMANZIK-Verbesserung des WILSON-DIRAC-Operators durch den sogenannten Clover-Term
(s. App. B.5) ein wichtiger Schritt, mit dem wir die Diskretisierungseffekte der Ordnung O(a) auf O(a?)
reduzieren konnen. Daneben méchten wir den Einsatz von geschmierten Eichlinks in der Wirkung tes-
ten. Als Zweites ist eine weitere algorithmische Verbesserung geplant. Eine interessante Moglichkeit
konnte die Kombination der Rot-Schwarz-Prékonditionierung mit einer zusétzlichen Gerade-Ungerade-
Prékonditionierung auf den roten und schwarzen Unterblocken darstellen. Aufserdem gehorte die Im-
plementierung der Rot-Schwarz-Priakonditionierung (s. Kap. 3.6.2) zu einer umfassenderen Idee, die
wir weiter verfolgen mochten. Dazu gehort die Implementierung der SAP-Methode (s. App. B.8) zur
Matrixinversion, mit der das Spektrum mittlerer und grofier Figenwerte gut approximiert wird. Die-
ser Baustein gehort zur Multigrid-Methode (s. Kap. B.9), bei der die SAP-Methode als Smoother
eingesetzt wird, um die hohen Moden zu ddmpfen. Unser Wunsch ist die Multigrid-Methode, die im
HMC-Algorithmus erfolgreich als Priakonditionierung eingesetzt wird, auch im RHMC-Algorithmus ge-
winnbringend zu nutzen. Als Drittes scheint eine Beschleunigung der Simulationen abgesehen von der
Methodik durch Optimierung des Codes fiir die Rechnerarchitektur notwendig zu sein. Dazu gehort

sowohl eine effiziente Parallelisierung als auch Vektorisierung und weitere Optimierung.
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A. Konventionen

In diesem Kapitel fassen wir die gewihlten Konventionen zusammen. Zuerst stellen wir die typische

Variablenbenennungen vor. Griechische Raumzeit-Indizes laufen iiber p,v,... = 0,1,...,d — 1. Die
lateinischen Indizes laufen hingegen nur iiber die Raumdimensionen ¢, j, k,... =1,2,...,d — 1. Buch-
staben vom Anfang des Alphabets a,b,... dienen meist zur Indizierung der Farbfreiheitsgrade und f

gehort 1. d. R. zum Flavor. DIRAC-Spinoren haben die Dimension 21%2] und ihre Komponenten werden
mit griechischen Indizes a;, 3, ... bezeichnet. Gewohnlich konzentrieren wir uns im Rahmen dieser Ar-
beit auf d = 4 Raumzeitdimensionen. Mit den 212 x 21%2)_dimensionalen DIRAC-Matrizen lautet die

CLIFFORD-Algebra
{’Vua’)/l/} = 277;w = diag(l, -1,-1, _1) . (A'l)

Die DIRAC-Matrix mit Zeitindex ist hermitesch 78 = 79 und diejenigen mit raumlichen Indizes anti-
hermitesch 'yj = —;, sodass Yoy Y0 = 7;2. Die Matrix 'yg =5 = —iYpY1Y273 ist ebenfalls hermitesch
und antikommutiert mit allen anderen Gamma-Matrizen, {vs,v,} = 0. Die Quadrate der Matrizen
lauten 'yg =1, '712 = —1 und 'yg = 1. Dartiber hinaus definieren wir 3, = i [y, 7] und den dirac-

konjugierten Spinor 1 = 1T~%. Die Ladungskonjugationsmatrix C = iyeyq erfiillt die Eigenschaften
CypCl=—y, C'=-c, c'=cCl, Cycl=ns (A.2)
und wirke folgendermafien auf DIRAC-Spinoren
v =0yt =Cyyt, 9 =—yicTh (A-3)

MAJORANA-Spinoren existieren in d mod 8 = {1, 2, 3, 4,8} Dimensionen und zeichnen sich durch ¢ = ¢
aus. Physikalisch betrachtet bedeutet dies, dass ein MAJORANA-Fermion sein eigenes Antiteilchen ist.
Die Euklidischen DIrRAC-Matrizen in der chiralen Darstellung sind

000 1 0 0 —i 00 1 0 00 —i 0
oo 1o 0 i 0 o 0 0 00 0 —i
=10 100 " o o> ™71 o o BT o
1000 i 0 0 0 -1 0 0 i
und
10 0 0
01 0
- Ad
5 00 -1 0 ()
00 0 -1

Abschliefend stellen wir die Generatoren der LIE-Gruppe SU(3) vor. Sie entsprechen bis auf den Vor-
faktor  den hermiteschen und spurlosen GELL-MANN-Matrizen, sind geméf (7%, T,) = tr(7°T3) = 67



normalisiert und lauten

010 [0 -0 X 0 1 O
lef TQI* i T3:7 T4: —
s|1 0 0], A EE 5 0o of, 5 [0 0 o0
00 0 0 0 0 0 0 i 0 0
[0 00 [0 00 L[t 00 L0 o
=-loo 1|, 7°=3l0 0 -i|, T7=2]0 -1 0|, TS=—0 1 0
2 2 2 2v/3
010 0 i 0 0 0 0 0 -2

B. Ergdnzungen zu den numerischen Methoden

In diesem Anhang diskutieren wir einige numerische Aspekte, die fiir die Grundlagen nicht direkt
bendtigt werden und dennoch in einer umfassenden Darstellung nicht fehlen sollten. Dazu gehoéren
die MARKOV-Ketten, Detailed Balance-Bedingung, Fermiondoppler, Kraftberechnung, Integration der
Molekulardynamik, SYMANZIK-Verbesserung des WILSON-DIRAC-Operators, Binning-Methode und
Jackknife-Analyse. Aufserdem stellen wir die im Ausblick erwdhnte SAP-Methode und das Multigrid-

Verfahren kurz vor. Fiir diesem Anhang wurden vorwiegend die Quellen [14, 36, 37| genutzt.

B.1. Markov-Ketten und Detailed Balance

Wir betrachten ein System mit einer Menge von Konfigurationen {z € R"}. Die dazugehorige Wahr-
scheinlichkeitsverteilung P(z) erfiillt

P(z) >0, /d”x P(z)=1. (B.1)

Eine MARKOV-Kette beschreibt einen stochastischen Prozess, dessen zukiinftiges Verhalten lediglich
vom momentanen Zustand = abhingt. Pro Zeitschritt wird sie durch die Ubergangswahrscheinlichkeit
W (z,2') = W(z — z’) mit den Eigenschaften

W(ac,ac’) >0, /d”m’W(ac,x’) =1 (B.2)

charakterisiert. In der stochastischen Matrix W mit den Eintragen W(:z, x’ ) sind alle relevanten Infor-

mationen des stochastischen Systems gebiindelt,
P(z') = /d”x P(z) W (z,2'). (B.3)

Eine Gleichgewichtsverteilung (x) sollte unter mikroskopischer Zeitumkehr invariant sein und muss

folglich der Detailed Balance-Bedingung

B(z) W (z,2") =B(2') W (2, z) (B.4)
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geniigen. Diese Zusatzbedingung an den MARKOV-Prozess impliziert die Fixpunkt Gleichung!®!

P(z) = /d"x&B(:v)W(x,x') . (B.5)

Sowohl der METROPOLIS- als auch der HMC- und der RHMC-Algorithmus aus den Kap. 3.2.1-3.2.3
erfiillen die Detailed Balance-Bedingung.

B.2. Doppler-Problem

Zur Diskretisierung der Fermionen setzen wir die Spinoren v(x), 1(x) auf die Gitterplitze ¥ = a 7. In
der diskreten Ableitung

_ Up (@) (z + p) — Uy (z)p(z — p)

Ot () 5 (B.6)

sind Eichtransporter enthalten, um die Eichinvarianz von 9 (z)y*9,1(x) zu gewihrleisten. Damit er-

halten wir fiir einen Flavor die naive fermionische Wirkung
naiv 7 " naiv ab
SEN (), d(@),U@)] = a* Y Paalx) [D™N(z,9)]; Yse(y) (B.7)

mit dem naiven DIRAC-Operator

naiv ab U, (x abéa: K7 U_,(z abé;Bf’
[D (x,y)}aﬁzzhu]aﬂ[ u(@)] +1y 2(1[ u(@)] 1y + MBa36ab0ry (B.8)

wobei die Indizes «, 8 iiber die Spinorkomponenten und a, b iiber die Farben laufen. Jedoch beschreibt
die naive Wirkung zu viele Fermionen — bekannt unter dem Namen ,Doppler-Problem®“. Um dies zu
erkennen setzen wir in Gl. (B.8) alle Eichlinks U/,,(x) = 1, fiihren eine FOURIER-Transformation durch

und bilden anschlieffend die Inverse, wodurch wir den freien Quarkpropagator

- ml— 15" lim,, y* sin(pp.a)

Dg'(p) = : (B.9)
0 m? + a% Zu 81112(;0#@)
erhalten. Wahrend der masselose Kontinuums-Quarkpropagator
~ i
Dy jeoms. (P) = — > Dy (B.10)
o

nur einen einzigen Pol bei p = (0, 0,0, 0) aufweist, besitzt der Gitter-Quarkpropagator aus Gl. (B.9) fiir
m =0 insgesamt 16 Polstellen und beschreibt dadurch zu viele Fermionen. Eine Losung des Problems
nach WILSON ist der Gitter-Quarkpropagator

Dow(p) = Do(p) + 1a™ "> <1 - COS(}W)) : (B.11)
i

[1Zu beachten ist das fehlende Prime auf der linken Seite von Gl. (B.5) im Gegensatz zu Gl. (B.3).
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Der zweite Summand verschwindet fiir p = 0 und tragt somit nicht zum Kontinuumslimes bei. Je-
doch fiihrt jeder unerwiinschte Impuls p,, = 7 zu dem Zusatzbeitrag %, wodurch diese Fermionen im
Kontinuumslimes a — 0 aufgrund ihrer Masse m — oo von der Theorie entkoppeln. Das NIELSEN-
NiNoMmIvA-Theorem besagt, dass die chirale Symmetrie nicht zugleich mit der Lokalitdt vereinbar ist,
wenn keine zusétzliche Fermionen (die Doppler) eingefiihrt werden. In der zuvor dargestellten Weise
durch Beseitigung der unphysikalischen Doppler mittels WILSON-Massenterm verlieren wir die chirale

Symmetrie bei endlichen Gitterabstéanden.

B.3. Kraftberechnung in der fundamentalen Darstellung

Anhand der nicht-abelschen Eichgruppe SU(3) stellen wir die Kraftberechnung in der fundamentalen

Darstellung vor. Dazu miissen wir die Linkvariablen
U = e T @7 (B.12)

ableiten. Ableitungen leben immer im Tangentialraum der Mannigfaltigkeit, d. h. zu jedem Link ¢/,,(z)
gehort der algebrawertige Impuls P,,(x). Die Ableitung einer Funktion f (i) eines LiE-Gruppenelementes
in die LiE-Algebrarichtung T, sei definiert als

ofU) _ 9
(a) — - Y iwTy
V@) = 5@ = 30 (e elt) » (B.13)
Damit wird die HMC-Kraft fiir die bosonische Wirkung aus Gl. (3.18)
8
Pt o) = 315 (ol + 6171 (B.14)
a=1

ebenfalls algebrawertig. Fiir den ersten Summanden erhalten wir mit Sg[U] = 8> (1 — 3Retr Un)
aus Gl. (3.24) die Ableitung

“ ST U, (x
FG7M(.T): G[ 8w ,u‘( )]

_ —gRe tr (T°U ()W, (1)) | (B.15)

w=0

die den Staple W,,(z) enthélt. Aufwendiger ist der zweite Summand mit den Pseudofermionen
() = 02, (1M1 01) = —ol M1 (9,M) Mg, (B.16)
bei dem wir 9, M berechnen miissen. Aus der v5-Hermizitét D' = ~v5D~5 folgt
M' = (D'D) = (ysDvsD)' = [(v5D)?] = 2(75D) (vsD)' = 2ysDys D' = 2D'D’. (B.17)

Somit erhalten wir

() = =2 <DT(3§§HD)> Xi s (B.18)

wobei y; = M ~1¢; die Inversion der Matrix M erfordert. In jedem Zeitschritt des Integrators wird diese

Inverse bendtigt, wodurch die Kraftberechnung einen groffen Anteil an der Gesamtlaufzeit bendtigt.
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B.4. Integration der Molekulardynamik

Damit die Detailed Balance-Bedingung des (R)HMC-Algorithmus erfiillt ist, muss die numerische Inte-
gration zeitreversibel und energieerhaltend sein (vgl. App. B.1). Der einfachste symplektische Algorith-
mus ist der sogenannte leap-frog-Integrator (LF, engl. fiir Bocksprung) mit der Ordnung O(672) [78].
Wir definieren die Zeitentwicklungsoperatoren Tp & Tp; fir die Impulse

Pi(T-i-(ST) :Tp((s’l')’Pi(’ﬂ sz'(T)—i-(ST']ji(T) (B.IQ)
und die Eichfelder
Ui (T + 67) = Ty (57) Us(r) = 7 P+ F) (7). (B.20)

Damit konnen wir einen leap-frog-Schritt der Lénge d1 schreiben als

Tir(6T) =Tp (27) Ty (67) Tp <527> (B.21)

und die Integration von 7 = 0 bis 7 = tynme folgendermafsen ausdriicken,

tHMC oT or
T(O, tumc, (57’) = [TLF((ST)] ir =Tp <2> Tu((ST) Tp((gT) ... Tu((;T) Tp((gT) Tu(57’) Tp (2> .
Theorien mit Fermionen bendtigen in der Regel Integratoren héherer Ordnung. Von SEXTON und

WEINGARTEN stammt ein verbesserter Integrator zweiter Ordnung [79],

twtor) = () () 1 () 1 (3 1 (%) 2

In [80] wurde ein Integrator vierter Ordnung mit den den Koeffizienten p = 0,178 617 895 844 809 1 und
A =0,712341831 062605 6 sowie # = —0,066 264 582 669 818 43 vorgestellt,

Ty(87) =Tp(pd7) Tu(NoT) Tp(067) Ty ((1 - 2A)527> Tp ((1 —2(0+ p)>57> Tu ((1 - 2A)52T>

“Tp(00T) Tyy(AoT) Tp(poT). (B.23)

In unseren Simulationen nutzen wir meist eine Kombination aus SEXTON-WEINGARTEN fiir die Eich-
felder und dem Integrator vierter Ordnung fiir die Fermionen. Dariiber hinaus bietet die Integration
mit mehreren Zeitskalen eine Verbesserung [81], insbesondere wenn Teile der Wirkung grofe Beitriage
zu der HMC-Kraft besitzen und zugleich schnell zu berechnen sind. Typischerweise trifft dies auf die

bosonischen Wirkung zu.
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Abb. 30: Die Clover-Plakette wie dargestellt aus vier Plaketten gebildet.

B.5. Symanzik-Verbesserung des Wilson-Dirac-Operators

Mit Hilfe einer SYMANZIK-Verbesserung kénnen wir die dominierenden O(a) Diskretisierungsfehler der
fermionischen Wirkung von Gl. (3.25) eliminieren. Dazu addieren wir den irrelevanten Operator

- cSW%X(x)zWFWA(x) (B.24)

hinzu. Dem in Abb. 30 dargestellten lokalen Operator

1
F/U/ :Z

1

(Um,,(x) +Uy—p(x) +U_py—p(x) + U_,w(:c))

(e UG+ ) + Ul — o = DU = v+ U0

U (@)U (x + v = U (& — U@ — p) + U (@ = U (2 = v = U (= v = Uy (@ — u))

(B.25)

gab man aufgrund seiner Form den Namen ,,Clover-Term* (engl., Kleeblatt). Damit die O(a) Gitterar-
tefakte von allen on-shell-Observablen, wie bspw. den in dieser Arbeit betrachteten Massen, verschwin-
den, muss der SHEIKHOLESLAMI-WOHLERT-Koeffizient c¢qy entsprechend gewihlt werden [82-84]. In
Referenz [85] wurde dieser Koeffizient fiir A'=1 SYM-Theorie mit Stérungstheorie bis zur Ordnung
O(g?) in der Kopplungskonstanten g berechnet:

w =1+ ((0,16764 + 0,000 03) C' + (0,015 03 = 0,000 03) NC)92 +O(g"). (B.26)
Fiir Fermionen in der fundamentalen Darstellung ist die quadratische CASIMIR-Invariante Cfd = %21

und im Falle von adjungierten Fermionen C?4 = N,. Unser verbesserter WILSON-DIRAC-Operator

3 3
I{Z ( :ﬂ. ’}/M +CSWE Z Z E,U,VF#VZZ)(‘T)

pn=0r=0
vEp

Dy(a) )¢(x+u)+(ll+w)ul(wﬂ)¢(xM))

(B.27)

hat mit dem richtigen Koeffizienten cg, nur noch O(a?) Diskretisierungsfehler. Unsere Simulationser-

gebnisse aus dieser Arbeit beinhalten noch keinen Clover-Term.

VI



B.6. Binning-Methode

Um die Autokorrelationszeit der Daten abzuschétzen und zu verringern, kann die Binning-Methode
genutzt werden. Dabei teilen wir die N Daten in Blocke der Grofse K auf. Anschliefsend wird fiir
jeden Block der Mittelwert berechnet und als neue Zufallsvariable behandelt. Wenn die urspriinglichen
Daten unkorreliert sind, sollten die Varianz dieser neuen Zufallszahlen wie % abfallen. Wird K grofs
genug gewahlt, so kann man die resultierenden Blockvariablen als unkorreliert betrachten. Auf den so

zusammengefassten Messungen kann schliefslich eine Jackknife-Analyse durchgefiihrt werden.

B.7. Jackknife-Fehleranalyse

Eine gingige Standard-Methoden zur Fehlerabschétzung korrelierter Observablen ist die Jackknife-
Methode. Thre Notwendigkeit beruht darauf, dass eine Fehlerabschétzung durch Fehlerfortpflanzung in
der Praxis oft unmoglich ist. Ein wichtiger Vorteil dieser Methode ist ihre Anwendbarkeit auf gefittete
Daten, auf die wir bspw. bei der Massenbestimmung aus den Korrelatoren stofien. Der Ausgangspunkt
ist eine Gesamtheit von N Daten und eine Observable O. Mit den vorliegenden Daten werden N Unter-
mengen der Méchtigkeit N—1 gebildet, wobei der iten Untermenge das ite Datum fehlt. Im Anschluss

wird die Observable O auf der urspriinglichen Menge und auf den N Untermengen ausgewertet. Die

Resultate bezeichnen wir mit O bzw. O;, i = 1,..., N. Aus der Varianz
N
N -1 A\ 2
i=1

erhalten wir das Ergebnis (O) = O + 0 inklusive Fehlerabschitzung. Fiir verzerrte Daten kann mit

. 1 Y

0= Z; 0, (B.29)
der verbesserte Schitzwert (O) = O — (N-1)(0 - O) berechnet werden.

B.8. SAP-Methode

Da der DirRAC-Operator nur Wechselwirkungen zwischen néchsten Nachbarn enthélt, werden fiir die
SCHWARZ-Methode nur 2 Farben benétigt. Im Kontext der Gitter-QCD wird diese Methode haufig
SCHWARZ Alternating Procedure (SAP) genannt [61]. Ein Update des Blocks A zur Lésung von Dz = b
ist durch

2 =z+ D' (b— Dz) (B.30)

gegeben. Die darin auftretende Inversion des lokalen DIRAC-Operators wird mit wenigen minimal re-
sidual Schritten approximiert. Dies ist ausreichend, da einerseits D eine gute Konditionszahl besitzt
und andererseits die Genauigkeit der aktuellen N&herungslosung z bereits begrenzt ist. Jedoch wird
die SAP-Methode dadurch ein nicht-stationérer iterativer Prozess und folglich muss eine flexible KRry-
Lov-Raum-Methode gewéhlt werden [59]. Mit der SAP-Methode wird ein grofer Teil des Spektrums,
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genauer gesagt alle mittleren & grofen Eigenwerte, gut approximiert. Die Figenschaft, dass durch die
inverse Blocklinge die tiefen Moden abgeschnitten werden, nutzt die Multigrid-Methode geschickt aus
(s. Kap.B.9). In Algorithmus 4 ist die SAP-Methode zusammengefasst.

Algorithmus 4 : SCHWARZ Alternating Procedure
Input : Anfangsschétzung z, rechte Seite b

Output : Ndherungsliisung z
for c={rot,schwarz} do
r=b—Dz
for alle i € {1, ..., Npjoc} mit Farbe(i)=c do
L Z:ZJFDXlI“

B.9. Multigrid-Methode

Zur Losung der DIRAC-Gleichung Du = f nutzen wir einen Prikonditionierer M, der M~' ~ D!
approximiert. Gem# DM ~'Mu = DM ~'v = f konnen wir mit der prikonditionierten Matrix DM ~!
zuerst nach v 16sen und erhalten anschliefend daraus v = M ~!v. Die Multigrid-Methode dient als Pr-
konditionierung und besteht aus zwei Teilen, die im Wechsel angewandt werden: eine coarse-grid correc-
tion, die die Beitrage der tiefen Moden approximativ behandelt und ein domain decomposition Smoo-
ther, der die hohen Moden néherungsweise berechnet [86]. Wie bei der Rot-Schwarz-Priakonditionierung
wird das Gitter in Unterblocke unterteilt. Die Effektivitit dieser Methode beruht auf der sogenannten
sokalen Koharenz“. Unter dem Begriff versteht man das Phénomen, dass Eigenvektoren von D, die zu
kleinen Eigenwerten gehoren, dazu neigen auf vielen Gitterblécken iibereinzustimmen. Dadurch kon-
nen viele Eigenvektoren mit kleinen Eigenwerten durch wenige Eigenvektoren approximiert werden [87].
Die coarse-grid correction projiziert den aktuelle Iterationsvektor zuerst auf ein groberes Gitter, wobei
die tiefen Moden des DIRAC-Operators ndherungsweise erhalten bleiben. Auf dem groben Gitter wird
anschlieftend die DIRAC-Gleichung in ndherungsweise gelost und das Ergebnis zuriick auf das feine
Gitter projiziert [86]. Um die hohen Moden zu approximieren, wird anschliefsend die SAP-Methode aus
Kap. B.8 verwendet.
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