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~MORAL PRINCIPLE 1:
(i) When in doubt, use CHEBYSHEV polynomials unless the solution is
spatially periodic, in which case an ordinary FOURIER series is better.

(1) Unless you’re sure another set of basis functions is better, use
CHEBYSHEV polynomials.

(153) Unless you're really, really sure that another set of basis functions
1s better, use CHEBYSHEV polynomials.”

— JounN P. BoyD
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1. Einleitung

Zwei universelle Methoden kommen in dieser Arbeit zum Einsatz. Dies ist zum einen die Flussglei-
chung, deren Eigenschaften hier anhand eines vertrauten Modellproblems — dem quantenmechani-
schen anharmonischen Oszillator — studiert werden. Zum anderen sind es die Spektralmethoden,
welche Differenzialgleichungssysteme sehr effizient 16sen konnen. Durch verschiedene Varianten
der Kollokationsmethode wird die Flussgleichung des anharmonischen Oszillators gelést. Dabei
dienen neben den CHEBYSHEV- auch die LEGENDRE-, HERMITE- und LAGUERRE-Polynome als
spektrale Basis. Einerseits stehen konventionelle Integratoren, wie das explizite EULER-Verfahren
oder das klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren mit Schrittweitensteuerung zur Verfiigung. Ande-
rerseits wurde ein spektraler Integrator geschrieben, der das NEWTON-RAPHSON-Verfahren ent-
halt. Bei ihm kann wiederum zwischen einer Version mit Kompaktifizierung und einer Variante
mit Patches gewdhlt werden.

Zur Formulierung der Flussgleichung wird KENNETH WILSONs Konzept der Renormalisierungs-
gruppe (RG) bendtigt, welche die Skalenabhéngigkeit der Physik beschreibt. Makroskopische
Ph&nomene bei grofen Léngen und kleinen Impulsen werden dabei als mikroskopische Wech-
selwirkungen aufgefasst. Demnach wirken auch in unserer Alltagswelt die quantenmechanischen
Gesetze, deren Auswirkungen wir jedoch nicht bemerken, weil sich die Fluktuationen im Mittel
ausgleichen und die resultierenden Effekte extrem schwach ausfallen. Der Grundgedanke der RG
besagt, dass im Impulsraum mikroskopische Fluktuationen nicht alle auf einmal zu behandeln
sind, sondern nacheinander von Skala zu Skala. Fiir einen nicht-perturbativen Zugang dienen
funktionale Methoden. Durch die Berechnung der erzeugenden Funktionale der Korrelations-
funktionen erhilt man die vollstdndige Information der zugrunde liegenden Theorie, nachdem
iiber alle Fluktuationen integriert wurde. Mit der funktionalen Renormierungsgruppe (fRG) wer-
den lediglich die Anderungen der Korrelationsfunktionen behandelt, die durch infinitesimale Im-
pulsschalenfluktuationen entstehen. Damit ergibt sich eine funktionale Differenzialstruktur, die
gegeniiber der gewthnlichen integralen Formulierung eine bessere analytische als auch numerische
Zuganglichkeit und Stabilitdt besitzt.

Wie dieser Absatz verdeutlicht, ist es niitzlich, sich mit der funktionalen Renormierungsgruppe
und der Flussgleichung zu beschiftigen, da viele Forschungszweige der theoretischen Physik von
ihr Gebrauch machen. Das grofte Interesse an dieser Methode ist darin verwurzelt, dass sie grund-
sétzlich nicht-perturbativ ist. Oft erzielt die fRG selbst in Féllen, in denen die Stérungstheorie
scheitert, niitzliche Resultate. Beispielsweise kommt die fRG bei der Behandlung des asymptoti-
schen Sicherheitsszenarios in der Quantengravitation zum Einsatz. Dariiber hinaus wird die fRG
in der statistischen Physik zur Berechnung kritischer Exponenten genutzt. In der Teilchenphysik
hilft sie bei der Theorie der starken Wechselwirkung, den elektroschwachen Phaseniibergingen
und dem Hierarchieproblem. Viele Anwendungen finden sich in der Physik der kondensierten
Materie wieder: Sowohl bei der vereinheitlichten Beschreibung klassischer Bosonen, als auch bei
der Supraleitung, fliissigem He?*, Prozessen der Keimbildung & frustrierten Magneten wurde die
fRG bereits genutzt. Weitere Einsatzgebiete liegen in der Kernphysik, Atomphysik, Quanten-
statistik, Quantenchromodynamik, Hochenergiephysik, Eichtheorie und der Allgemeinen Relati-
vitdtstheorie. In den diesem Abschnitt zugrunde liegenden Quellen [1-4] sind noch zusétzliche
Anwendungen zu finden.

Zuerst wird der Fokus dieser Arbeit in Kapitel 2 auf die Grundlagen gelegt. Zu Beginn leitet
Abschnitt 2.1 die WETTERICH-Gleichung her und im folgenden Abschnitt 2.2 wird aus ihr die
numerisch zu berechnende Flussgleichung des quantenmechanischen anharmonischen Oszillators
abgeleitet. Als Abschluss der Grundlagen steht in Abschnitt 2.3 die spektrale Kollokationsmetho-
de im Mittelpunkt. Anschliefsend stellt Kapitel 3 die Implementierung und die dafiir notwendigen
Formeln vor. Kapitel 4 beinhaltet schliefslich alle Resultate sowie deren Vergleiche unter Variation
der Eingabeparameter.



2. Grundlagen

Zu Beginn dieses Kapitels wird im Abschnitt 2.1 die WETTERICH-Gleichung basierend auf [1, 5]
hergeleitet. Ebenfalls darauf beruhend spezialisiert Abschnitt 2.2 die Flussgleichung fiir den
quantenmechanischen anharmonischen Oszillator. Neben den beiden priméren Quellen wurde
zusétzlich [6] und in geringem Umfang |3, 7] fiir den ersten Abschnitt hinzugezogen. Die Grund-
lagen der genutzten Spektralmethoden sind im letzten Abschnitt 2.3 beinhaltet.
Einfachheitshalber werden in der folgenden Herleitung nur reelle Skalarfelder betrachtet. Alle
Rechnungen dieser Arbeit sind in natiirlichen Einheiten durchgefiihrt und Energien sowie Kopp-
lungskonstanten in Einheiten der Eigenfrequenz w genannt.

2.1. Herleitung der Flussgleichung
Alle n-Punkt Korrelationsfunktionen der Form

(@) 6(w0)) =N [ D6 6(a) ... o(an) o5 2.1)
mit der Normierung N, sodass (1) =1, werden durch das erzeugende Funktional

Z[j] = WVl = / Dep eSO+ A% j(w)é() (2.2)

zusammengefasst und durch dessen funktionale Differenziation

1 ozl
033 (x1) - 63 ()

(6(x1). o)) = (2.3)

J=0

berechnet. Das SCHWINGER-Funktional W j]=In Z[j] erzeugt nur zusammenhéngende Korrela-
tionsfunktionen und seine LEGENDREtransformierte, die effektive Wirkung

rl = sup ([ % itu)ets) - W) . (2.4

J

liefert sogar nur die 1-Teilchen-irreduziblen (1PI). Somit ist sie die effizienteste Variante, um alle
Informationen der zugrunde liegenden Quantenfeldtheorie zu biindeln. Denn nichtzusammen-
héngende FEYNMAN-Diagramme koénnen als Produkt von zusammenhidngenden Diagrammen
geschrieben werden, die wiederum aus 1PI-Diagrammen konstruierbar sind. In der effektiven
Wirkung wird fiir ein gegebenes ¢ das zugehorige j = jsup selektiert und fiir dieses gilt

Wl 1 ezl

6j(x) 6j(z)  Z[j]6j(x)
d.h. ¢ entspricht dem Erwartungswert von ¢ unter Anwesenheit der Quelle j. Aus Gleichung
(2.5) lasst sich j[¢] bestimmen, welches anschliefend in die rechte Seite der Gleichung (2.4)

einzusetzen ist. Wird die Funktionalableitung der effektiven Wirkung am Supremum j = jsup
betrachtet

( / ddyj(y)so(y)—W[j]> —0 = ) — (@), (25)

ergibt sich die Quanten-Bewegungsgleichung. Durch sie ,steuert* die effektive Wirkung unter
Berticksichtigung aller Quantenfluktuationen die Erwartungswerte der Felder.

Nun wird die interpolierende Wirkung 'y, mit einem Impulsschalenparameter k eingefiihrt. Diese
effektive Durchschnittswirkung soll am ultravioletten (UV) Cutoff A gegen die nackte Wirkung



Shackt konvergieren sowie fiir k& — 0 der effektiven Wirkung I" entsprechen. Um diese zu erzeugen,
wird das infrarot (IR) regulierte Funktional

Zulj] = eWelil = 853 ] 7151 = / Db e~ SIOI-ASHIG-+[ d% 50)6() 2.7)
A

eingefiihrt. Der darin auftretende IR-Regulatorterm lautet im Impuls- bzw. Ortsraum

(FT)~!

d
Al = 5 [ o R =G [dadly s@me o). @

Er modifiziert die klassische Wirkung und kann auch als impulsabhéngiger Massenterm interpre-
tiert werden. Die Regulatorfunktion Ry (p) muss folgende Eigenschaften erfiillen:

e lim Ri(p) >0 fiir die IR-Regularisierung

P2 /K20

o lim Ri(p) =0 = Zroljl=Z2[j], Tkso=T

k2/p2—>0

e lim Ri(p) = oo =Tk n — S+ const.
k2—A—o00

Hiufig wird zusitzlich gefordert, dass fiir kleine Impulse p die Bedingung Ry (p) — k? erfiillt sein
soll. Diese Forderungen fiihren nicht zu einer eindeutigen Regulatorfunktion. Aus der Vielzahl
moglicher Regulatoren wird in Kapitel 2.2 der optimierte Regulator Ry (p) = (k% — p?) 0(k* — p?)
genutzt [8].

Nachdem die Randbedingungen erfiillt sind, kann der Blick auf die dazwischenliegende Trajek-
torie gerichtet werden. Hierfiir wird die interpolierende effektive Wirkung I'y[] durch eine leicht
abgewandelte LEGENDREtransformation definiert:

= su dy) 5 — ] — . .
Tilp] = 1P (/d y J(v)e(y) WMJ]) ASy[o] (2.9)

Infolgedessen ist die effektive Wirkung nicht zwingend konvex. Jedoch wird sie dies fiir & — 0,
weil in diesem Grenzwert der Zusatzterm ASk[p] verschwindet. Analog zu oben folgt damit bei

j:jsup:

_ OWily]

x) =(p(x)); = — 2.10
olo) = (B0 = TS (210)
oTkle] _ OASk[p] (28) . / d
=j(@) - —F— =" Jjx)— | d Ri(z,y)e(y). 2.11
L =i - e ) ()p) (211)
Durch Umformung von Gleichung (2.11) ergibt sich
6 () 8T [¢]
_ Y Ry(z,y). 2.12
ey) ~ Septa) THY) 212
——
= F2.2)(9673/)
Andererseits ist die Funktionalableitung von Gleichung (2.10):
J 52 '
py) _ SWili] _ ¢y, 2). (2.13)

6j(z)  6j(2)di(y)
Die Kombination der Gleichungen (2.12) & (2.13) fiihrt schlieflich zu der wichtigen Identitét

50 —2) = 2 = [aty ;Z((y)) f;jfy; = [ty (FP )+ Rie)) 62,2 214




Folglich ist der Ausdruck in der grofken Klammer die Inverse der zusammenhéingenden Zwei-
Punkt-Funktion G,(f), die sich in Operatorformulierung schreiben lisst als

1

G =——
Ff) + Ry

(2.15)

Schliefslich ist fiir die Flussgleichung noch die Ableitung der skalenabhéngigen effektiven Wirkung
I'k[¢] notwendig, wobei ihr Argument ¢ festgehalten wird, d.h. k-unabhingig ist. Demzufolge
ergibt Gleichung (2.9):

anilel = [ ay ool - amilil - [ ate Sa) - 0AS. (210
Aufgrund von Gleichung (2.10) heben sich bei j = jpax der erste und dritte Summand weg.
Zu beachten ist, dass die Differenziation von Wy[j] zwei Beitrége liefert. Der zweite Summand
der rechten Seite stammt von der Skalenabhangigkeit des SCHWINGER-Funktionals Wy[j] und
der dritte Term entsteht durch die k-Abhingigkeit von dessen Argument j. Demnach ist die
Ableitung 0 Wy[j] so zu verstehen, dass der Parameter und nicht das Argument variiert wird:

OWilj] = 0, In Z,,[j] /D¢ Ok(—AS,[¢]) o~ S[B1=ASk[el+ [ d%y j(y)e(y) (2.17)

2.8 .
<=’75 / Al dty ORi(z.y) [ Do (6(w)o(y) oS ASHAH 8 10100,

= (G(@)D )
Mit der Definition der zusammenhéngenden Zwei-Punkt-Funktion
(2.10)
G () "= (6(@)0(u))k — el(x)e(v) (218)

folgt fiir Gleichung (2.16):

OuTule) = 5 [ dlodly (G (o) + ela)oly)] OuR(z.v) ~ BLASK

(2.8 8) 1

3 /dd ddy G( )(3: Y) Ok Ry (2, y). (2.19)

Unter Einbeziehung des fritheren Resultats (2.15) fiihrt dies zur Flussgleichung

1 OpR
kP k

Diese Gleichung ist eine nichtlineare Funktional-Integro-Differenzial-Gleichung und wird auch
geschlossene WETTERICH-Gleichung genannt. Sie ist exakt, da keine Ndherungen oder Stérungs-
rechnung angewendet wurden. Obwohl die Herleitung fiir reelle Skalarfelder vollzogen wurde,
ist diese Gleichung fiir allgemeinere Felder giiltig und dient als Ausgangspunkt fiir viele Zweige
der theoretischen Physik. Die darin auftretende Superspur integriert sowohl {iber kontinuierliche
Grofken wie Impulse oder Frequenzen, summiert allerdings auch iiber diskrete Indices. Wie in Ab-
bildungen 1 skizziert, interpoliert die Flussgleichung zwischen der klassischen Wirkung Spackt[¢]
und der effektiven Wirkung I'[p], welche die Quantenfluktuationen aller Impulsskalen enthélt.
Um die WETTERICH-Gleichung anwenden zu kénnen ist eine Trunkierung, d.h. eine Projektion
auf einen endlichdimensionalen Unterraum, notwendig. Doch zuvor soll die Flussgleichung fiir
den untersuchten quantenmechanischen anharmonischen Oszillator spezialisiert werden.



Te=n = Snackt
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Abb. 1: Skizze des Flusses im Theorienraum. Jede Achse entspricht der Kopplungsstéirke eines
Operators der effektiven Wirkung, wie z. B. 2, ¢* oder ¢?. Die Flussgleichung liefert
die Trajektorie zwischen der nackten Wirkung Spacki[¢] und der effektiven Wirkung
I'[¢] (durchgezogene Kurve). Verschiedene Regulatoren Ry fithren zu unterschiedlichen
Trajektorien (gestrichelte Kurven). In der vollen Theorie ohne Trunkierung ist deren
Anfangs- & Endpunkt jedoch fixiert. [5]

2.2. Die Flussgleichung des quantenmechanischen anharmonischen Oszillators

In diesem Abschnitt wird die Flussgleichung des (0+1)-dimensionalen reellen Skalarfeldes, d.h.
des EUKLIDischen quantenmechanischen anharmonischen Oszillators, hergeleitet. Ausgangspunkt

ist die klassische Wirkung
1.
Stal = [ dr <2q2 " V(q)> (2.21)

mit dem klassischen Potenzial

1 2 2 A 4
= > 0. .
Vig) = qw'a + 745 A=0 (2.22)

Als Spezialfall ist fiir A =0 der quantenmechanische harmonische Oszillator enthalten. In der
Trunkierung fiir kleine Energien ist die effektive Wirkung ' [¢] mit dem skalenabhéingigen effek-

tiven Potenzial uy(q) durch
1.
Lilg] = /dT <2q2 +Uk(CJ)) (2.23)

gegeben, wobei hohere Ableitungsterme und gemischte Terme der Form ¢"¢™ vernachlissigt
werden. Diese Trunkierung wird auch als local potential approzimation (LPA) bezeichnet.
Unter Annahme g=const. wird zuerst die Flussgleichung mittels FOURIER-Transformation (FT)

Ry(r— 1) =/ g” Ry (p)e?™ ) in den Impulsraum transformiert:
o
O ula) = / drdr’ (2)8’“3"“(7 )
2 {07l + R} (77 = 7)
ip(r—=7") gip (7' =)
/d dr’ / dp dp Ok Rk (p (2) € ) (2.24)
2m 20 (TP [e] + Ri} ()

Die Ausfithrung der 7/-Integration liefert ein 276(9) (p' —p) und die anschliekende p’-Integration

Ok Ri(p)
9T [q] / /27r TPls A (2.25)




Zur FouRIERtransformation von F,(f) (1,7)=[-0% + u}(q)] 6V (7 — 7') ] kann genutzt werden,
dass die FT linear ist, ¢ weiterhin konstant gehalten wird und Folgendes gilt:

FIsW@)(p) = / dt 6 (t) e Pt =1 (2.26)
Fo260(1))(p) = / at 9260 (1) e 7t — / at / dy elvte it = _ / dy 5?5 (y —p) = —p*.

(2.27)

Mit der Impulsdarstellung F,(f) (p)=p* + u}(q) folgt anschliefend:

_ (2.20) 1 / O Ri(T —7')
ol = [ ar dunte) 2 5 farar SR ey

Laut [8] ist der Regulator Ry (p)=(k? — p?) 6(k? — p?) fiir das vorliegende Problem die optima-
le Wahl, weil er die Stabilitdt der Flussgleichung erhéht. Aufgrund der Annahme, dass ¢ konstant
ist, kann die 7-Integration eliminiert werden. AnschlieRendes Einsetzen von 0 Ry, (p) =2k 6(k* — p?)
und p-Integration fiihrt zur Flussgleichung

00 k
eun(q) = = [ 2k O(* — 1) _1/dp K
FURND) = 5 21 p? + ul(q) + (k2 — p?) O(k? —p2) 2 7 p? +ujl(q) + k2 — p?
e “k
1 k2

= (2.29)
7 k2 4+ u(q)

Allerdings enthilt die Lésung dieser Gleichung noch nicht die korrekte Grundzustandsenergie,

wie anhand des freien Teilchens erkennbar ist. Dessen effektives Potenzial upy = 0 liefert mit

Gleichung (2.29) das Resultat uy = (k — A)/7. Um den richtigen Wert u; =0 zu erhalten, wird

die unphysikalische, g-unabhingige Nullpunktsenergie subtrahiert:

1 k2 1 ugl(e)

Diese nichtlineare partielle Differenzialgleichung kann wie in [1] mit einem Polynomansatz oder
wie in dieser Arbeit mit einem Spektralansatz (siche Kapitel 2.3) approximativ gelost werden. In
beiden Féllen wird die Flussgleichung auf ein gekoppeltes Differenzialgleichungssystem reduziert.
Dabei sollte ausgenutzt werden, dass durch den Ansatz eines geraden klassischen Potenzials in
Gleichung (2.22) die rechte Seite der Flussgleichung (2.30) am Cutoff ebenfalls gerade ist und
deren Losung dadurch fiir alle Skalen k gerade bleibt. In Abbildungen 2 ist links der Fluss des
harmonischen Potenzials gezeigt.

Durch die Wahl w? = —1 besitzt das Potenzial im Ursprung ein lokales Maximum und bei
q = £1/6/x globale Minima. Aufgrund der Tatsache, dass der Nenner k? + u/(q) bei groRen
Skalen k positiv ist und der Form der Flussgleichung (2.29) ist der Nenner fiir alle k positiv. Die
grofte Veranderung erfihrt das effektive Potenzial ui(q) deshalb dort, wo die zweite Ableitung
uk(q)” minimal ist — im Ursprung. Aus der Gleichung (2.30) ist schlieflich zu erkennen, dass
das effektive Potenzial entlang kleiner werdendem k& zunimmt (abnimmt), wenn seine zweite
Ableitung u} (¢) positiv (negativ) ist. Als Resultat entsteht dadurch im IR ein konvexes Potenzial.
Abbildung 2 belegt diese Uberlegungen in ihrem rechten Plot anschaulich anhand einer Losung
des anharmonischen Potenzials.

(11 5(4) (4)) bezeichnet die d-dimensionale Deltadistribution, nicht ihre d-fache Ableitung. Die d-fache Differenziation
wird mit 85 gekennzeichnet.
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Abb. 2: Fluss des Potenzials vom Cutoff A = 10000 bis & = 0. Links entspricht das klassische
Potenzial V(q) =ug=0(q) dem harmonischen Oszillator und rechts dem anharmonischen
Oszillator mit Potenzialbarriere. Beide Darstellungen zeigen die Ergebnisse des ode45-
Losers, links mit Nq =5, gmax = 1,25, lambda = 0 & w? = 1 und rechts mit Ng =8,
qmax=4, lambda=1 & w?=—1.

Zur Bestimmung der Energie dient bei positivem w = wi—o die Tatsache, dass das effektive
Potenzial uy(q) stets im Ursprung minimal ist. Demnach betrigt die Grundzustandsenergie

Ey = min(ug—0(q)) = ur=0(0). (2.31)

Die Energie des ersten angeregten Zustandes setzt sich aus der Grundzustandsenergie und der
Kriimmung am Minimum zusammen:

By = B+ y/ul_,(0). (2.32)

Auch fiir w? < 0 lassen sich diese beiden Formeln (2.31) & (2.32) ohne Anpassung weiterhin nut-
zen. Denn das Potenzialminimum liegt im anharmonischen Fall fiir £=0 aufgrund der Konvexitét
ebenfalls im Ursprung, wie Abbildungen 2 belegt.

2.3. Die spektrale Kollokationsmethode

Die Grundlagen dieses Abschnitts basieren hauptséchlich auf [9]. Des Weiteren beruht er teilwei-
se auf den Quellen [10, 11]. Selbst hergeleitet wurden hingegen die Differenziationsmatrizen D,
der Gleichungen (3.17) & (3.18).

Spektralmethoden beruhen auf der Grundidee, dass die gesuchte Funktion u(z) durch eine Sum-
me von N +1 Basisfunktionen By, (z) approximierbar ist:

N
u(x) ~ uy(z) = Y anBn(). (2.33)
n=0

Ist L der Operator der Differenzialgleichung Lu = f(x), so fiihrt das Einsetzen des Losungsan-
satzes (2.33) auf die Residuumsfunktion

R(x;a9,a1,...,an) = ||Luy — f]|, (2.34)

die fiir die exakte Lésung verschwindet. Folglich ist das Ziel die Residuumsfunktion zu mini-
mieren, um die bestmd&gliche Nidherungslésung zu erhalten. Bei der in dieser Arbeit genutzten



Kollokationsmethode werden die Koeffizienten a, so bestimmt, dass das Residuum R an den
zur Basis By (z) gehorenden Stiitzstellen z; verschwindet. Dadurch wird die Differenzialglei-
chung an den sogenannten Kollokationspunkten exakt erfiillt und mit wachsendem N an den
dazwischenliegenden z-Werten immer genauer gelost. Fiir jede Basis existieren ausgezeichnete
Kollokationspunkte x;, welche die spektrale Konvergenz gew#hrleisten. Diese entsprechen meist
den Nullstellen oder Extrema der zugrunde liegenden Basispolynome (vgl. Gleichungen (3.7) bis
(3.10)).

Bei der Wahl geeigneter Basisfunktionen B,,(x) miissen die Kriterien der einfachen Berechenbar-
keit, schnellen Konvergenz und Vollstdndigkeit der Basis erfiillt sein, damit bei ausreichend grofen
N jede Losung mit beliebiger Genauigkeit darstellbar ist. Dafiir ist eine gew6hnliche FOURIER-
Reihe meist am besten geeignet. Inbegriffen ist darin auch die CHEBYSHEV-Reihe T,,(z), die
nichts weiteres als eine getarnte FOURIER-Kosinus-Reihe erzeugt und sich mit der simplen Ko-
ordinatentransformation z = cos(y) zu jener transformiert. Dadurch ist die CHEBYSHEV-Reihe
automatisch 27-periodisch in y und besitzt auch fiir nichtperiodische Funktionen f(x) spektrale
Konvergenz. Wegen der Symmetrie von cos(y) muss auch f(cos(y)) eine gerade Funktion sein,
weshalb in der FouRrIERdarstellung die Kosinus-Terme ausreichen. In Abbildungen 3 soll die
Substitution veranschaulicht werden.

0 ™ -1 1™
0 x

=-1 T Tnp=0 T owe=1

Abb. 3: Das CHEBYSHEV-Polynom 7),(z) kann als Kosinus (links) angesehen werden, der um
einen Zylinder gewickelt und von der Seite betrachtet wird (Mitte). Rechts ist die graphi-
sche Konstruktion der ungleich verteilten CHEBYSHEV-Stiitzstellen gezeigt. Dazu wird
der Halbkreis mit Einheitsradius in gleichmafige Stiicke unterteilt. Die so erhaltenen
FOURIER-Stiitzstellen werden auf die Grundlinie projiziert. [10]

Ein kurzer Vergleich mit den Finite-Elemente-Methoden (FEM) und den Finite-Differenzen-
Methoden (FDM) soll die Vorteile der Spektralmethoden (SM) verdeutlichen. Finite-Elemente-
Methoden besitzen einen dhnlichen Grundgedanken wie die Spektralmethoden. Im Gegensatz zu
ihnen unterteilen sie das Intervall jedoch in Teilintervalle und setzen auf diesen lokale Basispo-
lynome mit festem Grad an, die nur auf einer kleinen Anzahl Teilintervalle nichtverschwindend
sind. Kontrér dazu nutzt die Spektralmethode globale (z.T. trigonometrische) Basispolynome
hohen Grades, die (abgesehen von ihren Nullstellen) auf dem ganzen Intervall ungleich null sind.
Finite-Differenzen-Methoden verwenden hingegen eine Folge {iberlappender Polynome niedrigen
Grades, die u(x) an den Gitterpunkten interpolieren. Die Ableitung «’(x) wird durch die Ablei-
tung der lokalen Interpolation gendhert, was zu einer gewichteten Summe der Funktionswerte an
den Stiitzstellen fiihrt.

Obwohl Spektralmethoden vollbesetzte Matrizen erzeugen, sind sie effizienter als die FEM oder
FDM, weil ihre Basisfunktionen hohen Grades fiir ein gegebenes N eine hohe Genauigkeit lie-
fern. Auf zwei Weisen profitiert die Spektralmethode von einem gréfer werdendem N. Zum einen
nimmt die Gitterweite h zwischen zwei Stiitzstellen ab, zum anderen erhéht sich der Grad der
Basispolynome. Daraus folgt die (etwas optimistische) Ordnung des spektralen Fehlers O(N ),
die als exponentielle Konvergenz bekannt ist.

Aus Sicht der FOURIER-Reihe kann die Herkunft des Fehlers auch folgendermafsen begriin-
det werden: Spektralmethoden sind fiir glatte Funktionen derart genau und effektiv, da ihre
FouriERtransformierten schnell abfallen. Aufgrund ihrer geringen Verdnderungen treten im



FourIERraum nur die kleinen Moden auf. Folglich sind hohe Wellenzahlen, die mit schnellen
Osrzillationen korrespondieren, nicht vorhanden. Somit sind auch die von der Diskretisierung
stammenden Aliasing-Fehler gering. Dadurch ist fiir analytische Funktionen in der Regel asymp-
totisch (also n > 1) spektrale Konvergenz

an ~ Olexp(—gn")], ¢ = const. >0, r >0 (2.35)

gegeben. Verfeinerte Kategorien exponentieller Konvergenz sind durch

00 supergeometrisch
. loglan| .
lim = ¢ const. geometrisch (2.36)
n—oo n
0 subgeometrisch

definiert. Grafisch sind die Konvergenzkategorien, wie in Abbildungen 4 zu erkennen ist, leicht un-
terscheidbar. Im halblogarithmischen Plot liegen die geometrisch konvergierenden Koeffizienten
auf einer geraden Linie, wohingegen es in der doppelt logarithmischen Darstellung die algebraisch
abfallende Koeffizienten sind.

: algebraisch
halblogarithmisch ' algebraisch doppelt logarithmisch |- _ _ :
10° : : ‘ - - -subgeometrisch 10° pp g subgeometrisch
e —— geometrisch Sl ——geometrisch _
. \.\-‘,4. supergeometrisch 5 S supergeometrisch
10 TR . 102} .
" -4 AN o <= »
g 10 NN e 10
N >~ o
S . N
& . - & )
g 10°} 5 10|
X ~< i
10°° 10°®
-10 “10
10 . . . . . . . 10
5 10 15 20 25 30 35 40 100 102

Abb. 4: Abfall der Koeffizienten fiir die vier verschiedenen Konvergenzraten algebraisch
(an ~ Yn?), subgeometrisch (a, ~ exp[—n®/4]), geometrisch (a, ~ exp[—n]) und super-
geometrisch (a, ~ exp[—n®/?]). Aufgetragen ist der Betrag des Koeffizienten a,, iiber
dem Koeffizientenindex n — links: halblogarithmisch, rechts: doppelt logarithmisch.

Unabhéingig von der Art der Konvergenz endet der

Anfangsverteilung ua(g) = % e Koeffizientenabfall im Bereich der Maschinengenau-
10° : : : : igkeit im sogenannten Rundungsplateau. Bezeichnet
B} e Gmax = MAX ap, und € ~ 10714...10716, so entstehen
2 10° rundungsfehlerbehaftete Koeffizienten, sobald die ex-
é’ 10° | akten Koeflizienten unter camax abfallen. In der Kon-
E sequenz knickt die Kurve dort ab und alle folgenden
8 107 | Koeffizienten schwanken zufillig um den Wert camax,
E wie Abbildungen 5 verdeutlicht.
5 107 . ] Obwohl bisher nur die Koeffizienten betrachtet wur-
. R R den, lassen sich die Resultate auch auf Funktionswer-
107 3 5 7 9 11 te {ibertragen, sofern die Basispolynome beschrinkt
Koeffizientenindex sind. Dann liegen diese in der Grofenordnung O(1)

Abb. 5: Auftreten des Rundungspla- und die Ordnung des Terms a,, By (z) stimmt mit der-
teaus bei den Parametern jenigen von a, iiberein. Allerdings ist dies nur bei der

lambda=0 & gmax=18.



CHEBYSHEV- und LEGENDRE-Basis erfiillt, weil die HERMITE- und LAGUERRE-Polynome in ih-
rem unendlichen Definitionsgebiet unbeschrinkt anwachsen.

Drei verschiedene Fehlerquellen entstehen bei den Spektralmethoden. Zum einen tritt der nu-
merische Trunkierungsfehler(?l Er(N) auf, der aus der Vernachlissigung aller Koeffizienten a,
mit n > N resultiert. Zum anderen weicht die Losungsfunktion, welche durch eine (Pseudo-)
Spektralmethode mit N+1 Basispolynomen berechnet wurde, von der exakten Lésung ab. Die
Differenz zwischen den ersten N+1 Termen dieser numerischen Losung und den entsprechenden
Termen der exakten Losung fithren zum Diskretisierungsfehler Ep(N). Zuletzt entsteht der In-
terpolationsfehler E7(N) aufgrund der Interpolation durch ein Polynom des Grades N +1, das
auf den Funktionswerten an den N +1 Kollokationspunkten basiert. Darin inbegriffen ist auch
der Fehler der in dieser Arbeit genutzten Pseudospektralmethode, die Interpolation enthélt. Im
Allgemeinen lassen sich diese Fehler der unbekannten Lésung nicht bestimmen, allerdings kann
die im Folgenden genannte Faustregel genutzt werden. Laut dieser besitzen alle drei Fehler die
gleiche Gréfsenordnung, wodurch die Effektivitdt verschiedener Algorithmen und die notwendige
Trunkierung N fiir eine gewiinschte Genauigkeit nur durch Betrachtung des Trunkierungsfeh-
lers E7(N) abschétzbar sind. CHEBYSHEVs Trunkierungstheorem besagt, dass der numerische
Trunkierungsfehler durch die Summe der Betrige aller vernachlissigten Koeflizienten nach oben
beschrankt ist:

00 N 00
Er(N) = u(z) — un(2)] = D anTn(x) = > anTu(@)| = | > anTn(x)
n=0 n=0 n=N-+1
> T (2)|<1 s
< Y anTu(x)] < > anl. (2.37)
n=N+1 n=N+1

Auch diese Formel ist fiir unbekannte Lésungen nicht anwendbar, sondern wird durch eine zweite
Faustregel ersetzt. Sie besagt, dass der numerische Trunkierungsfehler bei geometrisch konvergie-
renden Reihen etwa die Grofenordnung des letzten Koeffizienten besitzt. Um dies zu zeigen wird
Gleichung (2.35) in Gleichung (2.37) eingesetzt und ausgenutzt, dass der exponentielle Index der
Konvergenz bei geometrischen Reihen r=1 betrigt:

o0 oo o

e_q
B~ Y = 3 e = et Y e = e L 0o = Offay)
n=N+1 n=N-+1 n=0 ——
- o)

(2.38)
Unter Verwendung normierter Basispolynome kann mit diesem Fehler direkt derjenige des Funkti-
onswertes abgeschitzt werden. Wenn a nur 1-2 Gréfenordnungen kleiner als ag ist, darf man von
dem Ergebnis nicht mehr als eine exakte Dezimalziffer erwarten. Ist hingegen ay ~ O(10~%)aq,
so ist mit vielen korrekten Ziffern zu rechnen. Letztlich kann jedoch keine Fehlerabschitzung
den universellen Test, die Berechnung mit anderem N zu wiederholen und die Ergebnisse zu
vergleichen, ersetzen.
Manchmal ist es am effizientesten nur die rdumliche Richtung spektral zu behandeln und ent-
lang der Zeit ¢t bzw. Skala k schrittweise zu integrieren. Mit dieser Methode zerfillt das partielle
Differenzialgleichungssystem in ein System gewdéhnlicher Differenzialgleichungen. In Kapitel 4
zeigt der Vergleich zwischen konventionellen und spektralen Integratoren, welche Variante fiir
die Flussgleichung des anharmonischen Oszillator Vorteile besitzt.
Ein weiterer Vorteil der Spektralmethoden besteht darin, dass sie wegen ihrer Genauigkeit spei-
chersparsam sind. Denn der Speicher ist eine deutlich starkere Beschrinkung als die Rechen-
zeit. Wahrend es einfach ist, eine Berechnung etwas ldnger laufen zu lassen, fiihrt fehlender
Arbeitsspeicher zu einem gravierenden Problem. In diesem Fall muss unweigerlich zu einem an-
deren Algorithmus, wie einer Spektralmethode, gewechselt werden.

(2l Die numerische Trunkierung darf nicht mit der physikalischen Trunkierung, d.h. der Projektion auf einen end-
lichdimensionalen Unterraum, oder der Trunkierung des Simulationsgebietes durch gmax verwechselt werden.
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3. Implementierung

Im ersten Abschnitt 3.1 dieses Kapitels werden die zur Implementierung notwendigen Formeln
hergeleitet. Dazu gehort auch die Vorstellung notwendiger Matrizen, genutzter Kollokationspunk-
te und deren zugrunde liegenden Substitutionen. Abschliefend wird das NEWTON-RAPHSON-
Verfahren fiir die spektrale k-Integration erldutert. Der nachfolgende Abschnitt 3.2 enthilt er-
ginzende Erklarungen zu der Umsetzung in MATLAB. Appendix A beinhaltet dariiber hinaus
einige Quelltextausschnitte sowie eine Ubersicht aller m-Dateien.

3.1. Herleitungen

Zur Losung der Flussgleichung mittels Kollokationsmethode dient der Ansatz

up(z) =Y _ an(k) Bn(z) (3.1)

mit den orthogonalen Basispolynomen B,, € {T,,, P,, H,, L,}. Namentlich sind dies die CHEBY-
SHEV-, LEGENDRE-, HERMITE- und LAGUERRE-Polynome. Die skalenabhingigen Koeffizienten
an (k) enthalten dabei die Fluktuationen. Durch die Wahl eines zum Ursprung symmetrischen
Anfangspotenzials V(q) = ua(q) und die Form der Flussgleichung (2.30) bleibt das Potenzial
ug(q) bei allen Skalen k gerade. Mit den Substitutionen

+1 2 .
[qugnax]an:qgnax'pQ A [_171] >p= <qq ) -2 -1 firT,, P, (3'2>
max
2
[07 qgnax] > q2 = qgnax : P < {0,pmax] Sp= <q ) " Pmax fiir Ln (33>
max max

kann diese Symmetrie effektiv genutzt werden. Ohne diese wiren alle ungerade Koeffizienten
von uy(z) trivialerweise null und damit sowohl Speicherplatz als auch Rechenzeit verschwendet.
Aufgrund der Substitutionen tragen in ug(p) auch die ungeraden Koeffizienten Informationen.
Am Ende der Rechnung wird die andere Hélfte des Potenzials durch Spiegelung gewonnen. In
der Konsequenz der Substitution lautet die Ortsdifferenziation

a4 o+1d 2 4 /4 4z

d_ L jptitd ¢ _ Lo+ ) T, P, (34
g qmax V2 dp’ A ~ P (dp+ (ot )dp2> . (34)
F d 42 e [ d d42

a4 _ o =y, L0, & fiir L. 3.5
¢ qmax VPP ) dg? @rax <dp e dp2> o (3:5)

Eine Ausnahme bildet die HERMITE-Basis. Wenn ihren Stiitzstellen ebenfalls die Substitution
der Gleichung (3.2) zugrunde gelegt wird, ergibt sich wie in Abbildung 6 dargestellt eine sehr
ungiinstige Verteilung, der es an Gitterstellen in der Ndhe des Ursprungs mangelt. Um die dar-
aus resultierenden, schlechten Ergebnisse zu vermeiden, muss eine andere Substitution in Kauf
genommen werden. Die Substitution

[_Qma)UQmax] 2 q = Qmax " P < [_17 1] >p= fiir Hn (3'6)

Gmax

beriicksichtigt die Symmetrie nicht explizit, wodurch die Hélfte der Koeffizienten keine Informa-
tion mehr tragen.
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Abb. 6: Verteilung der Stiitzstellen in den verschiedenen Basen mit den Parametern Nqg = 10
& gmax = 2. In Griin sind die ,echten* Kollokationspunkte dargestellt, mit welchen
gerechnet wird. Thre gespiegelten Partner sind in Blau abgebildet. Fiir die HERMITE-
Basis sind sowohl die ungiinstige Wahl her* basierend auf der Substitution (3.2) als
auch die verwendete Variante her nach Gleichung (3.6) gezeigt.

Wie bereits in Kapitel 2.3 erwéhnt, existieren fiir jede Spektralbasis ausgezeichnete Kollokations-
punkte, um die spektrale Konvergenz zu gewdhrleisten. Fiir die CHEBYSHEV-Polynome T}, wird
das CHEBYSHEV-LOBATTO-Gitter

m .
pi—cos<]vq),1—0,...,]\7q (3.7)
gewahlt. Im Fall der LEGENDRE-Polynome P,, dienen LEGENDRE-LOBATTO-Punkte
dPy,(p) .
po=1, pn, =1, {pi}:{p:dz)zo ,i=1,...,N;—1 (3.8)

als Stiitzstellen, wobei diese, wie bei allen Basen, absteigend sortiert sind. Sie liegen im Intervall
[—1,1] und sind nicht in geschlossener Form fiir ein allgemeines N, bekannt. Weil die double
precision von MATLAB fiir grofie IV, bei der Nullstellenberechnung an ihre Grenze stoft, wurden
die Nullstellen mit Mathematica und mindestens 40 Ziffern Genauigkeit vorab berechnet. Bei den
HERMITE-Polynome H,, sind die Kollokationspunkte

{pi} = Hy,41(p)=0p,i=0,...,N, (3.9)

max |p| -

auf das Intervall [—1, 1] normiert und miissen ebenfalls eingelesen werden. Demgegeniiber sind
die Gitterstellen der LAGUERRE-Polynome L,

{pit ={p: Ln,41(p) =0}, i=0,...,N, (3.10)

nicht normiert, damit die darauf beruhende Matrix M, (wird im Folgenden eingefiihrt) bei
wachsendem N, nicht zu frith numerisch singulér wird. Zur Berechnung der Basispolynome dienen
folgende explizite Darstellungen:

T,.(z) = cos(n arccos(x)) , Gleichung (19.191) in [12], (3.11)

1 (=1)™ (2n — 2m)! _9 : .
P, = — noem leich 1 1 A2
() on — (n—m)! (n—2m)! m! z ; Gleichung (31) in [13], (3.12)
H,(z) = n! .- b (2z)"2m Gleichung (22.3.10) in [14],  (3.13)
" A= ml (n—2m)! ’ e ’ '
= n (_1)m m : ;
L,(z)= — , Gleichung (22.3.9) in [14]. (3.14)
L= \m m!

12



Eine wichtige Eigenschaft der Spektralmethoden ist die Aquivalenz der Losungsdarstellung durch
die Koeffizienten a, und die Funktionswerte ug(p;) an den Stiitzstellen. Mit der Umrechnungs-
matrix M, kann zwischen den Koeffizienten @ = (ao(k), .. .,aN(k:))T und Funktionswerten
iy, = (ug(po), - -, ur(pn))" umgerechnet werden. Fiir die CHEBYSHEV-Polynome ist zur einfa-
chen Berechnung der Funktionswerte

T, (cos(t)) = cos(nt) (3.15)

hilfreich, womit sich die Umrechnung ergibt:

@:M?hﬁmMmMmmmmmmﬁ%mq%@ﬁ»im:mwN (3.16)
q

Analog ergeben sich die Matrizen (My);, = By (p;) fiir die anderen Basen. Fiir die umgekehrte
Umrechnung dient die inverse Matrix Mq_l, die insbesondere bei den konventionellen Integratoren
h&ufig bendtigt wird. Zwecks hoherer Genauigkeit wurden die inversen Matrizen bereits im Voraus
mit Mathematica berechnet und als comma-separated values (csv) exportiert. MATLAB bietet
mit seiner double precision nicht die notwendigen Voraussetzungen, um bei grofen NV, die Inverse

korrekt zu berechnen. Die Kosten fiir die Umrechnung von d zu w; und umgekehrt betragen
O(N?).

Zur Losung der Flussgleichung (2.30) wird die Differenziation des Potenzials benétigt. Eine
1~

elegante Variante die Ableitungl ) (¢) = 25:0 an (k) Br(q) 7u berechnen ist die Multiplikation
des Koeflizientenvektors mit der Differenziationsmatrix der CHEBYSHEV-Basis:

_0 r 0 3 0 5 0 7
0 4 0 8 0 12 0
0 6 0 10 0 14 .
d, = Dg - @ mit D> = 08 00y (3.17)
0 10 0 14 "
0 12 0
0 14 -~
0

Zur einfacheren Handhabung wurde die Matrix durch die redundante letzte Zeile quadratisch
gemacht. Fiir die LEGENDRE-Basis, die HERMITE-Basis und die LAGUERRE-Basis lauten die
Analoga

o 1 0 1 0 1
0 3 0 3 0 " 0 -1 -1 -1 ...

4 o -1 -1 ...
D}]eg _ 0 Dlag — 0 -1 ..., (318)

o w
- o

5

0 -
0 9 - R 0

.

In der Matrixdarstellung ergibt sich damit die zweite Differenziation an den Stiitzstellen unter
Verwendung der Gleichung (3.4):

N, N,

d2uy, 4 ! R ! R

a2 = 55— Z(Dq “a)n Tn(pi) +2- (pi +1) Z(Dq Dy - d)n Tu(pi) |- (3.19)
T lp=p;  max \ ;5 n=0

Bl Der Index g bzw. k an den Matrizen hilft bei der spéteren Unterscheidung zwischen den orts- und skalenbezo-
genen Varianten.

[ Das Prime-Zeichen ' kennzeichnet die Ableitung nach dem Argument der Funktion. Im Gegensatz dazu be-
zeichnet der Punkt "im Folgenden die Differenziation Oy.
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Somit ldsst sich mit der Diagonalmatrix

po+1
diag({p;} +1) = (3.20)
pN +1

die Flussgleichung (2.30) in kompakter Matrixform schreiben

. ) qIQiX(Mq-Dq-a’k+2-diag({pi}+l)~Mq-Dq-Dq-&’k>
(Mq : ak>n = 1 “— = R(pn).
k2 4+ — (Mq-Dq-ﬁk+2-diag({pi}—|—1)-Mq-Dq-Dq-EL’k>
" (3.21)
Demnach lautet die Anderung der Koeffizienten
d, =M,"' - R. (3.22)

Die komponentenweise Division der Gleichung (3.21) wird in MATLAB mit dem ./ Operator
realisiert. Obwohl die Losung des linearen Gleichungssystems mit dem MATLAB-Operator \ im
Allgemeinen effizienter und genauer erfolgt, kann die explizite Verwendung der (mit Mathematica
vorab exakt berechneten) inversen Matrix Minv von Vorteil sein. Wie ein Testlauf mit den
Parametern lambda=1, Nq=20, int=4, basis=’cheb’ & Nk = 400000 zeigt, ldsst sich damit
die Rechenzeit von 67s auf 14s senken.

Als Anfangsbedingung dienen die Koeffizienten des klassischen Potenzials V(q) = ua(q), die
mithilfe der Matrix Mq_1 aus dem Vektor der Funktionswerte @ an den Stiitzstellen bestimmt
werden.

Dieser Absatz stellt die Grundlagen und Formeln des Spektralintegrators vor. Bei der Weiter-
entwicklung des k-Integrators werden sowohl die Skalenachse als auch die ¢-Richtung spektral
betrachtet. Dazu wird das in [15, 16] sowie im Appendix C von [9] erlduterte NEWTON-RAPHSON-
Verfahren genutzt. Anhand der gewohnlichen NEWTON-Iteration ist das Prinzip leicht nachvoll-
ziehbar. Beginnend mit einer TAYLOR-Entwicklung und einer anschlielenden Linearisierung ist
die Gleichung f(x)=0 mit der geschitzten Losung = ~ x° folgendermaken berechenbar:

f(z) = f(z') + 0uf (') [z — 2'] + O([z — 2']?). (3.23)

Wenn die Anfangsschitzung exakt genug ist, kdnnen Terme zweiter und héherer Ordnung ver-
nachléssigt und die lineare Gleichung

S S f(xz)
0o f(x7)
so lange iteriert werden, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist. Fiir das hier vorliegende

Problem wird dieses Konzept von einer auf viele Unbekannte verallgemeinert. Dafiir lautet der
Spektralansatz

(3.24)

Ng Ny
u(p, k) = Z Z anm Tn(p) Trm(k) (3.25)
n=0m=0
und die k-Substitution
2k — (kmax + Emin d 2 d
[_17 1] Dk = ( ax + ) , ke [kminakmax] = _— = YT . (326)

dk kmax - kmin dk

kmax - kmin

Um einerseits das ganze Integrationsgebiet k£ € [0, A] abzudecken und andererseits geniigend
Stiitzstellen zu besitzen ohne eine zu grofe JACOBI-Matrix J zu erhalten, werden Patches ein-
gefiihrt. Diese Streifen [Kmin, Kmax] X [—¢max, max| unterteilen das Integrationsgebiet und auf
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jedem dieser Streifen mit N < 10 wird nacheinander das Anfangswertproblem unter Beach-
tung eines stetigen Verlaufs gelost. Wichtig ist diese Herangehensweise insbesondere bei Pseu-
dospektralmethoden, da die dort auftretende JACOBI-Matrix J vollbesetzt ist und die (in jedem
Tterationsschritt notwendige) Berechnung ihrer Inversen O(N?3) Operationen bendtigt. Mit der
Kompaktifizierung
2 d (1-k)?2d

-L,1]5k=1—-——, k€0, > @ —=—"-— 3.27

=L 5~ k41 0, 00) dk 2 dn (3:27)
ist in einigen Féallen sogar ein einziger Patch ausreichend, weil die Kollokationspunkte an den
relevanten Skalen dicht und bei groffen Skalen, an denen kein signifikanter Fluss stattfindet,
extrem weit verteilt liegen. Weitere notwendige Groflen fiir den spektralen Integrator sind die
Matrizen .

(Mg )in = cos n ") und D, =D]. (3.28)
Ny, 4

Es ist zu beachten, dass die Differenziationsmatrix Dy, im Gegensatz zu ihrem Pendant D, von
rechts auf die Koeffizientenmatrix A wirken muss. Damit ergibt sich fiir die CHEBYSHEV-Variante
mit Patches das Gleichungssystem

—»—»

F(A)=0, m (3.29)
A= (@00, @01, - - - QON, s @10, Q115 - - -, QLN - - - - - - L ANG05 AN s - s AN, Ny ) | (3.30)
F = (Fo0, Fots- -+ Fong, Fios Fity -« o, Fings - oo N0y FNg1s - FNgg )T (3.31)
R 2

Fij(A) = (Mg)i: - A - Dy, - (My)], — Ryj (3.32)

kmax - kmin

e g ‘(kmax —kmin)+Fkmax+kmin
J— 2

A ((Mq» Dy A (MY 42 (5 + 1) (M,). Dy Dy A <Mk>t)

I gq
Rij _ _ = max
T 4
k3-+2((Mq»-Dq-A-<Mk>;-;+2-<m+1>-<Mq>i.Dq-Dq-A ;)
qmaX
(3.33)

Angelehnt an die MATLAB-Syntax bezeichnet (My);. die i-te Zeile der Matrix M,. Ausgehend
von einer Anfangsschitzung A® wird das Gleichungssystem (3.29) iterativ geldst:

AL = A" 4 AA™ (3.34)

Dabei ist ersichtlich, dass die geschitzte Anfangsverteilung fiir das NEWTON-RAPHSON-Verfahren

m (Ng+1)-(Ni+1)-dimensionalen Raum bereits in demjenigen Gebiet liegen muss, in dem die
gesuchte Losung attraktiv wirkt. Fiir die vorliegende Flussgleichung ist als Anfangsschétzung
ausreichend, die Anfangsbedingung ua(q) fiir alle Skalen k anzunehmen. Thre Anderung AAN
ergibt sich durch die JACOBI-Matrix J geméfs

J(A™) . AA™ = —F(A™) (3.35)

und konvergiert asymptotisch, d.h. in der N&he der Ldsung, quadratisch. Die Eintrdge der
JacoBi-Matrix J lauten
oF,

(J)nm = 5

P n,m=0,...,(Ng+1)-(Np+1)—1 (3.36)

und kénnen aufgrund der einfachen Form der Flussgleichung (2.30) analytisch berechnet werden.
Zur schnellen Umrechnung zwischen den Multiindices aus Gleichung (3.30) & (3.31) und den
Indices aus Gleichung (3.36) dient die Subroutine index. Umgekehrt wandelt die Routine indices
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den einfachen Index in den entsprechenden Multiindex um (n +— ning). In der Linearkombina-
tion von u(p, k) (vgl. Gleichung (3.25)) verbleibt nach der a;,,m,-Differenziation nur der Term
Ty (p) Ty (k). Unter Verwendung der Quotientenregel folgt

OF 9 1 4
ning (Mq>n1: “0A s my - Di (Mk);ru: o5 k?w

8amlmz kmax — Emin T Qiax

(Mq)m: ) Dq ) 5Am1m2 : (Mk)lzz: +2- (Pm + 1) ’ (Mq)m: ) Dq i Dq i 5AM1m2 : (Mk)gzz

. | 5
|:k7%2 + D) <(Mq)n1: 'Dq A (Mk)%zz +2- (Pm + 1) : (Mq>n1: 'Dq ’ Dq A (Mk);a)]

max
(3.37)
mit der differenzierten Matrix

1 firi=miAj=mg

(6Amims)ij = { (3.38)

0 sonst.

Damit die Anfangsbedingung ux (q) erfiillt ist, muss ihre Giiltigkeit an den entsprechenden Stiitz-
stellen gefordert werden:
Fio = u(pi, ko) — ua(ps)- (3.39)

Natiirlich betrifft dies in der Konsequenz auch die entsprechenden Eintrige der JACOBI-Matrix.
Am anderen Intervallende liegende Stiitzstellen, d.h. F;n, , werden wie alle anderen inneren Git-
terpunkte behandelt.

Ein Problem liegt in der oft schlechten Kondition groker Pseudospektralmatrizen, die mit wach-
sendem N, zunimmt. In diesen Féllen ist die QR-Zerlegung, die A = Q - R in das Produkt
einer orthogonalen Matrix Q mit einer oberen Dreiecksmatrix R zerlegt, der LU-Zerlegung oder
dem GAUSSschen Eliminationsverfahren vorzuziehen, da es geringere Rundungsfehler erzeugt.
Die QR-Zerlegung nutzt den Vorteil, dass die Kondition aller orthogonaler Matrizen eins ist,
wodurch sich der numerische Fehler bei der Multiplikation mit Q nicht erh&ht.

Fiir kompliziertere Probleme muss gegebenenfalls mehr Aufwand bei der Umsetzung betrieben
werden. Mogliche Anpassungen des Algorithmus sind eine genauere Anfangsschétzung EO, die
mit einem konventionellen Integrator berechnet wird, sowie die Bestimmung der JACOBI-Matrix
J durch eine Finite-Differenzen-Methode und die Optimierung des Sicherheitsfaktors safety.
Wie in [15] gezeigt wurde, hat die simultane Losung auf dem ganzen Gebiet einen essenziellen
Vorteil gegeniiber der schrittweisen Losung entlang der k-Ebenen. Demnach ist die COURANT-
FrIEDRICHS-LEWY (CFL) Bedingung nicht zu beriicksichtigen und somit ist es sogar moglich
die Stiitzstellen in Raumrichtung ¢ dichter zu wéhlen als diejenigen der Skala k.

3.2. Umsetzung

Das Hauptprogramm truncflowanho (siehe Quelltextausschnitt 9 in Appendix A) erwartet vom
Benutzer die im Folgenden genannten Parameter: Zur Festlegung des Anfangspotenzials
V(q)Z% @+ ﬁ q* wird die Kopplung lambda eingelesen. Dariiber hinaus bestimmt die Gro-
$e Ng den Grad des hochsten Polynoms und Ng+1 die Anzahl der Basis-Polynome sowie der
Stiitzstellen. Mit gmax wird die Gebietsgrofe [—gmax, dmax| festgelegt und die Variable int ist
fiir die Wahl des Lésers verantwortlich. Mégliche Optionen dafiir sind 0 fiir das explizite EULER-
Verfahren, 4 fiir das klassische explizite RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung, die zweistellige
Zahl xy fiir den MATLAB-Loser ode45 (die erste Ziffer legt die Option RelTol = 10~* und
die zweite AbsTol = 107Y fest) und 100 fiir die spektrale Variante mit Patches sowie 200 fiir
diejenige mit Kompaktifizierung. Durch basis wird die Wahl der Orthogonalbasis als String ein-
gelesen, deren Moglichkeiten zwischen cheb CHEBYSHEV-, leg LEGENDRE-, her HERMITE- bzw.
lag LAGUERRE-Polynome auswihlt.
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1, y Rechenzeit: 11.4953s ) 1, 6 4
un(q) = 3 >+ 5 ¢* Integrator: 89 Anfangsverteilung ua (¢) = 3 q° + 21 q
Basis: cheb 10° : ‘

Endverteilung bei k=0

e gespiegelte Stitzstellen c
e berechnete Stiitzstellen
3¢ = = Anfangsverteilung bei k=A

GroRe des Koeffizients a
(=Y
o

e ‘ ‘ 10

—9.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 1 2 3 4 5 6 7
q Koeffizientenindex
(a) Potenziale V(q)=ua(q) & uo(q) (b) Koeffizienten bei k=0

1 6
Anfangsverteilung u (¢) = 3 q2 4 o q4

1
——x2.081= a
0.9} ——X%x1.584 = a2
——x0.158=a
c 3

0.8f

0.7r

Koeffizient a

0.6}

0.5 : : : ‘
0 5 10 15 20
GroRenskala k

(c) Fluss der auf Eins normierten Koeffizienten
innerhalb £=40,...,0

Abb. 7: Ausgegebene Plots der Rechnung mit lambda = 6, Ngq = 6, qmax = 1,5, int = 89 &
basis="cheb’.

Ausgegeben werden vom Programm das Array u mit den Funktionswerten an den Kollokations-
punkten bei der Skala k=0 und das Array a der dazugehérigen Koeffizienten. Aufserdem gibt
die Routine den Vektor E=[Ep, E1], bestehend aus der Energie des Grundzustandes und derjeni-
gen des ersten angeregten Zustandes, zuriick. Dariiber hinaus gehdren auch die Rechenzeit ¢t zur
Berechnung der k-Evolution und die Variable gesiter mit der Anzahl der gesamten Iterationen
zur Ergebnisausgabe. Exemplarisch zeigt Abbildung 7 die drei ausgegebenen Diagramme. Aus
Plot (a) konnen alle Eingabeparameter abgelesen werden, ebenso wie die bendtigte Rechenzeit ¢
und die Grundzustandsenergie. In (b) ist der Abfall der Endkoeffizienten gezeigt. Da ihre Werte
in der logarithmischen Darstellung in guter Ndherung eine Gerade bilden, fallen die Koeffizi-
enten exponentiell ab. Der Fluss der Koeffizienten in Abhéngigkeit von k ist in Diagramm (c)
dargestellt. Fiir £ > w &ndern sich die Werte der Koeffizienten kaum, sondern erst wenn k die
charakteristische Skala w erreicht.

Im Folgenden wird auf die wichtigsten Zeilen des Hauptprogrammes truncflowanho, das in Ap-
pendix A Quelltextausschnitt 9 vorzufinden ist, kommentierend eingegangen. Zu Beginn werden
die Variablen deklariert, wobel Zeile 7 von besonderer Bedeutung ist. Um ein w-férmiges Po-
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tenzial zu erhalten, muss omega2 = -1’ gesetzt werden. Anschliefend ruft das Programm in
Zeile 11 die Subroutine create basis auf, um entsprechend der Basiswahl basis die Stiitzstellen
sowie die Matrizen Mq, Minv, Dq & Z zu erzeugen. In Zeile 25 beginnend findet die Berech-
nung der Anfangskoeffizienten statt. Danach startet die k-Evolution, deren Rechendauer mit der
MATLAB-Funktion tic... toc gemessen wird. Fiir den ode45-Loser definiert Zeile 39 eine soge-
nannte anonyme Funktion, um der vom Integrator aufgerufenen Subroutine RHS die notwendigen
Matrizen Z und Minv als Parameter zu {ibergeben. Zeile 40 legt die Optionen des ode45-Losers
fest. Beruhend auf der Integratorwahl int legt dessen erste Ziffer die relative Toleranz und dessen
zweite Ziffer die absolute Toleranz des Integrators fest. Auferdem wird die Statistik eingeschaltet,
wodurch MATLAB die Anzahl der erfolgreichen und fehlgeschlagenen Schritte sowie die Zahl der
Funktionsauswertungen auf das Command Window ausgibt. Mit diesen Optionen wird in Zeile
41 schlieflich der Integrator ausgefiihrt. Dabei berechnet der RUNGE-KUTTA-Integrator vierter
Ordnung mit Hilfe der fiinften Ordnung eine Fehlerabschétzung und wahlt die Schrittweite so,
dass die Toleranz des Anwenders eingehalten wird. Wie exemplarisch in den Zeilen 45f. zu sehen,
sollte die Initialisierung von Arrays stets explizit und in ihren endgiiltigen Dimensionen erfol-
gen, da ein nachtrigliches Erweitern zwar mdglich, jedoch langsam ist. Im Falle des spektralen
Integrators erfolgt der Funktionsaufruf in Zeile 50 bzw. 57. In der Variante mit Patches erfolgt
der Aufruf innerhalb der for-Schleife fiir jeden Streifen erneut. Ab Zeile 64 findet die basisab-
hingige Interpolation der Endkoeffizienten a,(k=0) statt, wobei die Resubstitution Beachtung
findet. Zur Energieberechnung ab Zeile 103 muss in Zeile 73 (bzw. den analogen Zeilen der an-
deren Basen) die zweite Ableitung im Ursprung berechnet werden. Im Fall der CHEBYSHEV- &
LEGENDRE-Basis wird dies durch die letzte Zeile der Matrix Z, die der letzten Stiitzstelle bei g=0
entspricht, und den Endkoeffizienten berechnet. Bei den HERMITE- und LAGUERRE-Polynomen
ist eine Anpassung aufgrund der anderen Substitutionen sowie dem Fehlen der Stiitzstelle bei
g = 0 notwendig. Zum Schluss wird die Subroutine zum Plotten aufgerufen, auf die hier nicht
néher eingegangen wird. Aufserdem speichert das Programm mittels save alle eingefiihrten Va-
riablen.

Quelltextausschnitt 1 des Appendixes A beinhaltet die Subroutine create basis. Beruhend auf
der Basiswahl basis, der Stiitzstellenanzahl Nq und der Gebietsgrofe qmax legt sie geméh den
Gleichungen aus Kapitel 3.1 die im Folgenden erlduterten Variablen an. Abschlieftend werden alle
Grofen an das Hauptprogramm truncflowanho zuriickgegeben. Neben den Stiitzstellen rho und
q, die basierend auf den Substitutionen dquivalent zueinander sind, wird auch gmax bestimmt.
Fir einen kompakten Quelltext ist es zweckméfig, diese Variable unabhingig von der Basis-
wahl anzulegen, obwohl ihr Wert aufier bei der LAGUERRE-Basis trivial I betrigt und nur bei
der LAGUERRE-Substitution benttigt wird. Des Weiteren berechnet die Funktion die Matrizen
Mg und deren Inverse Minv. Letztgenannte liest das Programm, aufer bei den CHEBYSHEV-
Polynomen, aus den mit Mathematica erzeugten csv-Dateien ein. Dariiber hinaus werden die
Differenziationsmatrix Dq und die Zahlermatrix Z, die der zweiten Ableitung unter Beriicksich-
tigung der Substitution entspricht, angelegt. Bei den Matrixmultiplikationen ist immer darauf
zu achten, dass die Diagonalmatrix diag(rho + 1) links von der Matrix Mq und diese wiederum
links von der Differenziationsmatrix Dq steht.

Der Quelltextausschnitt 8 aus Appendix A enthélt die Subroutine spectralintegration zur spek-
tralen Integration ausgehend von den Anfangskoeffizienten aStart. Je nach ausgewéhlter Variante
werden die k-Werte entweder in den Zeilen 3f. geméaf Gleichung (3.27) oder in den Zeilen 6ff. wie
in Gleichung (3.26) angelegt. Danach belegt die if-Schleife die Faktoren der zweiten Ableitung
basierend auf der Basiswahl (und der damit verbundenen Substitution) so, dass im Folgenden die
Differenziation allgemeingiiltig geschrieben werden kann. Anschliefsend berechnet das Programm
die Matrix Dk zur Differenziation in k-Richtung. Sie entspricht der transponierten Matrix Dqg und
muss von rechts auf die Koeffizientenmatrix A angewendet werden. Zeile 30 berechnet die Funk-
tionswerte am Anfang des Patches beruhend auf den dortigen Koeffizienten aStart. Mit Zeile 32
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wird ebenfalls auf diesen Koeffizienten basierend die Anfangsschitzung bestimmt. Innerhalb jeder
Iteration des NEWTON-RAPHSON Verfahrens wird in den Zeilen 51ff. die JACOBI-Matrix J sowie
in den Zeilen 86ff. der Vektor F' ermittelt. Beiden Grofsen liegt die jeweils aktuelle Koeffizienten-
matrix A zugrunde und in beiden Fillen miissen, wie in Kapitel 3.1 erldutert, die Anfangswerte
getrennt betrachtet werden. Generell und insbesondere in Verbindung mit den hier aufgerufenen
Subroutinen index (Quelltextausschnitt 3 in Appendix A) und indices (Quelltextausschnitt 4 in
Appendix A) ist zu beachten, dass die Indizierung in MATLAB entgegen den Formeln dieser
Arbeit mit Eins beginnt. Basierend auf den Indices der Basispolynome B;, die bei Null beginnt,
wurde fiir die Formeln jedoch die Konvention gew#hlt, dass die zugehorige Koeflizienten a; den
gleichen Index tragen.

Beginnend in Zeile 72 16st der Algorithmus das lineare Gleichungssystem. Wenn die in Zeile 74
ermittelte Kondition kleiner als 109 ist, dient in Zeile 76 der \ Operator zur Auflésung nach der
Anderung delta. Im Fall etwas schlechterer Kondition nutzt das Programm in Zeile 81 zur Ver-
besserung der Kondition eine Skalierung aller Zeilen auf Eins. Ist die Matrixkondition schlechter
als 10!, kommt in Zeile 78 die QR-Zerlegung zum Einsatz. Der Losungsvektor delta wird im
Anschluss durch die MATLAB-Routine reshape in Zeile 84 in seine Matrixform Delta transfor-
miert. Daraus ergibt sich schlieklich in Zeile 85, unter Beriicksichtigung des Sicherheitsfaktors
safety, die neue Koeffizientenmatrix A. Diese Iteration wird solange fortgefiihrt, bis entweder die
in Zeile 96 ermittelte skalierte EUKLIDische Norm

S 2 IFP
|F| = \/(Nq+1)(Nk+1) (3.40)

unter die Schwelle tol fillt oder die maximale Anzahl 100 erlaubter Iterationen erreicht wird. Die
in Gleichung (3.40) enthaltene Skalierung ist notwendig, damit die Norm nicht von der Anzahl
verwendeter Stiitzstellen abhangt.
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4. Vergleich der Methoden

Dieser Abschnitt beinhaltet die Abhéngigkeiten der Ergebnisse von den Eingabeparametern. Zu
dieser Untersuchung werden sowohl der Integrator als auch die Gebietsgrofe gmax, der Polynom-
grad Nq und die Kopplungskonstante lambda variiert. Aukerdem kommen verschiedene Basis-
polynome B,, € {T}, P,, H,, L,} zum Einsatz. Der standardmiiftige Werte der Kopplung w?=1
wurde dariiber hinaus in dem entsprechenden Absatz zur Analyse des w-férmigen Potenzials ne-
gativ gewihlt. Die unterschiedlichen Ausgabewerte werden jeweils vergleichend gegeniibergestellt.
In den unten stehenden Tabellen wird die auf unterschiedlichen Wegen berechnete Grundzustands-
energie und erste Anregungsenergie verglichen. Zum einen sind die Energien durch die hier vor-
gestellten Programme unter Verwendung verschiedener Integratoren berechnet. Zum anderen
stammt ein Teil aus dem Polynomansatz uy(z) = Zf:[:o % as, 2", der in die Flussgleichung
(2.30) eingesetzt zu einem unendlichen System gekoppelter gewdhnlicher Differenzialgleichungen
fithrt. In [1] wurde durch die Projektion auf Polynome vierten bzw. zwolften Grades das System
trunkiert und damit die Energien bestimmt. Die numerisch exakten Energiewerte entstanden
aus der Diagonalisierung des Matrix-SCHRODINGER-Operators unter Verwendung der SLAC-
Ableitung [17, 18]. Anstatt diskreter Differenzenoperatoren wird dabei die diskrete FOURIER-
Transformation genutzt. Zur Berechnung der exakten Energien wurde der Quelltext aus [19]
adaptiert.

Variation des Integrators

Bei der Untersuchung der Integratoren kamen un-

. i : . 1 6
terschiedliche Vor- und Nachteile zum Vorschein. Anfangsverteilung ua(q) = = ¢ + — ¢*

Tabelle 1 stellt die Resultate dieser Versuchs- L mvaansme s o 2

reihe gegeniiber. Das explizite EULER-Verfahren ;'-.. Ceieeaee

ist ein Verfahren zweiter Ordnung und liefert so- 0.8l . B

wohl fiir den harmonischen als auch fiir den an- ., -

harmonischen Oszillator die schlechtesten Wer- g_ 06 ° r x0748=a

te. Zwar ldsst sich der relative Fehler durch Er- = * P xr219=a,

hohung der Stiitzstellenanzahl von 400000 auf % 04 - xl22l=a,

2000000 um etwa den Faktor vier verkleinern, X - x0023=a,

jedoch erhoht dies auch die Rechenzeit um etwa 0.2t

den Faktor fiinf. Bessere Resultate erzeugt das .

klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren vierter Ord- 0 e . ‘
0 5 10 15 20

nung, obwohl seine Rechenzeit nur etwa 50 % lin-
ger ist. lhm reichen bereits 400 000 Stiitzstellen
aus, um zuverldssige Resultate zu berechnen. Die Abb. 8: Fluss der normierten Koeflizienten

GrolRenskala k

Erhohung ihrer Anzahl bewirkt keine deutliche bei der Ldsung mit dem spektralen
Verbesserung. Bester konventioneller Integrator Integrator 100 wunter Verwendung
ist der in MATLARB integrierte ode45-Loser. Sei- von Patches. Die weiteren Ein-
ne Rechenzeiten unter 20 s sind iiberzeugend und gabeparameter sind lambda = 6,
die Ergebnisse weichen beim harmonischen Os- Ng = 10, Nk = 8, gmax = 2,5 &
zillator maximal um 0,02 % bzw. beim anharmo- basis = ’cheb’. An den Patchgrenzen
nischen Oszillator um hochstens 0,09 % von den k=1{10000, 3000, 100, 40, 15,8,5,2,1,0}
exakten Werten ab. ist die Stiitzstellendichte deutlich
Bei den spektralen Integratoren fillt als erstes die erhoht.

sehr kurze Rechenzeit auf. In der Variante mit
Patching treten bereits in der zweiten Dezimalziffer Abweichungen zu den exakten Energiewer-
ten auf. Wie Abbildung 8 verdeutlicht, ist dessen Ursache mdglicherweise in der ungleichméfigen
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Stiitzstellenverteilung verwurzelt, bei der sich die Stiitzstellen an den Grenzen der Patches kon-
zentrieren. Demgegeniiber berechnet die Version mit Kompaktifizierung {iberzeugende Resultate
in der mit Abstand kiirzesten Rechenzeit. Beruhend auf dieser Erkenntnis werden in den wei-
teren Vergleichen nur noch der ode45-Loser (mit den Standardparametern RelTol = 1078 &
AbsTol=107?) sowie der kompaktifizierte Spektralintegrator genutzt.

Tab. 1: Vergleich der verschiedenen Integratoren. In den ersten beiden Spalten sind der Integrator
und die dazugehdrige Stiitzstellenanzahl in k-Richtung genannt. Danach folgen in den
Spalten drei bis fiinf die Energien des Grundzustandes Fy und des ersten angeregten
Zustandes E; sowie die bendtigte Rechenzeit T'1°! fiir die Kopplungskonstante A = 0.
Dafiir lauten die exakten Werte Ey = 0,5 & FE7 = 1,5. Analog enthalten die Spalten
sechs bis acht die entsprechenden Werte fiir A =6, wobei die exakten Energiewerte bei
Ey=0,6209 & F1=2,0260 liegen.

A=0 A=6
int Nk Energie Ey Energie Fy T [s] | Energie Ey Energie By T [s]
0 2000000 0,4992 1,4992 51,4 0,6199 2,0270 50,0
0 400000 0,4960 1,4960 10,6 0,6165 2,0239 10,6
4 2000000 0,5000 1,5000 75,5 0,6207 2,0278 73,5
4 400000 0,5000 1,5000 15,3 0,6207 2,0278 14,1
45 100000 0,5001 1,5001 18,4 0,6207 2,0278 20,2
89 100000 0,5000 1,5000 17,2 0,6207 2,0278 17,1
100 72 0,4995 1,4995 3,6 0,6197 2,0259 6,4
200 10 0,5000 1,5000 0,7 0,6207 2,0280 2,6

Variation der Gebietsgrole g,,,,

Um einen moglichst geringen Fehler zu erzeugen, darf das Gebiet [—gmax, gmax] erst bei ausrei-
chend grofem gmax abgeschnitten werden. Im Gegenzug sind jedoch mit steigendem gpax auch
grofere Ng notwendig, wie die folgende Untersuchung mit Ng=10 verdeutlicht.

Fir den harmonischen Oszillator ist die Losung im Bereich gmax =1, ...,40 nicht von der Ge-
bietsgrofe abhingig. Bei groferen gmax -Werten schwankt die Grundzustandsenergie um den ex-
akten Wert. Dieser Effekt entsteht durch Rundungsfehler aufgrund der vielen Gréfsenordnungen.
Wihrend die ersten beiden Koeffizienten die einzigen informationstragenden sind und in der
Grokenordnung 10* — 102 liegen, beinhalten alle weiteren Koeffizienten nur numerische Nullen.
Im Laufe der k-Evolution treffen die sehr unterschiedlichen Gréfenordnungen aufeinander und
erzeugen dadurch Rundungsfehler. Der spektrale Integrator besitzt diese obere Schranke nicht,
sondern 16st alle Gebietsgrofien gmax > 1,5 mit einer relativen Genauigkeit von etwa 0,003 %.
Sein Vorteil liegt in der selbstkorrigierenden Funktionsweise. Alle Anderungen, die nicht ziel-
fiihrend waren, fithren im néchsten Iterationsschritt des NEWTON-RAPHSON-Verfahrens zu einer
groferen Abweichung, die wiederum automatisch minimiert wird.

Andere Beschrankungen zeigt das Potenzial des anharmonischen Oszillators. Hier werden so-
wohl mit dem ode45- als auch mit dem Spektralintegrator die Energien nur bei Gebietsgrofen
zwischen 1,5-5 zufriedenstellend (mit einer maximalen relativen Abweichung 0,1 %) berechnet.
Grofkere Gebiete oder anders ausgedriickt kleinere Stiitzstellendichten Nd/g,,., konnen den Fluss
nicht ausreichend auflosen. Aus diesem Grund sollte dieser Quotient etwa 4-5 betragen. Durch
die Nutzereingabe gmax =0 oder Nqg=0 wird dieser vorteilhafte Faktor vom Programm selbst-
stindig gewdhlt. Wenn bei den folgenden Untersuchungen nichts anderes explizit genannt wird,
so wurde von dieser Option Gebrauch gemacht.

1 Genutzter Prozessor: Intel Core i5 2430M mit 2 Kernen & 4 Threads bei 2,4-3,0 GHz.
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Variation der Stiitzstellenanzahl N,+1

Zuerst steht die Untersuchung des Stiitzstellenparameters beim ode45-Loser im Mittelpunkt. Die
erste Messreihe mit lambda=0 offenbart einen verschwindenden Einfluss der Stiitzstellenanzahl
auf das Resultat. Alle Ng=2, ..., 20 liefern fiir die Grundzustandsenergie dasselbe Resultat mit
einer relativen Abweichung 0,006 %. Ebenso variiert die Energie des ersten angeregten Zustandes
nicht, fiir die der relative Fehler stets nur 0,002 % betrigt. Ab Nq > 30 wurde RelTol von 10~8 auf
107% und AbsTol von 1072 auf 10~7 gesenkt, um die Rechenzeit in Grenzen zu halten. Denn die
Laufzeit der Variante int=_389 betrdgt 79 min ohne ein besseres Resultat zu erzielen. Unabhéngig
von Toleranzwahl enthilt die Losung den in Abbildung 9(a) gezeigten problematischen Knick.
Durch Akkumulation von Rundungsfehlern wachsen plotzlich die Koeffizienten as, a4 & a5 an,
obwohl sie das im Fall lambda = 0 nicht diirften. Entsprechend hat der zu Beginn genutzte
Integrator int =89 Probleme diesen Knick einerseits sauber aufzulosen und andererseits mit seiner
Genauigkeit zu vereinbaren, wodurch er dort hingen bleibt. Die ode45-Statistik mit 1,3 -107
erfolgreichen gegeniiber 7,3 - 10% missgliickten Schritten bestitigt diese Probleme. Infolgedessen
sind die Ergebnisse fiir Ng > 30 mit Vorsicht zu betrachten und vielmehr als Zufallstreffer zu
bewerten. Abbildung 9(b) belegt die zunehmende Anzahl anwachsender Koeffizienten nochmals
fiir das grofsere Ng=80. Im Spezialfall des harmonischen Potenzials ist sogar Ng=1 ausreichend,
um ohne Genauigkeitsverlust die Energiewerte zu berechnen, weil die LPA dafiir keinen Fehler
erzeugt und das quadratische Potenzial uj, = ag+a1p = ao+ a1 - [2 (9/qmax)? — 1] bereits mit zwei
Koeffizienten exakt darstellbar ist.
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(a) Nq=30, gmax="7,5, die Kurve von a5 iiber-
deckt diejenigen von as & as

(b) Ng=80, gmax=20

Abb. 9: Fluss der Koeffizienten fiir die Werte lambda=0, int=67.

Auch beim spektralen Integrator mit Kompaktifizierung zeigen sich dieselben Charakteristiken.
Ab Ng=2 besitzen alle Ergebnisse eine gleichbleibende relative Abweichung von AEy=0,003 %
bzw. AFE; =0,001 %. Wie aus den Kurven der Laufzeiten in Abbildungen 10 zu entnehmen ist,
steigt die Laufzeit ab Nq = 16 deutlich an. Dessen Ursache besteht in den (asymptotischen)
Kosten O(N?3) der LU- bzw. QR-Zerlegung, die mit wachsendem Nq rasch zunehmen. Zusitzlich
verschlechtert sich die Kondition bei grofer werdendem Ng, wodurch ansteigende Fehler und z. T.
komplexe Energiewerte entstehen. Durch Oszillationen dufert sich diese Instabilitdt auch in den
Koeffizientenverlaufen.

Es stellt sich die Frage, ob auch fiir lambda # 0 bereits mit kleiner Stiitzstellenanzahl gute Werte
erreichbar sind. Wie die Messreihe mit lambda =6 zeigt, liefern schon drei Kollokationspunkte
(Nq=2) Ergebnisse mit maximaler relativer Abweichung von 0,1 %. Die Grundzustandsenergie
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profitiert von einer weiteren Stiitzstelle (bzw. mit der damit verbundenen, groferen Gebietsgrofe
gmax = %) und besitzt fiir Ng=3,...,80 stets den maximalen relativen Fehler von 0,036 %.
Demgegeniiber bleibt die Energie des ersten angeregten Zustandes immer im Rahmen 0,091 %.
Die hier ebenfalls bei grofen Nq anwachsenden héheren Koeffizienten fallen nicht so stark ins
Gewicht, da der relative Fehler von Anfang an um eine Grofenordnung schlechter ist.

500 20
ode45, lambda=0 ode45, lambda=20
I ode45, lambda=6 / 200, lambda=20
4001 —— 200, lambda=0 / 15l
— ——— 200, lambda=6 _
[2) [2])
—' 300t =
I 200} 3
- -
5
100t /
e~
0 Q= ; : )
2 4 6 8 10

Abb. 10: Ubersicht iiber die Laufzeiten der Messreihe unter Verwendung von CHEBYSHEV-
Polynomen. Der Parameter 200 entspricht dem spektralen Integrator mit Kompaktifi-
zierung. Im Gegensatz zum ode45-Loser zeigt der Spektralintegrator eine Abhéngigkeit
von lambda. Im linken Plot wurde die rote Kurve abgebrochen, da fiir Ng=18 komplexe
Energiewerte entstehen. Die Ubereinstimmung der Laufzeit der hellblauen Kurve mit
der kubische Funktion ¢(N)=0,007 N3 bestiitigt die erwarteten Kosten O(N?). In der
Vergrobherung rechts sind zusétzlich die zu lambda=20 gehérige Kurven eingezeichnet.
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Abb. 11: In der Grafik ist der Betrag des letzten Koeffizienten iiber der Stiitzstellenanzahl auf-
getragen. Bei den Berechnungen wurden die Parameter int = {89,200}, gmax =0 &
basis=’cheb’ genutzt. Die lila Kurve verdeckt z.T. die rote & griine Kurve. Insbeson-
dere bei den Kurven fiir lambda=0 wachsen die Koeffizienten mit steigendem Nq stark
an. Die einzelnen Zacken sind numerische Artefakte.
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Ahnliches ist beim spektralen Integrator zu beobachten. Dort liefert der Algorithmus bis Ng ~ 20
sehr genaue Ergebnisse. Danach wachsen ebenfalls die Fehler an. Wie bereits beim ode45-Loser
beobachtet, profitiert die Genauigkeit lediglich von der dritten Stiitzstelle und alle weiteren be-
wirken keine signifikante Verbesserung, da im anharmonischen Fall die LPA die dominierende
Fehlerursache darstellt. Beispielsweise durch eine Wellenfunktionsrenormierung Zj(q) kénnte die-
ser Fehler reduziert werden.

Schlieflich ist bei lambda = 20 das gleiche Schema zu erkennen. Optimal ist hier eine Stiitz-
stellenanzahl mit Ng = 4...6. Die relativen Fehler sind beim ode45-Loser AEy = 0,064 % &
AFE;=0,172% bzw. beim spektralen Integrator AFy=0,044% & AFE;=0,176 %. Abbildung 11
zeigt den Verlauf der letzten Koeffizienten in Abhingigkeit der Stiitzstellenanzahl. In Uberein-
stimmung mit der Theorie gibt der letzte Koeffizient eine Abschétzung des Fehlers. Aus diesem
Grund ist lambda =5 ein guter Kompromiss zwischen Laufzeit und Prizision, weshalb dieser
Wert fiir die Messreihe des folgenden Abschnitts gewédhlt wurde. Damit demonstriert der Spek-
tralansatz seine Stérke, bereits bei kleinen Nq genaue Werte zu liefern. In Abbildung 10 sind die
Rechenzeiten iiber der Stiitzstellenanzahl aufgetragen. Deutlich ist beim ode45-Léser der lineare
Zusammenhang und die Unabhéngigkeit von der Kopplungskonstanten lambda erkennbar.

Die Engstellen des Verfahrens sind der Integrator, der die erreichbare Genauigkeit limitiert, sowie
die Randeffekte der Gebietstrunkierung. Auch eine Erhéhung der Werte auf RelTol = 10712
& AbsTol = 10713 fiihren zu keiner Verbesserung. Im Fall lambda # 0 trigt auch die LPA
entscheidend zum Gesamtfehler bei.

Variation der Kopplungskonstanten \

Tab. 2: Ubersichtstabelle der Messreihe zur Variation der Kopplungskonstanten lambda. Ge-
geniibergestellt sind die Grundzustandsenergie und die Energie des ersten angeregten
Zustandes. Die Vergleichswerte in der zweiten & siebten Spalte stammen aus [1] und
wurden dort mit einem Polynomansatz vierten Grades P4 geltst. Selbiges trifft auf die
Spalten drei & acht zu, wobei hierfiir Polynome zwolften Grades P12 angesetzt wurden.
In den Spalten vier & neun sind die Ergebnisse des ode45-Losers zu finden. Die Resul-
tate des kompaktifizierten Spektralintegrators befinden sich in den Spalten fiinf & zehn.
Basierend auf der SLAC-Ableitung berechnete Werte sind in den Spalten sechs & elf

gelistet.
Eo E

A P4 P12 ode45 spek exakt P4 P12 oded5 spek exakt

0 | 0,5000 0,5000 0,49997 0,50001 0,50000 | 1,5000 1,5000 1,49997 1,50001 1,50000
1 | 0,5277 0,5277 0,52768 0,52772 0,52774 | 1,6311 1,6315 1,63152 1,63156 1,63130
2 | 0,5506 0,5507 0,55070 0,55073 0,55079 | 1,7324 1,7341 1,73406 1,73411 1,73347
3 10,5706 05708 0,57082 0,57084 0,57095 | 1,8177 1,8207 1,82069 1,82075 1,81974
4 | 0,5885 10,5889 0,58889 0,58892 0,58906 | 1,8923 1,8968 1,89678 1,89687 1,89551
5 | 0,6049 0,6054 0,60541 0,60544 0,60561 | 1,9593 1,9652 1,96524 1,96535 1,96366
6 | 0,6201 0,6207 0,62070 0,62074 0,62093 | 2,0205 2,0278 2,02782 2,02796 2,02597
7 10,6343 06350 0,63498 0,63503 0,63524 | 2,0771 2,0857 2,08571 2,08587 2,08360
8 | 0,6476 0,6484 0,64842 0,64847 0,64870 | 2,1299 21397 2,13974 2,13992 2,13739
9 | 0,6602 0,6611 0,66114 0,66120 0,66144 | 2,1794 2,1905 2,19052 2,19071 2,18794
10 | 0,6721 0,6732 0,67322 0,67329 0,67355 | 2,2263 2,2385 2,23852 2,23873 2,23574
20 | 0,7694 0,7714 0,77142 0,77157 0,77191 | 2,5994 2,6209 2,62107 2,62119 2,61658

Im Vergleich der Werte aus Tabelle 2 demonstrieren die Spektralmethode mit ode45-Léser und
der doppeltspektrale Algorithmus ihre Stirken. Beide Verfahren iibertreffen nicht nur den Po-
lynomansatz vierten Grades, sondern auch denjenigen zwolften Grades. Bei der Grundzustand-
senergie liefern sie immer etwas exaktere Werte, wobei der Unterschied bei groferen lambda
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zunimmt. Hingegen kann bei der ersten Anregungsenergie der Polynomansatz zwolften Grades
in einigen wenigen Fillen die besten Resultate erzielen. Interessanterweise besitzt der vollspek-
trale Integrator exaktere Energiewerte flir den Grundzustand und der ode45-Léser berechnet
genauere Werte beim ersten Anregungszustand. Folglich kann das RUNGE-KUTTA-Verfahren die
Kriimmung des Potenzials akkurater berechnen.

Zusammenfassend gesagt, erzeugen die drei Varianten P12, ode45 und der spektrale Integrator
gleich gute Ergebnisse, die sich meist in maximal einer Dezimalziffer unterscheiden. Alle drei
Varianten konnen die exakten Werte, die unter Verwendung der SLAC-Ableitung aus den Ei-
genwerten der HAMILTONschen Matrix gewonnen wurden, nicht erreichen. Dafiir verantwortlich
sind jedoch nicht die Integratoren, sondern die LPA, auf der alle drei Algorithmen beruhen.

Legendre-Basis P,(p)

Zum Vergleich der verschiedenen Basispolynome wurden die Messreihen der Ng-Variation wie-
derholt. Die Integration fiir lambda=1{0, 6,20} erfolgt sowohl mit dem ode45- als auch mit dem
kompaktifizierten Spekralintegrator. Im Fall der LEGENDRE-Polynome besitzen alle Ergebnisse
die gleichen relativen Abweichungen wie diejenigen der CHEBYSHEV-Basis.

Blendet man die LPA aus und betrachtet die Koeffizienten anstatt der Energiewerte, zeigt sich
ein anderes Bild. In der Theorie besitzen die LEGENDRE-Polynome dieselbe Konvergenz, aber
mit einem schlechteren algebraischen Vorfaktor. Dies driickt sich in einem um den Faktor VN
schlechteren punktweisen Fehler aus. Abbildung 12 bestétigt diese Vorhersage in Form zweier
Kurven. In der Konsequenz tibersetzt sich die Differenz der Koeffizienten direkt in die Diffe-
renz der Fehler, weil die LEGENDRE-Polynome wie die CHEBYSHEV-Polynome durch die obere
Schranke |P,(z)| < 1 begrenzt sind.
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Abb. 12: FErgebnisse der Messung mit den Parametern lambda = 20, Nq = 20 & gmax = 5.
Als Integrator wurde der ode45-Loser mit RelTol =107'? & AbsTol=10"13 genutzt.
Links sind die Absolutwerte der Koeffizienten bei k=0 halblogarithmisch aufgetragen.

Der Knick beim Koeffizientenindex 18 ist ein numerisches Artefakt. Rechts ist doppelt

logarithmisch die Wurzel ihres Quotienten dargestellt zusammen mit der gestrichelten
Funktion f(n)=0,7/n.
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Diese Differenz kann auch auf eine andere Weise erklirt werden (vgl. Abbildung 13). Im Gegen-
satz zu den CHEBYSHEV-Polynomen, die {iber das ganze Intervall [—1, 1] einheitlich oszillieren,
besitzen die LEGENDRE-Polynome in den meisten Teilen des Intervalls eine kleine Amplitude,
die nur nahe den Réndern anwéchst. Jedoch dominiert dieser Effekt erst bei grofen N,. Deshalb
ist seine Auswirkung auf die Spektralmethoden, die in der Regel stets bei N, < 10 praktiziert
werden, gering.
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Abb. 13: Vergleich der Basispolynome Psg(x) und Tso(x). Wihrend die Amplitude des
LEGENDRE-Polynoms (orange) iiber das Intervall hinweg variiert, bleibt der Aus-
schlag des CHEBYSHEV-Polynoms (grau) konstant. Dies ist bereits aus der Eigenschaft
T, (cos(y)) =cos(ny) direkt ersichtlich.

Hermite-Basis H,(p)

Bei der Verwendung von HERMITE-Polynomen

als Basis zeigen sich einige Unterschiede. Ab ei-

ner Stiitzstellenanzahl 2 15 wachsen die Fehler 5
an. Dies dufert sich ab Nq 2 19 auch durch

einem Knick im Fluss der Koeffizienten. In Ab- S04
bildungen 14 ist die Oszillation der Endkoeffizi-
enten auffallend. Ungeachtet dessen konvergie-
ren die Koeflizienten spektral und das Auftre-
ten dieses Effektes entsteht lediglich durch die
anders gewéhlte Substitution bei der HERMITE-
Basis. Dabei wird die Symmetrie des Potenzi-
als ug(q) nicht explizit genutzt, sondern dufsert
sich durch verschwindende ungerade Koeffizi-
enten. Deren anfinglicher Wert betrigt exakt 1 3 5 7 9 11 13 15
Null und wéchst im Laufe der Integration nu- Koeffizientenindex

merisch leicht an.

Ebenfalls auf der anderen Substitution beru-
hend entsteht die Bedingung Nq 2 4. Beim
ode45-Loser zeigt sich dies durch grofse Feh-
ler unterhalb dieser Schranke und im Falle
des kompaktifizierten Spektralintegrators be-
reits durch schlecht konditionierte JAcOBI-Matrizen. Unter Beriicksichtigung, dass der Koeffi-
zient a4 des ¢* bei der anderen Substitution dem Koeffizient as des p? entspricht, ist diese Ein-
schrénkung nicht besonders gravierend. Anschaulich kommt dies dem Wegfallen der Stiitzstellen-
Spiegelung gleich.

Dariiber hinaus ist bei der HERMITE-Basis typisch, dass der letzte Koeffizient a mit steigendem
Polynomgrad N, nicht abfillt. Diese Tatsache wird durch das Anwachsen der anderen Koeffizi-
enten a, kompensiert, sodass sich die Anzahl der Grofenordnungen zwischen ag & apn effektiv
verbessert.

Anfangsverteilung us (q) =

N =

GroRe des Koeffizients a
(]

Abb. 14: Oszillierend abfallende Koeffizienten
der HERMITE-Basis bei k=0. Die Pa-
rameter lauten lambda =0, Nq= 14,
gmax=3,5 & int=_89.
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Wihrend der ode45-Loser fiir Ng 2 4 die gleiche Genauigkeit bei den Energiewerten erreicht
wie die Referenz der CHEBYSHEV-Ergebnisse, kommen beim spektralen Integrator grofere Ein-
schrankungen zum Vorschein. Im Fall des harmonischen Potenzials stimmen die Resultate fiir
Ng=4, ..., 14 iiberein, bei der Kopplungskonstanten lambda=6 sind es noch die zu Ngq=6, ..., 14
gehorende Werte und bei lambda=20 sogar nur diejenigen mit Ng=8§, ..., 14.

Laguerre-Basis L, (p)

Wie bereits die HERMITE-Basis besitzt auch die LAGUERRE-Basis einige Einschrankungen gegen-
iiber der CHEBYSHEV- & LEGENDRE-Basis. Beispielsweise entstehen bei grofien Polynomgraden
Nq 2 24 am Rand des Potenzials Ausreifser. In Kombination mit dem ode45-Loser sind die
Energiewerte bis zu dieser Schranke innerhalb einer Toleranz von 0,005 % in Ubereinstimmung
mit den Resultaten basierend auf den CHEBYSHEV-Polynomen. Fiir die Energie des ersten ange-
regten Zustandes sind die Werte sogar etwas exakter, weil die LAGUERRE-Basis in der Ndhe des
Ursprungs die meisten Stiitzstellen besitzt (vgl. Abbildung 6) und deshalb die Kriimmung des
Potenzials am besten auflst.

Zusammen mit dem spektralen Integrator und der Kompaktifizierung treten bereits frither Kom-
plikationen auf. Obwohl dieses Verfahren die Energien des harmonischen Potenzials bis Ng < 16
korrekt 16sen kann, steigt bereits ab etwa zwolf Stiitzstellen die Rechenzeit deutlich — sowohl ge-
geniiber kleineren Nq als auch im Vergleich mit den dquivalenten Rechnungen unter Verwendung
von CHEBYSHEV-Polynomen. Noch friither verlieren die Ergebnisse des anharmonischen Poten-
zials ihre Zuverlassigkeit. Ab etwa Ng=12 treten zum Teil komplexe Energiewerte, chaotische
Potenziale uj—(q), oszillierende Koeffizienten-Fliisse und iiberdurchschnittlich lange Rechenzei-
ten auf.

Negative Kopplung w?

Mit dem kompaktifizierten Spektralintegrator sind fiir w? = —1 keine Ergebnisse berechenbar,
da seine JACOBI-Matrix J stets schlecht konditioniert (Kondition > 10°°) oder im Rahmen der
Arbeitsprézision singulér ist. Moglicherweise ist die Ursache in einer ungiinstigen Anfangsschét-
zung fiir die NEWTON-RAPHSON-Iteration begriindet. Durch die Annahme, dass anfinglich bei
allen Skalen k das Potenzial uy(q) dem klassische Potenzial V(q) entspricht, dessen zweite Ab-
leitung im Ursprung negativ ist, kann der Nenner der Flussgleichung (2.30) Null werden und zu
einer Divergenz fiihren. Durch eine vorkonditionierte Anfangsschitzung kénnte diese Schwach-
stelle behoben werden. Bereits ohne Vorkonditionierung liefern die Variante mit Patches (9 x 10
Stiitzstelen entlang der Skalenachse) und der ode45-Loser brauchbare Resultate. Auch hier ist
die Gebietsgrofe gmax = % eine gute Wahl und wird im Folgenden verwendet. Eine weitere
Vorbetrachtung zeigt, dass fiir kleine Kopplungskonstanten lambda mindestens neun Stiitzstel-
len notwendig sind, um sinnvolle Ergebnisse zu erreichen. Bei kleineren Potenzialbarrieren, d.h.
groferen lambda, wiirden vier Stiitzstellen ausreichen. Jedoch werden zur besseren Vergleich-
barkeit der Messreihe durchgehend acht Kollokationspunkte genutzt. Tabelle 3 fasst die damit
erhaltenen Energiewerte zusammen.

Zur Berechnung der Grundzustandsenergie eignen sich der Polynomansatz zwolften Grades sowie
der spektral Ansatz in Kombination mit dem ode45-Léser. Bei Kopplungskonstanten lambda < 6
ist ihre relative Abweichung vom exakten Wert meist etwa 2 % und bei groferen Kopplungskon-
stanten stets unter 0,75 %. Der spektrale Integrator mit Patches hat hingegen bei lambda < 4
Probleme. Dies dufert sich in den komplexen Anteilen der Energiewerte (in Tabelle 3 sind nur die
Realteile eingetragen), oszillierenden Potenzialen und Koeffizientenverldufen mit Knicken. Fiir
flache Anfangspotenziale kann der spektrale Integrator jedoch zu seinen beiden zuvor genannten
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Alternativen aufschliefen und liefert dort sogar die genausten Werte der ersten Anregungsener-
gie. Allerdings sind auch die Resultate des ode45-Integrators und des Polynomansatzes zwolften
Grades nur geringfiigig schlechter. Im Bereich kleiner Kopplungskonstanten kann der spektrale
Ansatz in der oded45-Variante mit den besten Energiewerten des ersten angeregten Zustandes
iiberzeugen. Auch bei der Energie der ersten Anregung nehmen die relativen Fehler mit wach-
sender Kopplungskonstante lambda ab und der Polynomansatz vierten Grades besitzt die mit
Abstand groften relative Abweichungen.

Tab. 3: Ubersichtstabelle der Messreihe zur Variation der Kopplungskonstanten lambda bei ne-
gativem w?=—1. Gegeniibergestellt sind die Grundzustandsenergie und die Energie des
ersten angeregten Zustandes. Die Werte des Polynomansatzes vierten Grades P4 und
zwolften Grades sind aus [1] entnommen. Beruhend auf dem Spaktralansatz achten Gra-
des sind die Resultate sowohl durch den ode45-Léser als auch den Spektralintegrator in
dessen Variante mit Patches berechnet. Erneut wurden mit dem Algorithmus basierend
auf der SLAC-Ableitung die exakten Energiewerte ermittelt.

Ey Eq
A P4 P12 oded5 spek exakt P4 P12 ode45 spek exakt
1 - - -0,8797 -0,7596 -0,8556 - - -0,8043 -0,1281 -0,8299
2 - -0,2474 -0,2481 -0,2136 -0,2422 - 0,0049 0,0061 -0,2136 -0,0216
3 | 0,2473 -0,0681 -0,0682 -0,0451 -0,0652 | -0,2241 0,3514 0,3497 -0,0451 0,3307
4 | -0,0186 0,028 0,0287 0,0285 0,0308 | 0,3511 0,5753 0,5752 0,5746  0,5598
5 | 0,0654 0,0949 0,0949 0,0947 0,0967 | 0,5835 0,7455 0,7458  0,7451  0,7324
6 | 0,1234¢ 0,1457 0,1457 0,1455 0,1472 | 0,7509 0,8842 0,8846 00,8838 0,8723
7 | 0,1688 0,1871 0,1871 0,188 0,1885 | 0,8851 1,0021 1,0024 1,0016  0,9909
8 | 0,2063 0,2223 0,2223 0,2220 0,2236 | 0,9987 1,1052 11,1055 1,1046  1,0944
9 | 02671 0,2530 0,2530 0,2527 0,2543 | 1,1863 11,1972 1,1974 1,1964 1,1866
10 | 0,238 0,2803 0,2803 0,2800 0,2816 | 1,0978 1,2805 1,2807 1,2796 1,2701
20 | 0,4536 0,4632 0,4632 0,4626 0,4643 | 1,7866 1,8638 1,8642 1,8625 1,8538

Die Trunkierung auf ein Potenzial vierten Grades liefert zwar fiir positives w? ordentliche Werte,
scheitert jedoch am w-formigen Potenzial. Dafiir ursachlich ist die fiir kleine »/w? starke Veran-
derung des effektiven Potenzials ug(g) nahe der Minima des klassischen Potenzials V(g). Jedoch
ist dies fiir die Polynom-Approximation, deren Giiltigkeit im Ursprung liegt, nicht zu bewil-
tigen. Wahrend die Erhohung des Polynomgrades von vier auf zwolf beim konvexen Potenzial
V(q) keine signifikante Verbesserung erzielte, profitiert das Ergebnis bei negativem w? deutlich
davon.

Auch die anderen Basispolynome liefern bei w?=—1 gute Werte. In Verbindung mit dem ode45-
Loser sind die Resultate nicht von den Energiewerten der CHEBYSHEV-Basis zu unterscheiden.
Mit leichten Schwankungen verbunden, stimmen die Resultate des spektralen Integrators aller
vier Basen iiberein. Demnach existieren fiir Nq=8 keine ausgezeichneten Basispolynome.

Je grofer die Barriere des klassischen Potenzials V' (g), d. h. je kleiner die Kopplung A fiir festes
w? = —1, desto schwieriger wird es, mit der LPA zuverlissige Energiewerte zu berechnen. Die
Ursache dafiir sind die nahezu entarteten Energieniveaus und die Dublettaufspaltung aufgrund
von Instantonen-Effekte. Um diese Effekte aufzulésen, miisste iiber die fiihrende LPA-Ordnung

hinausgegangen werden [20].
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Fazit der numerischen Resultate

Mit der MATLAB-Routine truncflowanho kénnen neben den Energiewerten des Grundzustandes
und des ersten angeregten Zustandes auch der Fluss des Potenzials (siehe Abbildung 2) und der
Koeffizienten (vgl. Abbildung 7 (c¢)) mit guter Prézision berechnet werden. Obwohl die Variante
der Routine Hmatrix unter Verwendung der SLAC-Ableitung numerisch die exakten Werte in
einer deutlich kiirzeren Laufzeit ermittelt, fithren die Resultate der Flussgleichung zusatzlich zu
physikalischem Verstdndnis. Aus der Skalenabhéngigkeit des Potenzials ug(q) und der Flussglei-
chung (2.30) folgt anschaulich die Anhebung des Potenzials oder die Glattung des w-formigen
Potenzials bis es schlieflich seine konvexe Form bei k=0 annimmt. Dariiber hinaus l4sst sich der
Fluss der Koeffizienten in den Fluss der Kopplungskonstanten umwandeln, wodurch die skalen-
abhéngigen Kopplungen studiert werden kénnen.

Prinzipiell sind mit allen diskutierten Varianten sinnvolle Ergebnisse moglich. Dennoch heben
sich die CHEBYSHEV-Basispolynome hervor, da sie am einfachsten zu berechnen sind und die
zu ihnen gehérenden Matrizen eine gute Kondition besitzen. Bei den Integratoren scheiden das
explizite EULER-Verfahren und das klassische RUNGE-KUTTA-Verfahren 4. Ordnung infolge ihrer
unzureichender Genauigkeit bzw. Rechendauer aus. Am zuverldssigsten ist die MATLAB-Routine
ode45 mit ihrer Schrittweitensteuerung, die mit keinem der Testprobleme Schwierigkeiten hat-
te. Demgegeniiber hat der spektrale Integrator den grofsen Vorteil der sehr kurzen Laufzeit und
der nicht zu beriicksichtigen CFL-Bedingung. In den meisten Féllen stellt die kompaktifizierte
Variante das Optimum mit uniibertroffener Geschwindigkeit und akkuraten Resultaten dar. In
ihrer Stiitzstellenverteilung ist berticksichtigt, dass der Fluss erst bei kleinen Skalen signifikant
wird. Um ihre Probleme beim w-férmigen Potenzial zu beheben, miisste eine vorkonditionierte
Anfangsschéitzung implementiert werden.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde erfolgreich eine Routine zur Losung des quantenmechanischen
anharmonischen Ostzillators in MATLAB implementiert. Neben den variablen Eingabeparame-
tern, wie der Stiitzstellenanzahl N;, der Gebietsgrofie gmax und der Kopplungskonstanten A,
kénnen vom Benutzer die Basispolynome sowie der Integrator ausgewihlt werden. Zu den Mog-
lichkeiten gehoren auf der einen Seite die CHEBYSHEV-, LEGENDRE-, HERMITE- und LAGUERRE-
Polynome. Auf der anderen Seite stehen der explizite EULER-Integrator, das explizite klassische
RUNGE-KUTTA-Verfahren vierter Ordnung, die MATLAB-Routine ode45 mit Schrittweitensteue-
rung sowie der spektrale Integrator, beruhend auf der NEWTON-RAPHSON-Iteration, zur Verfii-
gung. Beim Spektralintegrator kann zusétzlich zwischen den Varianten mit Patching oder einer
Kompaktifizierung ausgewihlt werden.

In umfangreichen Tests zeigen sich sowohl Stérken als auch Schwichen der verschiedenen Metho-
den. Die grofte Stérke der Spektralmethoden ist die geringe Anzahl notwendiger Stiitzstellen.
Davon profitiert der spektrale Integrator doppelt, denn bei ihm wird neben dem Ort auch die
Skala k spektral behandelt. Infolgedessen ergeben sich damit nicht nur sehr gute Resultate, son-
dern auch duferst kurze Laufzeiten, welche die konventionellen Varianten meist um etwa den
Faktor 20 schlagen.

Der Einfluss der Gebietsgrofe gmax ist zum einen aufgrund des entstehenden Fehlers durch Trun-
kierung des Gebietes und zum anderen durch den Zusammenhang mit der Stiitzstellendichte
entscheidend. Sobald die Gebietsgrofe gmax = 1 und der Quotient No/gu\x =~ 4 betriagt, kénnen
alle relevanten Informationen korrekt aufgelést und genaue FErgebnisse berechnet werden.
Erwartungsgemaf zeigt die Spektralmethode, dass sie bereits mit einer kleinen Anzahl Stiitzstel-
len N, =~ 5 hervorragende Werte liefert. Grofsere N, erzielen keine Verbesserungen, weil die Fehler
abseits der Spektralmethode liegen. Im Falle des anharmonischen Oszillators stellt die local poten-
tial approzimation den dominierenden Fehler dar. Ab N, 2 20 steigen meist die Abweichungen
zu den exakten Werten. Der Genauigkeitsverlust lésst sich oft bereits im Fluss der Koeffizienten
erkennen, wenn Knicke oder Oszillationen auftreten. Aufserdem sind stark anwachsende Rechen-
zeiten ein Anzeichen fiir numerische Schwierigkeiten, wie z. B. schlecht konditionierte Matrizen
oder Probleme der Schrittweitensteuerung.

Unabhéngig von der Kopplungskonstanten X iiberzeugen die ermittelten Energiewerte der spek-
tralen Algorithmen. Ohne Schwierigkeiten konnen sie die Werte des Polynomansatzes zwolften
Grades reproduzieren. Obwohl der kompaktifizierte Spektralintegrator beim w-férmigen Poten-
zial (w? = —1) aufgrund seiner schlecht konditionierten JACOBI-Matrix J erfolglos ist, demons-
trieren die anderen Spektralmethoden ihre Stérke. Im Gegensatz zur Kompaktifizierung liefert
die Version mit Patches zufriedenstellende Ergebnisse. Mit dem ode45-Loser konnen die exak-
testen Energiewerte erreicht werden, die insbesondere bei kleinen Kopplungskonstanten A selbst
die Genauigkeit des Polynomansatz zwolften Grades iibertreffen.

Unter Verwendung der LEGENDRE-Polynome lassen sich genauso exakte Energiewerte berech-
nen. Erst der direkte Vergleich der Koeffizienten offenbart eine um den Faktor \/ﬁq schlech-
tere asymptotische Konvergenz. Gréfsere Einschrinkungen weisen die HERMITE-Polynome auf.
Durch ihre andere Substitution, welche die Spiegelsymmetrie nicht explizit ausnutzt, benétigen
sie mindestens vier Stiitzstellen. Auferdem werden ihre Resultate bereits ab N, 2 15 ungenau-
er. In Verbindung mit dem spektralen Integrator nimmt in Abhéngigkeit der Kopplungskon-
stanten A zudem der Ubereinstimmungsbereich mit der CHEBYSHEV-Losung ab. Ebenso haben
die LAGUERRE-Polynome Nachteile gegeniiber der CHEBYSHEV-Referenz. Einerseits konnen in
Kombination mit dem ode45-Losers bis N < 24 vergleichbare Energiewerte erreicht werden.
Andererseits treten beim spektralen Integrator bereits ab IV & 12 Komplikationen auf, die sich
teilweise durch komplexe Energiewerte, chaotische Potenziale, oszillierende Koeflizientenverldufe
und iiberdurchschnittlich lange Laufzeiten dufsern.
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Obwohl der Quelltext bereits iberzeugende Resultate liefert, bieten sich noch Stellen zur Verbes-
serung an. Als Erstes fillt das Versagen des kompaktifizierten Spektralintegrators beim w-férmigen
Potenzial negativ auf. Zur Losung des Problems ist eine bessere Anfangsschitzung unter Ver-
wendung eines Vorkonditionierers notwendig. Abgesehen davon kénnte folgendes Konzept zur
Verbesserung der Genauigkeit von Nutzen sein. Durch Teilung des Gebietes an den Minima des
klassischen Potenzials V(q) entstehen drei Intervalle. Im mittig gelegenen, endlichen Intervall
erfahrt das effektive Potenzial wuy(q) die grofite Verdnderung und wird dort nahe k = 0 sehr
flach. In diesem Gebiet sollten CHEBYSHEV-Polynome T),(q) angesetzt werden. Fiir die einseitig
unbegrenzten Intervalle, in denen das Potenzial unbegrenzt anwéchst, bieten sich LAGUERRE-
Polynome L, (q) oder rationale CHEBYSHEV-Polynome T'L,,(x) an.

Dariiber hinaus sind die Einschréinkungen der HERMITE-Polynome H,,(q) sicherlich optimierbar.
Bei den HERMITE-Polynome wachsen die Faktoren sehr schnell an, wie das Polynom zwanzigsten
Grades zeigt: Hoo(z)=10485762%0 + - .. + 670442572 800. Dadurch entstehen bei wachsendem
N, bereits frith numerische Instabilitdten durch Overflows. Abhilfe konnten hier die besser kondi-
tionierten orthonormierten HERMITE-Funktionen schaffen, die nach oben durch |¥,,(x)| < 0,816
beschrankt sind. Auch die LAGUERRE-Polynome haben das Problem der Unbeschranktheit und
sollten in einer Weiterentwicklung durch die LAGUERRE-Funktionen ®,,(z) = exp[—35]|L,(z) er-
setzt werden.

Zuletzt ist die inverse Matrix M;l eine Fehlerquelle, deren Hybridlgsung (dem Einlesen der
mittels Mathematicas hoherer Genauigkeit berechneten und exportierten Matrizen) einen provi-
sorischen Eindruck vermittelt. BOYD nennt in [9] eine Alternative zur Berechnung der inversen
Matrix. Demnach muss die Matrix nicht numerisch invertiert werden, sondern ist auch explizit
berechenbar. Thre Elemente lauten

Bi(k;) w;

(M_l)ij: (Bz,Bz) ’

q (5.1)
wobel im Nenner das innere Produkt der ¢-ten Basisfunktion mit sich selbst vorkommt und im
Zahler das Gewicht w; der GAUsSschen Quadratur.

Als abschliefendes Fazit muss nochmals die Starke der CHEBYSHEV-Polynome hervorgehoben
werden. Keine andere Basis erreicht durchgingig die mit ihnen erzielte Genauigkeit. Wie das
Eingangszitat von JOHN P. BOYD bereits zum Ausdruck bringt, ist diese Basiswahl fiir nichtpe-
riodische Probleme in der Regel optimal.
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A. Quelltextausschnitte

Im Folgenden werden die wichtigsten Quelltextausschnitte aufgelistet. Damit die Ubersicht-
lichkeit gewdhrleistet bleibt, werden unwichtige Passagen mit |...] ausgespart und Quelltext-
Kommentare ohne Kennzeichnung gekiirzt oder ausgelassen. Weiterfilhrende Bemerkungen zur
Implementierung sind in Kapitel 3.2 zu finden. Auf der beiliegenden CD sind alle Quelltextda-
teien und bendtigten Textdateien enthalten:

create_ basis.m: Berechnet Stiitzstellen und Matrizen M, M;l, D, & Z bzw. liest sie ein
ergplot.m: Erzeugt Ergebnis-Plots und speichert diese auf Wunsch in den Ordner Output
Hermite.m: Berechnet Koeffizienten des n-ten HERMITE-Polynoms H,,(z)=c,z™ + ... + ¢
index.m: Berechnet aus den Matrix-Indices (n,m) den Index p des Vektors

indices.m: Berechnet aus dem Vektor-Index p die Matrix-Indices (n,m)

Laguerre.m: Berechnet Koeffizienten des n-ten LAGUERRE-Polynoms L, (z)=c,2" +...4+ ¢
Legendre.m: Berechnet Koeffizienten des n-ten LEGENDRE-Polynoms P, (z)=c,x" + ...+ ¢
RHS.m: Berechnet rechte Seite des Differenzialgleichungssystems fiir den ode45-Loser
spectralintegration.m: Enthilt den spektralen Integrator

truncflowanho.m: Hauptprogramm zur Lésung der Flussgleichung

Ordner Minv: Enthélt die berechneten inverse Matrizen als comma-separated values (csv)
Ordner Output: Dorthin schreibt MATLAB die Ausgabedateien

Ordner SLAC: Enthélt den Quelltext Hmatrix.m zur Berechnung der HAMILTONsche Ma-
trix und die bendtigte Subroutine pot.m

Ordner Stuetzstellen: Enthilt zeilenweise die berechneten Kollokationspunkte

Die Ordner Minv, Output & Stuetzstellen miissen fiir die ordnungsgemife Ausfiihrung unter
dem gleichen Pfad (mit Schreibrechten) wie die m-Dateien liegen.

Quelltextausschnitt 1: create basis.m

function [rho,rhomax,q,M,Minv,D,Z]=create_basis(basis,N,qmax)
if strcmp(basis,’ cheb’) % Chebychev Polynome
% Chebyshev—\textsc{Lobatto} Stiitzstellen berechnen
rho=cos(pi*(0:N)/N)’; % rho element [—1,1]
rhomax=max(rho);
q=qmaxxsqrt(0.5%(rho+1)); % g element [0,qmax]|
% Matrix M zur Umrechnung a —> u
M=cos((0:N)’*(0:N)*pi/N);

% inverse Matrix M zur Umrechnung u —> a // wird fiir ’cheb’ mit MATLAB genau berechnet
Minv=inv(M);

% Matrix zur Berechnung der Koeffizienten der Ableitung a —> atilde // muss von links angewandt werden
D=zeros(N+1,N+1);

for n=1:2:N

D=D+diag(|n,2*(n+1):2:2%N],n);

end
% Matrix des Zahlers der Flussgleichung, d.h. zweite q— Ableitung

Z

= 4/qmax~2 % ( M*D + 2xdiag(rho+1)*M=Dx*D );

elseif strcmp(basis,’leg’) % Legendre Polynome
% Legendre— \textsc{Lobatto} Stiitzstellen berechnen // da roots(.) nicht besonders genau ——

Mathematica— Lsg.



rho=importdata([’.\Stuetzstellen\’,num2str(N),basis,’.txt’]); % rho element [~1,1] // Elemente bereits

absteigend sortiert
rhomax=max(rho);
g=qmaxxsqrt(0.5%(rho+1)); % q element [0,qmax]|
% Matrix M zur Umrechnung a —> u
M=zeros(N+1,N+1);
for n=0:N
% berechne zuerst die Ergenisse x"n ... x"0 fiir die Stiitzstellen rho
rhoi=zeros(N+1,n+1);
for m=n:—1:0
rhoi (:,n—m+1)=rho."m;
end
M(:,n+1)=rhoixLegendre(n)’;
end
% inverse Matrix M zur Umrechnung u —> a // mit Mathematica berechnet
Minv=importdata([’.\Minv\’,;num?2str(N),basis,’.txt’]);
% Matrix zur Berechnung der Koeffizienten der Ableitung a —> atilde
D=zeros(N+1,N+1);
for n=1:2:N
D=D-+diag(1:2:2%(N—n)+1,n);
end
% Matrix des Zéhlers der Flussgleichung, d.h. zweite q—Ableitung
Z = 4/qmax~2 x ( M*D + 2xdiag(rho+1)*M=D*D );

elseif strcmp(basis,’her’) % Hermite Polynome

% Stiitzstellen (Nullstellen des Hermite Polynoms vom Grad N+1) einlesen

rho=importdata([’.\Stuetzstellen\’,num2str(N),basis,’.txt’]); % rho element [~1,1] // Elemente bereits

absteigend sortiert und normiert
rhomax=max(rho);
q=qmaxxrho; % ¢ element [—qgmax,qmax]|
% Matrix M zur Umrechnung a —> u
M=zeros(N+1,N+1);
for n=0:N

rhoi=zeros(N+1,n+1);

for m=n:—1:0

rhoi (:, n—m+1)=rho."m;

end

M(:,n+1)=rhoixHermite(n)’;
end
% inverse Matrix M zur Umrechnung u —> a // mit Mathematica berechnet
Minv=importdata([’.\Minv\’,;num2str(N), basis,’.txt’]);
% Matrix zur Berechnung der Koeffizienten der Ableitung a — > atilde
D=diag(2:2:2%N,1); % diag(.,1) — obere Nebendiagonale
% Matrix des Zihlers der Flussgleichung, d.h. zweite q—Ableitung // andere Substitution beachten
Z =1/qmax~2 «*MxDxD ;

elseif strecmp(basis,’lag’) % Laguerre Polynome

% Stiitzstellen (Nullstellen des Laguerre Polynoms vom Grad N+1) einlesen
rho=importdata([’.\Stuetzstellen\’,num2str(N),basis, unskaliert.txt’|) ; % rho element [0,rhomax| //
Elemente bereits absteigend sortiert
rhomax=max(rho);
g=qmaxxsqrt(rho/rhomax); % q element [0,qmax]|
% Matrix M zur Umrechnung a —> u
M=zeros(N+1,N+1);
for n=0:N
rhoi=zeros(N+1,n+1);
for m=n:—1:0
rhoi (:,n—m+1)=rho."m;
end
M(:,n+1)=rhoixLaguerre(n)’;
end
% inverse Matrix M zur Umrechnung u —> a // mit Mathematica berechnet
Minv=importdata([’.\Minv\’,;num?2str(N),basis, unskaliert.txt’]);
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31 % Matrix zur Berechnung der Koeffizienten der Ableitung a —> atilde
D=—1striu(ones(N+1,N+1),1); % obere Dreiecksmatrix

83 % Matrix des Zihlers der Flussgleichung, d.h. zweite q—Ableitung // andere Substitution beachten
34 Z= 2+«rhomax/qmax~2 * ( M*D + 2xdiag(rho)*M=«Dx*D );

25 || else

36 [..] % Warnung bei Falsch—Eingabe & Beenden der Routine

.7 || end

Quelltextausschnitt 2: Hermite.m

1 || function f=Hermite(n)

% berechnet n—tes Hermite Polynom a_n x"n + ... +a_0

% Riickgabe als Koeffizienten [a_n ... a_0]

4 || % kann direkt zur Nullstellensuche mittels der Funktion roots genutzt werden

5 || f=zeros(1,n+1);

6 || for k=0:floor(n/2)

7 f(2+k+1)=((—1)"k*2~(n—2xk))/(factorial(k)*factorial(n—2xk)); % nach Gleichung (3.13)
¢ || end

o || f=factorial (n)=*f;

10 || end

Quelltextausschnitt 3: index.m

1 || function out=index(inl,in2,Nk)
2 || % Nk-+1...Anzahl Spalten / Spaltenindex: 1,...,Nk-+1

3 || % inl, in2, out >=1
i || out=(Nk+1)*(in1—1)+(in2—1)+1;
end

Quelltextausschnitt 4: indices.m

function [outl,out2]=indices(in,Nk)

outl=fix((in—1)/(Nk+1))+1; % entspr. ganzzahlige Division // fix...rundet in Richtung Null
out2=mod(in—1,Nk+1)+1;

end

=W

Quelltextausschnitt 5: Laguerre.m

1 || function f=Laguerre(n)

2> || f=zeros(1,n+1);

3 || for k=0:n

4 f(n—k-+1)=nchoosek(n,k)*(—1) ~k/factorial(k); %nchoosek berechnet Binomialkoeff., nach Gleichung (3.14)
5 || end

6 || end

Quelltextausschnitt 6: Legendre.m

function f=Legendre(n)
% nicht zu verwechseln mit der Matlab—eigener Funktion legendre !
f=zeros(1,n-+1);
for k=0:floor(n/2)
f(2+k+1)=(—1) “ks+factorial(2+n—2xk) / (factorial (n—k)*factorial(n—2xk) *factorial (k) *2~n); %nach Gleichung
(3.12)

=W

s ||end
end

Quelltextausschnitt 7: RHS.m

1 H function adot=RHS(k,a,Z,Minv)
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AW W

% berechnet RHS fiir ODE45— Léser

zaehler=7Zxa;

adot=Minv*(—1/pix(zaehler./(k«k-+zaehler))); % nach Gleichungen (3.21) & (3.22)
end

Quelltextausschnitt 8: spectralintegration.m

function [A k,iter]=spectralintegration (qmax,rhomax,kmax,kmin,Mq,Mk,Nq,Nk,rho kappa,Dq,basis,aStart,tol,
safety)
if kmax—=Inf % Kompaktifizierung
k=2./(1—kappa)—1; % k element [0,Infinity)
kfaktor=(1—kappa).~2./2; % substitutionsabhingiger Vorfaktor der k—Differenziation
else % Patches
kspan=kmax—kmin;
k=0.5*%(kappaskspan+kmin-+kmax); % k element [kmin, kmax]|
kfaktor—ones(length(kappa),1)*2/kspan; % substitutionsabhingiger Vorfaktor der k— Differenziation
end
% Schematisch: Zahler=vorfaktors(qfaktorxu’+qqfaktorsu’)
if stremp(basis,’lag’) % Sonderfall —— > anderen Substitution bei Laguerre—Basis
vorfaktor=2+rhomax/qmax"2;
gfaktor=1;
qqfaktor=2xrho;
elseif strcmp(basis,’her’) % Sonderfall —— > anderen Substitution bei Hermite— Basis
vorfaktor=1/qmax"2;
gfaktor—=0;
qqfaktor=ones(length(rho));
else % Regelfall
vorfaktor—=4/qmax"2;
gfaktor=1;
qafaktor=2%(rho+1);
end
% Matrix zur Berechnung der Koeffizienten der Ableitung A —> atilde
Dk=zeros(Nk+1,Nk+1);
for n—=1:2:Nk
Dk=Dk+diag([n,2*(n+1):2:2«Nk],—n); % —n statt n im letzten Argument entspr. Transposition
end
% Berechne Start—Funktionswerte
uStart=Mq#*aStart;
% berechne initial guess
A=aStart/Mk(1,:)’;

% spektrale Newton—Iteration
F=zeros((Nq+1)*(Nk+1),1);
J=zeros((Nq+1)*(Nk+1),(Nqg+1)*(Nk-+1)); % Jacobi—Matrix
res=Inf; % Residuum als Schleifen— Abbruchskriterium
iter =0; % Iterationsindex, maximaler Wert wird in while—Schleife begrenzt
% berechne F(A)=0 // 1x auBerhalb der Schleife, ab dem zweiten Durchgang wird F bereits zur
Residuumsbestimmung berechnet
for n=1:Ng+1
% Anfangswerte
F(index(n,1,Nk))=Mq(n,:)*A*Mk(1,:)’ — uStart(n);
ZA= vorfaktor*Mq(n,:)*(qfaktor+*Dq*A+qqfaktor(n)*Dq*DqxA); % Zihler
% alle anderen Werte
for m=2:Nk+1
F(index(n,m,Nk))= kfaktor(m)*Mq(n,:)* A*Dk«Mk(m,:)’ + 1/pi * (ZAxMk(m,:)’)/( k(m)"~2 + ZAxMk(
m;:)" );
end
end

while (res>tol && iter<100)
% berechne Jacobi—Matrix J =dF n /dA m
for n=1:(Nqg+1)*(Nk+1)
[n1,n2]=indices(n,Nk);
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end
end

if n2==1 % Anfangswerte
for m=1:(Ng+1)*(Nk+1)
[m1,m2]=indices(m,Nk);
Adiff=zeros(Nq+1,Nk+1); % Ableitung der Koeffizientenmatrix A nach aktuellem
Koeffizienten a_{ml,m2}

Adiff(m1,m2)=1; % hat nur an dieser Stelle eine 1
J(n,m)=Mq(nl,:)*Adiff*Mk(n2,:)’;
end
else % alle anderen Werte

N= k(n2)"2 + vorfaktor(qfaktor*Mq(nl,:)*xDqxA+xMk(n2,:)’+qqfaktor(nl)*Mq(nl,:)*Dg*xDq*x A
Mk(n2,:)’); % Nenner
for m=1:(Ng+1)*(Nk+1)
[m1,m2]=indices(m,Nk);
Adiff=zeros(Nq+1,Nk+1); % Ableitung von A nach aktuellem Koeffizienten a_{ml,m2}
Adiff (m1,m2)=1; % hat nur an dieser Stelle eine 1
ZA= vorfaktorxk(n2) ~2+Mq(nl,:)*(qfaktor* Dg*Adiff+qqfaktor(nl)*Dq*Dq+Adiff)*Mk(n2,:)’;
% Zéahler
J(n,m)=kfaktor(n2)*Mq(n1,:)*Adiff«xDk«Mk(n2,:)’ + 1/pi * ZA/(N"2);
end
end
end
% Lésen des LGS
% Verbessere optional die Kondination der Matrix J abhingig von deren Kondition
kondition=cond(J);
if (kondition<1el0) % Regelfall
delta=J\(—F);
elseif (kondition>1el4) % QR—Zerlegung
[QR]=ar(J);
delta=R\ (—Q’+F);
else % lel0<kondition<lel4 // kleine Verbesserung durch Skalieren aller Zeilen auf 1
dia=diag(1l./max(J,[],2));
delta—=(diaxJ)\(—diaxF);
end
Delta=reshape(delta,Nk+1,Nq+1)’; % Umwandlung des Vektors in Matrix
A=A+tsafety«Delta; % neue Koeffizientenmatrix
% Berechne Residuum beruhend auf den neuen Werten, F(A)=0
for n=1:Nq+1
% Anfangswerte
F(index(n,1,Nk))=Mq(n,:)*A*Mk(1,:)" — uStart(n);
% alle anderen Werte
ZA= vorfaktor*Mq(n,:)*(gfaktor*Dg*A+qqfaktor(n)*Dq*DqxA); % Zihler
for m=2:Nk-+1
F(index(n,m,Nk))= kfaktor(m)*Mq(n,:)*A*Dk+Mk(m,:)’ + 1/pi * (ZAxMk(m,:)’)/( k(m)~2 + ZAx
Mk(m,:)" );
end
end
res=sqrt( (F’«F)/length(F) ); % skalierte euklidische Norm

iter =iter+1;

Quelltextausschnitt 9: truncflowanho.m

function [u,a,E,t, gesiter | =truncflowanho(lambda,Nq,qmax,int,basis)

%V

"(x)=omega2/2+x"2+lambda/24+x "4, Integration mittels verschiedener Integratoren

% Bsp.—Eingabe: [u,a,E,t,gesiter|[=truncflowanho (0,10,1,89,’cheb’) ;

%V

‘ariablen anlegen

cutoff =10000;

ome

ga2—1;

gesiter =0; % gesamte Anzahl aller Iterationen

[.]
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% Erzeuge Stiitzstellen und Matrizen Mq & Dq fiir getroffene Auswahl
[rho,rhomax,q,Mq,Minv,Dq,Z]|=create_basis(basis,Nq,qmax);
% fiir spektrale Integratoren: Lege kappa—Stiitzstellen und Martik Mk an
if int>=100
tol=1e—8; % Toleranz des Integrators
safety=1.0; % Sicherheitsfaktor 0<...<=1 // gedimpftes Newtonverfahren (langsamer, aber sicherer)
Nk=10; % Nk+1=Anzahl der Stiitzstellen in einem Patch, Nk=Grad des hichsten Polynoms
% fiir Variante mit Patches
kpatch=[cutoff,0.3x cutoff ,0.01 cutoff ,0.004x cutoff ,0.0015% cutoff ,0.0008x* cutoff ,0.0005* cutoff ,0.0002x
cutoff ,0.0001x cutoff ,0]; % Skalen, an denen sich die Patches beriihren
% Erzeuge Stiitzstellen und Matrix Mk // k—Integration stets mit Chebyshev
% Chebyshev—\textsc{Lobatto} Stiitzstellen berechnen
kappa=cos(pix(0:Nk)/Nk)’; % kappa element [—1,1]
% Matrix Mk zur Umrechnung A —> u
Mk=cos((0:Nk)’*(0:Nk)xpi/Nk);
end
% Berechnung der Anfangskoeffizietnen durch aLambda—Mq~(—1)*uLambda
uLambda=omega2/2xq."~2+lambda/24%q." 4;
aLambda=Minv+uLambda; % Gleichung mit 'Mq\’ zu Iosen ist schneller & genauer als inverse Matrix Minv zu
verwenden // andererseits ist mit Mathematica berechnet inverse numerisch exakt und spart Rechenzeit,
insh. bei éfterer Anwendung
[...] % Bereinige numerische Nullen aufgrund Interpolation

% k—Evolution Lambda —> 0
tic % Start der Zeitmessung
if int==0 % 0...expliziter Euler

elseif int==4 % 4...Runge—Kutta 4.Ordnung

elseif (int>=10 && int<=99) % ...integrierter ODE45—Liser
Nk=100000; % Anzahl der Stiitzstellen entlang k— Achse
k=linspace(cutoff,0,Nk); % k = 10’000, ... ,0
RHSpara = Q(t,a) RHS(t,a,Z,Minv); % anonyme Funktion, um RHS die Matrizen Z & Minv zu iibergeben
options = odeset(’RelTol’,10"~ —(floor(int/10)),” AbsTol’, 10" — (mod(int,10)),’Stats’,’on’); % 'RelTol’, 1.
Ziffer von ’int ’, 'AbsTol’, 2. Ziffer von ’int’
[kges,ages|=oded45(RHSpara,k,aLambda,options);
elseif int==100 % spektraler Integrator mit Patches
patchanz=length(kpatch)—1; % Anzahl der Patches
aStart=aLambda; % Startwerte belegen
ages=zeros(patchanzx(Nk+1),Nq+1); % gesamte Koeffizienten an den Skalenstiitzstellen
kges=zeros(patchanz+(Nk+1),1); % gesamte Skalenstiitzstellen
% Patching—Schleife
for n=1:patchanz
% Aufruf der Subroutine zur Integration des aktuellen Patches
[A k,iter |=spectralintegration (qmax,rhomax,kpatch(n),kpatch(n+1),Mq,Mk,Nq,Nk,rho,kappa,Dq,basis
,aStart,tol safety);
gesiter —gesiter--iter;
ages((n—1)*(Nk+1)+1:n*(Nk+1),:)=(AxMk)’;
kges((n—1)%(Nk+1)+1:n*(Nk+1))=k;
aStart=AxMk(end,:)’; % neue Startwerte fiir néichste Iteration
end
elseif int==200 % spektraler Integrator mit Kompaktifizierung
[A kges, gesiter |=spectralintegration (qmax,rhomax,Inf,0,Mq,Mk,Nq,Nk,rho,kappa,Dq,basis,aLambda,tol,

safety);
ages=(A*Mk)’;
else
[...] % Warnung bei Falsch—Eingabe & Beenden der Routine
end

t=toc; % Stopp der Zeitmessung
% Umrechnung der End— Koeffizienten in Funktionswerte und Interpolation

u=Mqg=ages(end,:)’;
qq=0:.01:qmax; % q— Werte fiir Plot der Anfangsverteilung

VI
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[

uu=zeros(size(qq));
if strcmp(basis,’cheb’)
for j=0:Nq

uu=uu+ages(end,j+1)*cos(j*acos(2/qmax"2xqq.”2—1)); % nach Gleichung (3.11)

end
u2strich0=Z(Nq+1,:)*ages(end,:)’; % zur Energieberechnung 2. Ableitung im Ursprung bendtigt // Z

enthélt Mq bereits

elseif strcmp(basis,’leg’)

for j=0:Nq
% berechne zuerst die Ergenisse x"n ... x"0 fiir die Plotstellen rho=2x(q/qmax)~2—1)
qgi=zeros(length(qq),j+1);
for m=j:—1:0
ai (i, j—m+1)=(2/gmax"2xqq.”2—1)."m;
end

uu=uu-(ages(end,j+1)xqi*Legendre(j)’)’;

end
u2strich0=7(Ng+1,:)*ages(end,:)’;

elseif strcmp(basis, her’)
for j—0:Nq

% berechne zuerst die Ergenisse x"n ... x"0 fiir die Plotstellen rhoq/qmax
gi=zeros(length(qq),j+1);
for m—j:—1:0
qi (3, j—m+1)=(qq/qmax). " m;
end
uu=uu+(ages(end,j+1)*qixHermite(j)’)’;

end

% bei Hermite anderer Weg fiir 2. Ableitung im Ursprung notwendig, da dort nur bei ungeraden N eine

Stiitzstelle sitzt
% berechne Vektor der Funktionswerte H n(0)

Hn0=[1,zeros(1,Nq)];
for n—=2:Nq

Hn0(n+1)=2%(1—n)*Hn0(n—1);

end

u2strich0=1/gmax"2+Hn0xDgxDgxages(end,:)’; % zur Energieberechnung zweite Ableitung im Ursprung

bendtigt // Z enthélt Mq bereits

elseif strcmp(basis,’lag’)

end

[..]

% Berechnung der Energie
E=zeros(2,1);

E(1)=min(uu);
E(2)=min(uu)+sqrt(u2strich0);

% Darstellung / Speichern der Losung

[.]

end

VII
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