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1 Einfiihrung

Es existieren Losungen der Vakuum-Maxwellgleichungen, welche sich dadurch auszeichnen, dass sie
wahrend der Propagation ihre Gestalt beibehalten. Sie werden daher als “beugungsfreie Wellen” be-

zeichnet. Fiir die Intensitdt I eines solchen Feldes gilt demnach
.[(.’13, y7ZZZU):I(377 y,z>z0).

Diese sogenannten Besselwellen besitzen einige bemerkenswerte Eigenschaften, so stellt eine Bessel-
welle beispielsweise unter freier Propagation ihre urspriingliche Form wieder her, wenn diese an einer
Stelle verandert wurde [1|, was zum Beispiel durch ein Hindernis, welches in das Zentrum der Welle ge-
bracht wird, geschehen kann. Eine experimentelle Realisierung einer idealen Besselwelle ist aufgrund der
transversal unendlichen Ausdehnung und der damit verbundenen unendlichen Energie nicht moglich.
Es ist in den letzten Jahren allerdings immer wieder gelungen n&herungsweise Besselwellen zu erzeugen,
die in ihrer transversalen Ausbreitung begrenzt sind und iiber eine relativ grofe Distanz beugungsfrei
propagieren [2] [3].

Aus verschiedenen Griinden ist es daher interessant die Bewegung von geladenen Teilchen (z.B. Elektro-
nen) in Besselwellen zu studieren, so konnen Besselwellen beispielsweise als Ionen- bzw. Teilchenfallen
genutzt werden [4]. Des Weiteren kann ein solches Studium zum notwendigen Versténdnis der Dynamik
beitragen, beziehungsweise bei Erfolg (genauer: bei Losung der Dirac-Gleichung) als Ausgangspunkt der
Feldquantisierung dienen, welche zur Berechnung der Teilchenproduktion in hochenergetischen Feldern

notwendig ist.

Wir werden bei unseren analytischen Untersuchungen der Bewegung eines relativistischen Elektrons
in einer Besselwelle von der klassischen Betrachtung ausgehen (Kapitel 3), welche die Losung der
Lorentz-Gleichung erfordert. Hierbei werden wir den Fall der fundamentalen Besselwelle (3.1) und den
Fall hoherer Besselwellen (3.2) getrennt untersuchen und jeweils Losungen fiir Spezialfille diskutieren.
Anschlieffend wollen wir versuchen, die Dirac-Gleichung fiir die Bewegung eines Elektrons in einer

fundamentalen Besselwelle zu 16sen (Kapitel 4), was der quantenmechanischen Behandlung entspricht.



2 Grundlegendes

2.1 Besselwellen als Losung der Maxwellgleichungen

Zuerst wollen wir zeigen, dass Besselwellen die Maxwellgleichungen im homogenen Raum ohne freie La-
dungstréager 16sen. Die Maxwellgleichungen sind in diesem Fall in Lorentz-Heaviside-Einheiten gegeben
durch

_noE
VxB-LZ2 = 0 (2.1)
10B
V-E = 0 2.3
V-B = 0. (2.4)

Wir konnen ohne Einschrankung € = p = 1 setzen, da man mittels der Ersetzungen

B
cs S  ESE, B — (2.5)
N N

die Losung fiir allgemeine € und p zuriickerhilt [5]. Wir fithren nun das skalare Potential ® und das

Vektorpotential A ein, sodass

B = VxA (2.6)
E = -Vb—-"= (2.7)

gilt. Das magnetische Feld B kann aufgrund seiner Quellfreiheit (siehe (2.4)) als Rotation eines Vek-
torfeldes A geschrieben werden. Der Ausdruck E + %%—‘? hingegen ist nach (2.2) wirbelfrei und kann
somit durch den Gradienten einer skalaren Funktion ® ausgedriickt werden. Nun wihlen wir die Lor-

entzeichung

109
A+ = 2.
\4 to 5 0, (2.8)

wodurch sich die Maxwellgleichungen auf Wellengleichungen fiir die Potentiale

0P = 0 (2.9)
OA = 0 (2.10)

reduzieren. Da wir zeigen wollen, dass Besselwellen Lésungen der Maxwellgleichungen sind, machen wir

fiir das skalare Potential ® den Ansatz!
® = By, (ap) Wikztme) (2.11)

wobei J,, (ap) die Besselfunktion vom Grad m (m € Z) und @ eine Konstante ist. Damit gehen wir in

'Die folgende Ableitung ist in Anlehnung an das Vorlesungsskript Elektrodynamik von Professor A. Wipf [5] entstan-
den.



die Wellengleichung [(0® = 0 ein. Mit dem d’Alembert-Operator in Zylinderkoordianten, der gegeben

ist durch
102 10 o0 1 02 0?

- - _ -z, _ -7 _Z 2.12
2otz p Bpp(?p p2 09?2 0227 (2.12)
erhalten wir 5 8 9
1 w 1
p@ppap +< 02> +p2m ( )

Substituieren wir nun £ = ap, so kann (2.13) geschrieben werden als
2 2
w 2 § 2 _

=12 — k2 (2.15)

2
ég?%xa+§i%x@+

Wihlt man die Konstante a zu

so erkennt man, dass die Gleichung (2.14) gleich der Bessel’schen Differentialgleichung m-ter Ordnung
ist. Da J,, (§) die Besselfunktion der Ordnung m ist, erfiillt der Ansatz (2.11) die Wellengleichung fiir
®. Um nun noch die Lorentzeichung (2.8) zu erfiillen, muss A mindestens eine nichtverschwindende

Komponente besitzen. Wir machen daher fiir das Vektorpotential A folgenden Ansatz

A = AyJy, (ap) elWtkztme), (2.16)

wobei A ein konstanter Vektor ist. Damit gehen wir in die Eichbedingung ein und es ergibt sich?

10® : w d
AL i(wt—kz+ma) - kA ; S @
\% +08t e J, (ap)( ikAo —i—zc 0>+ad(ap)
(2.17)

In (2.17) gilt Gleichheit, wenn Ao, = Aoy = 0 und Ap, = ;2P gewihlt wird, sodass das Potential in

Viererschreibweise lautet

(AF) = By, (ap) e!Wtkztme), (2.18)

TNe © o ~

Wir kénnen nun mittels der Gleichungen (2.7) und (2.6) das elektrische und magnetische Feld berechnen.

Fiir die Besselwelle m-ter Ordnung lauten diese in kartesischen Koordinaten

[MWWmW%ﬁm@m@

=0.

5 (Jm—1 (ap) = Jmt1 (ap)) cos (wt — kz + mg) sin (¢) — 2 Jm (avp) sin (wt — kz + mg) cos (§)

w
B=%&;—
O%e 0

(2.19)

*Fiir Besselfunktionen vom Grad m gilt: = J,, (c2) = £ (Jm-1 (c2) — Jmt1 (cz))

=5 (Jm—1(ap) = Jm+1 (ap)) cos (wt — kz + me) cos (¢) — T Jm (ap) sin (wt — kz + me) sin (¢)



(Jm—1 (ap) = Jm+1 (ap)) cos (wt — kz + me) cos (¢) — Tty (ap) sin (wt — kz + me) sin (¢)

(Jm—1 (ap) = Jm+1 (ap)) cos (wt — kz + me) sin (¢) + 5 Jm (ap) sin (wt — kz + me) cos (¢)

T Im (ap) sin (wt — kz + mae)
(2.20)

2.2 Einige Eigenschaften von Besselwellen

Der Drehimpuls eines elektromagnetischen Feldes berechnet sich durch das Raumintegral iiber die

Drehimpulsdichte 1pq, wobei die Dichte 1peq gegeben ist durch

1
lFeld = —-XX (E X B) . (2.21)
c

Wir interessieren uns aus Symmetriegriinden vor allem fiir die z-Komponente des Drehimpulses des

elektromagnetischen Feldes. Die zugehorige Drehimpulsdichte fiir das oben gegebene Feld lautet

a2w

lpeid,» = ~ 2™ [®0Jp (ap) sin (wt — kz + me)]?. (2.22)
Damit erkennt man den wesentlichen Unterschied zwischen Besselwellen mit m = 0 (fundamentale
Besselwelle) und Besselwellen mit m € (0,00). Die fundamentale Besselwelle trigt im Gegensatz zu

Besselwellen mit m € (0,00) keinen Drehimpuls beziiglich der Symmetrieachse.

Ein weiterer Unterschied ist dadurch gegeben, dass das Feld der fundamentalen Besselwelle fiir p — 0
nicht verschwindet, da Jy (ap) — 1 fiir p — 0. Fiir die Besselfunktionen hoherer Ordnung m gilt
hingegen J,, (ap) — 0 fiir p — 0, sodass A* =0 fiir p = 0.

2.3 Die Bewegungsgleichungen

Da wir uns fiir die Bewegung eines relativistischen Elektrons in Anwesenheit von Besselwellen inter-
essieren, werden wir fortan speziell-relativistisch im Minkowski-Raum rechnen. Fiir die Signatur der

Metrik wihlen wir —2. Der metrische Tensor fiir kartesische Koordinaten 7 ist somit gegeben durch
n=diag (1,—-1,—1,—1). (2.23)

Nun fithren wir noch den elektromagnetischen Feldstdrketensor (F*), den wir zur Formulierung der

Lorentz-Gleichung benétigen, ein. Dieser ist gegeben durch

0 —-B, —E, —Es
E, 0 —B; B
E;, By 0 -DB
Es -By By 0

(FH) = = (-E,B), (2.24)

wobei die Indizes die kartesischen Komponenten der Felder bezeichnen.



2.3.1 Die Lorentz-Gleichung

Wir werden zuniichst die klassische Bewegung eines geladenen Teilchens® in Besselwellen untersuchen.
Die Gleichung, die hierzu dienen wird, ist die Lorentz-Gleichung, welche die klassische, relativistische
Bewegung eines geladenen Teilchens der Masse p und der Ladung e in elektrischen und magnetischen
Feldern beschreibt. Der Spin des Elektrons wird dabei, ebenso wie die Riickwirkung des Teilches auf
das dufsere Feld, nicht beriicksichtigt. Die Lorentz-Gleichung ist in kartesischen Koordinaten durch den
folgenden Ausdruck

= i F* g (2.25)

gegeben. Hierbei bezeichnet der Punkt bei & die Ableitung nach der Eigenzeit 7, die durch dr =

2
(/11— (%) dt ausgedriickt werden kann. ', berechnet sich aus (2.24) durch F, = n,ng“ﬁ. In diesem
Zusammenhang ist es aufserdem wichtig auf die Nebenbedingung

dzt dr,

hinzuweisen. Ist diese erfiillt, so ist eine Bewegung mit v (¢) > ¢ ausgeschlossen. Die Komponenten von

(2#) sind also nach (2.26) nicht unabhéngig voneinander.

2.3.2 Die Dirac-Gleichung

Wollen wir die quantenmechanische Bewegung des Elektrons analysieren, so wihlen wir die Dirac-
Gleichung. Diese ist erster Ordnung in den réumlichen und der zeitlichen Ableitung, was eine Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation méglich macht. Sie beriicksichtigt im Gegensatz zur Lorentz-Gleichung
auch den Spin des Elektrons. Ohne dufere Felder hat die Dirac-Gleichung in kartesischen Koordinaten

die Form*
(07" — 1) (2) = 0. (2.27)

Hierbei bezeichnet v* die sogennanten Gamma-Matrizen. Diese sind (in irreduzibler Darstellung) durch
4 x 4—Matrizen, welche der Clifford-Algebra

{2} = 29" (2.28)

geniigen, gegeben. (¢g"”) steht hierbei fiir den metrischen Tensor. Es existieren verschiedene Darstel-

lungen der v#. Wir werden hier die sogenannte Standart- oder Dirac-Darstellung wahlen, in der die y#

unter Verwendung der Paulimatrizen o? folgendermafen geschrieben werden koénnen®

1 0 . 0 o
0_ = A _ 2.29
¥ (0 _1> Y (—a’ 0) (2.29)

3Im Weiteren werden wir immer nur von Elektronen sprechen. Daher sollte bemerkt sein, dass die Ergebnisse, welche
wir hier erarbeiten, fiir geledene Teilchen jedweder Art giiltig sind, wenn man die entsprechenden Werte fiir die Masse p
und die Ladung e verwendet.

“Hier werden natiirliche Einheiten mit 7 = ¢ = 1 verwendet.

®Indices, die durch griechische Buchstaben gegeben sind, nehmen grundsitzlich die Werte 0, 1, 2, 3 an, wohingegen
lateinische Buchstaben die Werte 1, 2, 3 annehmen.




Das Gebilde v (z) in (2.27) ist ein vierkomponentiger Spinor

(x)
Y (z) = E ; : (2.30)
(x)

Die einzelnen ; (z) sind im Allgemeinen komplexe Wellenfunktionen. Wollen wir nun Elektronen in
elektrischen und magnetischen Feldern beschreiben, so ist das Potential (A4,) anzukoppeln, sodass man

fiir die Dirac-Gleichung mit externen Feldern den Ausdruck
[i7" (Op +ieAy) — pl =0 (2.31)

erhalt.

3 Lorentz-Gleichung

Im Folgenden werden wir Losungen der Lorentz-Gleichung fiir ein Elektron, das sich in Besselwellen
verschiedener Ordnung m bewegt, suchen. Hierzu ist es ratsam, dem Problem angepasste Koordinaten
zu verwenden. Da wir es mit einer zylindersymmetrischen Feldverteilung zu tun haben, wahlen wir

Zylinderkoordinaten y* mit

¥’ = ct=a" (3.1)

gl = p=1/(z)? + (22)? (3.2)
2 a?

y© = ¢ = arctan <$1> (3.3)

v o= z=a (3.4)

wobei wir die z-Achse entlang dem Zentrum der Besselwelle legen. Fiir die weiteren Berechnungen

benotigen wir den metrischen Tensor (g, ) fiir Zylinderkoordinaten. Dieser kann geschrieben werden

als
1 0 0 0
0O -1 0 0
_ 3.5
(g,ul/> 0 0 _p2 O ( )
0 O 0o -1

Als Niéchstes wollen wir unsere Bewegungsgleichungen transformieren. Hierzu ersetzen wir die Ableitung
durch die kovariante Ableitung und schreiben die die Lorentz-Gleichung folgendermafen in den neuen
Koordinaten

i+ T P = iﬁ“y (3.6)

Durch die kovariante Ableitung erhalten wir die Christoffel-Symbole I'},. Bei deren Berechnung merken

wir allerdings, dass sie beinahe sdmtlich verschwinden. Die einzigen nicht verschwindenden Elemente



sind '}, = —pund I'3, =13, = %. Wir haben nun noch den Feldstérketensor zu transformieren. Dies
geschieht mittels

= —1\8

Fro= At (AT Py, (3.7)

wobei wir die Matrix (A",) eingefiihrt haben. Wir schreiben diese als

)= (5% )- (5.5)

Entsprechend berechnen wir die inverse Matrix zu

((a™)7,) = <ng> . (3.9)

Mit der Transformationsmatrix (A",) kénnen wir nach (3.7) den Feldstirketensor in den neuen Koor-

dinaten berechnen. Wir erhalten den folgenden Ausdruck®

0 _d% [Jm (ap)lcos (§)  mJm (ep)sin () %J (ap) sin (€)
( 17“”,,) _ 3, & Um (ap)]. cos (€) 0 0 & [ T (ap)] cos (€)
23 Jm (ap)sin (§) 0 0 — 3%z Im (@p) sin (£)
ST (ap)sin () — 2k [T (ap)]cos (§) miZJm (ap)sin () 0

(3.10)
wobei wir aus Platzgriinden die Abkiirzung & = wt — kz + m¢ eingefiihrt haben. Die Bewegungsglei-

chungen kénnen nun geméf (3.6) aufgeschrieben werden

i = o[- (ap)]cos € p mn (ap)sin ()6 + S lap)sin(9)2] (311

P [ (2 (ap)cos(©) 5+ m (ap)sin (€)6) + 5 ()i (6|12
popd = Lo | U apleos(©) (ci - 122)] (313
b+ 22;@ - %@0 :Z;Jm (ap)sin () (cf - /‘:Cz)] . (3.14)

Damit sind die Bewegungsgleichungen fiir beliebige m aufgestellt. Um die Bewegungsgleichungen fiir
den Fall m = 0 zu erhalten, werden wir spéter einfach m = 0 setzen, wodurch sich die Gleichungen
auf die fiir die Bewegung in einer fundamentalen Besselwelle reduzieren. Es ist hier zweckmifig, die

Koordinaten

u = wt—kz (3.15)
v o= Zockt (3.16)
c

einzufiihren. Wir formen kurz um und koénnen die Gleichungen dann mit den neuen Koordianten v und

Eine detailiertere Rechnung ist unter (6.1) gegeben.

10



v angeben

e a?
i = —CQO?Jm(ap)sin(f)@ (3.17)
p-p = 1o [d“w (@pleos (€)1 (319
é—l—Qllopé = ]1: (ap sm(f)v} (3.19)
a? e .
b= ?H—@o K—CZ_ [Jm (ap)] cos (§) + mJy, (ap) sin (§) ng) + Jim (ap) sin (§) u}(3.20)

Hierbei soll bemerkt sein, dass sich £ nun als £ = u + m¢ schreibt. Bei Betrachtung der rechten Seite

von Gleichung (3.20) fillt auf, dass diese als totale Ableitung geschrieben werden kann

& 042 i
b= e [_dd i (@) €05 (1 + 1) + I (p) i (1 + 1) >+ T () sim (u + M) u]
e 062
- Lol [(— cos (u -+ ma)) di o ()] + - [ cos (u-+ m)] I (p)
e ()52

sodass wir direkt integrieren kénnen. Die integrierte Form von (3.20) lautet dann

2
) e«
0= —@<I>0? cos (u +mae) Jp, (ap) + C (3.22)

dyt dy”
dr dr

von uns gewdhlten Koordinaten explizit angeben. Da wir die Koordianten ¢t und z durch v und v

mit der Integrationskonstanten C. Wir wollen nun noch die Nebenbedingung g, = ¢ fiir die
ersetzt haben, dirfen wir fiir die Berechnung nicht die Metrik (3.5) verwenden, sondern miissen eine

leicht davon abweichende Metrik” nutzen. Fiir die Nebenbedingung gilt dann

1 .
o2 (u2 - 112) — 2P —p? = A (3.23)

3.1 Betrachtungen fiir die fundamentale Besselwelle (m = 0)

Nach dieser Vorarbeit ist es uns nun moglich die klassischen Bewegungsgleichungen fiir die Bewegung
eines relativistischen Elektrons in einer fundamentalen Besselwelle aufzuschreiben. Hierzu setzen wir in

den, fiir beliebige m aufgestellen, Bewegungsgleichungen m = 0. Damit konnen wir folgende Gleichungen

"Diese ist hier nicht explizit angegeben, kann allerdings dem Anhang entnommen werden. Zu finden ist sie als Formel
(6.35).

11



formulieren

e . a?

i = —C<I>0?J0 (ap) sin (u) v (3.24)

.. 9 Q€ .

— = ———_ 2
p—po e 0 (ap) cos (u) v (3.25)
P’é+2ppp = 0 (3.26)
e a?

v o= —;@0? cos (u) Jo (ap) + C. (3.27)

Wie wir in den Vorbetrachtungen festgestellt haben, besitzt die fundamentale Besselwelle eine ver-
schwindende z-Komponente des Drehimpulses (vgl. (2.22)). Wir wollen daher nun versuchen den ent-
sprechenden Erhaltungssatz aus den Bewegungsgleichungen abzuleiten. Wir betrachten Gleichung (3.26)

und erkennen, dass
d .
- (p2¢) ~0 (3.28)

gilt. Diese Gleichung beschreibt genau den erwarteten Sachverhalt, dass die z-Komponente des Dre-

himpulses L erhalten ist. Es kann also folgendes geschrieben werden

. L
P’ = == = konst. (3.29)

I
Mit Hilfe dieser niitzlichen Formel ist es uns méglich ¢ aus den Bewegungsgleichungen zu eliminie-
ren. Setzen wir dann noch v in die entsprechenden Gleichungen ein, so erhalten wir zwei gekoppelte,

nichtlineare Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir v und p

2

i = —a? [:CCI)OZCJO (ap)} sin (u) cos (U)+00%i@0=]0 (ap) sin (u) (3.30)
o — L _ a| Lapd 2J (ap) Jo (a )COSQ(U>—Cgi¢ J1 (ap) cos (u) (3.31)
pMQP?’_ ucok: 1lap) Jo(ap kM001P . .

Als Néchstes mochten wir die Form unserer Nebenbedingung (3.23) im Fall m = 0 ableiten. Hierzu

setzen wir (3.29) in (3.23) ein und schreiben

Lo o L3 2 2 3.39
g(u —v)—/ﬂpQ—p =c°. (3.32)

Betrachtet man Gleichung (3.32) oder noch allgemeiner (3.23), so féllt auf, dass @ # 0 allgemein gelten
muss, da die Nebenbedingung sonst aufgrund der Tatsache, dass die rechte Seite immer grofser Null ist,
nicht erfiillt werden kann. Wenn wir nun mit diesem Wissen den Ansatz p = konst und L, # 0 (Dies
bedeutet, dass ¢ = konst # 0.) machten, so folgte nach (3.31) sofort, dass u = konst und somit @ = 0
gelten miisste. Daher existieren keine Losungen mit p = konst und L, # 0 fiir den Fall m = 0. Eine
Bewegung des Elektrons auf Kreis- oder Spiralbahnen (Helices) in einer fundamentalen Besselwelle ist

damit ausgeschlossen. Da im Allgemeinen® p # 0 multiplizieren wir (3.30) mit % und (3.31) mit o?p

8Der Ausdruck ist hier nicht wértlich zu nehmen. Die einzige Ausnahme werden wir jedoch in (3.1) diskutieren, sodass
dies jenseits dieser Ausnahme allgemein gilt.

12



und addieren die zwei entstehenden Gleichungen. Dann erhalten wir durch Integration eine weitere

Beziehung fiir die Quadrate der ersten Ableitungen von u und p. Die integrierte Gleichung lautet

u? — o? '2—1—1172 S a—Q 2J2(a )COSQ(U)—ZCOﬁi(D Jo (ap) cos (u) + B (3.33)
P /.1,2[)2 - e Ok' 0 P L e 040 1Y ) .

wobei B hier die Rolle einer Integrationskonstanten spielt.

Die Bewegungsgleichungen eines Elektrons in einer Besselwelle sind damit gelést, wenn Funktionen p (7),
u (7) sowie v (7) gefunden wurden, die den Gleichungen (3.27), (3.30), (3.31) und (3.32) geniigen, da
sich die Funktion ¢ (7) dann leicht aus (3.29) bestimmen lédsst. Hierzu miissen gekoppelte, nichtlineare
Differentialgleichungen 2. Ordnung gelost werden. Dies ist fiir den allgemeinen Fall einer fundamentalen

Besselwelle nicht gelungen.

Es konnten einige Kandidaten fiir Lésungen ausgeschlossen werden und die Lésung fiir einen Spezialfall
wurde gefunden. Diese wollen wir im Folgenden darstellen.
Losungen fiir @ = konst

Wir wollen nun die Moglichkeiten, die der Spezialfall @ = konst bietet, untersuchen. D.h., wir setzen

fiir u (7) eine lineare Funktion w (1) = w37 4 up an. Dann gilt fiir die Bewegungsgleichungen

2
0 = i@o%t]o (ap) sin (ur T + up) © (3.34)
. L2 ae .
p— 2,7 = —Eﬁq)oth (ap) cos (urT + ug) v (3.35)
e . a?
v = —;@0? cos (u1T + ug) Jo (ap) + C. (3.36)

Man erkennt, dass Gleichung (3.34) nur dann geldst ist, wenn entweder © = 0 oder Jy (ap) = 0 gilt.

Setzen wir v = 0, d.h., v (1) = vy = konst, so folgt

L2
)——= = 0 3.37
P a (3.37)
e . a?
C - ﬁfb()? cos (u1T +ug) Jo (ap) = 0. (3.38)

Diese Differentialgleichungen haben nur in dem Fall eine Losung, dass Jy (ap) =0, C =0 und L, = 0.

Wir nehmen dies an und sehen aus (3.29), dass
o (1) = ¢po = konst, (3.39)

da aus Jy(ap) = 0 sofort p(7) = pp = konst folgt. Damit sind sdmtliche Bewegungsgleichungen
erfiillt und wir haben eine spezielle Losung der Selbigen gefunden. Mittels der Nebenbedingung (3.32)

bestimmen wir nun noch u; und schreiben die Losung dann als
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ct éwT
= , (3.40)

1
ket + 2o

[SEERSS

wobel wir von den Koordinaten v und v zu t und z iibergegangen sind. Des Weiteren haben wir ¢
und tg Null gesetzt, was aufgrund der Symmetrie und der Stationaritit der fundamentalen Besselwelle
ohne Einschrankung mdglich ist. Wir wollen die Kurve noch durch die Koordiantenzeit ¢ parametrisiert
darstellen. Hierzu bestimmen wir 7 (¢) aus (3.40) und kénnen die umparametrisierte Losung folgender-

mafien schreiben

P Po
0| = 0 . (3.41)
z fcgt + 2o

Ein Elektron kann sich demnach geradlinig gleichférmig parallel zur z-Achse mit der Geschwindigkeit

502 < ¢ bewegen. Es trigt somit ebenso wie die fundamentale Besselwelle keinen Drehimpuls

vy =
beziiglich der z-Achse. Aufgrund der Feldstruktur der fundamentalen Besselwelle war zu erwarten, dass

solche Bahnen mit L, = 0 und p = pg existieren.

Nun kommen wir noch zur zweiten Moglichkeit Gleichung (3.34) zu lésen und wéhlen wie beschrieben

p derart, dass Jy (ap) =0, d.h., p = pg = konst. Dies fiihrt auf folgende Bewegungsgleichungen

L7 2 B0y (apo) cos (w17 + ug) C (3.42)
——5 = ———gJ; (apg)cos(uiT + ug '
12 ki pe

v = C. (3.43)
(3.43) kann leicht gelost werden und liefert v (7) = C7 + vg. Gleichung (3.42) hingegen besitzt fir

L. # 0 keine Losung?, sodass (3.41) die einzige mit den Bewegungsgleichungen vertriigliche Losung im
Fall @ = konst darstellt.

3.2 Betrachtungen fiir Besselwellen mit m # 0

Nach den Betrachtungen beziiglich der Bewegungsgleichungen fiir ein Elektron in einer fundamenta-
len Besselwelle, wollen wir uns nun dem Studium der Bewegungsgleichungen fiir Besselwellen héherer

Ordnung widmen. D.h., wir wollen versuchen Losungen der Bewegungsgleichungen fiir den Fall m

9Man beachte, dass u1 # 0 zwingend erforderlich.
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(m € Z, m # 0) zu finden. Dazu notieren wir zuerst die zu l6senden Gleichungen

2

i = %%%Jm (owp) sin (u + m@) ¥ (3.44)

p o = | 4 U ap)]cos(ut mo) | (3.45)
¢§+2;pq's - _i:ic% [ng (ap) sin (u + me) @] (3.46)
0 = —:C%Olf cos (1 + m@) Jm (ap) + C. (3.47)

Im Fall der fundamentalen Besselwelle hatten wir gefunden, dass die z-Komponente des Drehimpulses
erhalten ist (vgl. (3.29)). Wir betrachten nun Besselwellen, die einen nicht verschwindenden Drehimpuls
beziiglich der z-Achse aufweisen (siche (2.2)). Daher erwarten wir nicht, dass die Groke p2¢ erhalten
ist. Wir wollen aber dennoch versuchen eine modifizierte Version des Erhaltungssatzes (3.29) zu finden,
die zusidtzlich noch von Teilen des Feldes abhingt. Fine solche erhaltene Grofe existiert tatsichlich.

Hierzu betrachtet man die Gleichungen (3.44) und (3.46) und stellt fest, dass beide {ibereinstimmen,

wenn man (3.46) mit —% multipliziert. Wir kénnen also mit der Bezeichnung LZT(T) = p2q5 schreiben
- . m. d (Ly(7
p2¢+2pp¢:——2u: — < 2 ( )> . (3.48)
o dr 7

Diese Gleichung kann in Anlehnung an (3.29) folgendermafen formuliert werden

% <Lzu(7') N ;’;u> _o (3.49)

Wir haben also einen Erhaltungssatz gefunden, der im Wesentlichen (3.29) entspricht. Integriert man

(3.49) und stellt um, so kann fiir @ geschrieben werden

. 062 2]
w=——p-¢+ Cs, (3.50)
m

wobei (Y einer Integrationskonstanten entspricht. Mit diesen Ergebnissen konnen die noch zu 16senden

Gleichungen auf folgende Form gebracht werden

2

0 = —%p% +Cy (3.51)
i—pd® = - {046(1) ]de (@p)] Jon (ap) €082 (&) + & 00 (1, (ap)] cos (€) (3.52)
p—0p L Lic 0 dp m \&p m (P L Lic Odp m \&P :
2
P2d+ 2ppd = [Z:@@o] mJ2, (ap) sin (u 4+ me) cos (£) — i/jcq)ome (ap) sin (§) (3.53)
) e . a?
v o= —;CI)O? cos (&) I, (ap) + C, (3.54)

wobei wir wieder die abkiirzende Schreibweise £ = u+m¢ verwendet haben. Schlieflich wollen wir noch

ein Analogon zu (3.33) angeben. Dazu sehen wir die Bewegungsgleichungen scharf an und multiplizieren
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dann (3.52) mit mp und (3.53) mit dem Faktor &, um die beiden entstehenden Gleichungen sodann zu
addieren. Die rechte Seite der entstehenden Gleichung kann dann, ebenso wie die linke Seite, integriert

werden. Nach einer kurzen Rechnung erhélt man

1

e
—d B
K omJp, (ap) cos (§) + B,

(3.55)

2 2
2050% ¢ — mp® + mp2p? — a—p4q§2 =— [aeq)o] mJ2 (ap) cos? (&) +2C
m k uc
wobei die Funktion u auf der linken Seite gemé&f (3.51) ersetzt wurde und B eine Integrationskonstante
darstellt.

Es sind nun also Funktionen p(7), u(7), ¢ (7) sowie v (7) zu bestimmen, welche den Gleichungen
(3.51) - (3.54) unter der Nebenbedingung (3.32) geniigen. Die Bewegungsgleichungen konnten bisher
dahingehend vereinfacht werden, dass die Erhaltungsgrofe (3.49) genutzt wurde und ein erstes Integral

lieferte.

Eine allgemeine Losung dieser Differentialgleichungen fiir den Fall (m € Z, m # 0) wurde nicht ge-
funden. Wir wollen daher im Folgenden zwei Spezialfélle betrachten. Der Erste ist als relativ trivial
anzusehen. Dessen ungeachtet triagt er denndoch zum Verstdndnis der Dynamik in Besselwellen bei. Bei
dem zweiten Speziallfall handelt es sich in etwa um eine Verallgemeinerung des Falles, den wir in (3.1)

betrachtet haben. Dieser liefert interessante Ergebnisse, die so nicht unbedingt zu erwarten waren.

3.2.1 Ldsungen mit p=10

Anfangen wollen wir mit der Untersuchung der Bewegung eines Elektrons entlang der z-Achse. D.h.,
wir suchen Losungen mit p = 0. Wie in den Vorbetrachtungen erortet, verschwindet das Feld fiir
Besselwellen hoherer Ordnung in diesem Fall. Formal gesehen 16sen wir also die Lorentz-Gleichung mit
F* = (. Man kann das Problem aber auch so lesen, dass man eine Bewegungsgleichung einer (im Ort)
eindimensionalen Bewegung ohne dufiere Krifte zu 16sen hat. Aus Griinden der Anschaulichkeit wihlen

wir die zweite Sichtweise und schreiben, obwohl uns die Lésung schon klar ist,
@ =0. (3.56)

Hierbei haben wir kartesische Koordinaten eingefiihrt. Es gelten die Nebenbedingungen z =y = 0 und

(i) = 2. Nach kurzer Uberlegung geben wir die Losung
x
y|=10 (3.57)
z

mit der konstanten Geschwindigkeit v,, die der Nebenbedingung v, < c¢ unterworfen ist, an. Das
Flektron kann also entsprechend dieser Losung entlang dem Zentrum der Besselwelle propagieren ohne
von ihr beeinflusst zu werden. Eine solche Bahnkurve ist praktisch nicht zu realisieren, kdnnte allerdings,
falls das Feld der Besselwelle in der niheren Umgebung des Zentrums nicht zu stark anwichst, zumindest

streckenweise eine gute Niaherung darstellen.
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3.2.2 Loésungen mit u 4+ m¢ = konst

Wir wollen uns nun einem weniger trivialen Fall zuwenden und spezielle Losungen der Bewegungsglei-
chungen suchen, fiir die v + m¢ = konst gilt. Dies fiihrt dazu, dass der Phasenfaktor im zugrundlie-
genden Potential (2.18) konstant ist. Dies war im Fall der fundamentalen Besselwelle nicht mdoglich,
da (wie in (3.1) gezeigt) die Nebenbedingung (3.23), dann aufgrund der Tatsache @ = 0 nicht mehr
zu erfiillen ist. Das ist hier anders, da wir statt @ = 0 nun @ + m¢ = 0 fordern, was die Mboglichkeit
U # 0 offen ldsst. Zuerst wollen wir die zu lésenden Gleichungen unter Zuhilfenahme der Abkiirzng &

notieren. Diese sind gegeben durch

. 062 2]
5 pf? = - [“@ ]de (@p)] Jon () c05” () + - 05 L (7, (ap)] cos (&) (3.59)
p—0p L Lic 0 dp m \&P m (P L Lic Odp m \&P :
2
. . C
P*b+ 2000 = ﬁu@] mJ2, (ap) sin (€) cos (€) - Eﬁ%me (ap) sin (€) (3.60)
v o= —:C@OO;: cos (&) Jm (ap) + C. (3.61)

Nun wollen wir die Funktionen v und ¢ niher spezifizieren, wozu uns die Bewegungsgleichungen dienen
werden. Wir schreiben das Gleichungssystem, das durch unsere Bedingung @ + mé = 0 und Gleichung
(3.58) gegeben ist

W+mé = 0 (3.62)
2 .
i+ 2% = O (3.63)
m

Die Losung des Gleichen erlaubt uns die explizite Angabe der Ableitungen der Funktionen u und ¢,

die dadurch bis auf eine Konstante bestimmt sind. Es gilt folgendes

. Cym?
. Com
b = —m. (3.65)

Wir wollen nun versuchen die Funktion p (7) néher zu charakterisieren. Dazu gehen wir mit den eben

berechneten @ und ¢ in den Erhaltungssatz (3.49) ein und kénnen schreiben

d 9 Coam CQmS d Com
dr < Pm2 = a?p? TR (m? — a2p2)) dr ( a? > (366)

Wir erkennen, dass in diesem Spezialfall mit u + m¢ = konst der Erhaltungssatz (3.49) fiir beliebige

Funktionen p erfiillt ist, da Co = konst gilt. Die Bewegung eines Elektrons in der fundamentalen
Besselwelle konnte nur dann mit konstantem radialem Abstand p = pg stattfinden, wenn L, verschwand.

Wir fragen uns, ob dies im Fall von Besselwellen héherer Ordnung ebenso gilt und versuchen nun
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Bahnkurven zu finden, die durch

L.(r) = L.#0 (3.67)
p(T) = po (3.68)

charakterisiert sind. Da (3.66) fiir beliebige p erfiillt ist, tritt bis hierher kein Widerspruch auf, wenn

wir p (1) = po = konst setzen. Wir tun dies und kénnen damit schreiben

()2 (2)

wobei % = p%gf) ist. Mit Hilfe dieser Formel kénnen wir nun die Konstante Cy durch L, ausdriicken,
sodass I
Cy = ——— (m? — a?p?). (3.70)
g 0

Damit konnen die zu 16senden Bewegungsgleichungen folgendermafen formuliert werden

12 2 4q C d
o i [Z/jc%] Zpr m (@00)) I () cos® (60) + Ei%% [Jm (cpo)] cos (€)(3.71)
2
0 = [Z;C(I)o} mJg,L (app) sin (&p) cos (&) — i:cq)ome (apo) sin (&o) (3.72)
s J C 3.73
v o= e O?COS(&]) m (apo) + C, (3.73)

wobel wir die Vorraussetzung o + m¢ = 0 durch die Ersetzung & — &g kenntlich gemacht haben. Die
Bewegungsgleichungen sind nun bis auf (3.73) von Differential- zu algebraischen Gleichungen iiber-
gegangen. Wir wollen nun sehen, ob eine Losung dieser Gleichungen existiert, die zusitzlich unsere

Nebenbedingung (3.23) erfiillt, welche nun folgende Form angenommen hat

—= (m® — a®pp) — v? = o’ (3.74)

In die Nebenbedingung kénnen wir nun (3.73) einsetzen und gewinnen so den Zusammenhang

2 2

e a? 2 e « L
Lo, 2 J2 _o0 L, - 2 _ 2 2 _ 42.2)_n22 (3.
<uc 0 k) cos” (&) Jp, (apo) e Do o8 (o) Jm (apo)+C 120 (m* — a®pg) —a’c®. (3.75)

Wir haben nun also drei unabhéngige algebraische Gleichungen fiir C' und L, zu 16sen. Das ist nicht
moglich. Daher wollen wir eine der Drei in eine von den anderen beiden linear abhéngige Gleichung
tiberfiihren. Dazu wéhlen wir entweder £y = ug+meo oder py derart, dass sin (§y) = 0 beziehungsweise
Jm (apo) = 0 gilt, dann wird Gleichung (3.72) trivial!?. An dieser Stelle werden wir offenlassen, welchen

Fall wir betrachten und wollen nur vorraussetzen, dass eine der beiden Bedingungen erfiillt ist. Zu

10Es sei bemerkt, dass unsere Wahl von ug + meo oder po automatisch dazu fiihrt, dass nach (2.22) die z-Komponente
des Felddrehimpulses verschwindet, was zwingend erforderlich ist, wenn wir Losungen suchen, die (3.67) geniigen.
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bestimmen sind nun also C' und L, aus den beiden Gleichungen

L2
2 cos? (&9) J2, (apo) — 2AC cos (£9) Jm (apo) + C? = M2;4 —a’?  (3.76)
0
d d a’L?
N — [T (« Jm (app) cos? —NC—[J (o cos = 2=, 3.77
o U @) (apo) cos? (€0) = AC o L (e eos () = (3.77)
wobei wir der Ubersicht halber die zwei weitere Abkiirzungen x = m? —a2p2 und A = < <I>0 - elngefuhrt

haben. Dies ist nun méglich. Hieraus ergeben sich, da die Gleichungen quadratisch smd, je zwei Losungen
fir C und L,. Wir werden jedoch keinen zusétzlichen Index an C' und L, anbringen, man sollte diese
Tatsache allerdings im Hinterkopf behalten, da es in der weiteren Betrachtung noch von Relevanz sein

wird. Die Losungen sind gegeben durch

L,= Aupo COSQ(&J) d [Jm (apo)] |k |1— |1-— dafepy 2 (3.78)
V2a Po K2\2 <d%0 [Jim (apo)]) cos? (&)
Ak cos (&) d 202 Jm (apo) po 4abc?pl
O = 2RCBIS0) @ g )] 1+ |1-
2o s U (ap0) 232 (1 T ()] cos (€0
(3.79)

Offensichtlich besitzen die Wurzeln in den Konstanten C' und L, nicht fiir alle pp und m eine Lésung
im Reellen, woraus folgt, dass nicht alle Tupel (pg, m) auf physikalisch sinnvolle Losungen fithren. Wir
wollen daher nun die physikalisch sinnvollen Tupel (pg,m) identifizieren. Hierzu betrachten wir die

Ungleichung
4822

1 .
w232 (i U (apo)]) cos? (6o)

(3.80)

Hierbei stellen wir fest, dass (3.80) fiir festgehaltenes m und grofe pq erfiillt sein wird, insofern pg grofs
genug!!. D.h., wir kénnen fiir jedes m ein gy finden, sodass (3.80) erfiillt ist fiir alle pp mit py > po.
Es existieren also Tupel (pg,m), fiir die die Ungleichung erfiillt ist. Nun ist noch eine Betrachtung
der zweiten in (3.78) auftretenden Wurzel notwendig. Mit den bisherigen Ergebnissen ist es moglich in

Frage kommende (pg, m) iiber das Signum von & zu bestimmen!?

sign(k) =1 & m > apo. (3.81)

Die (po,m), fiir die die folgende Losung gilt, miissen also (3.80) und (3.81) simultan erfiillen. Der

Ubersicht halber reskalieren wir po nun und schreiben gy = apg. Dann kénnen wir, nachdem wir A

!'Es ist zu beachten, dass » in py quadratisch ist.
12Tn (3.81) haben wir bereits die Wurzel ausgefiihrt, da sowohl m > 0 als auch apo > 0 gilt
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eingesetzt und vereinfacht haben, (3.80) und (3.81) schreiben als

m2

— — 00
00

d

TQO [Jm (QO)]

2k
cos (&o) ePo
m > Qp. (3.83)

(3.82)

Man stellt also fest, dass die Erfiillung beider Bedingungen gleichzeitig mdglich ist. Es ist allerdings
zu beachten, dass die linke Seite fiir gewisse ggp Nullstellen aufweist, sodass fiir diese gp mit Sicherheit
keine Losung der Ungleichungen existiert. Wir werden nun, da wir gezeigt haben, dass die Existenz
von Losungen nicht ausgeschlossen ist, mit der Losung der Bewegungsgleichungen fortfahren.!3 Hierzu
werden wir mit den bisherigen Ergebnissen ein Gleichungssystem zur Bestimmung von ¢ (7) und z (1)

angeben. Dieses ist

TH+uy = wt(r)—kz(7) (3.84)

(C = Acos (&) Jm (apo)) T+ v = %z (1) — ckt (7). (3.85)

Nachdem wir das System fiir ¢ (7) und z (7) gelost haben, haben wir alle Mittel an der Hand, um die

Losung der Bewegungsgleichungen anzugeben. Die Losung, parametrisiert durch die Eigenzeit 7, lautet

ct az (’f (C = Acos (§o) Jm (@po)) — %LM;%%) T+ cto
P Po
N . 3.86
/fngT‘F ¢0 ( )
z L (C — klem 4 £ (=Acos (&) Jm (aPO))> T+ 20
« 1Py

Wir wollen nun zwecks der Anschaulichkeit umparametrisieren, sodass die Lésung von der Koordina-

tenzeit ¢ abhangt. Hierfiir bestimmen wir 7 (¢) durch Auflésen aus (3.86). Es ergibt sich fiir 7 ()

0420

") = O A cos (€0) Jm (apo)) — 2L (387

wobei wir wegen der Stationaritét des Feldes 0.E. tg = 0 gesetzt haben. Gehen wir mit (3.87) in (3.86)

ein, so konnen wir die Bahnkurve des Elektrons schreiben als

p Po
CY2C
t+ ¢o
C— X\ cos Im (a
o = G (iozﬂ ( po”up%—%m . (388)
- w(C*ACOS(&IIO)JM(O&PO))”pgickmt +
— )\ cos Z. o w 20
k(c A (ELOZ)JWL( PO))le(Q)_Zm

Wie wir sehen hingt die Losung nur vom Quotienten (C_’\COS(EO)JM(W 0)) ab. Dem wollen wir Rechnung

(C—=Xcos(£0) Jim(@po))

z

(3.78) und (3.79) vier verschiedene x existieren, die bisher nicht unterschieden wurden, da dies nicht

tragen und fiihren folgende Bezeichnung x = ein. Es ist zu beachten, dass nach

13Tm Folgenden werden wir wieder mit der unskalieren Gréfe po rechnen.
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notwendig war. Wir werden nun jedoch eine Unterscheidung vornehmen, da die y auf verschiedene

Lésungen fithren. Fortan werden die x mit x; (i € {1,2,3,4}) nummeriert werden. Die y; lauten

K K2 abc?
X1 = 22 + g y 5 (3.89)
0 0 22putpfcos? (&) (o [Tm (cp0)))

2 6.2
X2 = — |t | ac (3.90)
2M2P4 4N4p8 d 2
0 0 Nutpfcos? (&) (i [m (ap)])
K K2 abc?
T 22l TN W e d 2 (3.90)
A2t pg cos? (€o) (% [T m (apo)])
K K2 ob¢c?
X4 = — 5 4 . (392)

4.8 2
217 pg 4ptpy A2 cos2 (&) (% [T (apO)D

Mit dieser Abkiirzung kénnen wir unsere Losungen, die wir entsprechend der y; ebenfalls mit i (i € {1,2,3,4})

nummerieren, angeben. Vorher sei allerdings noch einmal an die notwendige Anfangsbedingung
sin (wtg — kzop +mepo) =0 V  Jy, (app) =0, (3.93)

welche eine solche Bahnkurve vorraussetzt, erinnert. Die Losungen lauten dann'*

P Po
_ %t + ¢
¢ - ckxi,upg—wm 0 . (394)
2.2
cwx;ppg—c km
o % ckxiup%fwm t+ 20

Man sieht also, dass sich ein Elektron in Besselwellen der Ordnung m (m € Z, m # 0) auf vier beziiglich
der Umlaufgeschwindigkeit und der Geschwindigkeit in Richtung der Symmetrieachse der Besselwelle
verschiedenen Spiralbahnen (Helices) mit konstanter Ganghdhe bewegen kann. Eine Betrachtung des
Verhaltens der Losung fiir pg — oo soll helfen ein n#herers Verstindnis der Gleichen zu erhalten.
Hierzu ist das Verhalten des Ausdrucks y;pg fiir grofe pg von besonderer Bedeutung. Welches der x;
wir untersuchen, spielt aufgrund der Struktur der x; keine Rolle. Durch eine kurze Rechnung iiberzeugt

man sich, dass die Grenzwerte aller x; iibereinstimmen. Wir werden daher ohne Einschrénkung die

"Im Anhang (6.2) sind die Bahnkurven (3.94) mit eingesetzten y; angegeben.
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Betrachtungen fiir y; durchfithren und dabei wieder das reskalierte gy verwenden. Es gilt!'®

lim (x1 —)

00— 00

atc?

4M Qo (m2 — Q%)2 N2t 03 cos? (&) (% [T (ozpo)})2

= lim | ay/m?—
g0—00 ( QO\/% % 242 90)

= lim (04 —1>
00—00 ,U

_ (3.95)

= lim —
00—>00 QO 2

2+

Mit diesem Grenzwert kénnen wir die Grenzgeschwindigkeiten fiir pg — oo angeben Der Grenzwert!
der Geschwindigkeit der transversalen Bewegung ist gegeben durch p()(b — —22 ynd der der Bewegung
in z-Richtung durch v, = Cw—k.” Betrachtet man das Verhalten fiir kleine py, so 1st (3.80) von besonderer
Bedeutung, da nach dieser Ungleichung fiir fixiertes m ein kleinstes mégliches pg existiert. Dieses kleinste
mogliche pg wollen wir wie oben gy nennen. Dann néhert sich XiMP(Q] fir po — po dem Wert :t\/gls
an, sodass die Grenzgeschwindigkeiten durch Ersetzen des Ausdrucks y;upg in (3.94) durch :l:\/g
gewonnen werden kénnen. Nach diesen Betrachtungen kann man relativ leicht auch das Verhalten der
Geschwindigkeit des Elektrons fiir grofe m und pg fixiert charakterisieren. Wieder untersuchen wir den
Ausdruck x;up3, der fiir m — oo sehr divergent ist, aber nach (3.80) eine obere Schranke besitzt und
bemerken, dass die Grenzgeschwindigkeit gleich der im Fall pg — pg und m fixitert ist.

In den nachfolgenden Abbildungen (Abbildung 1) sind beispielhaft die vier Bahnkurven fiir zwei Fél-
le, die sich beziiglich des radialen Abstands vom Zentrum der Besselwelle umn drei Gréfenordnungen
unterscheiden, dargestellt. Entsprechend unserer Diskussion ist klar, dass der groke Unterschied des
Durchmessers der Helices die Anwesenheit von Besselwellen erfordert, deren Ordnung ebenfalls um
mehrere Grofenordnungen differiert. Man erkennt in den Abbildungen deutlich, dass die durch ¢ num-
merierten Losungen tatsichlich verschieden sind. Lediglich in der rechten Darstellung sind sich die

Bahnkurven 3 und 4 aufgrund der Parameterwahl relativ dhnlich.

!5Bei nachfolgender Rechnung haben wir (3.83) verwendet.
16Es ist darauf zu achten, dass po — oo nach (3.83) zwangsliufig auch m — oo zur Folge hat

1"Es gilt fiir die Gesamtgeschwindigkeit fiir po — 00 : Vgesame — 1/ ”‘zc4 ‘34’“2 \/04 Y —k2+ k2) =

8Das Vorzeichen hingt vom Index i ab und ist definit.
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Abbildung 1: Dargestellung der Bahnkurven (3.94) eines Elektrons in einer Besselwelle. Links bewegt
sich ein Elektron auf einer Spiralbahn mit Radius 1um in einer Besselwelle der Ordnung m = 10.
Rechts betragt der Radius 1mm und die Ordnung der Besselwelle ist m = 1150. Die verschiedenen
Darstellungen der Bahnen entsprechen dem Index ¢, wobei ¢ = 1 «—duchgezogen, i = 2 <—gepunktet,
1 = 3 +—>gestrichpunktet und ¢ = 4 +—gestrichelt. Die zur Berechnung verwendeten Parameter sind:
c=3-1082 k=2.10L w=6-10"1, 4 =9.1-1073"kg und A = 2.15-10?' 1. Als Anfangsbedingung
wurde wtg — kzg + me¢o = lm mit | € Z gewihlt.
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Kreisbahnen Es stellt sich nun die Frage, ob auch Bewegungen mit der Ganghohe Null, sprich Kreis-
bahnen, méglich sind. Hierzu untersuchen wir fiir welche Parameter die Ableitung der z-Komponente
der Bahnen (3.94) verschwindet, d.h., z (7) = z9 = konst gilt. Um eine Antwort zu finden, betrachten
wir die Gleichung

cwXipps — km = 0. (3.96)

und stellen fest, dass diese fiir folgende Wahl der Anfangswerte, die auch vom Feld abhéngt, eine

Nullstelle aufweist )
pow”

cos (&) = (3.97)

2
me®o g1 [Tm (apo)] \/m? — % pF

Wir hatten oben gefunden, dass m > apg gelten muss, damit eine Lésung existiert. Betrachten wir nun

die Wurzel in (3.97), so erhalten wir fiir den Fall von Kreisbahnen eine strengere Bedingung!® an m

"= %po‘ (3.98)
Damit konnen wir die Lésung (3.86) fiir den Fall, dass die Anfangsbedingung (3.97) gewdahlt ist, schrei-
ben als
ct az (k (C = Acos (&) Jm (apo)) — %z;%l) T+ cto
5| - L " ; (3.99)
i wg T T o
z .

womit wie oben mittels (3.87) folgende Darstellung, der durch die Koordiantenzeit parametrisierten

Bahnkruve des Elektrons, notiert werden kann

p Po
6| = | =S—t+e0 | (3.100)

chxippg—wm

z
i 0

Hierbei haben wir wieder den Index i an die Lésungen angebracht, womit der Tatsache, dass die y;

auch hier verschieden sind Rechnung getragen wird. Wieder wollen wir die einzelnen x; angeben

212,72
Y1 = \/” _aym (3.101)

p2pg  p?pgw?

K c2k2m?
o = — . (3.102)
\//ﬂpé 12 pgw?

ckm
pppw
ckm
X4 = ———5—- (3.104)
Hpyw

Mit den x; sind wir nun in der Lage die Bahnkurve eines Elektrons, welches unter den Anfangsbe-

19Strengere Bedingung meint hier: “po > apo
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dingungen (3.97) und (3.93) in das Feld eingebracht wird und somit Kreisbahnen durchléuft, explizit

angeben. Hierzu setzen wir die x; in (3.100) ein und kénnen schreiben

p L0 p Po
qb = 2 < 2 t+ ¢0 ¢ = | —¥Y¢+4 ¢

o a%\/mz—%pg—wm o m 0
z 1 20 < 3 20

(3.105)

p 2 2po p 2 on

- a“c t+ _ | —&7¢ t
Of =\ e o] =TS
“/ 9 20 “/ 4 0

Wir sehen also, dass vier beziiglich des Drehimpulses verschiedene Kreisbahnen existieren, auf denen

sich das Elektron in einer Besselwelle hoherer Ordnung bewegen kann. Betrachten wir wieder die Be-

. . . 21.2
20 v fiir grofe po, so errechnen sich diese zu v}° = ¢ (1 . ) <ec,

trige der Grenzgeschwindigkeiten 3

v =¢ (1 - Ci’f) <c,v8 =cund v’ = ¢ (1 — Ci]f) < ¢. Es gibt also eine Bahn, deren Grenz-
geschwindigkeit gleich der Lichtgeschwindigkeit ist, wihrend die anderen Drei Grenzgeschwindigkeiten
aufweisen, die kleiner der Lichtgeschwindigkeit sind. Hélt man den Radius pp konstant und variiert die
Ordnung m der Besselwelle, so nimmt die Umlaufgeschwindigkeit des Elektrons mit steigender Ordnung
ab. Fiir m — oo streben die Umlaufgeschwindigkeiten aller vier Bahnen gegen Null. In den Abbildun-
gen 2 und 3 ist die eben erlduterte Abhingigkeit der Umlaufgeschwindigkeit von den Parametern pg
und m dargestellt. Des Weiteren fillt auf, dass die Umlauffrequenzen ¢3 und ¢4 im Gegensatz zu ¢1 und
¢ nicht vom radialen Abstand vom Zentrum der Besselwelle abhingen, sondern nur von der Ordung
m der Besselwelle, was zunichst merkwiirdig erscheint, da man erwarten kénnte, dass dies zur Folge
hat, dass fiir groke pg die Umlaufgeschwindigkeit die Lichtgeschwindigkeit iiberschreiten konnte. Dies
ist allerdings nach (3.98) ausgeschlossen, da mit groker werdendem pg zwangslaufig auch m anwichst
beziehungsweise fiir pg, die grofer einem gewissen “Grenz-pg” sind, keine Bahnen existieren, wenn man

m als fixiert annimmt.

20Fs ist darauf zu achten, dass po — co nach (3.98) zwangsliufig auch m — co zur Folge hat
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Abbildung 2: Darstellung der Abhingigkeit der Bahngeschwindigkeit eines Elektrons, das sich auf einer
Kreisbahn um das Zentrum einer Besselwelle bewegt, vom radialen Abstand pg vom Zentrum einer
Besselwelle. Es wurden folgende Parameter fiir die Berechnung verwendet: ¢ = 3 - 108%, k= % . 109%,
w==6- 1014% und m = 10. Die verschiedenen Darstellungen der Bahnen entsprechen dem Index ¢, wobei
1 = 1 +—duchgezogene Linie, i = 2 +—gepunktet, ¢ = 3 <—gestrichpunktet und ¢ = 4 <—gestrichelt.
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Abbildung 3: Darstellung der Abhéngigkeit der Bahngeschwindigkeit eines Elektrons, das sich auf einer
Kreisbahn um das Zentrum einer Besselwelle bewegt, von der Ordnung m der Besselwelle. Zur Berech-
nung wurden die Parameter ¢ = 3 - 108%, k= g . 109%, w=56" 1014% und pg = 1073m verwendet.
Die verschiedenen Darstellungen der Bahnen entsprechen dem Index i, wobei ¢ = 1 +—duchgezogene
Linie, ¢ = 2 <+—gepunktet, i = 3 «<—gestrichpunktet und ¢ = 4 +—gestrichelt.
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4 Dirac-Gleichung

Wir wollen nun zur quantenmechanischen Behandlung des Problems kommen. Dazu suchen wir Losun-
gen der durch die Dirac-Gleichung gegebenen Bewegungsgleichung eines Elektrons in einer Besselwelle.
Im Folgenden werden wir natiirliche Einheiten verwenden. Das bedeutet, wir setzen ¢ = A = 1. Wie in
(2.3.2) dargestellt kann die Dirac-Gleichung dann in Anwesenheit eines duferen elektromagnetischen

Feldes geschrieben werden als
i7" (0 + ieAy) — 1] 6 () = 0. (4.1)

Analog zur Untersuchung der Lorentz-Gleichung wihlen wir auch hier dem Problem angepasste Ko-
ordinaten. Fiir die transversale Komponente der Bewegung wollen wir Zylinderkoordinaten verwenden
und, da die ¢- und z-Abhéingigkeit des Potentials lediglich als wt — kz auftritt, fithren wir weiterhin die
Koordinaten v = wt — kz und v = wz — kt ein, wie wir das auch bei der klassischen Behandlung getan

haben. Die Dirac-Gleichung transformiert auf die folgende Weise in krummlinige Koordinaten [6]
[i (B +ied) 3 — ] v @) =0 (42)

mit den Gamma-Matrizen in krummlinigen Koordianten 4# = A*,y" und dem transformierten Potential
Z,L = gHﬂAﬁ vAY. Dies ist dquivalent zu der “iiblichen” Form der Dirac-Gleichung in krummlinigen

Koordinaten?'
|7 (B + T+ ied,) = ] v (y) =0, (4.3)

wobei I'), = g, I'V die Spin-Konnexion darstellt. Diese berechnet sich in einer 4-dimensionalen Raumzeit
nach [7]
1 e T~
H — i tr [,yu d, ’YV} . (4.4)

Da wir den metrischen Tensor (g,,) zur weiteren Rechnung bendtigen, wollen wir ihn fiir die gewahlten

Koordianten y* angeben. Die zur Rechnung gewéhlten Koordianten lauten

W = u=wt—kz (4.5)

y' = p=Vat+y? (4.6)
2 _ 4= ¥

y° = ¢ = arctan (x) (4.7)

P o= v=uwz—kt (4.8)

Durch eine kurze Rechnung zeigt man, dass die Metrik bei Verwendung der Koordinaten (4.5) - (4.8)

folgende Gestalt annimmt

L 0 0 0
0 -1 0 0
) = 4.9
() 0 0 -2 0 (4.9)
0o 0 0 -3

2'Dies werden wir hier nicht beweisen. Es wurde allerdings fiir den Spezialfall der hier verwendeten Koordinaten
verifiziert (siehe (6.4)).
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Die Transformationsmatrix (A",) berechnet sich, wie bei der Transformation der Lorentzgleichung in
(3) beschrieben. Es ergibt sich

w 0 0 —k
oyt 0 cos(¢p) sin(¢p) O
<8xy) = (AMV) = 0 __sin(¢)  cos(¢) 0 (410)
P P
—k 0 0 w

Als Nichstes wollen wir das Viererpotential in den neuen Koordianten (AVM) notieren. Das transfor-

mierte Potential hat die Form?2

0
(ZM): 8 A, (4.11)

1
Tk
Mit diesen Ergebnissen sind wir nun in der Lage die Dirac-Gleichung in den neuen Koordinaten y*

anzugeben??. Fiir den allgemeinen Fall, dass m € Z beliebig ist, schreiben wir die transformierte Dirac-

Gleichung als

ik, — w0y + e A" (up,8)  —ie”i® (9, + L+ Lid,)

iwdy + ik0y — eA” (u, p, ¢) — ) U+ :
( (u:,0) = 1) Wt —ie® (9,4 L= Lidy) kO + iwd, — £ A° (u, p, )

(4.12)
_; _ w A0 g 1,1
(Z‘wau + ik@v _ eAO (u,p, qb) + 'u) U+ Zkaﬂ ' Zwav + ekA (U,p, (b) e (8;, + p + pZ8¢>
—ie'® (8,; + % - %i%) ikdy + iwdy, — e A° (u, p, @)
(4.13)

Hierbei haben wir den Viererspinor, den wir durch ¥ abkiirzen, derart in zwei Zweierspinoren W

W, ol LA W :
und W_ verlegt, dass ¥ = v und ¥, = v ) U_ = o2 gilt“*. Des Weiteren haben
Jr

wir in (4.12) und (4.13) die z-Komponente des Potentials durch die 0-Komponente ausgedriickt. Es

w

gilt A3 (u, p,¢) = £ A° (u, p, ). Zur Erinnerung sei an dieser Stelle die 0-Komponente des Potentials
nocheinmal angegeben
A® = By, (ap) €8P, (4.14)

4.1 Betrachtungen fiir die fundamentale Besselwelle (m = 0)

Beim Studium der Dirac-Gleichung fiir ein Elektron in einer Besselwelle werden wir uns anders als bei
der klassischen Bewegung auf den Fall der fundamentalen Besselwelle beschrénken. Die Bewegungsglei-
chungen sind durch (4.12) und (4.13) gegeben. Wir miissen lediglich im Potential m = 0 setzen. Das

Potential jﬂ héngt dann nur noch von den Koordinaten u und p ab. In diesem Fall kommutiert der

22Die Berechnungsvorschrift ist im Anhang angegeben. Zu finden ist sie als Formel (6.31)

23Eine genauere Rechnung findet sich im Anhang unter (6.3). Dort ist die Ableitung auch fiir etwas allgemeinere
Koordinaten angegeben

24Wir werden Spinoren auch im Folgenden auf diese Art und Weise schreiben.
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Dirac-Operator also mit i0,, sodass wir die Abéngigkeit des Spinors von der Koordiante v auf folgende

Weise abspalten kénnen
U (u, p, d,0) = ™0 (u, p, ), (4.15)

wobel n € R.

Als nichstes wollen wir iiberlegen, was wir fiir die ¢-Abhingigkeit von W (u, p, ¢) erwarten. Wenn wir
uns die Rotationssymmetrie der fundamentalen Besselwelle in den Kopf zurlickrufen und uns an den in
(3.1) gefundenen Erhaltungssatz (3.29) erinnern, so liegt es nahe, dass die ¢-Abhéngigkeit des Spinors
o (u, p, ) gleich der eines Spinors ist, der die freie Dirac-Gleichung in Zylinderkoordianten 16st. Sieht
man (4.12) und (4.13) nun scharf an, so erkennt man, dass die ¢-Abhéngigkeit durch folgenden Ansatz

separiert werden kann

\?}r eil(bQ}Jr

\Ija_ B €Z(l+1)¢Q3_ (4 16)
2 ot . .
32 Cill+1)602

Hierbei ist 1 € R und QY7 = 0/7

der Loésung der freien Dirac-Gleichung in Zylinderkoordinaten. Wir gehen also mit dem Ansatz

(u, p). Dies entspricht, wie wir erwartet hatten, der ¢-Abhéngigkeit

ile inv ()1
€ € Q+/_ (u7p) > (417)

ei(l+1)¢einv Qi/_ (U, p)

\II-D-/— (u7p> d)av) = <

in die Dirac-Gleichung (4.12) und (4.13) (mit m = 0) ein und erhalten als Resultat, das nur noch von

u und p abhéngt, die folgenden Gleichungen

—ik0y + e2 A° (u, p) + nw —i(0,+L(+1
(iwdy — eA® (u, p) — p — nk) Qy (u, p)+ . F (1 ) . ( 8 op ( )> Q_(u,p) =0
—i (8,, — ;l) ik0y — e7 A (u, p) — nw
(4.18)
—ikdy + £ A° (u, p) + nw —i(0,+1(+1)
(iwdy — eA° (u, p) + p — nk) Q_ (u, p)+ ' ) ' ( " op ) Q4 (u,p) =0,
—i ( y — ;l) ikOy — e7A” (u, p) — nw
(4.19)

wobei Q4 (u, p) und Q_ (u, p) wie oben die zweikomponentigen Spinoren sind, die zusammen den Vie-

rerspinor € (u, p) bilden. Das Potential schreiben wir als
A% (p,u) = ®oJy (ap) €™, (4.20)

Fiir die vier gekoppelten, partiellen Differentialgleichungen (4.18) und (4.19) konnte keine Losung ge-
funden werden. Daher werden wir uns hier darauf beschrinken einen der Ansétze, welche versucht
wurden, darzustellen und zu erértern, wo Probleme auftreten. Der nachfolgende Ansatz ist gut geeignet

einige prinzipielle Strukturen und Eigenschaften der zu l6senden Differentialgleichungen zu erkennen.
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Der Ansatz Q. (u,p) = eI (p)

Wir wollen den Ansatz machen, dass wir einen der beiden zweikomponentigen Spinoren als Produkt

aus € und einer Funktion I' (p) schreiben kénnen. Hierzu setzen wir ohne Einschrankung

Q (u,p) = €T (p) - (4.21)
Mit diesem Ansatz gehen wir in (4.18) und (4.19) ein, multiplizieren anschliefend von links mit e~

und erhalten dann

e~ (—ikdy + nw) + eLJy  —ie~it (ap + 10+ 1))

0 = (—w—edoe™ —p—nk)Ty (p)+ , . Q_(u,p
( ) +() —je ( oy — %l) e~ (ikOy — nw) — e% Jo (w.p)
. k+eLJoe™ +nw —i(0,+1(1+1)
0 = (e "™ (iwdy+p—nk)—ey) Q- (u,p) + ' ]E ) ( pw P iy ) Ty (p), (4.22)
—i(0p — El) —k —eFJoe™ — nw

wobei wir der Kiirze halber e®q als e geschrieben und das Argument der Besselfunktion Jy (ap) weglas-
sen haben. Damit haben wir vier gekoppelte Differentialgleichungen fiir die Funktionen I'} (p), I'2 (p),
QL (u,p) und Q2 (u, p), welche wir auf naheliegende Weise durch (i) nummerieren, d.h., wir zéhlen
von oben mit (i) (i € {1,2,3,4}) ab. Dann kénnen wir die Gleichungen derart umschreiben, dass wir
folgende Operationen ausfiithren (1) 4 % (3), % (1) + (3), (2) — ¢ (4) und —% (2) + (4). Damit erhalten

wir folgendes System von Differentialgleichungen
a2 w ) 1 Wi 1
0 = (k‘ + ku) 2 (p) —i <8p - ,Ol> Il (p) + ipe <8p - pl) QL (u, p)

2 ' o2
+ (eJo +e "+ kn)) Q2 (u,p) (4.23)

0 = (O;: + :u> Il (p)+i (ap + /1) (1+ 1)) T2 (p) + z’%e*m (8p + ; (1+ 1)> Q% (u, p)

a? 4 o? 1
— (erJo +e "+ kn)) QL (u,p) (4.24)

a? : a? 9
N (,{26:]062“ ot kn) 2 (p) (4.25)
Y 1 2 . —u 1 2 —iu 'a2 W 1
0 = —i 8p+;(l—|—1) I's (p) — e 3,;—1—;([4—1) Q% (u,p) +e 1?8114‘%# O (u,p)
a? - a?
+ (erJoew —p+ kn) Tl (p). (4.26)

(4.23) kann dann nach I'% (p) und (4.24) nach T} (p) aufgeldst werden. Mittels (4.25) kdnnen wir
schlieflich noch QL (u, p) aus der Gleichung fiir '} (p) und unter Verwendung von (4.26) Q2 (u, p) aus
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der Gleichung fiir T'}. (p) eliminieren, sodass wir die folgenden zwei Ausdriicke erhalten

—(k+wn)TL (p) +i <a,, 1 [1) (1+ 1)) I'%(p) = [~edo+e ™ (iwdy + p—kn)| QL (u, p)
+ew%ejor1+ (») (4.27)

(k +wn) T2 (p) + i <ap - ;l) Tl (p) = [—edo+e ™ (iwdy + i — kn)] Q2 (u, p)
—em%ejori (). (4.28)

Die linke Seite hingt also jeweils nicht von u ab, sodass auch die rechte Seite beziiglich u konstant sein
muss. Wir leiten daher vorstehende Gleichungen nach w ab und schreiben
[—eJoOy + e (iw (92 — i0y) + p (Oy — i) — kn (8 — 1))] QL (u,p) = iei”%ejglilF (p) (4.29)
[—eJody + e (iw (92 — i0y) + p (Ou — i) — kn (9 — 1))] Q2 (u,p) = —z'eiq“‘%e,]olﬂ+ (p) (4.30)

Diese Gleichungen kénnen geldst werden und es kann fiir Q1 (u, p) und Q2 (u, p) notiert werden

Q% (up) = P[PPI (o) + (-1 (8- 1) P (o) (v (=B +1) =7 (=B + 1, =)
w _

Foe (=0) Py (=42, =) T (p)] (4.31)
mit den zwei beliebigen Funktionen 011/ 2 (p) und 021/ 2 (p), sowie § = £e™Jy und der Konstanten
B = “_Tk" Des Weiteren stellen « (z) die Gamma- und v (z, a) die unvollstdndige Gamma-Funktion
dar. Wir haben also bis zu dieser Stelle das Problem vollstdndig auf die Bestimmung der p-Abhéngigkeit
des Spinors Q (u, p) zuriickgefiihrt. Es sind noch die Funktionen I'} (p), I' (p), 011/2 (p) und 021/2 (p)
zu bestimmen. Dies ist allerdings nicht gelungen. Es ist an dieser Stelle auch nicht klar, ob der Ansatz,

von dem wir ausgegangen sind, zielfithrend ist, beziehungsweise eine streng analytische Losung erlaubt.
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5 Zusammenfassung

Es war das Ziel vorstehender Arbeit die Bewegung eines relativistischen Elektrons in Besselwellen be-
liebiger Ordnung zu charakterisieren. Der direkte Weg die Lorentz- und die Dirac-Gleichung fiir das
vorliegende Potential allgemein exakt zu l6sen konnte hierbei nicht gegangen werden. Vielmehr wur-
den Eigenschaften der Losungen bestimmt, verschiedene Lisungstypen ausgeschlossen und Spezialfille

untersucht.

Hierbei konnten Losungen fiir die Lorentz-Gleichung im Fall der fundamentalen Besselwelle, sowie
im Fall von Besselwellen héherer Ordnung gefunden und diskutiert werden. Insbesondere im Fall der
Bewegung eines Elektrons in Besselwellen hoherer Ordnung wurden interessante Bahnkurven, die einer
gefithrten Bewegung des Elektrons entlang der z-Achse entsprechen, sowie Kreishahnen als Spezialfall

dieser Losungen ausgemacht.

Eine Losung der Dirac-Gleichung gelang nicht. Selbige konnte allerdings fiir den Fall der Bewegnung in
einer fundamentalen Besselwelle auf eine Form gebracht werden, in der sie nur noch von zwei Koordi-

naten abhingt. Des Weiteren wurde einer der versuchten Losungsansitze vorgestellt.
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6 Anhang

6.1 Transformation des Feldstarketensors

Da wir die Lorentz-Gleichung in Zylinderkoordinaten y* gelést haben, war eine Transformation des
elektromagnetischen Feldstirketensors (F/},) in eben diese Koordianten y* notwendig. Wir wollen hier

niher auf die explizite Rechnung eingehen. (F*),) transformiert als Tensor zweiter Stufe gemé#f

~ oz” oy”
F% = F* . 6.1
,3 8yﬁ v 81’“ ( )
In Kapitel 3 haben wir g—z; =: (A‘l)yﬁ und ?Tz =: A%, eingefiihrt. Diese wollen wir nun explizit
angeben
1 0 0 0
oy o 0 cos(¢) sin(¢p) 0 (6.2)
T _sin(¢)  cos(¢) :
Ozt 0 P P 0
0 0 0 1
1 0 0 0
ox N 0 cos(¢) sin(¢) 0
= (A7) ;= . (6.3)
oyP B 0 —psin(¢) pcos(p) O
0 0 0 1

(FR) = vl. (6.4)

Es folgt nun die Berechnung der einzelnen Elemente von (ﬁ aﬁ). Hierbei sind die Elemente des Feld-

starketensors in kartesischen Koordinaten wie oben ohne Schlange kenntlich gemacht.

Fo = 0,Yae{0,1,2 3} (6.5)
ﬁlo = cos(¢) Fly + sin (¢) F% (6.6)
Py = -2p ) (6.7
F3 = F3 (6.8)
F% = F% (6.9)
F% = cos(¢) F% +sin (¢) FY (6.10)
F% = —psin(¢) F + pcos (¢) F' (6.11)
ﬁ12 = (P cos” (¢)) Fly - (P sin? (¢)) 4 (6.12)
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FA = (P cos” (¢)) Fly - (P sin? (¢)) F? (6.13)
Fly = cos(¢) FY +sin(¢) F% (6.14)
F3 = cos(¢) F? +sin(¢) F? (6.15)
2 = Slnp(fb) FlYy+ COSP(@ F2, (6.16)
F% = —psin(¢) F* + pcos () F% (6.17)

Hiermit ergibt sich der Feldstirketensor in Zylinderkoordianten, wobei wir im Folgenden wieder aus

Platzgriinden die Abkiirzung £ = wt — kz + m¢ eingefithrt haben, zu

0 — & [ (ap)lcos (&) mdm (ap)sin(€) G Jm (ap)sin (€)
(m):% — & [T (ap)] cos (€) 0 0 @ [ T (ap)] cos (€)
23 Jm (ap)sin (§) 0 0 — 2 Jm (ap) sin (€)

ST (ap)sin () — 2k [T (ap)]cos (&) miZJm (ap)sin () 0

(6.18)

6.2 Bahnkurven mit m # 0 und v + m¢ = konst

Wir wollen die durch die Koordiantenzeit ¢ parametrisierten Bahnkurven explizit angeben. i (i € {1,2,3,4})

nummeriert diese entsprechend dem jeweils verwendeten y;. Wir setzen in (3.94) ein und erhalten

Lo
e t+ o
22,2 2,2,
ck w 1+ 1— 5 po 5 | —wm
P (mQ—GQp%) e2®2 cos? (wtg—kzg+meg) (Jm—1(2pg)—Jm1(apg))
cw m?—a?pg 1+ 1— gk —ckm
z 2 (m?—a203)?c23 cos? (who—kzq+mb0)(Jm—1(ep0)— T+ 1(ep0))?
1 ph) e ®f cos? (wtg—kzg+maeg)(Jm—1(apg m+1(apo))
t+ 2o
22,2 Ap2k2,
ck w 1+ 1— 5 o 5 | —wm
(mQ*a ”0) e2®2 cos? (wtg—kz0+me0)(Jm—1(p) =T m41(arp))
(6.19)
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2.2
- = t+ o
2_,2,2 4,252
cky/ TP ; 20 |14 1— = rghTr 5 | +wm
P (m27a29(2)) e2®3 cos? (wtg—kz0+mé0)(Im—1(2p0)—JIm1(apg))
¢ - 2_,2,2 4,252
cwy) T2 ; 20 14 1— 5 crgkTr 5 +c2km
z 2 (mzfa%g) 202 cos?(wtg—kzg+mdo) (Tym—1(2p0)— I m41(2p0))
t+ 20
2_42,2 2.2
cky/ 22220 ; 0 |14+ 1— 5 Gikiats 5 | twm
(mQ—a%(Q)) 282 cos? (wtg—kzo+me0)(Jm—1(ep0) =T m11(@pp))
(6.20)
PO
a202 t_|__ ¢0
2_42,2 4,22
cky/ 2P0 ; LIRS 1— 5 G 5 | —wm
1% (7n27a2p%) 82<I>% COSQ(wtosz0+7nq>O)(Jm_1((X/J())*Jm+1(upo))
¢ - 2_ 42,2 4,252
cwy) T2 ; Po 11— 1— 5 crghTr 5 —c2km
z 3 (77L27a2p%) €2<I>% COSZ(wioka()#»m(zﬁo)(Jm,l(apo)fJn.H,l(ap()))
t+ 20
ck 7m2_a2pg 1— 1— 5 C4P%k2u —wm
2 (mQ*a%g) €283 cos? (wtg—kz0+md0) (T —1(2P0) —Tm41(@pg))”
(6.21)
Po
- ol t+ o
PR it B P Y PO 5 ok +wm
1Y 2 (mQ—agp%) 524%cosQ(wtO—k’zo-Hn¢0)(Jm,1(apo)—Jm+1(apO))2
¢ - 2_42,2 4,252
a0 T (1 5 i 5 | +c2km
z 4 (mQ—OtQP%) €202 cos? (wtg—kzg+meég) (I m—1(apg) =T mi1(apg))
t+ 2o
2_42,2 4,22
YRl E 3 s s | +wm
(m27a2ﬁ5) 283 cos? (wtg—kzo+mé0)(Jm—1(ap0)—Im11(epp))
(6.22)
6.3 Transformation der Dirac-Gleichung
Wie beschrieben lautet die Dirac-Gleichung in beliebigen krummlinigen Koordinaten [6]
[z’ (a# n z'eAﬂ) . u] b (y) = 0. (6.23)

mit Y# = ggﬁy’/, 5# = % und gﬂ = gMBAﬁUA”.
Aufgrund der Zylindersymmetrie unseres Problems und der Tatsache, dass im Potential lediglich Li-

nearkombinationen der Koordinaten 2° und 23 auftreten, wollen wir die Dirac-Gleichung in folgenden
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etwas allgemeineren Koordinaten y# aufstellen

P =u= A%z0 4 A% (6.24)
y' o=p= /(@) + (a?)? (6.25)
2
y> = ¢ = arctan <:cl> (6.26)
v o=v= A0+ A% (6.27)
mit konstanten A%, A%, A3, A%;. In diesem Fall ist (ggﬁ) gegeben durch
A% 0 A%
oyH ' 0 cos(¢) sin(¢p) 0
(835”) = W) =1 sn@ cost9) (6.28)
P
A3, 0 A3,
Fiir die aus den gewdhlten Koordinaten y* folgende Metrik gilt
go O 0  gos
0 -1 0 0
(Guw) = ) (6.29)

0 0 —p> 0

g0 O 0 933

mit konstanten ggo, go3, 930, ¢g33- Damit kann nun (AV/J'> in diesen Koordinaten berechnet werden.

Aufgrund der Struktur des von uns verwendeten Potentials setzten wir voraus, dass das Potential (A*)

der Form
AO

(4%) =
A3

ist. Damit folgt

(900A% + go3A3)) A + (go0A% + gosA®s) A3

(1) - 3

(930A% + g33A%)) A° + (g30A%5 + g33A3s) A3

(6.30)
BrAY + o A

=: 8 , (6.31)
B3AY 4 B4 A3

wobei die Abkiirzungen §; = gOOAO() + gogASO, Bo = g00A03 + gogAgg, B3 = ggoAOO + g33A30 und
B4 = 930A03 + 933A33 eingefiirt wurden. Des Weiteren kénnen wir die ¥# angeben. Diese lauten
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A%0 + A%
Ayt + Alyy?
A%yt A%y
A0 + A3yy?

(") =

(6.32)

Unter Verwendung der erhaltenen Ergebnisse konnen wir nun einen Ausdruck fiir z(gu + ieﬁu> A

angeben

i (Bu+ied, )7 = A0 (100A% — i0s0% — e [A% (B1A° + BrA%) + A% (BA° + B,4%)])

1

+ v <—zcos ¢) 01+
(n oy, 22005, 5000
p p

02 +1

p(qﬁ) COSP(<Z>) )

2 —1 SlIl

+

+ ¥ (i00A% — i05A%5 — e [A% (B1AY + BoA?) + A%5 (B3 A% + B4A%)]) (6.33)

Spezifizieren wir die verwendeten Koordinaten nun dahin gehend, dass

A = w
A% = —k
A3, = —k
Ay = w,

L 0 0 0

0 -1 0
(g,LLl/) - O —p2 0 )

0 0 -4

womit wir folgende Gleichungen
(i0uw + i0pk — eA” —m) W, +

und

(i0uw + i0yk — eA” + m) U_ +

v
mit ¥ = <\II+) erhalten.
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—i0k — 1Dy + gAY —ie™ (9, + L+ Lid, )
—iet® (8,) + % — %i&,ﬁ) 10uk + 10w — e%AO

0k — 0w + e A° —ie (9, + 1+ Lioy)
—iei® (0, + 1 = 1i0,) 0,k + 0w — e$ A°

(6.34)
(6.35)
U_=0 (6.36)
U, =0 (637)



6.4 Spin-Konnexion

Wir wollen nun zeigen, dass die Gleichungen
[i (@ n z’eﬁﬂ) . u} b (y) =0 (6.38)

und
[W‘ (5,1 4T, + ieg#) - u} b (y) =0 (6.39)

fiir die oben gewihlten Koordinaten (4.5) - (4.8) &quivalent sind. Hierzu berechnen wir die Spin-

Konnexion I', = g, I'. T" ist nach (4.4) gegeben durch I'V = %tr [Aw’” ~u 5“} Wir werden daher

zunéchst 5Iﬁ“ berechnen
Py cos (@) |  sin(¢) o

o = Fantl + P (6.40)

wobei die (7#) die explizite Darstellung

wvo — k73

cos (¢) y* + sin (¢)
2

(%M) = sin(¢) 1 cos(¢)

—ky% + Wy

(6.41)

haben. Aufgrund der Diagonalform der Matrix 7% (7° = diag (1, 1,—1, —1)) und der Tatsache, dass v*

keine Diagonalelemente besitzt, ist sofort klar, dass

I'y=I3=0. (6.42)
Fiir I'y erhalten wir
ie"iPei? 0 0 0
Iy = 9224; tr 8 - eoubelcb ie_?‘f’eid’ 8 =0. (6.43)
0 0 0 —ie e’

Als einziges trégt also I'y zur Spin-Konnexion bei. Dieses wollen wir nun berechnen

—e " 1el? 0 0 0
't =911 i757“ 0 —e e 0 ) 0
4p 0 0 —e el 0
0 0 0 —e Pl
- L (6.44)
0
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Damit folgt

V'L, =i (6.45)

.COS (gb) 'Yl + 2M72
P p

Der Vergleich mit (6.33) zeigt nun, dass die durch das Differenzieren der ¥* zusétzlich entstehenden
Terme gleich des Beitrags der Spin-Konnexion sind, der nicht beachtet zu sein schien. Damit sind die

Gleichungen (6.38) und (6.39) (zumindest in den von uns verwendeten Koordinaten) dquivalent.
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