Der Renormierungsgruppenfluss
supersymmetrischer O(IN)-Modelle

DIPLOMARBEIT

seit 1558

FRIEDRICH-SCHILLER-UNIVERSITAT JENA
PHYSIKALISCH-ASTRONOMISCHE FAKULTAT
THEORETISCH-PHYSIKALISCHES INSTITUT

zur Erlangung des
akademischen Grades einer
Diplom-Physikerin (Dipl.-Phys.)

eingereicht von Marianne Christine Mastaler,
geboren am 22. Januar 1986 in Suhl

Jena, den 29. November 2010



1. Gutachter:  Prof. Dr. Andreas Wipf

2. Gutachter: Prof. Dr. Jan Martin Pawlowski

Tag der Verleihung des Diploms:



Inhaltsverzeichnis

I
1

2

I1

Grundlagen
Theoretischer Rahmen und Einordnung

Die Theorie der supersymmetrischen Sigma-Modelle

2.1 Supersymmetrie als Erweiterung der Poincaré-Symmetrie . . . . . .. .. .. ..
2.1.1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren . . . . . . .. . ... ... ... ......
2.1.2  Von der Drehgruppe zur Poincaré-Gruppe . . . . . . . ... ... ... ..
2.1.3 Spinorfelder . . . . . . ..
2.1.4 Die Super-Poincaré-Algebra . . . . . . . ... ... L.

2.2 Das Superraumkonzept . . . . . . ...

2.3 Das N =1 supersymmetrische lineare O(N)-Sigma-Modellind=3. . . ... ..

Die Methoden der funktionalen Renormierungsgruppe

3.1 Einleitung . . . . . . . L

3.2 Der Renormierungsgruppenfluss . . . . . . . ... ... L 0.
3.2.1 Die effektive Wirkung . . . . . . . ... oL
3.2.2 Die Renormierungsgruppen Flussgleichung . . . . . . . . .. ... ... ..

3.3 Trunkierungen . . . . . . . . e

3.4 Regulatoren . . . . . . .. e

3.5 Fixpunktanalyse . . . . . . . ..

Das lineare N = 1 supersymmetrische O(N)-Sigma-Modell in d = 3

Die Flussgleichung des supersymmetrischen O(N)-Modells in LPA
4.1 Herleitung der Flussgleichung im Superraum . . . . . .. .. .. ... ... ...
4.2 Spezifizierung der Regulatorfunktionen . . . . . . .. ... L0000

Die Flussgleichung im Grenzfall N > 1

5.1 Exakte Losung der Flussgleichung . . . . . .. ... .. ... ...

5.2 Fixpunktlosungen . . . . . . . ..o
5.2.1 Die Losungen der Fixpunktgleichung . . . . . .. . .. ... ... ... ..
5.2.2 Fixpunktanalyse . . . . . . . . . ..

5.3 Der Fluss des effektiven Mittelwertpotentials . . . . . . . . . .. ... ... ...

5.4 Phasenstruktur und Interpretation der kritische Exponenten . . . . . . . . .. ..

5.5 Test der polynomialen Entwicklung fiir N >1 . ... .. ... ... ... ....

IIT Resiimee

~

Ne)

11

17
18

22
22
23
23
24
26
27
29

31

31
31
39

41
41
43
43
48
53
o7
61

66



Symbolverzeichnis

’ Symbol ‘ Definition ‘ Bedeutung

e (5.2) Parameter, gegeben durch a = N/(87?);
entspricht der Fixpunktkopplung k. = «

B (5.71) kritischer Exponent

Bi (3.32) B-Funktion der Kopplung a;(t)

¥, (5.78), (5.77) | kritische Exponenten

yH Gamma-Matrizen

r (3.5) effektive Wirkung

'y (3.15) effektive Mittelwertwirkung

0 (5.75) kritischer Exponent

Oc 0c := 1€Q, infinitesimale SUSY-Transformation

OKA (5.62) Abweichung der klassischen Kopplung xa
von der Fixpunktkopplung k. = «

€ konstanter Majorana-Spinor

n Kapitel 1-2: Minkowski-Metrik;
ab Kapitel 3: anomale Dimension

7 rechtshiandiger Weyl-Spinor

9 lineare Storung der Fixpunktlosung wu.

ot (2.51) Grassmann-Koordinaten

0 konstanter Majorana-Spinor

0, (3.35) kritische Exponenten

K relevante Kopplung

A marginale Kopplung

A Kapitel 1-2: Lorentz-Transformation;
ab Kapitel 3: UV-cutoff-Impulsskala

v,V (5.80) (5.79) | kritische Exponenten

3 Tabelle 3 Korrelationslange

p (4.3) reelles skalares Superfeld

P dimensionsloses Skalarfeld

p dimensionsbehaftetes Skalarfeld

Po (5.63) Potentialminimum im Limes & — 0

o Pauli-Matrizen

K (2.33) Spinordarstellung der Lorentz-Gruppe

Vi Quantenfelder

O; (3.11) Erwartungswerte der Felder ¢; in Anwesenheit der Quelle J

P! (2.53) N reelle skalare Superfelder

X Kapitel 2: linkshéndiger Weyl-Spinor;

Tabelle 3 Kapitel 5.4: magnetische Suszeptibilitét

v Spinorfeld

\Z (2.53) N reelle Majorana-Spinorfelder

W, (3.35) Eigenwerte der Stabilitdtsmatrix Bij

a; dimensionslose Kopplungen

B externes Magnetfeld

B/ (3.34) Stabilititsmatrix

c1 Integrationskonstante der Fixpunktlosung .,

é1 (5.28) kritischer Wert der Integrationskonstanten c;

C Ladungskonjugationsmatrix (Kapitel 2)

d Dimension des euklidischen Raumes bzw. der Raumzeit

ii




Symbol ‘ Definition ‘

Bedeutung

D,D
Ry
F

Fi

AN

Sz xEbE=T

2

5; ﬁﬁ;u’s 22

=
a

eS|
IS
S

(2.59)

(2.53)

(2.53)

Tabelle 1
(5.91)
(3.30)
(3.10)

(3.10)

(3.19)

(3.35)

(3.2)

superkovariante Ableitungen

freie Energiedichte

freie Energie (Kapitel 5.4)

N reelle pseudoskalare Hilfsfelder

verbundene Zweipunktsfunktion

h:=14rmr

Generatoren der inneren Symmetrie-Gruppe
Kapitel 2: rdumliche Rotationen, sonst: externer Strom
Impulsskala mit &k € [0, A]

kinetischer Operator

Lorentz-Boosts

Kapitel 1-2.2: Lorentz-Gruppe; ab Kapitel 2.3: Lagrangedichte
renormierte Masse

Kapitel 1-2: Mannigfaltigkeit;

Kapitel 5.4: spontane Magnetisierung

Erzeugende der Lorentz-Gruppe

N reelle Skalarfelder

Anzahl der Superfelder ® bzw. der Felder n’, F* und 1°
Anzahl der fermionischen Generator-Paare
Impulskoordinaten

Generatoren der Translations-Gruppe
Poincaré-Gruppe

Konvergenzradius

Regulator-Funktionen

Regulatorfunktion

Minkowski-Raumazeit mit ¢ zeitlichen und d
rdumlichen Richtungen

Superraum, bestehend aus d Raum(zeit)- und p
Grassmann-Koordinaten

fermionische Generatoren (Superladungen)

Kapitel 5.4: Entropie, sonst: klassische Wirkung
Regulator-Term

Matrix-Darstellung der Lorentz-Gruppe
dimensionsloser Skalenparameter t € [—o0, 0]
Systemtemperatur

kritische Temperatur

innere Symmetrie-Gruppe

dimensionsloses Superpotential
Schwinger-Funktional

Superpotential

skalenabhéngiges Superpotential

W]; = W,; + T

effektives Potential

effektives dimensionsbehaftetes Mittelwertpotential
effektives dimensionsloses Mittelwertpotential
Eigenvektoren der Stabilitdtsmatrix Bij
Raum(zeit)koordinaten

erzeugendes Funktional der n-Punkts-Korrelationsfunktionen

iii



Come, my friends,

T is not too late to seek a newer world.

Push off, and sitting well in order smite

The sounding furrows; for my purpose holds

To sail beyond the sunset, and the baths

Of all the western stars, until I die.

It may be that the gulfs will wash us down:

It may be we shall touch the Happy Isles,

And see the great Achilles, whom we knew.
Tho’ much is taken, much abides; and tho’

We are not now that strength which in old days
Mowved earth and heaven, that which we are, we are;
One equal temper of heroic hearts,

Made weak by time and fate, but strong in will
To strive, to seek, to find, and not to yield'.

!Gedicht aus ,,Ulysses“ von Alfred, Lord Tennyson (1833).
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Teil I
Grundlagen

Inhalt dieser Arbeit ist die Untersuchung einer speziellen quantenfeldtheoretischen Theorie —
dem supersymmetrischen O(N)-Modell in d = 3 Raumdimensionen?. Als Methode zur
Beschreibung dieses Modells soll die funktionale Renormierungsgruppentheorie dienen. Intenti-
on? dieser Arbeit ist

1. die Bestimmung des Skalenverhaltens von supersymmetrischen O(N)-Modellen

2. die Untersuchung der Phasenstruktur und des kritischen Verhaltens am Phaseniibergang
sowie die Ermittlung der kritischen Exponenten

3. das Aufzeigen von Analogien und Unterschieden zwischen skalaren und supersymmetri-
schen O(N)-Modellen.

Die theoretischen Grundlagen sind didaktisch wie folgt aufgebaut:

1.) Zunéchst wird in den Kapiteln 1 und 2 die zu untersuchende Theorie in das ,, Gesamtkonzept*“
Quantenfeldtheorie eingeordnet und erldutert.

2.) Nachfolgend wird in Abschnitt 3 die mathematische/physikalische Methode der funktionalen
Renormierungsgruppe detailliert erklért.

1 Theoretischer Rahmen und Einordnung

Abb. 1 gibt einen schematischen Uberblick iiber die Einordnung und Definition von ,super-
symmetrischen Sigma-Modellen“. Das iibergeordnete Gesamtkonzept, in das sich das lineare
Sigma-Modell einordnen léasst, lautet ,relativistische Quantenfeldtheorie“.

Letzere verkorpert die konsistente Vereinheitlichung von Quantenmechanik und spezieller Re-
lativitétstheorie, erlaubt jedoch keine Aussagen iiber gravitative Phinomene. Die Bezeichung
Quantenfeld-Theorie impliziert dabei ihr Wesen: Hier werden die klassischen Felder wie z. B. das
elektromagnetische Feld quantisiert und stellen somit operatorwertige Funktionen von Raum
und Zeit dar. Die Anzahl der vorhandenen Freiheitsgrade ist folglich unbegrenzt — es existiert
mindestens ein Freiheitsgrad fiir jeden Punkt im Raum. Fiir jedes zu beschreibende Teilchen
wird ein adidquates fundamentales Feld konstruiert. Die Einfiihrung von Feldern als Konzept
zur Beschreibung von Wechselwirkungen beruht dabei auf folgenden niitzlichen Aspekten: 1.
Wechselwirkungen werden lokal vermittelt. 2. Teilchenzahlen kénnen verédnderlich sein. 3. Alle
Teilchen des gleichen Typs sind gleich.

Die die Dynamik einer jeden Quantenfeldtheorie bestimmende Grofie ist die Wirkung S. Aus die-
sem Funktional der Quantenfelder folgen mit dem Variationsprinzip der extremalen/stationiren
Wirkung die klassischen Bewegungsgleichungen der Felder, z. B. fiir das elektromagnetische Feld
die Maxwellgleichungen. Die physikalische Dimension der Wirkung ist Energie-Zeit und ent-
spricht der des (gequantelten) Drehimpulses.

Reelle Skalarfelder ¢(#,t) sind zentrale Objekte vieler quantenfeldtheoretischer Modelle. Die
Anregungen von quantisierten skalaren Feldern entsprechen spinlosen Teilchen — den Boso-
nen. Experimentell wurden bisher noch keine skalaren Felder in der Natur nachgewiesen. Dieser
Nachweis kénnte jedoch mit der Beobachtung des sogenannten ,,Higgs-Bosons“ am Large Ha-
dron Collider [43] in naher Zukunft erbracht werden. Aufgrund der mathematischen Einfachheit
skalarer Feldtheorien werden diese aber oft Spinor-Feldtheorien vorgezogen. Auch erhilt man,

2 Aquivalent zur Bezeichnung , supersymmetrisches O(N)-Modell“, ist der Ausdruck ,,supersymmetrisches linea-
res O(N)-Sigma-Modell“. Letzterer betont die Einordnung der Theorie in die Klasse der linearen Sigma-Modelle,
siehe Abschnitt 1.

3Diese Ziele werden u. a. am Ende von Abschnitt 1 motiviert.



ausgehend von skalaren Theorien, z.B. fiir bestimmte Berechnungen der Casimir-Kraft oder
e~ et-Produktionsraten im Kontext des Schwinger-Effekts exakte Ergebnisse bis auf den Faktor
zwei, der aus der Spin-Entartung g = 2s + 1 fiir das Elektron resultiert.

In dieser Arbeit werden keine relativistischen Quantenfeldtheorien, sondern deren dquivalente
euklidische Formulierungen betrachtet (siche Abb. 1). Diese erhélt man durch eine analytische
Fortsetzung der Zeitkomponente zu imaginiren Zeiten ¢ — —i7 mit 7 € R (,, Wick-Rotation®).
Dies impliziert den Ubergang der Minkowski-Metrik N = diag(1l, —1, =1, —1) zur euklidischen
Metrik §,, = —diag(1,1,1,1).

Die wohl wichtigste intrinsische Eigenschaft einer gegebenen Wirkung ist ihre Symmetrie.
Dabei versteht man unter einer Symmetrie intuitiv zunéchst eine Art Einschrinkung oder Ord-
nung. Mathematisch bedeutet dieser Begriff die Invarianz einer Gréfle unter einer Operation oder
Transformation, die auf diese Grofle wirkt. So ist z. B. von einem festen Standpunkt aus betrach-
tet das Bild einer Kugel invariant unter Drehungen beliebigen Winkels um eine Achse durch ihr
Zentrum. Anders formuliert: Symmetrien bedingen Restriktionen und kénnen — falls sie bekannt
sind — eine theoretische Betrachtung erheblich vereinfachen. Eine relativistische Quantenfeld-

’ Relativistische Quantenfeldtheorie ‘

< Wick-Rotation

] Euklidische Quantenfeldtheorie \

+ Supersymmetrie

Supersymmetrische euklidische Quantenfeldtheorie:
Superfeld ®: : RUIP 5 M

- R4P: (d + p)-dimensionaler reeller Superraum

(M, g): Riemannsche Mannigfaltigkeit

{®{, 9)}: Koordinaten auf M mit i = 1,...,dim(M) = N

RN

Allgemein: Spezialfall:
M gekriimmter Raum M flacher Raum: g, . g = 0y

’ Freies supersymm. LSM ‘

+ O(N)-symm. Potential

V¥

’ supersymm. NLSM ‘ ’ supersymm. lineares O(N)—SM‘

euklidische
Wirkung: Spl®] = — 5t [35 9 (®)DEDB  Sp[B] = [, (~iDP'DY; + 2iW (10°D;))

= Jsr (5Kp+2iW(p))

Abbildung 1: Theoretischer Rahmen. Bezeichnungen: SM — |, Sigma-Modell“, LSM — , lineares
Sigma-Modell“ und NLSM — | nichtlineares Sigma-Modell“.

theorie geniigt offensichtlich den Gesetzen der speziellen Relativitéitstheorie. So folgt fiir die
skalare Wirkung, dass diese invariant unter Poincaré- Transformationen x# — x# = A", 2¥ 4 a#
ist. Man bezeichnet eine solche kontinuierliche Symmetrie ¢ — ¢ mit S[¢] = S[¢'] V¢ und
beliebige Transformationsparameter auch als eine Symmetrie der Wirkung. Dabei bedingt eine
kontinuierliche Symmetrie von S dem Noether-Theorem folgend immer eine Erhaltungsgrofie —



die erhaltene Ladung. Raumzeit-Translationsinvarianz impliziert z. B. als Erhaltungsgréfie den
Viererimpuls P# mit %P“ = 0. Dies stimmt mit den bereits aus der klassischen Mechanik
bekannten GesetzméfBigkeiten iiberein: Invarianz der Wirkung unter Zeittranslation bedingt
Energieerhaltung; Invarianz von .S unter rdumlichen Verschiebungen ist gleichbedeutend mit
Impulserhaltung.

Neben der Invarianz unter Poincaré-Transformationen soll die in dieser Arbeit eine weitere Sym-
metrie betrachtet werden: Supersymmetrie. Wie noch niher in Abschnitt 2.1 erldutert wird,
stellt letztere eine konsistente Erweiterung der Poincaré-Symmetrie dar und fithrt ebenfalls zu
einer erhaltenen Grofle — der ,,Superladung. Allgemein verkorpert die Supersymmetrie eine Fer-
mionen (elementare Materie) und Bosonen (Vermittler der fundamentalen Kréfte) vereinigende
Symmetrie. Der supersymmetrische Generator () dieser Symmetrie setzt dabei Fermionen und
Bosonen zueinander in Beziehung:

Q|Fermion) « |Boson) und Q|Boson) « |Fermion). (1.1)

Untenstehende Abbildung 2 veranschaulicht die gegensétzlichen Eigenschaften dieser Teilchen.
In welche der beiden Kategorien sich ein Teilchen einordnet, bestimmt sein Spin. Bosonen tra-

[ Bosonen J [ Fermionen ]
ganzzahlig halbzahlig
Tensor ] Spinor
e—7all mathematisches Wesen 4—7ahl
Austauschteilchen physikalisches Wesen elementare Materie

Bose-Statistik Besetzungs-Statistik Fermi-Dirac-Statistik

Kommutator-Relationen ~ Feldoperatoren erfiillen Antikommutator-Relationen

Abbildung 2: Eigenschaften bosonischer und fermionischer Teilchen, siehe auch [25].

gen einen ganzzahligen, Fermionen einen halbzahligen Spin. Erstere verhalten sich unter Dre-
hungen wie Tensoren, letztere hingegen wie Spinoren*. Mathematisch muss — im Gegensatz zu
der Behandlung von bosonischen Teilchen — zur Beschreibung der Fermionen das Konzept der
Grassmann- oder a-Zahlen eingefiihrt werden®. Die a- bzw. c-Zahlen gehen durch die Quanti-
sierung in Operatoren iiber, die algebraischen Antikommutator- bzw. Kommutator-Relationen
geniigen. Diese bedingen wiederum das so verschiedene Besetzungsverhalten von Bosonen und
Fermionen.

Invarianz der Wirkung unter Supersymmetrie-Transformationen fiihrt neben der Existenz ei-
ner Erhaltungsgrofie zu einer Entartung, d.h. mehreren Zustinden mit gleichen Quantenzah-
len (mit Ausnahme der Spinquantenzahl). Die Teilchen bilden Supermultipletts, wobei die
Supersymmetrie-Transformation zwischen zwei Teilchen eines Multipletts vermittelt. Jedes Mul-
tiplett enthéilt mindestens ein Boson und ein Fermion mit einer Spindifferenz von 1/2 und alle
Teilchen des Multipletts besitzen die gleiche Masse. Man bezeichnet ein solches Boson-Fermion-
Paar gleicher Masse auch als ,,Superpartner®.

Experimentell konnten jedoch keine Superpartner-Teilchen identischer Masse, z. B. das Selektron
als Superpartner des Elektrons, nachgewiesen werden. Dies bedeutet, dass die Supersymmetrie

“In Abschnitt 2.1.3 wird der Begriff eines Spinorfeldes ausfiihrlich ervrtert.
5Eine detaillierte Behandlung von Grassmann-Zahlen findet sich z. B. in [25], Kapitel 4.



in der realen Welt spontan gebrochen ist, denn dies erlaubt unterschiedliche Massen der Part-
nerteilchen. Die Supersymmetrie als gebrochene Symmetrie stellt aber keinen Einzelfall in der
Natur dar: So seien nur die Ladungskonjugation (C), die Paritdtssymmetrie (P) oder deren
Kombination (CP) als gebrochen auftretende Symmetrien genannt.

Doch worin liegt die Motivation, eine supersymmetrische Theorie zu untersuchen?

Aus gruppentheoretischer Sicht wird dies dadurch begriindet, dass die Supersymmetrie ei-
ne Erweiterung der Raumzeit-Symmetrie darstellt. Erste Aussagen iiber die Verallgemeinerung
der Poincaré-Symmetrie wurden im ,, Coleman-Mandula-Theorem® [22] 1967 getroffen. Dieses
,no-go theorem® legt fest, in welcher Art und Weise man die Poincaré-Gruppe P mit anderen
Symmetrie-Gruppen 7T unter physikalisch sinnvollen Annahmen zu einer resultierenden Grup-
pe G verbinden bzw. erweitern kann. Hierzu geht man von der Gruppe G als einer verbunde-
nen Symmetrie-Gruppe der S-Matrix (— [G,S] = 0) aus. Unter der Verwendung von wenigen
physikalischen Forderungen folgt, dass G lokal isomorph zu dem direkten Produkt P ® 7 der
Poincaré-Gruppe P und einer kompakten Lie-Gruppe 7 mit interner Symmetrie sein muss. Ist
dies nicht der Fall, d.h. ist P in nicht-trivialer Weise mit 7 verbunden, erhilt man nur trivia-
le physikalische Aussagen. Des Weiteren erlaubt das Theorem zusétzliche U(1)-Untergruppen
von G. Erstrebenswert sind aber gerade nichttriviale Erweiterungen der Poincaré-Symmetrie.
Losung dieser Problematik ist die Abdnderung der Annahme ,,G sei eine Lie-Gruppe® und
somit der Ubergang zur Betrachtung allgemeinerer Symmetrie-Gruppen. Die Superalgebra als
Zo-graduierte Lie-Algebra, die in Abschnitt 2.1 ndher erldutert wird, stellt gerade eine nichttri-
viale Erweiterung von P dar. Historisch wurde diese Verallgemeinerung des Coleman-Mandula-
Theorems acht Jahre nach dessen Formulierung im Haag-Lopuszanski-Sohnius-Theorem 1975
formuliert. Anlehnend an den Titel der Arbeit von S. Coleman und J. Mandula ,,All Possible
Symmetries of the S-Matrix® [22] bezeichneten R. Haag, J. T. Lopuszanski und M. Sohnius ihr
Werk [23] als ,,All possible generators of supersymmetries of the S-matrix“.

Auch existieren physikalische Argumente, in denen Supersymmetrie als eine Moglichkeit zur
Behebung von Diskrepanzen und Problemen des Standardmodells gesehen wird. Hierzu zéahlen
unter anderem:

e Losung des Eich-Hierarchie-Problems des Standardmodells.

e Vereinigung der Eichkopplungen von schwacher, elektromagnetischer und starker Wechselwir-
kung bei hohen Energien.

e Die Superpartner der bekannten Teilchen gelten als moglicher Kandidat der dunklen Materie.

Nach der Kldrung des Begriffs einer ,,supersymmetrischen euklidischen Quantenfeldtheorie* sol-
len nun die Quantenfelder (siehe Abb. 1) néher spezifiziert werden. Skalaren euklidischen Quan-
tenfeldtheorien liegt, wie bereits erwéhnt, ein reelles bosonisches skalares Quantenfeld

¢:(x) eRY— ¢(x) eR (1.2)

zugrunde. Untersucht man nun eine supersymmetrische Quantenfeldtheorie, so geht das bo-
sonische Skalarfeld ¢(z) in ein Superfeld ®(x,#) {iber. Die d euklidischen Koordinaten () =
(x',..,2%) werden nun allgemein durch p fermionische Grassmann-Koordinaten 6 = (6!, ..., 0P)
erginzt, sodass das Superfeld eine Abbildung

®: (z,0) e RIP —s &(z,0) e R (1.3)

von dem Superraum RUP in die reellen Zahlen reprisentiert.

Um zu der Definition von supersymmetrischen nichtlinearen Sigma-Modellen (NLSM) zu ge-
langen, geht man zu einem Superfeld iiber, das nicht mehr in die reellen Zahlen, sondern in
eine N-dimensionale, nichtlineare Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g), ausgestattet mit dem
metrischen Tensor g,;j(<I>k), abbildet. ® bildet dann eine differenzierbare Karte von R4 in die
Ziel-Mannigfaltigkeit M. Um auf der Mannigfaltigkeit Mathematik betreiben zu kénnen, wihle



man die Koordinaten {®‘(z,6)} mit i = 1,...,dim(M) = N. Relevant ist hierbei, dass die zu
beschreibende Physik unabhingig von der Wahl der Koordinaten ®° sein muss. Folglich wird
die zu konstruierende Wirkung invariant unter allgemeinen Koordinaten-Transformationen auf
M sein. Dies bedeutet auch, dass das Wirkungsfunktional aus rein tensoriellen Strukturen auf

M gebildet wird. Die Wirkung S lautet konkret

1

| su@pove, (1.4)
SR

wobei die Integration der Lagrangedichte iiber den Superraum (,,SR*) RUP zur Wirkung S fiihrt.
Bildet die Ziel-Mannigfaltigkeit M einen flachen euklidischen Raum, d.h. gilt gij(CI;) = 0;j, SO
gelangt man ausgehend von (1.4) zu dem freien linearen Sigma-Modell (LSM) (siehe Abb. 1).
Die Hinzunahme einer O(N)-symmetrischen potentiellen Energiedichte fithrt auf ein wechselwir-
kendes lineares Sigma-Modell. Dessen Wirkung lautet folglich

iR 1- . 1_.
SR
1 1 1, _
= / <Kp+ 22’W(p)> mit p=-0'®;, und K :=_(DD-DD). (1.5)
on \ 2 2 2

Die Ziel-Mannigfaltigkeit M ist somit der N-dimensionale lineare Raum M = RY. Obiges
Wirkungsfunktional ist so konstruiert, dass es nur von der Lange p, d.h. dem inneren Produkt
p = %@@i = %@Té der Superfelder abhéngt und demnach invariant unter Drehungen bzw.

Drehspiegelungen O ist:
® P =0d = Sp[®] = Sp[®'] V®, Transformationsparameter (1.6)

Begriindung: Mit der orthogonalen Matrix O mit OT = O~! erhilt man:

TP - (02)1(0P) = ®OTOP = #T®. Die kovarianten Ableitungen D und D wirken nicht
auf O, was die Invarianz des kinetischen Terms in (1.5) bedingt. Die Wirkung ist folglich
O(N)-symmetrisch. Mathematisch handelt es sich dabei um eine kontinuierliche Symmetrie-
Gruppe (O(N),-) der orthogonalen N x N-Matrizen mit der Matrixmultiplikation als Ver-
kniipfung. Mit iiberabzédhlbar vielen Elementen und einer endlichen Zahl von Erzeugenden
(];[) = N(N —1)/2 = dim(O(N)) gehort sie zur Klasse der Lie-Gruppen. Da es sich in die-
sem Fall nicht um Raumgzeit-Transformationen handelt, liegt eine innere Symmetrie vor.

Doch worin liegt die Motivation, supersymmetrische lineare Sigma-Modelle zu untersu-
chen?

Skalare O(N)-Feldtheorien wurden bereits detailliert in Arbeiten wie [6,10-12] untersucht und
dienen als Prototyp fiir eine ganze Klasse von Theorien, in denen eine spontan gebrochene Sym-
metrie bei hohen Temperaturen wiederhergestellt wird. Die Universalititshypothese begriindet
die Giiltigkeit der Phasenstruktur sowie der kritischen Phdnomene des skalaren O(NN)-Modells
fiir eine grofle Klasse von Theorien, die lediglich beziiglich der Raum-Dimension und O(N)-
Symmetrie mit diesem Modell iibereinstimmen miissen. So zeigt das skalare O(NN)-Modell in
d = 3 fiir N > 2 einen Phaseniibergang 2. Ordnung analog zu ferromagnetischen Materialien,
die oberhalb der Curie-Temperatur paramagnetisches Verhalten zeigen. Speziell beschreibt der
Fall N = 0 die statistischen Eigenschaften langer Polymerketten, N = 1 die Verdampfung von
Wasser als Phaseniibergang 1. Ordnung, N = 2 den Phaseniibergang zu suprafluidem Helium
und N = 3 das Heisenberg-Modell des ferromagnetischen Phaseniibergangs [6].

Falls Supersymmetrie eine geeignete Darstellung der realen Welt verkorpert, so ist die Pha-
senstruktur und Dynamik des supersymmetrischen O(NN)-Modells demnach von hoher Brisanz.
Kann die Phasenstruktur des linearen supersymmetrischen Sigma-Modells bestimmt werden,
so dient dies auch als Demonstration der Universalitdt des kritischen Verhaltens. Auch kénnen



durch den Vergleich zwischen skalarer- und supersymmetrischer O(N)-Feldtheorie Unterschiede
und Gemeinsamkeiten dieser Modelle aufgezeigt werden. All diese Aspekte motivieren die zu
Beginn dieser Einfithrung (siehe Seite 1) erwéhnten Ziele dieser Arbeit.

Adéquates Mittel zur Untersuchung von supersymmetrischen O(N)-Modellen ist die Metho-
de der funktionalen Renormierungsgruppe, denn sie erlaubt ein grundsétzliches Versténd-
nis der komplexen Makrophysik bei groflen Léngenskalen in Abh#ngigkeit der fundamentalen
mikroskopischen Wechselwirkungen. Dieses Konzept ermoglicht die Analyse von Anderungen
der Kopplungsstéirken, Freiheitsgrade, Symmetrien und der Phasenstruktur des Systems in
Abhéngigkeit von einer Léngen- bzw. Energie-Skala und unterliegt im Gegensatz zur Stérungs-
theorie nicht der Beschriankung auf schwache Kopplungsstiarken. Die Losung der Evolutionsglei-
chung fiir das effektive Mittelwertpotential mit Hilfe dieser Methode wird dabei die Beschreibung
des Ubergangs von der Mikro- zur Makrophysik erméglichen.

David Tong schreibt in seinen Lecture Notes der Quantenfeldtheorie ([21], S. 4): ,, It will turn
out that the possible interactions in quantum field theory are governed by a few basic principles:
locality, symmetry and renormalisation group flow (the decoupling of short distance phenome-
na from physics at larger scales).“ Wie das Zitat andeutet, werden genau diese Prinzipien das
Fundament dieser Arbeit bilden.



2 Die Theorie der supersymmetrischen Sigma-Modelle

2.1 Supersymmetrie als Erweiterung der Poincaré-Symmetrie
2.1.1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

In diesem Abschnitt soll auf die gruppentheoretischen Hintergriinde der Supersymmetrie- Algebra
detailliert eingegangen werden. Wie bereits in Abschnitt 1 erwdhnt wurde, verkorpert die Super-
symmetrie eine Erweiterung der Poincaré-Symmetrie. Hin zu komplexeren Gruppenstrukturen
kann die aufbauende Reihenfolge mit Drehgruppe — Lorentz-Gruppe — Poincaré-Gruppe —
Poincaré-Supergruppe angegeben werden. Die ersten drei stellen Lie-Gruppen dar, letztere hin-
gegen eine verallgemeinerte Liegruppe mit Zo-Graduierung. Folglich ist es zunéchst relevant,
die Begrifflichkeiten ,, Lie- Gruppe* und ,, Lie-Algebra* zu kldren. Abb. 3 gibt hierzu schematisch
einen Uberblick.

~
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= Gruppe (G, o) und differenzierbare Mannigfaltigkeit M = G
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Abbildung 3: Schematische Einordnung von Lie-Gruppen und Lie-Algebren bzw. deren Ver-
kniipfung.



Generell lassen sich Gruppen (G, o) in Abhéingigkeit von der Anzahl ihrer Elemente in zwei
Klassen unterteilen. Besitzt die betrachtete Gruppe endlich oder abzéhlbar unendlich viele g € G,
so spricht man von diskreten Gruppen. Sind iiberabzéhlbar viele Elemente in G enthalten, so
nennt man die Gruppe auch kontinuierlich. Die Elemente g(a) kontinuierlicher Gruppen kénnen
als Funktionen von n reellen kontinuierlichen Parametern o = (aq, ..., ;) beschrieben werden,
wobei a = 0 dem Einselement ¢(0, ...,0) = e entspricht. Die Geschlossenheit der Gruppe G kann
dabei durch die Forderung

g(@)og(f) =g(y) mit v=f(e,f) und «,f,y€R" (2.1)

ausgedriickt werden. Die Abbildung f(a, ) ordnet zwei Vektoren im Parameterraum wieder-
um einen Vektor in diesem zu. Die minimale Anzahl n der reellen Parameter, durch die alle
g € G dargestellt werden konnen, entspricht der Dimension von G. Unter einer Lie-Gruppe
versteht man eine kontinuierliche Gruppe, deren Gruppenmultiplikation im Parameterraum
f(a, B) eine in ihren Argumenten analytische Funktion repréisentiert. Préziser ausgedriickt, muss
gewihrleistet sein, dass die Operationen

GxG— G: (g1,92) —> g1 092 (multiplikative Verkniipfung) und

G— G: gr— g ! (Inversion) (2.2)
unendlich oft differenzierbare Abbildungen sind. Eine Lie-Gruppe ist genau dann kompakt, falls
der Parameterbereich beschriankt ist. Das charakteristische Merkmal einer Lie-Gruppe ist nun,
dass sie sowohl die Struktur einer Gruppe (G, o) besitzt als auch topologisch eine differenzier-
bare Mannigfaltigkeit darstellt. Dies ist dadurch moglich, dass die Gruppenverkniipfung o als
auch die Inversion von Gruppenelementen beliebig oft differenzierbare Abbildungen auf dieser
Mannigfaltigkeit sind. Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit zeichnet sich besonders dadurch
aus, dass sie lokal mit einer offenen Menge des R™ durch eine geeignete Anzahl von Karten
(Homoomorphismen) ¢ : U C M — ¢(U) C R"™ assoziiert werden kann. Konkret beschrei-
ben die Karten im Falle einer Lie-Gruppe die Zuordnung g(a) —— « mit ¢ € U C G und
acelU) CR™

Um die Supersymmetrie-Algebra zu verstehen, muss dem Namen nach der Begriff einer Algebra
geklart werden. Fine Algebra repréasentiert einen linearen Raum V iiber einem Korper K mit
einer zusétzlichen, nicht aus der Algebra herausfithrenden K-bilinearen Verkniipfung (siehe Abb.
3). Dabei sind im Folgenden die nicht-assoziativen Algebren im Blickpunkt. Eine Lie-Algebra ist
nun eine Algebra, in der die Lie-Klammer — der Kommutator — als bilineare Verkniipfung fun-
giert. Dabei erfiillt die Lie-Klammer die in Abb. 3 gegebenen Forderungen. Da die Verkniipfung
o =[] : gxg — g die Geschlossenheit der Algebra gewéhrleisten muss, ergibt der Kommutator
zweier Elemente von g

wieder ein Element in g mit den Basiselementen X;, ¢ = 1,...,n des n-dimensionalen Vektorrau-

mes V und den n? Strukturkonstanten Z’; Dabei impliziert die Antisymmetrie der Lie-Klammer
die Antisymmetrie der Strukturkonstanten in den unteren Indizes: i’} =— sz Vi, j, k=1,...,n.
Wie kann nun eine mathematische Verkniipfung zwischen dem Begriff einer Lie-Gruppe und
dem der Lie-Algebra hergestellt werden?

Differentialgeometrisch lautet der Zusammenhang wie folgt: Der Tangentialraum 7.G am neu-
tralen Element e einer n-dimensionalen Lie-Gruppe G stellt zusammen mit der Lie-Klammer
[-,-] eine Lie-Algebra g der Gruppe G dar. In einer Umgebung U C G des Einselements e mit

g,e € U konnen die Gruppenelemente in eine Taylor-Reihe um e entwickelt werden:

1 09(c)

Dok +0(a?) = e+ o X + O(a?). (2.4)

g9(@) = g(0) + a

a=0



Die lokale Struktur der Gruppe nahe dem neutralen Element ¢(0) = e wird somit durch die
ersten Ableitungen

dg(a)

dak ’

a=0

XkE

(2.5)

die auch als Generatoren bzw. infinitesimale Erzeugende der Lie-Gruppe bezeichnet werden,
beschrieben. Fiir ein gegebenes Gruppenelement g(«) in U kann der Weg zwischen diesem Ele-
ment und e durch die mit A parametrisierte Kurve a(\) € p(U) C R™ mit «(0) = 0 ausgedriickt
werden. Fiir die analoge Kurve g(a())) = g(\) auf G = M gilt dann g(a(0)) = e und der
Tangentenvektor an e in Richtung dieser Kurve ist demnach durch

dg(N)|  _ 9g9(a) do*

x =24

= —| =X 2.6
|y dak x|, ka(0) (2:6)

gegeben. Aus (2.6) wird offensichtlich, dass die Menge der Generatoren {X;}, mit i = 1,....,n
eine Basis des n-dimensionalen Tangentialraumes 7, G bildet. Die Dimension von TG entspricht
bekanntlich der der zugrundeliegenden Mannigfaltigkeit M = G. Es kann nun gezeigt werden [32,
36], dass die infinitesimalen Erzeugenden X; von G (mit der Lie-Klammer als Verkniipfung) eine
n-dimensionale Lie-Algebra gemifl (2.3) bilden. Umgekehrt gelangt man von einer gegebenen
Lie-Algebra iiber die Fxponentialabbildung zur Lie-Gruppe. Dabei wird von der Darstellung der
Gruppenelemente durch Matrizen, definiert als lineare Abbildung der Gruppenelemente g(«) auf
einen K-Vektorraum V/

D: G = GL(V) mit g(a) = D(g(a)) und D(g(a))D(9(8)) = D(g(a) c g(5)) (2.7)

ausgegangen. Ein beliebiges Gruppenelement in der gewéhlten Darstellung ist dann gegeben
durch

o .
A - xiyn A
D(g(a)) = !X = ¢liX" = Z @Jzn') mit X'eg (2.8)
n=0 )

Dies erklart die Bezeichnung ,infinitesimale Erzeugende“ bzw. ,,Generatoren“ der Lie-Gruppe
fiir die Elemente X° € g.

Der erlduterte geometrische Hintergrund motiviert die anschauliche Erklarung, dass Lie-Gruppen
globale Strukturen (Mannigfaltigkeiten) verkorpern, withrend die assoziierten Lie-Algebren einen
lokalen Charakter (Elemente spannen Tangentialraum 7.G am Einselement auf) besitzen. Die
Exponentialabbildung (2.8) verkniipft dabei diese beiden Charakterziige miteinander.

2.1.2 Von der Drehgruppe zur Poincaré-Gruppe

Um sich dem zentralen Objekt dieses Kapitels - der Supersymmetrie - anzunihern, werden im
Folgenden aufeinander aufbauend die in Tabelle 1 gelisteten Symmetrie-Transformationen und
die damit assoziierten Gruppen erlautert.

Gruppe Transformation

Orthogonale Gruppe O(3) ={R € GL(3,R)|RT = R71} T — x, = Rijx;j
Euklidische Gruppe  E(3) = {(R,a), R € O(3), a € R3} T — x, = Rijjzj+a;
Lorentz-Gruppe Lgisy ={A € GL(4,R)| ATnA = n} ot — ot = AV, Y

Poincaré-Gruppe P ={(Aya), A € L3y, a € RY3Y gkt = AF 2¥ + ot

Tabelle 1: Relevante Gruppen im Uberblick.

Die orthogonale Gruppe O(3) der Drehspiegelungen im dreidimensionalen Raum stellt als
die Gruppe der Transformationen x; — R;;x;, die das Skalarprodukt x;x" invariant lassen, eine



kompakte Lie-Gruppe dar. In der Matrix-Darstellung sind die Gruppenelemente durch die 3 x 3-
Matrizen R, die RTR = RR" = 1 erfiillen, gegeben. Anhingig von der Determinante von R
zerféllt die Gruppe in zwei nichtzusammenhéngende Anteile: Die eigentliche Drehgruppe SO(3)
(det R = +1) und die Drehspiegelungen O(3)/SO(3) (det R = —1). Da unter Beachtung von
RRT =1 alle Gruppenelemente durch 9 — 6 = 3 reelle Parameter beschrieben werden kénnen,
gilt dim(O(3)) = 3.

Zu der 6-dimensionalen Fuklidischen Gruppe E(3) gelangt man ausgehend von den Rotatio-
nen durch Hinzunahme von rdumlichen Translationen a € R3. Die E(3) erhilt somit Winkel
und Lingen beziiglich des Skalarprodukts im R? und kann als nicht-kompakte Lie-Gruppe klas-
sifiziert werden.

Lorentz-Transformationen sind lineare Koordinaten-Transformationen 2# — A¥, 2V, die das Ska-
larprodukt z#x, = n,,a"2” mit n = diag(1, —1, —1, —1) invariant lassen. Aquivalent zur Invari-
anz des Skalarproduktes ist die Forderung ATnA = .

Die Menge L(g1.3) = {A € GL(4,R)| ATnA = n} der Matrizen A bezeichnet man als die Lorentz-
Gruppe L = O(1,3). Diese nicht-kompakte Lie-Gruppe zerféllt gemifl der Zuordnung det A =
+1 und AO0 2 0 in vier topologisch separierte Gebiete (Zusammenhangskomponenten). Physika-
lisch relevant sind vor allem die eigentlichen, orthochronen Lorentz-Transformationen SO (1, 3),
die eine 6-dimensionale Untergruppe von L bilden. Orthochrone Lorentz-Transformationen
,OT(1,3)“ erhalten mit AOO > 0 die Richtung der Zeit, eigentliche Lorentz-Transformationen
»90(1,3)“ mit det A = +1 die Richtung im Raum. Die 6-dimensionale Lorentzgruppe £ lésst
sich durch drei infinitesimale rdumliche Rotationen J; und drei Lorentz-Boosts K; generieren.
Die Erzeuger J; bilden dabei eine dreidimensionale kompakte Lie-Unteralgebra — die so(3) (ge-
geben durch den ersten Kommutator in (2.9)). Da der Parameterraum der Lorentz-Boosts un-
beschrankt ist, ist £ nicht-kompakt. Die Generatoren J; und K; mit ¢ = 1,2,3 von L erzeugen
die durch

[JZ‘, Jj] = iGiijk, [Ki,Kj] = _ieijkjka [Ji,Kj] = ieiijk (29)
bestimmte Lie-Algebra. Aquivalent erhélt man mittels der Definitionen J, = %eijkMij und
K; = Mj; die neuen sechs antisymmetrischen Generatoren M* = —M"* mit u,v = 0,1,2,3

von L. Diese Erzeugenden der Lorentz-Gruppe gehorchen der entsprechenden Lie-Algebra
My, Mpo] = —i(MupMus + Mo Mup — Mo Myp — MvpMug) (2.10)
und generieren durch die Exponentialabbildung
A = e pwn M (2.11)

die Gruppenelemente A von L.

Die Poincaré-Gruppe P ist definiert als Gruppe der inhomogenen, linearen Koordinaten-
Transformationen auf dem Minkowski-Raum z# — A¥, 2 +a* (siehe Tabelle 1). Man gelangt zu
ihr durch die Erweiterung der Lorentz-Transformationen um Raumzeit-Translationen a € R13.
Die Poincaré-Transformationen bilden mit dem semidirekten Produkt P x P — P

(A,a)(Ad) = (AN, Ad + a) (2.12)

eine nicht-abelsche, nicht-kompakte Lie-Gruppe. Analog zur Euklidischen Gruppe FE(3), die
Lingen und Winkel bzgl. des Skalarproduktes im R3 erhilt, garantiert P als affine Invarianz-
gruppe die Erhaltung der Lingen und Winkel im Minkowski-Raum beziiglich des indefiniten
Pseudo-Skalarproduktes in diesem. Die Darstellung der Poincaré-Gruppe als semidirektes Pro-
dukt der Lorentzgruppe £ und der Translationsgruppe des R'3

P = Lgisy x RY (2.13)

10



impliziert dim(P) = dim(£) + dim(R'?) = 6 + 4 = 10. Als infinitesimale Erzeugende der Poin-
caré-Gruppe P fungieren neben den sechs Generatoren M*” der Lorentz-Boosts und rdumlichen
Rotationen die vier Generatoren P* der Raumzeit-Translationen. Die Kommutatoren dieser
Erzeugenden bilden die Poincaré-Lie-Algebra

[Fu, P =0, (2.14)
[Ppa M,uzx] = i(npupu - anP,u)a (2.15)
(M, Mpo] = —i(nupMve + Mvoe Mup — NpeMup — upMus). (2.16)

Des Weiteren erzeugen sie durch die exponentielle Abbildung
(Aya) = e~ 3" My —iay P (2.17)

analog zu (2.11) die Gruppenelemente (A, a) € P.

Nach dieser gruppentheoretischen Einfithrung, in der die mit bestimmten Raumzeit-Trans-
formationen assoziierten Lie-Gruppen O(3), E(3),L = O(1,3) und P erortert wurden, muss
noch ein weiteres wesentliches physikalisch-mathematisches Objekt eingefithrt werden, um ei-
ne Briicke von klassischen Feldtheorien zu supersymmetrischen Feldtheorien zu schlagen - der
Spinor.

2.1.3 Spinorfelder

Spinoren zeichnen sich durch ein charakteristisches Transformationsverhalten unter Lorentz-
Transformationen aus. Wesentlich ist die Aussage, dass verschiedene Darstellungen der Lorent-
zgruppe verschiedenen Typen von Feldern entsprechen. Exemplarisch seien hier

Skalarfeld: ¢ (2') = p(x) Tensor 0. Stufe (Skalar)
Eichpotential: ~A*(2') = A¥, A¥(x) Tensor 1. Stufe (Vektor)
Feldstérke: Fr(g!) = A“aA”ﬁFO‘B(x) Tensor 2. Stufe

gegeben. Allgemein transformiert ein n-komponentiges Feld unter Lorentz-Transformationen
gemaf [19] '
ia') = D(A)Jp;(@) mit Ao D(A) (2.18)

mit den n x n-Matrizen D(A) in der Matrix-Darstellung. Somit ist jede Lorentz-Transformation
von Feldern ¢;(z) eine Darstellung® der Lorentz-Gruppe £. Die infinitesimalen Lorentz-Trans-

formationen A¥, = 6", — %wpa (M p")“y lauten in einer gewéhlten Darstellung

D) =67 = 20, (D)7 = 57 = S D). (2.19)

Die in (2.19) auftretende Matrix (X )l-j représentiert eine d x d-Matrix, aufgebaut aus n x n-
Matrizen als Elementen. d = 4 gibt die Raumzeit-Dimension wieder und n die Dimension des
Vektorraumes der Felder. Sie bildet somit eine Darstellung D(M#) der die Lorentz-Algebra
erfiilllenden Generatoren M* auf dem n-komponentigen Feld. Demnach erfiillen sowohl die
Generatoren MH, als auch die ¥# die Lie-Algebra (2.10) von L. Den endlichen Lorentz-
Transformationen A entspricht die Matrix D(A) gemi8

i

A =ezom MY _y D(A) = e 2w DOIY) o= gum S (2.20)

Eine Zerlegung der sechs Generatoren M, in rdumliche Drehungen J und Boosts K fithrt, wie
bereits in (2.9) gezeigt, auf die so(3)-Lie-Algebra der Drehungen J;. Man kann nun durch einen

SPréziser handelt es sich um eine Darstellung (D, V) mit V als dem n-dimensionalen Vektorraum der Felder
¢(x).
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Basiswechsel A4; = %(JZ +iK;) und B; = %(JZ —4K;) mit i« = 1,2,3 die Lie-Algebra von L
komplexifizieren. A und B bezeichnet man dabei als Spin-Operatoren, die den Kommutator-
Relationen

[AZ',AJ‘] = ieijkAk
[Bi, Bj| = i€;jx By,
[Aj, Bj] =0 mit ¢,7,k=1,2,3, (2.21)

— zwei kommutierenden Drehimpulsalgebren — gentigen. Es liegt folglich der Isomorphismus
so(1,3) ® C =sl(2,C) ¢sl(2,C) (2.22)

vor. Damit ist jede irreduzible Darstellung der Lie-Algebra der eigentlichen Lorentz-Trans-
formationen so(1, 3) eindeutig durch die Paare (A,B) mit A, B = 0, 5, %, g, bestimmt, wobei
die Dimension des Darstellungsraumes dim(D,V) = n = (24 + 1)(2B + 1) ist. (2.22) zeigt,
dass sich alle Transformationen der eigentlichen Lorentz-Gruppe durch komplexe 2 x 2-Matrizen
mit Determinante eins darstellen lassen. Die zwei sl(2, C)-Algebren sind aber nicht unabhéingig
voneinander, da sie durch eine Paritétstransformation ineinander {iberfithrt werden konnen.

Man bezeichnet die SL(2,C) aufgrund des Isomorphismus (2.22) auch als universelle Uber-
lagerungs gruppe der SO(1,3). So besitzt die SL(2,C) die gleiche lokale Struktur (Lie-Algebra)
wie die SO(1,3). Ihre globalen Topologien (Lie-Gruppen) sind jedoch verschieden. Generell ist
jede Lie-Algebra die Algebra’ genau einer einfach zusammenhéingenden Gruppe — der universel-
len Uberlagerungsgruppe. Alle anderen nicht-zusammenhingenden Gruppen werden von dieser

wiberdeckt“. Jede Darstellung (A, B) von L entspricht nun unterschiedlichen Feld-Typen
. a -A,-A+1,..,A-1A
vi(x), i=(a,b) und <b> = (—B, “B+1l..B- LB) (2.23)

mit (a,b) als den Eigenwerten von As und Bs. Als reprisentative Beispiele unterschiedlicher
Darstellungen seien erwahnt:

(A,B) =(0,0) 1-dim. skalare Darstellung mit Spin 0.

(A,B) =(1/2,0) 2-dim. linkshéndige Spinor-Darstellung mit Spin 1/2.
(A,B) =(0,1/2) 2-dim. rechtshéndige Spinor-Darstellung mit Spin 1/2.
(A,B) =(1/2,0)® (0,1/2) 4-dim. Bispinor-Darstellung mit Spin 1/2.
(A,B)=(1/2,0)®(0,1/2) = (1/2,1/2)  4-dim. Vektor-Darstellung mit Spin 1.

Die zweikomponentigen Spinoren, die gem#$ der (3,0)- bzw. (0, 3)-Darstellung transformie-
ren, werden auch linkshdndige bzw. rechtshindige Weyl-Spinoren genannt. Diese transformieren
folglich unter der einen SL(2,C)-Subgruppe trivial und unter der anderen gemif der Spin-1/2-
Darstellung. Fiir den Fall (A, B) = (1/2,0) handelt es sich um ein zweikomponentiges Spinor-
Feld, das mit xj, j = 1,2 bezeichnet werde. Als mogliche Darstellungen von A und B folgen
D(A) = d/2, D(B ) 0 und somit D(J ) = &/2 bzw. D(K) = —i6/2. Mit w;p = & und
(wos, w31, wi2) = — 06 lautet die Exponentialabbildung der endlichen Lorentz-Transformationen

—

bzw. die Matrix-Darstellung D(A) von £ auf dem zwei-komponentigen Spin-1/2-Feld der Form
(1/2,0) A
D(A)(%’O) = SZ] — (e%é'&+%w'&) ! . (225)
i

Unter Lorentz-Transformationen transformiert das Spinorfeld folglich gem#f

Xj(@') = S xu(x) (2.26)

Tabgesehen von Isomorphismen
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mit Sl-j € SL(2,C). Es zeigt sich nun, dass der komplex konjugierte Spinor von yy, hier mit
(Xx)* = Xj., k = 1,2 bezeichnet, bzgl. der (0, 1/2)-Darstellung transformiert. Dieser rechtshandige
Weyl-Spinor verhélt sich unter Lorentz-Transformationen wie

%l — _ig.g*+1g.5* i_
(@) = 8¢ i) = (73974557 () (2.27)

mit D(A)(O’%) = (S, = Sr L. Mit (S,1)* aus (2.27) lautet die Darstellung der A- und B-Spin-
Matrizen D(A) = 0 und D(B) = —3*/2. Relevant ist weiterhin die Frage nach dem Transfor-
mationsverhalten der Weyl-Spinoren unter Raumspiegelungen. Fiir eine Paritdtstransformation
P gilt

P:J—J wmd K—--K = A—B und B— A (2.28)

Demnach iiberfithrt die Paritdtstransformation linkshéndige in rechtshindige Weyl-Spinoren
und umgekehrt: ¥ — ¥ und ¥ — x mit x € (%,0) und x € (0, %) Dies bedeutet, dass die
Weyl-Spinoren keine Parititseigenzustinde reprisentieren und die Paritédtstransformation aus
dem entsprechenden Darstellungsraum heraus fithrt, d.h. nicht definiert ist®. Betrachtet man
nun Theorien, die invariant unter Paritdtstransformationen sind, so ist die Verwendung von
Weyl-Spinoren adédquat. Ist die Theorie paritétsverletzend, so geht man von den irreduziblen
Darstellungen der Weyl-Spinoren zu den reduziblen Darstellungen der Dirac-Spinoren ¥ iiber.

Letztere geniigen der Darstellung

(A,B)@(B,A):(%,O)@(Oé) mit A:%,B:O, (2.29)

wobei der Darstellungsraum dieses Spinors dim(D,V) = 2 - (24 + 1) = 4-dimensional ist.
Dirac-Spinoren weisen mit (2.29) nachstehendes Transformationsverhalten unter Lorentz-Trans-

formationen
(3.0)

mit den Weyl-Spinoren y € (3,0) und 7 € (0,%) sowie den Darstellungsmatrizen (2.25) und
(2.27) auf. Fiir diesen Bispinor ist somit per Konstruktion die Paritdtsoperation P definiert

durch
P:U= (’f) — PO = <"> mit P = ( 0 ]IM‘) (2.31)
] X Toxa O

FEinen Dirac-Spinor W, fiir den die Zusatzbedingung x = n erfiillt ist, bezeichnet man als
Majorana-Spinor?.

Interessant ist nun die Frage, ob man fiir den allgemeinen Fall einer Theorie in d Raum-
zeitdimensionen und einer Darstellung D(M*)? = (X#)7 der Lorentzgruppe £ auf einem
n-komponentigen Dirac-Spinor-Feld, Darstellungen der Generatoren M, der Lorentz-Algebra
(2.10) angeben kann. Dies ist in der Tat moglich. Zunéchst werde mit & die Anzahl der zeitlichen
und mit / die Anzahl der rdumlichen Richtungen bezeichnet und es gilt d = k + . Aus den d

Generatoren einer 2?-dimensionalen Clifford Algebra (siehe auch Abb.1)
Clifford-Algebra cy : {77} = 20" 1 xn, w,v=0..,d—1 (2.32)

konnen nun die Generatoren der so(k,1)-Lie-Algebra konstruiert werden. Die Generatoren der
ck,1 bezeichnet man als Gamma-Matrizen. In dem konkreten Fall der d=4-dimensionalen
Minkowski-Raumzeit konnen die Erzeugenden der so(1, 3)-Lie-Algebra gemaf

_t
4

(A,B)

=[], v =0,..3 (2.33)

8 Allgemein ist fiir eine Darstellung D(A) eine Paritatsoperation definiert < A = B.
9siche auch unter Konventionen in R"** am Ende dieses Abschnitts.
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gebildet werden. Mit der Algebra (2.32) fiir die v* ist automatisch gewihrleistet, dass die Ge-
neratoren Y4 (2.33) die Lorentz-Algebra (2.10) erfiillen und somit eine n-dimensionale Dar-
stellung selbiger sind. Die Spinordarstellung ¥#** der Lorentz-Gruppe wird nun bestimmt durch
die irreduziblen Matrix-Darstellungen der Clifford-Algebra (2.32). Die Elemente des Darstel-
lungsraumes sind die Dirac-Spinoren und dessen Dimension n entspricht der Anzahl der Spinor-
komponenten. Fiir d = (k + [) Raumzeit-Dimensionen sind die irreduziblen Darstellungen von
ck,1 n X n-Matrizen mit n = 9151, Bemerkt werden sollte, dass unendlich viele dquivalente und
ebenfalls (2.32) erfiillende Darstellungen, gegeben durch 4# = Sy*S~! mit der invertierbaren
Matrix S, existieren.

Im letzten Teil dieses Abschnittes soll das Dirac-Spinorfeld und die diesbeziiglich in dieser Ar-
beit verwendeten Konventionen speziell fiir die d = 3-dimensionale Minkowski-Raumzeit RY?
eingefiithrt werden.

Konventionen in R'?2

Die eigentliche Lorentz-Gruppe SO(1,2) der Lorentz-Transformationen der dreidimensionalen
Minkowski-Rauzeit wird durch 9 —6 = 3 Erzeugende generiert. Die Clifford Algebra in d = 1+ 2
Raumzeitdimensionen entspricht (2.32) mit n*” = diag(1, —1,—1) und pu,v = 0,1,2. Als irredu-
zible n x n-Matrixdarstellungen der Clifford-Algebra mit n = 23] = 2 stellen diese hier ebenso
wie in zwei Dimensionen 2 x 2-Matrizen dar. Es wird im Folgenden die Darstellung

v = (09,103,i01) mit w=0,1,2 (2.34)
gewihlt. Das Spinor-Feld ¥ = (x1, 7 ) = (x, )T transformiert unter Lorentz-Transformationen
wie U/(z') = SU(z) mit

Sij = (e*%‘*’wz“")zj = (e%9”2+%(w10‘71*W2003)): (2.35)

mit § = —wi2 und ¢,j = 1,2. Weiterhin kann das Dirac-konjugierte Spinorfeld U(z) = UlA,
dessen Transformationsverhalten durch W/(2') = ¥(x)S~! gegeben sein soll, eingefiihrt werden.
Hierzu konstruiere man die A" = A bzw. A* = AT erfiillende hermitesche Matrix'?

—1

A=np =0y = <‘3 . > S B(e) = (i, —iy). (2.36)

Mit den aus (2.36) folgenden Relationen A[y*, y*]A™1 = — [y, 4¥] = —[y*, "] folgt A~1STA =
S~1 und es resultiert das angestrebte Transformationsverhalten des Dirac-konjugierten Spinors

U (2) = (SU(x))TA=TT(2)STA = T(z)S™L. (2.37)

Weiterhin kann das ladungskonjugierte Spinorfeld ¥, dass ein Fermion mit identischer (reeller)
Masse, aber entgegengesetzter Ladung représentiert, eingefithrt werden. Der Zusammenhang
zwischen ¥ und V¢ ergibt sich durch den Vergleich der entsprechenden Dirac-Gleichungen mit
den Parametern (m,+e) fiir ¥ und (m, —e) fir Ve

0= (iv" (0, — ieA,) (i( A’y”A )(8, —ieAy,) —m) AT
(—i(y (9 +ied,) —m) (AD)*
(—iC(y (0, +ied,) —m) C(AD)*

(iv" (0, + zeA ) m) Ve. (2.38)

10 Allgemein wird die unitéire Matrix A durch A = ~oy1 -+ -y:—1 mit ¢ als der Anzahl der zeitartigen Dimensionen
eingefiihrt. Diese Matrix geniigt den Bedingungen AT = (=)!¢=1/24 bzw. A* = (—)"*"Y/2AT Siehe auch [33],
Kapitel 3.
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Hieraus kann die Forderung
Vo =CAD)* =cvl mit ()T =-CcyC (2.39)

abgelesen werden, wobei C' die Ladungskonjugationsmatriz bezeichnet. Die Wahl C = —oy =
—~Y geniigt dabei der rechten Bedingung in (2.39). Das Spinorfeld ¥ soll zusitzlich die Ei-
genschaft der Invarianz unter Ladungskonjugation aufweisen. Mathematisch entspricht dies der
Invarianz des Spinorfeldes unter der Transformation

U — o= 0¥ L v = X\ (X7 (2.40)
¢ 7 7

Die mathematische Forderung ¥ = W beschreibt physikalisch Fermionen, die gleich ihren ei-
genen Antiteilchen und deshalb ladungslos sind. Diese speziellen Spinorfelder tragen auch den
Namen ,, Majorana-Spinoren”. Fiir die hier gewédhlten Konventionen entspricht der ladungs-
konjugierte Spinor gemif (2.40) dem komplex-konjugierten Spinor ¥ = C¥” = ¥* und die
Majorana-Bedingung impliziert

U=V, =0 — U= (i;) LU= (i, —iy) (2.41)

und somit x, 7 € R. Fiir konkrete Rechnungen sind besonders die Symmetrie-Relationen

_ _ _ _ _ 1 _

U(=C¥ und U"(=—-(y"T sowie die Fierz-Identitit WV, = —5(\11‘11)]1“ (2.42)
mit den Majorana-Spinoren ¥ und ¢ von Relevanz.

2.1.4 Die Super-Poincaré-Algebra

Wie in Abschnitt 1 erértert wurde, existieren nur triviale Erweiterungen der Poincaré-Gruppe P
zu einer Lie-Gruppe G, die dem direkten Produkt G = P®T von Poincaré-Gruppe P und interner
Symmetrie-Gruppe 7T entsprechen [22]. D.h. die einzig mégliche erweiterte Lie-Algebra besteht
aus den Generatoren P,, M, und I} der Translationen, homogenen Lorentz-Transformationen
und der inneren Symmetrie-Gruppe.

[P/“ Ik] = 0, [MMV7I’€] = 0, und [Ik, Il] = icklmIm. (243)

Die endlich vielen Erzeugenden Ij, der inneren Symmetrie-Gruppe kommutieren dabei mit den
P, und den M, und erfiillen die Lie-Algebra (2.43). Sie wirken auf physikalische Zustidnde
als Multiplikation mit spin- und impulsunabhéngigen hermiteschen Matrizen. Demnach besit-
zen alle Teilchen des irreduziblen Multipletts der internen Symmetrie-Gruppe die gleiche Masse
und den gleichen Spin. Wie in Abschnitt 2.1.3 diskutiert wurde, transformieren die Felder einer
physikalischen Theorie in einer bestimmten Darstellung der Symmetrie-Gruppe. Ebenso trans-
formieren die Generatoren der Symmetrie-Gruppe in einer spezifischen Darstellung der Gruppe.
Fragt man nach dem Transformationsverhalten der Erzeugenden von G, so transformieren die P,
in der (3, 3)-Vektordarstellung, M, als antisymmetrischer Tensor 2. Stufe in der (1,0) & (0, 1)-
Darstellung und die I in der skalaren (0, 0)-Darstellung.

Durch die Betrachtung der SL(2,C) als der universellen Uberlagerungsgruppe von £ wurden
die Spinorfelder eingefiihrt, die z.B. in der (3,0)- oder (0, 1)-Darstellung transformieren und
Antivertauschungsregeln geniigen. Die Einbeziehung von fermionischen Generatoren, die gemaf
dieser Spinor-Darstellungen transformieren, bildet den fundamentalen Schritt zur Konstrukti-
on einer Super-Poincaré-Algebra. Zunichst werden zusdtzlich zu den 10 Erzeugenden der

Poincaré-Gruppe N fermionische Generatorpaare Qi, Q! kit k = 1,..,nund I =1,.., N, die
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gemifl der (%, 0)- bzw. (0, %)—Spinordarstellung transformieren, eingefithrt!!. Es werde im Fol-

genden speziell der Fall von N' = 4 fermionischen Erzeugenden und d = 4 Raumzeit-Dimensionen
betrachtet. Die Einbindung dieser fermionischen Erzeugenden entspricht einer nichttrivialen Er-
weiterung der Poincaré-Symmetrie, die jetzt Transformationen zwischen Teilchen unterschied-
lichen Spins enthélt. Dies ist moglich durch die Nichterfiilllung der Voraussetzung ,,G sei eine
Lie-Gruppe* des Coleman-Mandula-Theorems dadurch, dass die Supersymmetrie-Algebra keine
gewoOhnliche, sondern eine Zs-graduierte Lie-Algebra reprisentiert.

Wodurch ist nun eine Zs-graduierte Algebra'? gekennzeichnet? Sie besteht wie eine Algebra aus
einem Vektorraum g iiber einem Korper K mit einer bilinearen Verkniipfung o : g X g — g mit
der zusitzlichen Forderung, dass g die direkte Summe g = g ® g; zweier'® Unter-Vektorriume
go und g ist mit den Eigenschaften

TooYo € o, TooT1 €, und w10y €8y Vro,Yo € o, VT1,Y1 € 1. (2.44)

Die Verkniipfung o zusammen mit (2.44) bezeichnet man als Graduierung. Aus (2.44) resultiert
sofort, dass g1 selbst keine Algebra darstellen kann, da die bilineare Verkniipfung z10y; € go die
Forderung der Abgeschlossenheit nicht erfiillt. Um eine graduierte Lie-Algebra zu konstruieren,
benotigt man zusétzlich zu (2.44) nachstehende Annahmen fiir die Verkniipfung o (Vgl. auch
Abb. 3, Def. einer Lie-Algebra g)

[1] Super-Antisymmetrie: x; 0y; = —(—1)"7y; o z; (2.45)
2] Super-Jacobi-Tdentitit:  (—1)"™xy o (Y, 0 2m) + (—1)"*y; 0 (2 0 2
+(=1)™z, 0 (xp 0 y) = 0, (2.46)

wobei x;,v;,2; € g, i = 0,1 gilt. Die Bedingungen (2.45) und (2.46) werden erfiillt, falls fiir
die Verkniipfung xg o yg der Elemente in gy bzw. xg o 1 von Elementen aus gg und g; der
Kommutator [-,-] und fir die Verkniipfung x; o y; von Elementen aus g, der Antikommutator
{-,-} gewahlt wird. D.h. gy wird aus den 10 bosonischen Generatoren P,, M,, der Poincaré-
Gruppe und g; aus den 2N\ fermionischen Erzeugenden Qé, Q% der Lorentz-Gruppe generiert.
Um zu einer strukturell einfachen Variante der Super-Poincaré-Algebra zu gelangen, werden die
Weyl-Spinoren Qi, Q'* zu vierkomponentigen Majorana-Spinoren durch Q7 = (Qi, Q™)T mit
I =1,..,.N = 4 zusammengefasst. Die zu bestimmende Algebra wird nun wie folgt konstruiert:

(1) Die moglichen Kommutatoren der Erzeugenden P, und M, aus go: [-,-] : 80 X 8 — 8o
entsprechen exakt der Poincaré-Algebra (2.14)-(2.16).
(2) Fir die Verkniipfungen [-,-] : gg X g1 — g1 zwischen bosonischen und fermionischen Ge-

neratoren sind die Kommutatoren [P, Q;] = (C,);”Qs und [M,,, Q1] = (Cu);”Q; mit den
Strukturkonstanten (C),);” und (Cy,),” zu bestimmen. Es kann allgemein gezeigt werden, dass
diese Strukturkonstanten N x N-Matrix-Darstellungen der entsprechenden Generatoren aus gg
sind. Fiir die Generatoren M), der Lorentz-Transformationen sind dies die in (2.33) eingefiihrten
Matrizen ¥,,,. Die Translationen betreffend werde die triviale Darstellung gewihlt:

[P, Q1] =0, (M, Q1) = (S) Q. (2.47)

(3) Die letzte Verkniipfung der Untervektorrdume gy und g; bildet der Antikommutator als
Lie-Klammer: {-,-} : g1 x g1 — go. Unter Annahme des allgemeinen Ansatzes {Qr,Qs} =
AY P, + By M, mit den Strukturkonstanten AY, und By, lasst sich zeigen'?, dass {Qr,Q;} =
—2(y*C)rsP, und mit Q = QTC

{Q1,Qs} =2("") 1P, (2.48)

HEs gilt n = 2[%], siehe Abschnitt 2.1.3

127ur Definition von ,, Algebra® siche Abb. 3

13 Allgemein: g ist die direkte Summe von n Unter-Vektorrdumen fiir eine Z,-graduierte Algebra.
Msiche [25], S. 340 und 341
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gilt'. Resiimierend lautet eine mogliche Darstellung der Super-Poincaré-Algebra in der Minkow-
ski-Raumzeit R!3, formuliert mit den 10 bosonischen Generatoren der Poincaré-Algebra P, M,
und den vier Majorana-Spinoren @ als fermionischen Generatoren

Super-Poincaré-Algebra:
Poincaré—Algebra (2.14)-(2.16),

[P/u QI} = 07
(M, Q1] = (Z)1” Q.
{Qr,Qs} =2(v")1s Py, I,J=1,..,4und u,v =0,...,3. (2.49)

Eine supersymmetrische Theorie, die obiger Form (2.49) der Superalgebra geniigt, kann natiirlich
noch um endlich viele Erzeugende einer inneren Symmetrie-Gruppe!'® erweitert werden.
Abschlielend wird nun die Poincaré-Superalgebra fiir die Einschrankung auf den in den folgenden
Kapiteln relevanten Fall einer d = & dimensionalen Minkowski-Raumzeit formuliert. Hier geht
die Supersymmetrie-Algebra (2.49) unter Beachtung der gewihlten Konventionen (2.34) fiir die
Gamma-Matrizen in

[P, Q] =0, {Q,Q} =29,
[Mio,Q] = %fﬁ@ [Mao, Q] = _%U3Q7 [Mi2,Q] = %UzQ, mit  p©=0,1,2 (2.50)

iiber.

2.2 Das Superraumkonzept

Analog zu der manifest Lorentz-kovarianten Formulierung relativistischer Theorien verkorpert
der Superraumformalismus ein Konzept zur Beschreibung supersymmetrischer Theorien, die in
diesem Superraum per Konstruktion manifest supersymmetrisch sind. Wie in Kapitel 1 bereits
erwihnt wurde, werden die gewthnlichen d Raumzeitdimensionen x = (z',...,2%) dabei um
p reelle fermionische Grassmann-Koordinaten § = (6!, ...,0P) erginzt. Die Gesamtheit dieser
Koordinaten bezeichnet man als reellen Superraum RP (siche Abb. 4). Mathematisch stellt

r € RY = (z,6) € RUP Superraum
p:x RV p(z) ER = &:(2,0) cRUWP — &(2,0) c R Superfeld

Abbildung 4: Der Ubergang von skalaren zu supersymmetrischen Feldtheorien.

dieser einen Zo-graduierten Vektorraum, bestehend aus dem geraden Untervektorraum R? sowie
dem ungeraden Untervektorraum RP, dar. Diese Struktur entspricht exakt derjenigen einer Zo-
graduierten Algebra gem#f (2.44)-(2.46), wenn man die Lie-Klammer als bilineare Verkniipfung
mit einschliet. So formen die Superraum-Koordinaten (z, ) eine abelsche!” Lie-Superalgebra
mit dem Kommutator als Verkniipfung zwischen zwei bosonischen bzw. einer bosonischen und
einer Grassmann-Koordinate und dem Antikommutator zwischen zwei Grassmann-Koordinaten.
Die n fermionischen und somit antikommutierenden Grassmann-Variablen geniigen der reellen
Grassmann-Algebra

{69,607y =0,i,j=1,...,n. (2.51)

5Bem. zu (2.48): Der Vorfaktor zwei ist rein konventionell eingefiihrt.

Innere Symmetrien zeichnen sich durch ihre koordinatenunabhingige Darstellung aus: ¢;(z') = (D(g)),” ¢;(x)
mit g € G.

"Die Eigenschaft ,,abelsch“ bedingt das Verschwinden aller Lie-Klammern zwischen Elementen des Superrau-
mes.
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Diese Algebra bedingt den antikommutativen Charakter der fermionischen Variablen 6'6% =
—020'. Auf Ebene der Quantenfelder geht das reelle Skalarfeld ¢(x) so formal in das reelle
bosonische Superfeld ®(z, ) tiber. Das reelle Superfeld verkorpert eine Superfunktion [25], die
in Potenzen von Grassmann-Variablen geméf

(z,0) = A(z) + Bo(2)0% + ... + D (2)€ay...a, 00000 + E(z)0'...0" (2.52)

(n—1)
entwicklelt werden kann'®. Die Koeffizienten in der Entwicklung in 6 reprisentieren lokale Fel-
der iiber der Minkowski-Raumzeit und werden auch Komponentenfelder genannt. Da das Su-
perfeld ein Lorentzskalar darstellt, miissen die Entwicklungskoeffizienten von geraden Potenzen
der Grassmann-Zahlen bosonisch und die von einer ungeraden Potenz fermionisch sein. Generell

zeigt (2.52), dass das k-te Komponentenfeld ( ko1

n > 1 gleich viele fermionische wie bosonische Freiheitsgrade aufweist.
Fortfithrende, den Superraumformalismus betreffende Details werden anhand des linearen su-
persymmetrischen Sigma-Modells im folgenden Kapitel 2.3 erlautert.

d ) reelle Freiheitsgrade besitzt, sodass & fiir

2.3 Das N =1 supersymmetrische lineare O(N)-Sigma-Modell in d = 3

Inhalt dieses Abschnittes ist das A' = 1 supersymmetrische O(N)-Modell in R%2. Diese Klasse
von Theorien wurde bereits in (1.5) in ihrer euklidischen Formulierung eingefiihrt. Von besonde-
rer Relevanz sind die Symmetrien des Modells. Zum einen weist die Wirkung des supersymme-
trischen O(N)-Modells Invarianz unter den kontinuierlichen Supersymmetrie-Transformationen
auf. Die entsprechenden Generatoren P, und M, der dreidimensionalen Minkowski-Raumzeit
sowie das fermionische Generatorpaar @, Q (N = 1) werden somit der in (2.50) vorgestellten
Super-Poincaré-Algebra geniigen. Des Weiteren zeigt die Wirkung Invarianz gegeniiber ortho-
gonalen Transformationen (siehe auch (1.6)), die das Skalarprodukt der N Superfelder ®!®;
invariant lassen. Da die Matrix-Darstellungen der Gruppe nicht von den Raumzeit-Koordinaten
abhingen, handelt es sich um eine innere Symmetrie. Des Weiteren kénnen in d = 3 euklidischen
Dimensionen keine Majorana-Spinoren konstruiert werden ( [33], Kapitel 3). Demnach miissen
die in Kapitel 4.1 folgenden Rechnungen im Kontext der Herleitung der Flussgleichung in der
Minkowski-Raumzeit mit 7,, = diag(1, —1, —1) durchgefiihrt werden. Die so ermittelte Fluss-
gleichung kann dann durch Wickrotation des Impulses ins Euklidische iiberfiihrt werden.
Untersucht werden soll demnach das supersymmetrische O(N)-Modell in der dreidimensiona-
len Minkowski-Raumzeit. Der R32-Superraum wird aufgespannt durch die reellen Koordinaten
(7,0) mit den drei Raumzeit-Koordinaten = = (2%, !, 2%) sowie den zwei'® Grassmann-Zahlen
6 = (0',6%). Wie bereits in Kapitel 1 diskutiert wurde, bildet das Superfeld nun eine differenzier-
bare Karte ® : R32 — RY als Bijektion von dem Superraum R3? auf die (flache) N-dimensionale
Zielmannigfaltigkeit M = R . Im Folgenden werden mit {<I>i}, 1=1,..., N die gewéhlten Koor-
dinaten auf der Zielmannigfaltigkeit RV bezeichnet. Diese kénnen zu einem N-komponentigen
Vektor-Superfeld 6, aufgebaut aus den N skalaren Superfeldern ®, zusammengefasst werden.
Konkret lautet eine Komponente des durch die Taylorentwicklung in € dargestellten Vektor-
Superfeldes & gemif (2.52)

, . . 1. .
Q' (z,0) =n'(z) + 00" (x) + 599F’($). (2.53)
In dieser Formulierung wurden die fermionischen Variablen #' und #? durch die Bezeichnun-

gen 6 = (04,6%)T und 0 = (i6?, —if') zu (konstanten) Majorana-Spinoren entsprechend der
Darstellung (2.41) zusammengefasst. Die reellen Komponentenfelder umfassen N Skalarfelder

Beq, . .a, bezeichnet das Levi-Civita-Symbol.

9Die Anzahl der Grassmann-Variablen entspricht der Zahl der fermionischen Generatoren. Diese ist durch
2N = 2 gegeben.
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ni(x), Pseudoskalarfelder F(x) sowie Majorana-Spinorfelder W(z) (Darstellung siehe (2.41)).
Das durch (2.53) gegebene Superfeld ist ebenso wie die Komponentenfelder reell:

*(x,0) =n' + (i0*x —i0'7)" + % (2i60%0")" F' = &'(x,0), (2.54)

wobei benutzt wurde, dass die komplexe Konjugation von Grassmann-Zahlen (6769)" = 076 der
hermiteschen Konjugation von Matrizen entspricht ([25], Kapitel 4.1.3).

Dieses O(N)-Modell mit einer Supersymmetrie entspricht formal der N-fachen Kopie des Wess-
Zumino-Modells in d = 3 Raumzeitdimensionen [16]. Die aus (2.53) zu konstruierende Wirkung
wird die Wechselwirkungen von jeweils N ungeladenen Majorana-Fermionen W? mit Spin 1/2
sowie den pseudoskalaren Teilchen F? und skalaren Teilchen n’ mit Spin Null untereinander
beschreiben. Erhaltene Supersymmetrie bedingt dabei identische Massen aller Teilchen sowie
die gleiche Anzahl von je 2N Freiheitsgraden fiir den bosonischen (n?, F*) und den fermioni-
schen (V) Sektor. Die Wechselwirkung besteht — wie aus der Lagrangedichte hervorgehen wird
— zum einen aus einer Selbstkopplung zwischen Bosonen untereinander und zum anderen aus
dem die Wechselwirkung zwischen den Skalarfeldern n’ und den Spinorfeldern ¥* beschreibenden
Yukawa-Term. Fiir die Majorana-Spinoren gelten die in Abschnitt 2.1.3 erlduterten Konventio-
nen.

Nun werde die globale Supersymmetrie-Transformation

(z#,0) — (z,0") = (a* + iby" e, 0 + ¢) (2.55)

mit dem konstanten, fermionischen Transformationsparameter € betrachtet?. Diese globale
Transformation auf Ebene der Raumzeitkoordinaten iibertrégt sich auf die Ebene der Superfelder
mit ®(z) — ®'(z) + J.P%(x). Mittels der Identifizierung 6. = i€Q wird der Supersymmetrie-
Generator Q definiert, der zusammen mit den Generatoren der Poincaré-Gruppe die Super-
Poincaré-Algebra gem#f (2.49) bzw. (2.50) erfiillt. Konkret bedingt (2.55)%!

0P oL’

a0n T 995
)

5.0 (z,0) = dat = (W) 4 B(F + i) + LOO(ENT) (2.56)

und mit der Darstellung (2.53) folgt unter Verwendung von (2.56) das Transformationsverhalten
dent = (€0, 6 U' = (F'+ign')e und O F' =i(egT?) (2.57)

der Komponentenfelder. Weiterhin ergibt sich fiir den Supersymmetrie-Generator die Gestalt
Q = —idy — @0 mit 05 = 0L /00. Zusammen mit Q = idy + 0@ wird der antikommutierende
Sektor der Super-Algebra (2.50)

{9, Ql} =2 (’Y“)kl 8u (2.58)

erfiillt. Interessant ist der Ausdruck des transformierten Superfeldes?? & = (1+i€Q)®? = ¢“2p?
mittels der Exponentialabbildung, die zeigt, dass endliche Supersymmetrie-Transformationen
erzeugt werden konnen. Um unter Supersymmetrie invariante Lagrangefunktionen zu finden,
werden Groflen benétigt, die mit den Supersymmetrie-Transformationen d. kommutieren. Durch
die superkovarianten Ableitungen

D=0;+i0 und D= —0y—i0d (2.59)

20Formal ist € ein konstanter Majorana-Spinor.

21% = % wirkt als ,Linksableitung“ auf eine beliebige Superfunktion. Ebenso kann die Rechtsableitung
-
% = 5% verwendet werden. Es gilt 6F'(0) = 50 6;91? = 6;%60.
22¢%€C — 1 4 j€Q unter Beriicksichtigung der Nilpotenz des Generators Q% = 0.
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sind zwei Operatoren auf dem Superraum gefunden, die dieses Kriterium erfiillen. Es werden
in dieser Arbeit die Notationen D und D; verwendet, wobei erstere den ,,Vektor* D meint,
letzere hingegen eine spezielle Komponente von D. Des Weiteren geniigen die superkovarianten
Ableitungen den Antikommutator-Relationen

{Di, Di} = —2(v")}; Op,s {Dy,D;} =0 und {D,D;} = 0. (2.60)

Nun soll die Lagrangedichte als reelle, skalare bosonische Griéfle des linearen Sigma-Modells
konstruiert werden. Relevant ist die Aussage, dass keine supersymmetrische Lagrangedichte mit
0.L = 0 existiert, da die Forderung

[Beys 0e,] £ = —261J2LL ~ DuL =0 (2.61)

eine konstante Lagrangedichte bedingen wiirde. Die Invarianz unter Supersymmetrie-Variationen
bleibt jedoch auch bei einer nicht-supersymmetrischen Lagrangedichte erhalten, falls 6.£ ~ 0, K
einen Divergenzterm darstellt. Betrachtet man z. B. ein einzelnes Superfeld ®(z, ), so wiirde
sich fiir die Variation der Wirkung mit [ dz := [ d3z df' d6?/(2i) fiir das Integrationsmaf des
Superraumes

= = 7] E € — 27 H 3 —
0eS =0 [dz P(z,0) /dz _;;0261 2(6(7\11) 567 /d z0,¥ =0 (2.62)

ergeben. Ausintegration der Grassmann-Koordinaten ist somit dquivalent zur Projektion der
Lagrangedichte auf den #0-Term. Als zu untersuchende Wirkung des supersymmetrischen
O(N)-Modells wird im Folgenden

S = /dzc(cpi,mﬂ,ﬁqﬂ)
— /dz <;(D¢>i)(D<I>i) +2W(;q)i¢’i)> = / dz <—;Kp+2W(p)> (2.63)

mit p := $®'®; und dem kinetischen Operator K := (DD — DD) gewihlt. Gl (2.63) setzt
sich dabei aus einem kinetischen Beitrag %K p und einem Potential-Term W (p) zusammen und
erfiillt offensichtlich die Forderung der Invarianz unter Drehungen und Drehspiegelungen (siehe
(1.5) und (1.6)).

Die Wirkung (2.63) ist per Konstruktion invariant unter Supersymmetrie-Transformationen.
Dies kann mit der ,, Wirkung® des Operators Q = —ids — @0 auf L gerechtfertigt werden: Die
Ableitung 95 von Q ist irrelevant aufgrund der Projektion der Wirkung auf den #6-Term beim
Ausintegrieren der Grassmann-Variablen. Der zweite Beitrag —@0 bedingt einen Oberfldchen-
Term, der bei hinreichend lokalisierten Komponentenfeldern zu .S = 0 fiihrt.

Unter Einbeziehung der Darstellung (2.53) des Superfeldes kann die Wirkung (2.63) auch in Ab-
héngigkeit der Komponentenfelder angegeben werden. Notwendig hierzu ist eine Entwicklung der
superanalytischen Funktion W (p) in den Komponentenfeldern ([25], Kapitel 4.3). Das Superfeld
p, gegeben durch

1._. 1 . _ S 1. _.
V.
=:p =:ps

besteht aus einem Ausdruck g ohne und einem Beitrag pgs mit Beteiligung von Grassmann-
Koordinaten. Ist die Funktion W (p) n-fach differenzierbar, so kann die Superfunktion W(p) in
einer Taylorreihe um p entwicklelt werden, die aufgrund der Nilpotenz von 6 und 6 bei dem
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n = 2-ten Glied abbricht:
W(p) =W(p) + i ;W@(m (ps)’
j=1
=W (p)+ W' (p) ((Gllli)ni +00Fn; — ;99(@\1@0 - %W”(ﬁ)é@@i\lﬂnmj. (2.65)
Die Lagrangedichte besitzt somit die Form

1, .y 1 . 1 . P
Lopf = —in’(?Qni — %\If@\lf - 5F2 + W (p)n'F; — 3 (W ()T T; + W"(p) U Wnn;). (2.66)
Losr heilt auch off-shell Lagrangedichte, da hier die unphysikalischen Hilfsfelder F' noch ent-
halten sind. Deren algebraische Bewegungsgleichungen kénnen durch die Euler-Lagrange-Gleich-
ungen ([25], Kapitel 6.5.8) bestimmt und in (2.66) eingesetzt werden. So gelangt man zu der
on-shell- Wirkung:

oL oL : A
- . = F'= -W'(p)n' 2.
SF O 0, F 0 = W' (p)n (2.67)
1 . P 1 _. _ .
Lon = —5n232ni - %\pa\y —W'(p)%p — 3 (W' (p)T*W; + W (p) 8" W n;n;) . (2.68)

Das physikalische Potential V (p) := (W’ (ﬁ))gﬁ bedingt fiir eine in g polynomiale Funktion
W' eine verschwindende Grundzustandsenergie des Systems: V| =0 = 0. Dies und der Aspekt,
dass W(p) = W(in'n;) eine gerade Funktion in den Komponentenfeldern n’ reprisentiert,
gewihrleisten die Erhaltung der Supersymmetrie fiir beliebige, in p polynomiale Superpotentiale.
Auch wird die O(N)-Symmetrie der Wirkung (2.66) auf allen Léngenskalen (siehe Kapitel 3)
erhalten bleiben. Jedoch schliefit dies nicht die Mo6glichkeit der spontanen Symmetriebrechung
aus. L. S. Brown beschreibt Systeme mit spontan gebrochener Symmetrie als?® | /[...] Systems
whose dynamics is invariant under some symmetry group but whose ground state does not share
this symmetry“. Es wird in Kapitel 5 gezeigt werden, dass das supersymmetrische O(N)-Modell
fiir spezifische mikroskopische Potentiale zwei entartete Grundzusténde bei pg = 0 und gy > 0
aufweist. Entscheidet sich das System fiir pg > 0, so wird demnach die O(N)-Invarianz spontan
gebrochen.

Z3aus [18], Seite 99.
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3 Die Methoden der funktionalen Renormierungsgruppe

3.1 Einleitung

Nachdem in den Kapiteln 1 und 2 die Grundlagen und theoretischen Hintergriinde der supersym-
metrischen Sigma-Modelle vorgestellt wurden, soll nun das mathematisch-physikalische Konzept,
mit dessen Hilfe diese Modelle zu untersuchen sind, erértert werden. Die funktionale Renormie-
rungsgruppe beschreibt als ein ,, Werkzeug“ der Quantenfeldtheorie bzw. der statistischen Feld-
theorie physikalische Modelle in Abhéngigkeit einer kontinuierlichen Lingen- (Energie-, Impuls-)
Skala. Im Zentrum steht dabei die Untersuchung des Ubergangs von der Mikrophysik auf klei-

wachsende Lingenskala %

Ubergang: Anderung der...

...fundamentalen Kopplungen
...relevanten Freiheitsgrade
...Symmetrien
...Phasenstruktur der Theorie

Mikrophysik
e kleine Léngen-
skalen % = %

Makrophysik
e grofle Langen-

mdaglich. skalen % — 00

Abbildung 5: Der Renormierungsgruppenfluss beschreibt die Physik der Skalen, ausgehend von
mikroskopischen Wechselwirkungen auf kleinen Langenskalen hin zu der Makrophysik auf groien
Léngenskalen.

nen Léngenskalen/groflen Impulsskalen zu der Makrophysik auf groflen Lingenskalen/kleinen
Impulsskalen, denn hier kénnen sich wesentliche physikalische Eigenschaften der Theorie &ndern
(sieche Abb. 5). Aus dem Blickwinkel der Mathematik betrachtet, stellt die Renormierungs-
gruppe eine funktionale Methode dar, deren Ziel die Berechnung der skalenabhingigen modi-
fizierten Legendre-Transformierten des skalenabhéngigen erzeugenden Funktionals Wy[J] der
verbundenen Korrelationsfunktionen ist. Diese essentielle Grofle heifit effektive Mittelwertwir-
kung Ty [®]. Thre Bestimmung erfordert die Losung einer funktionalen Differentialgleichung mit
Anfangsbedingung — der Flussgleichung. Diese beschreibt die von Quantenfluktuationen be-
einflusste Evolution der effektiven Mittelwertwirkung mit dem Skalenparameter k. Ausgehend
von der klassischen Mikrophysik, die nur Quantenfluktuationen auf Skalen unterhalb 1/A < 1
einschlieBt, sind mit wachsender Skala 1/k Fluktuationen groBerer Reichweite enthalten. Die
Makrophysik enthélt schliefllich Fluktuationen auf allen Skalen. Von tragender Bedeutung fiir
die korrekte Beschreibung der Makrophysik ist die zu wihlende Struktur der skalenabhéingigen
effektiven Wirkung I'y[®]. Eine solche Wahl, auch Trunkierung genannt, sollte systematisch und
durch physikalische Argumente (z.B. die Beachtung relevanter Freiheitsgrade) begriindet sein.
Durch I'y[®] wird der makroskopische Erwartungswert der Quantenfelder sowie deren Dynamik
bestimmt und jegliche physikalische Information kann aus diesem erzeugenden Funktional ge-
wonnen werden.

Anwendung findet die funktionale Renormierungsgruppe in Eichtheorien wie z. B. der Quanten-
chromodynamik [39,41, 42], skalaren Feldtheorien [6], supersymmetrischen Theorien (z.B. der
supersymmetrischen Quantenmechanik, Wess-Zumino-Modellen oder Sigma-Modellen [14-17]),
der Gravitation [38,40] oder auch in der Physik der kondensierten Materie [6].
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3.2 Der Renormierungsgruppenfluss

Inhalt dieses Kapitels ist die Herleitung und Erkldrung der Flussgleichung als Bestimmungs-
gleichung fiir die effektive Mittelwertwirkung. Diese Flussgleichung stellt den Ausgangspunkt
zu allen weiteren Untersuchungen der supersymmetrischen Sigma-Modelle dar. In Abschnitt
3.2.1 wird zunéchst der quantenfeldtheoretische Begriff der effektiven Wirkung erortert, bevor
in 3.2.2 die Herleitung der Flussgleichung dargestellt wird. Da dem zu untersuchenden linearen
Sigma-Modell die dreidimensionale Minkowski-Raumzeit zugrunde liegt?*, wird die Flussglei-
chung ebenfalls in der Minkowski-Raumzeit formuliert. Eine dquivalente Herleitung in der sta-
tistischen Feldtheorie gibt z. B. [7]. Weiterhin wird sich in Abschnitt 3.2.1 auf reelle Skalarfelder
beschriankt, eine Verallgemeinerung auf andere Felder folgt analog.

3.2.1 Die effektive Wirkung

Die effektive Wirkung fungiert als erzeugendes Funktional von Korrelationsfunktionen, aus denen
physikalische Erkenntnisse, z. B. {iber Streuexperimente von Teilchen gewonnen werden kénnen.
Eine n-Punkts-Korrelationsfunktion ergibt sich dabei aus dem Produkt von n Feld-Operatoren
an verschiedenen Raumzeitpunkten, gemittelt iiber alle Quantenfluktuationen (Feldkonfigura-
tionen):

!

(pla1) - - - olan)) = N/DSO (1) - - p(p)e mit (1) =1 (3.1)

mit der Normierungskonstanten N. Diese Korrelationsfunktionen kénnen mit Hilfe des endlichen,
renormierten, erzeugenden Funktionals?®

' —1)" 0" Z[J]
Z[0] = | DS+ 79 qurch () = D -
)= [ Do weh o) o)) = i (570 a7 )|, 32
generiert werden. Durch die Definition W[J] := iln Z[J] kann das erzeugende Funktional der

verbundenen Korrelationsfunktionen W[J] eingefithrt werden. Analog zu (3.2) ergeben sich z. B.
die verbundenen Zweipunktsfunktionen

2
O sy = (Plaplen)s = el (pta), (33

in Anwesenheit der Quelle J. Weiterhin gilt

SWJ]
STy = e

(3.4)

Die effektive Wirkung I'[¢] ist nun definiert als Legendre- Transformierte des Schwinger-Funk-
tionals W[J]| mit der Variablen-Transformation J — ¢:

Ig| := sgp <—W[J] — /ng) . (3.5)
Erwéhnt werden sollten an dieser Stelle zwei relevante Eigenschaften von Legendre-Transfor-
mationen (LT) [34]:

1. Die LT iiberfiihrt konvexe Funktionen wieder in konvexe Funktionen.

9. Eine LT ist umkehrbar, d.h.f Z5 ¢ 25 £,

Dies impliziert, dass die effektive Wirkung fiir ein gegebenes konvexes Funktional W[J] ebenfalls

24 Begriindung: Die Nichtexistenz von Majorana-Spinoren im dreidimensionalen euklidischen Raum.
*Unter [ fg sei im Folgenden [ dzf(z)g(x) und unter der abkiirzenden Schreibweise [ = [ d°z bzw. [, =

d3p
f a3 2u verstehen.
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konvex ist. Gesucht ist fiir ein beliebiges, gegebenes ¢ ein spezielles J = Jg,, = J[¢|, fiir das
(3.5) maximal wird. Fiir J = Jgy, ergibt sich mit (3.4)

O (_win— 1 WU _
6.J () < Wi /M)) =0 < 5J(z) ¢() (e(@))J, (3.6)

d.h. ¢ entspricht dem Erwartungswert der Quantenfelder ¢ in Anwesenheit der Quelle J:
(p)s = ¢. Durch die Legendre-Transformation (3.5) und GI. (3.6) wurde somit der Ubergang
zur effektiven Wirkung als Funktional der Felder ¢ vollzogen, d. h.

T = (—/‘W&J—/(w)cp—/ﬂw)) =_ /J(&p)

Durch die funktionale Ableitung einer gegebenen Wirkung S nach den Feldfunktionen kénnen
bekanntlich die Bewegungsgleichungen der Felder abgeleitet werden. Ebenso generiert die funk-
tionale Ableitung der effektiven Wirkung nach den Feldern ¢ an der Stelle J = Jg,;, die die
Dynamik des Felderwartungswertes bestimmende Quanten-Bewegungs gleichung?®

= T=T[¢. 3.7)

Jsup Jsup

oTl¢] [ SWII6J() [ 6J(x)
0p(x) S 0J(a") dp(x)  Jo do(2)

o(x') — J(z) = —J(). (3.8)

3.2.2 Die Renormierungsgruppen Flussgleichung

Intention dieses Kapitels ist die Herleitung einer Bestimmungsgleichung in Form einer funktio-
nalen Differentialgleichung fiir die gemittelte effektive Wirkung I'y[¢]. Letztere verkorpert dabei
eine Interpolation zwischen der klassischen Wirkung S[¢] fiir & — A und der effektiven Wir-
kung I'[¢] fiir & — 0. Als Impulsskala fungiert der Parameter k. Weiterhin wird in Anlehnung
an das supersymmetrische O(NV)-Sigma-Modell nicht mehr von einem Skalarfeld, sondern von
N Feldern ¢; ausgegangen. (Bemerkung: Zwecks Ubersichtlichkeit wird auf die Indizes in den
Argumenten der Funktionale verzichtet.)

Den Ausgangspunkt bildet das infrarot-regulierte Analogon®” des erzeugenden Funktionals (3.2)

ZulJ] = e~ Wild] — GBS 71 / Dip iSleI+] T3+081¢) (3.9)
. 1 [ d
mit ASle] = 5 [ G- Byl ) (3.10)

ASj[p] stellt einen impulsabhéingigen und in den Quantenfeldern quadratischen Massenterm dar,
der die Propagation von IR Moden bei geeigneter Wahl der Regulatorfunktion Ry unterdriickt.
Analog zu (3.6) bzw. (3.3) ergibt sich wieder an der Stelle J = Jg,

Wi [J]

2

26Bemerkung: Die zweiten funktionalen Ableitungen einer Funktion und ihrer Legendre-Transformierten sind
2
invers zueinander. Dies bedingt fiir die effektive Wirkung I'[¢] und das Schwinger-Funktional W[J]: % =
_8J(@). _SW[I]  _ _ 34(y) @ we
~52w i = st 7y Lea W = 0@ = 2).
27f[w] ist ein Funktional des leferentlaloperators 57+ S0 kann fiir die in eine Potenzreihe entwickelbare Funk-

Z|Jl = [Dof(e(x))e WSlel+] T9) g,

tion f gezeigt werden, dass f[(”(z)

2Im Superraum ist die zweite funktionale Ableitung in (3.11) durch

S W]t b
0Jm (y) k[ ]5.]71,(.19/) gegeben.
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Die in ASy auftretende Regulator-Funktion Ry (p) in (3.10) muss nachstehenden Anspriichen
genligen:

(1) lim Ry(p) >0 = Infrarotregularisierung (3.12)
(2) lim Ri(p) =0 = volle effektive Wirkung fiir &k — 0 (3.13)

(3) lim Ri(p) — o0 = klassische Wirkung fiir £ — A (3.14)

Die Forderungen (3.12)-(3.14) gewéhrleisten die regulatorunabhéingigen physikalischen Grenzfille
der Makro-und Mikrophysik. Die Renormierungsgruppen Trajektorie im ,, Theorie-Raum® weist
jedoch eine spezifische Regulator-Abhéngigkeit auf. Dies motiviert die Suche nach optimierten
Regulator-Funktionen, die die Konvergenz des Flusses zur vollen Quantentheorie gewihrleisten
und férdern [4]. Nun kann die skalenabhdngige effektive Wirkung I'y[¢] mittels einer modifizierten
Legendre-Transformation?® definiert werden:

Tel¢] = sup (— / J - WM) — ASk[g]. (3.15)

Es kann wiederum die Quanten-Bewegungsgleichung (vgl. Relation (3.8))

AL ~ ASk[¢]
d¢i(x) 6i(x)

bzw. die zweite funktionale Ableitung

= —Jl(:E)

——h(a) = [ (Bis(o, )65 (3.16)

Prulg]  _ 0di(x)
00i(x)odi(y)  69;(y)

fir J = Jgyp ermittelt werden. Wie bereits bemerkt wurde, sind die zweiten funktionalen Ablei-
tungen einer Funktion und ihrer Legendre-Transformierten invers zueinander. Bezogen auf die
durch eine modifizierte Legendre-Transformation gegebene Bestimmungsgleichung (3.15) fiir die
effektive Mittelwertwirkung, ergibt sich mit (3.11) und (3.17) die Relation®"

(R )ij (@, y) (3.17)

@ 0 () dn(y)
I+ Re)mn (2, ) (Gr)n ,z:/ = 00(x — 2). 3.18
[+ Bmne ) @onty2) = [ S < bse = 19
Mit Einfithrung des einheitenlosen Skalenparameters
k
t:=In <A> (= 0 = kok) (3.19)

kann nun die gesuchte funktionale Differentialgleichung fiir T'y[¢] abgeleitet werden. Der Fluss
der Wirkung fiir fixiertes ¢ (und somit skalenabhéngiges J = Jj) ist an der Stelle J[¢] = Jgyup
gegeben durch

Wi J]
0J;
=—¢;

AL UTEANA] (3.20)

oruldll, =~ [@f) -3~ amila), - | 00T — OAS 6]

29Durch die Modifikation AS) der Legendre-Transformation muss I'y fiir endliche £ nicht konvex sein. Die
Konvexitit von I'y, wird aber immer im Limes & — 0 durch limy_,0 AS, = 0 (3.13) gewéhrleistet sein.
30 Abkiirzende Schreibweise der funktionalen Ableitungen einer Funktion A[g()]:

§"A[] — . .
Tty = AT (@1 0)
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Die Ableitung des Schwinger-Funktionals Wj[.J] nach dem Skalenparameter ¢ nimmt mit (3.10)
und der Definition der Greens-Funktion

S2Wi[J]

(Gr)mn(z,y) = ST (@) Tnly) (1) ((em(@)en(y)) g — dm(2)dn(y)) (3.21)

(vgl. GL (3.3)) die Form3!
oWy = 00 23] == [ [ (o@D R, 0)n 1)

zJy
_ / / (OB (@) (G (9> ) — D AS[6]
zJy
— —iTr ((0,Ri)Gr) — O ASk[¢) (3:22)

an. Die resultierende Flussgleichung im Minkowski-Raum lautet mit (3.18), (3.20) und (3.22)
fiir festes ¢ und J = Jgy,, folglich

or4l6) = L1 (@R 6] + B ). (3.23)

Der Ubergang zu supersymmetrischen Theorien ergibt sich durch die Ersetzungen der Felder
durch Superfelder ¢* — ®* sowie der Spur durch die Superspur Tr — STr, d.h.

Flussgleichung:
9,0, [@] = %STr ((atRk)@,(f) @] + Rk)_1>

- ;/dz/dzl (OrRk)mn (2, z’)(l“,(f) [®] 4+ Ri)o (2, 2),

(3.24)

wobei [dz = [d3zdf' d6?/(2i) das IntegrationsmaB des R32-Superraumes und n,m = 1,..., N
die Feldindizes darstellen.

Resiimierend lisst sich festhalten: Mittels der Flussgleichung (3.24) kann die Physik, ausgehend
von einer gegebenen Wirkung T'p bei einer mikroskopischen Skala k = A, in Abhéngigkeit der
Léngenskala k& anhand der effektiven Mittelwertwirkung I'p beschrieben werden. Dies eroffnet
Kenntisse iiber die komplexe Makrophysik bei kleinen Skalen k — 0 in Form der effektiven
Wirkung T'r—o = I'. Des Weiteren ist die Wahl einer geeigneten und den Bedingungen (3.12)-
(3.14) geniigenden Regulatorfunktion Ry zwecks Regularisierung notwendig.

3.3 Trunkierungen

Der zu bestimmenden effektiven Mittelwertwirkung I'y, muss eine mathematische Form zuge-
ordnet werden — die Trunkierung. Dieser Schritt ist essenziell, da er der ersten notwendigen
Niherung in der Renormierungsgruppen-Methode entspricht. Die theorieangepasste Wahl einer
konkreten Trunkierung zeichnet sich dadurch aus, dass sie systematisch und physikalisch sinnvoll
ist sowie die relevante Dynamik des Modells enthéilt und nicht zuletzt eine numerisch/analytisch
handhabbare Struktur aufweist.

Nachstehend werden die wichtigsten zwei Trunkierungsmethoden — speziell angewandt auf das
supersymmetrische O(N)-Modell — vorgestellt.

S (Gr)mn (@, y) = (Gr)nm (y, 7).
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(i) Operatorentwicklung Diese Approximation stellt die Entwicklung der effektiven Wirkung
durch Operatoren steigender Massendimension dar. Ein naheliegender Ansatz ist die Wahl von
Ableitungsoperatoren wie der partiellen Ableitung 0™ in skalaren bzw. der superkovarianten
Ableitung D" in supersymmetrischen Feldtheorien — die ,,Gradientenentwicklung®. Diese Trun-
kierungsmethode wird in Kapitel 4.1 zur Herleitung der Flussgleichung des supersymmetrischen
O(N)-Modells in d = 3 angewandt und bedingt die Form

o] = [ (2000) - Zu(0) ;KD - [YilphpEp + O ) (3.25)
der effektiven Mittelwertwirkung I'y mit [dz = [d3z df' d6?/(2i) als dem Integrationsmaf} im
R32-Superraum. Zentraler Operator ist hier der kinetische Operator K = %(T)D — DD). Die-
se Ableitungsentwicklung eignet sich trotz der Nicht-Analytizitit des kritischen Propagators®?
Ff) ~ p?(p? + k2)”7/ 2 bzgl. der Impulskoordinate auch zur Extraktion der Physik in der Nihe
des Phaseniibergangs. Fiir kleine Impulse p?> — 0 folgt das regulire Verhalten F,(f) — 0. Fir
groBe Impulse p? > k2 ist der Propagator I'®) ~ p?~" zwar manifest nichtanalytisch, der Beitrag

zum Impulsintegral in (3.24) ist jedoch durch 9; Ry, stark unterdriickt.

(i1) Vertewxentwicklung Die Vertexentwicklung?3

T, [@] = Z;/dzl...dzn T (21, oo 20) ®(20) B (20) (3.26)
n=0

besitzt als Entwicklungskoeffizienten die Ein-Teilchen-irreduziblen (1PI) Greens-Funktionen F,(gn).

Diese Naherung fiihrt auf ein unendliches System von gekoppelten Integro-Differentialgleich-
ungen fiir die F,(Cn) ghnlich zu den Dyson-Schwinger-Gleichungen. Praktisch wird die Trunkierung

nur endlich viele Terme enthalten.

3.4 Regulatoren

Wie bereits in Abschnitt 3.2.2 erwidhnt wurde, muss die Regulatorfunktion Ry(p) den drei Be-
dingungen (3.12)-(3.14) geniigen. (3.12) garantiert IR-Regularisierung fiir kleine Impulsskalen
p? — 0, die Forderungen (3.13) und (3.14) gewiihrleisten einerseits die Dominanz der klassi-
schen Feldkonfigurationen und somit den Ubergang von I'y[¢] zur mikroskopischen Wirkung S
fiir K — A und andererseits den Ubergang von I'y[¢] zur vollen effektiven Wirkung I" im Limes
k — 0. Eine diesen Anspriichen gerecht werdende Regulatorfunktion ist z. B. gegeben durch [7]

Ry(p) = p? (ez; — 1> o pf (Zi) : (3.27)

Fiir kleine Impulse im Infrarotlimit (p/k)? — 0 entspricht lim, /)20 Ri(p) = k? einem zusiitz-
lichen Massenterm im Nenner der regularisierten Greensfunktion in der Flussgleichung (3.23).
Dies pradestiniert die Methode der funktionalen Renormierungsgruppe fiir die Behandlung von
Theorien, die im Infrarotbereich in der Stérungstheorie problematisch werden. Als Beispiel sei
das bosonische (und folglich auch das in dieser Arbeit betrachtete supersymmetrische) O(V)-
Modell erwahnt, in dem masselose Goldstonebosonen fiir NV > 1 in der spontan gebrochenen
Phase auftreten. Neben der Infrarot-Regularisierung garantiert R, durch die fiir p? > k? expo-

2
nentiell abfallende Ableitung lim, /52 o 01 Rk (p) ~ 2k? (%)4 e~(8)” = 0 im Zihler von (3.23)
auch UV-Regularisierung.

32giche [6], Kapitel 2.3. n > 0 bezeichnet die anomale Dimension, gegeben durch 7 = —8; In Z;, mit der Wellen-
funktionsrenormierung Zj.

38, = (z,0) entspricht den Koordinaten im Superraum.

27



Wie gestaltet sich nun die Einfithrung des Regulator-Terms in supersymmetrischen Theorien?
In (3.10) wurde fiir eine skalare Feldtheorie der in den Quantenfeldern ¢’ quadratische Regu-
lator-Ausdruck eingefiihrt, wobei in die Flussgleichung der Ausdruck ASl(f)[(I)] einflieft. Die
spezielle Wahl eines in den Feldern quadratischen Regulator-Terms AS), gewihrleistet die ein-
Loop-Struktur der Flussgleichung (3.24). Relevant bei der Konstruktion des supersymmetrischen
Regulator-Terms ist, dass ASg[®] die Symmetrien der Wirkung — O(N)-Symmetrie und Super-
symmetrie — respektiert. Invarianz unter Rotationen fordert einen Regulator-Term diagonal in
den Feldindizes. Die zweite Forderung der Invarianz unter Supersymmetrie-Transformationen
fithrt auf den Regulator-Ausdruck

AS,[®] = % / dz &' (Ry,(D, D)b;) . (3.28)

Die Regulator-Funktion Ry (D, D) ist hierbei eine beliebige Funktion der superkovarianten Ab-
leitungen D und D. Unter Beriicksichtigung der Antikommutatoren (2.59), die D? = D? = 0
und D;D; = —D;D; bedingen®*, vereinfacht sich die Struktur der Regulatorfunktion zu R =
Ry (DD). Eine gerade Potenz des Produktes DD fiihrt unter Verwendung von (2.59) auf Potenzen
des d’Alembert-Operators geméfl

<;252>> " = (-92)". (3.29)

Demnach besitzt der allgemeine und die Symmetrien der Theorie respektierende Regulator-Term
die Form

1 . .
ASk[CI)] = 5 /dz P |:(27“1(78§,k) - T2(78%,k)K)5ij:| P’ (3.30)

mit dem kinetischen Operator K = DD = %(@D — DD). In Abschnitt 4.2 werden die Regula-
torfunktionen r1(p?, k) und ro(p?, k) spezifiziert und die Erfiillung der Forderungen (3.12)-(3.14)
wird iiberpriift. Sie lauten

ri(p® k) =0 und ro(p?, k) = <‘; — 1> O(k? —p2). (3.31)

Abb. 6 zeigt die Regulator-Funktionen (3.27) und (3.31) sowie deren Ableitung nach ¢ = In(k/A)
graphisch.

r2(p? k)
at r2( p2! k)

K2

K2/(e-D---°

Abbildung 6: Graphische Darstellung der Regulatorfunktionen (3.27) und (3.31) sowie deren
Ableitungen nach der dimensionslosen Skala t.

34Die gewihlten Gamma-Matrizen v = (02,i03,401) (2.34) sind aufgrund der Spurfreiheit der Pauli-Matrizen
ebenfalls spurfrei. Es folgt {Dy, D1} = =2 (7*),, 0. = 0.
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3.5 Fixpunktanalyse

Eine fundamentale Quantenfeldtheorie besitzt die Eigenschaft, dass ihre Renormierungsgrup-
pentrajektorie auf alle Skalen k € [0, 00) ausdehnbar ist. Dies ist in der Tat moglich, wenn diese
Trajektorie einen Fizpunkt im Theorieraum®® erreicht. Dieser Punkt zeichnet sich durch Invari-
anz unter Renormierungsgruppen-Transformationen — und somit Invarianz unter Variation des
Skalenparameters k — aus.

Die Fixpunktanalyse einer Theorie kann z. B. durch die Parametrisierung der effektiven Wirkung
Iy durch unendlich viele dimensionslose Kopplungen a;(t) erfolgen. Eine vorhersagbare Theo-
rie weist dabei nur endlich viele, den Renormierungsgruppenfluss bestimmende, physikalische
Parameter auf. Aus der Flussgleichung (3.23) folgt die Evolution der Kopplungen

Gta,;(t) = Bl(ak) (3.32)

mit dem dimensionslosen Skalenparameter ¢ = In(k/A). Die in (3.32) eingefiihrte 5-Funktion
weist keine explizite Abhéngigkeit von der Skala ¢ auf. Dies folgt u.a. aus der Struktur der
resultierenden Flussgleichung (4.65), die keine explizite t-Abhéngigkeit enthilt. Fixpunkte im
Raum der Kopplungen geniigen der Bedingung

Bi(ak«) =0 Vi (3.33)

Es handelt sich um einen Gaufschen Fizpunkt, falls a;, = 0Vi bzw. um einen nicht-Gaufischen
Fizpunkt, falls (mindestens) ein i existiert, fiir dass a;, # 0 gilt. Um die Kopplungen in der
Néhe des Fixpunktes zu untersuchen, wird der Fluss um diesen linearisiert geméf

05;
Bi = Bilars) + 5= (aj = aj<) + O ((aj — aj)(ax = ax.))
Jlag «
) ; . 98;
(3.35) B/(aj — aj.) + O (a?) mit B/ = bi . (3.34)
8aj ko«
Die durch den Index n nummerierten Eigenwerte w, =: —©,, kénnen aus der Stabilititsmatriz
B, durch Diagonalisieren bestimmt werden:
B/VI'=w, V" = -6, V;". (3.35)

V" ist hierbei der zu dem Eigenwert w, gehorige Eigenvektor. Zentrales Resultat dieser Fix-
punktanalyse sind die kritischen Exponenten 0,, als negative Eigenwerte, mit deren Hilfe die

Theorie nun klassifiziert werden kann. (3.34) fithrt mit (3.35) auf die Evolution der Kopplungen

ai(t) = ai + Y _ CpVi"e Ont (3.36)

im linearisierten Fixpunktregime. Die Konstanten C),, werden durch die Anfangsbedingungen
bei k = A fixiert. Durch sgn (©,,) wird die Evolution von I'j, zu grofien Lidngenskalen & — 0
determiniert:

0, <0 — irrelevante Eigenrichtung
0,=0 — marginale Eigenrichtung
0, >0 — relevante Eigenrichtung. (3.37)

Irrelevante Eigenrichtungen im Theorieraum mit 6, < 0 werden im Limes t — —oo ex-
ponentiell unterdriickt und die Kopplung evolviert asymptotisch gegen ihren Fixpunktwert

35Dies ist der Raum, der von allen die effektive Wirkung bestimmenden Operatoren wie z. B. ®'®;, ®'K ;...
aufgespannt wird.
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a;(t — —o00) — aj. Tritt mit ©,, = 0 eine marginale Eigenrichtung auf, so kann mittels des
linearen Ansatzes (3.34) keine Aussage iiber das Verhalten der Kopplungen in einer Umgebung
der Fixpunktlosung getroffen werden und héhere Ordnungen miissen beriicksichtigt werden. Dem
Namen nach interessant sind die relevanten Richtungen ©,, > 0. Hier ergibt sich mit (3.36) ein
von der Fixpunktkopplung sich exponentiell entfernender Fluss der Kopplung a;(t). Die Anzahl
der zu fixierenden physikalischen Parameter des Modells setzt sich folglich aus der Summe der

relevanten und marginal-relevanten Eigenrichtungen zusammen?6.

36Die Anzahl der physikalischen Parameter im UV und im IR stimmt im Allgemeinen (z.B. fiir Kondensate,
gebundene Zusténde,...) nicht miteinander iiberein.
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Teil 11

Das lineare N = 1 supersymmetrische
O(N)-Sigma-Modell in d = 3

4 Die Flussgleichung des supersymmetrischen O(N)-Modells in
LPA

4.1 Herleitung der Flussgleichung im Superraum

,Phénomenologische* Grundlage jeder Theorie ist ihre Wirkung. Im Folgenden wird das be-
reits in den Kapiteln 1 und 2.3 vorgestellte supersymmetrische lineare O(N)-Sigma-Modell3”
iiber dem dreidimensionalen Minkowski-Raum untersucht. Zielstellung dieses Abschnitts ist
die Auswertung der Flussgleichung (3.24) im R32-Superraum fiir eine gewihlte, systematische
Trunkierung der Wirkung T'y[®].

Um eine moglichst exakte Beschreibung des linearen Sigma-Modells zu erzielen, wird die La-
grangedichte in der Operatorentwicklung

o] = [ (2W00) - 24(0) ;KD - [Yilp)pEp + O ) (4.1)
entsprechend Gl. (3.25) (7] durch Operatoren steigender Massendimension dargestellt. [ dz :=
[d3x d6* d6? /(2i) bezeichnet das IntegrationsmaB im R32-Superraum. Als Ableitungsoperatoren
fungieren an dieser Stelle die superkovarianten Ableitungen D und D, die in dem kinetischen
Operator K = % (T)ﬂ)l - Dﬂjl) enthalten sind. Des Weiteren werde nur die erste Ordnung in der
Ableitungsentwicklung — die Local Potential Approzimation (LPA) — betrachtet. Diese enthélt
ein skalenabhéngiges Superpotential Wy (p) sowie einen skalenunabhéngigen kinetischen Term
mit Zx(p) = 1. Die néchste Ordnung wiirde eine im Allgemeinen feldabhéngige Wellenfunkti-
onsrenormierung Zi(p) sowie die Funktion Yx(p) (hier Mischung der Ableitungen verschiedener
Felder) beinhalten. Essenziell ist auBerdem, dass die Entwicklung in K (4.1) sowohl O(N)-
Symmetrie als auch Supersymmetrie erhélt.

Ausgangspunkt fiir die folgende Herleitung der Flussgleichung fiir das Superpotential Wy (p) in
der LPA ist demnach die effektive Mittelwertwirkung in der Trunkierung

. 1.
I‘k[CI)Z] = /dZ (—QCI)ZK(I)Z' + QWk(p)> (4.2)
1. 1 - _
mit p = 5@2@, K= §(DD —DD) und i=1,...,N. (4.3)
Die Herleitung der Flussgleichung fiir Wy (p) erfolgt direkt im R312-Superraum mit den Koor-

dinaten z = (z,0',60%) mit z = (z°,2',2?%). Der Fluss der effektiven Wirkung ist gemif (3.24)
durch

or, = 1§ /dz 02 (O Re)mn(2, ) (Cium(2 2) (4.4)
{ 1
= 2/d333 d91 d(92 d3$,d91/ d02/ (22)2 (atRk)mn(:ﬂ,x/ﬁl,gl/’nggm) (Gk)nm(x’fxﬁl’fGl,02/702)
(4.5)
:i/d3$d91d92d01/d02/ 1 / d3p (6R) L o1 02 2,(G) 1/_pl p2/_p2
9 (2i)2 (27()3 t4k )mn(p,01 —017,62—02) k)nm(p,01’—01,602/—62)
(4.6)

37Es werden die in Kapitel 2.3 erérterten Konventionen benutzt.
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gegeben. Der Ubergang von (4.5) zu (4.6) wurde dabei durch die Fouriertransformation f(z) =
i % f(p)e~* ortsabhiingiger Funktionen zu impulsabhingigen GroBen vollzogen. Des Weite-
ren stellt (Rg)mn einen supersymmetrischen Regulator-Term und (G )pm die verbundene Zwei-
punktsfunktion dar. Generell gilt, dass die zweiten funktionalen Ableitungen eines Funktionals
und dessen Legendre-Transformation invers zueinander sind. Dies gilt folglich in analoger Weise
fiir die effektive Wirkung I'x[®?] und das erzeugende Funktional der verbundenen Zweipunkts-
funktionen Wj[J?], die mittels einer durch ASy[®] modifizierten Legendre-Transformation in-
einander iibergehen3®. Dies fiihrt zu der Bestimmungsgleichung

/dz (Gr)mn(Z, z)(Fi + Ri)np(2,2") = 8mpd (Z — 27) (4.7)

der fiir die Deduktion der Flussgleichung relevanten Greensfunktion Gj. Ebenso wie die trun-
kierte effektive Mittelwertwirkung (4.2), muss der Regulator-Term ASi[®] O(N)- und Super-
symmetrie erhalten. In den Grundlagen in Abschnitt 3.4 wurde die allgemeine, die Symmetrien
der Theorie erhaltende Struktur des Regualor-Terms bestimmt. Dieser in den Superfeldern qua-
dratische Regulator [14,16] besitzt gemé$ (3.30) die Form

1 ; j
ASy = 3 / dz @ [(2r1<_ag,k> — ooz ) K )%] . (4.8)

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen und Rechnungen spielt dessen Diagonalitdt bzgl. der
Feldindizes eine tragende Rolle. Zunéchst muss die zweite funktionale Ableitung der Wirkung
nach den Superfeldern

K 5

5o (e H S

ermittelt werden. Unter Verwendung von [ dz (DyDp®")®; = — [ dz ®'(DyDy®;) ergibt sich
[dz (K®")®; = [ dz ®(K®;) und mit der Abkiirzung

(4.9)

6(z—2)=2i6(x — ) 6(0% — 62) 5(0* — 91)3 (4.10)

folgt
5 D[ . SWilp(2)] dp(2)
Tson(z) /dz ( (B)0(2=2) + 2/dz 3p(Z) 5<I>”(Z))

= /dz 2) + 2Wi(p(2) @, (2)] 6(2 — 2)

= [-K +2W;(p ))} P (2) (4.11)
und somit

@ LA
L a(z:2) = o (z)rk o)~ [(= K + 2W(0) b + 2W @n®ri] ) 6(2 — =), (4.12)

Analog erhilt man fiir den Regulator (Rg)nm = AS (2)

knm*
(Ri)nm(2,2") = [2r1 — r2K] () Onm 6(2 — 2. (4.13)

Im Folgenden werden die Superfelder (und somit deren Entwicklungskoeffizienten n’, ¥¢ und
F?) als konstant, d.h. von z unabhiingig betrachtet: 9,®%(x,0) = 0. Damit findet sich eine

38Giehe auch die Bemerkungen hierzu in Kapitel 3.2.2

39Beachte, dass ﬁ(g) [ d®xdo" do* L d"(2) = &} mit g;g; =2i6;6(x —I)5(0° — 62)6(0" — ') gilt.
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x-Abhiingigkeit nur noch in den Regulatorfunktionen r1(—02?) und r2(—02) bzw. in dem Wel-
lenoperator K(0,). Daher kénnen die fouriertransformierten Groflen bzgl. der Ortsvariablen
leicht ermittelt werden. Der kinetische Operator K (9, 01,02, 01, 0g2) enthiilt Ableitungen nach
den Superraum-Koordinaten und wirkt in der nachstehenden Formulierung der Flussgleichung
(nur) auf die ihm nachstehenden Delta-Distributionen. Ausfiihrlich lautet der Fluss (4.6) der

trunkierten effektiven Wirkung I'y[®] mit (4.12) und (4.13) zunéchst

O = ;/dz dz (&ng)mn(z,z’)(Ff) + R (2, 2)

0 3 1 n2 g0t g2 L d*p . . o2 2 1 1
= 2/d z df” df* do /d0 I(Qi)2/(27T)3 [(2""1 —T’ZK)(p791’92) 5mn 22(5(9 —0 ,) 5(9 —0 /)]

X { [(=hE 01 g21) + 2V )6 + 2W" @, Py | 20 6(6% — 67) 5(0" — ot (4.14)

Hierbei wurde die Notation W' (p) := Wy (p) + 71, h:= 1+ r2 und 7 5 := 0719 eingefiihrt.
Nun muss das Inverse von

(T + RiJam = [(~hE o002 + 2V )b + 2" @ @120 022 Sgr—gry  (4.15)

—die Greensfunktion — geméf Gl. (4.7) bestimmt werden. Dazu wird zunéchst formal die N x N-
Matrix

(M) = [(=hK + 2W )6y + 2V 0, @, ] (4.16)

nm

invertiert und umgeformt und die Delta-Distributionen ignoriert. Im néchsten Schritt wird ge-
zeigt, dass dieses Inverse, multipliziert mit den entsprechenden Distributionen, die Bestimmungs-
gleichung (4.7) erfiillt. Die Ableitung der Struktur der gesuchten Matrix (M), fiir den speziellen
Fall von zwei Superfeldern ®1, ®5 kann einfach durchgefiihrt werden:

1 [(—hK +2(W + W'?) 2W" P, Dy
(M)nm - ( 2qu)1q)2 —hK + Q(WI + W”‘I’%) (417)
1 [—hK +2(W + W'®3) —2W'"®1 Dy
= Mam=5 ( 2V, D,y —hEK +2(W +W"®}) (4.18)
mit P = [4h%p® — 2hK (2W + W' ®?) + AW (W' + W'd?)]. (4.19)

Relevant fiir die Berechnung von (4.19) war dabei die Relation K?(p) = 4p>. Diese Identitiit
wird gezeigt, indem man den Wellenoperator K = %(@D —DD) im Impulsraum

K(p) = ~0905 — (090 — (0p) — p*(00) (4.20)
auf ein allgemeines Superfeld der Form (2.53) wirken lasst:
K*(p)®" = (—05,05, — (09, Pr01) — (Okbri0g,) — p° (Oubr)) - (—2F" — 2(9p¥*) — p*(A6)n’)
N .
= 4p? <n’ + (00*) + 2(90)F’> = 4p*®". (4.21)
Die Verallgemeinerung von (4.18) fiir ein O(NV)-Sigma-Modell mit N Superfeldern lautet offen-
sichtlich

(=K + 2WV) S + 2V (D26, — By,
(h2p% + W (W' + 2W"p) — hK(W' + W'p))’

(M) pm = 1 (4.22)

Formal ist die Eliminierung des Wellenoperators im Nenner von (4.22) notwendig. Dies wird
durch die Erweiterung von (4.22) mit [(h%p* + W (W' +2W'p)) + hK(W' + W"p)| unter Ver-
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wendung der Beziehung (4.21) realisiert. Es folgt

(M) — =2 [W2P? (6pmW' + W@, D) — W (W + 2W" p) WV i + W (9260 — @ Prr))]
nm 4(h2p2 _ W’Q)(h2p2 _ (W’ + 2W”p)2)
hK [5nm(h2p2 _ W/Z) _ QW”(W/ + W//P)((I)25nm _ (I)nq)m)]
4(h2p2 _ W/2)(h2p2 _ (W/ + 2W”p)2)
-2 [(f)nm} — hK [(g)nm]

=: = . Ra=A4RPPE = W) (WP — (W +2Wp)%).  (4.24)

Unter Einbeziehung des Zwischenresultates (4.24) ist die Greensfunktion durch

(Gk)nm(p,el’—ﬁl,GQ’—HQ) = — [ (f) +R (g) ] (p, 91/, 92/) 21 5(02/ — 92)5(91/ — 61) (425)
mit den in (4.23) und (4.24) néher spezifizierten Funktionen f,g und R gegeben. Jetzt soll
abschlieflend gezeigt werden, dass die Greensfunktion (4.25) ihre Bestimmungsgleichung (4.7)

erfiillt, d. h.

(4.23)

Z.7.. d91 d02 (Gk) 2/ 2 g1/ 1 (F(Q) +Rk) 2 A2 pl_A1\ — 225 5 2 N2 6 1 a1+
2 mn(p,0%' —02,0Y —01) np(p,02—62,01—61) mp 092 _§2)0 g1/ _g1)

(4.26)
Beweis: Die linke Seite (LHS) in (4.26) lautet explizit unter Verwendung von (4.15) und (4.25)

LHS = / “ C.W (=K G — 2frmn] v )
21 R(p’91/’92/)
[—hIK Gy + 20V 0y + W @n®p)] , g1 g2 200522 Sign ) (4.27)

21 5(92/792)5(91/,91) X

e Beitrige der Ordnung O(K?) kénnen unter Beachtung der Integrationsregeln fiir Grassmann-
Variablen [ d6" 6g1_g1nFg1 g1y = Fg1 g1y usw. ausgewertet werden:

Frn W 0y + W'D, D))
R

e Die Terme linear in dem Wellenoperator O(K!) summieren sich unter Verwendung der Bezie-
hung grn (W'opp + W"®,®,) = fnp zu Null:

LHSO(KO) = —4( )(p’ 91/’02/) 27, (5(02,752)5(91/751). (428)

. Gmn(W'bnp + W' ®
LHSO(K1) :/dcgl d92 41 h( [K(pﬁl/’gz/) 5(92/_92)(5(91/_91)] ( - ( pR p))(p,91,92)

fmp(pﬂl/’@w) 5
R(p’911,92/)

= 4Z h |:K(p791l792/) 5(92/—é2)5(91/—él)] <—f:]n§)(p’ 517 é2) + %(p’ 01/7 02/)) — 0 (429)

X (5(92_92) 5(91_é1) + (92/,92)(5(91/,91) [K(p,91,92)5(62—6~2) 5(91_51)] )

e Ausdriicke der Ordnung O(K?) ergeben das nachstehende Resultat

. 9 9mp(p,01 02

LHSo(x?) —/alé?1 de*2i hQZ()(ZIQQ)) [K(p,el/ﬁm)é(ez/_m)5(91/_91)}[K(p791792)5(927§2) 5(91,9‘1)}
p,0Y,0%

— 422 Imp @O0 o

Oprr 1y 4.30
R(pygl/’gw) (01 _91) ( )

(6% —62)

Unter Einbeziehung der Gleichung 4(h*p?gmp — frnn WV 6np + W@, ®p)) = Ry, folgt fiir die
LHS von (4.26) nun das erwiinschte Ergebnis

B2 Gmp — frin WV 6np + W'®,® ,
LHS:4[ P 9mp — (R P P)} 20 8 g _g2) 011y
(p,91/,92/)
= 6mp 21 6(92/_@2)5(91/_91)_- (431)
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Die ermittelten Ausdriicke fiir den supersymmetrischen Regulator (Ry)mn (4.13) sowie den ver-
bundenen Propagator (G)nm (4.23)-(4.25) konnen jetzt in die Flussgleichung fiir I'y (4.4) ein-
gesetzt werden. Dabei vereinfacht sich die Struktur der Greensfunktion stark aufgrund der Dia-
gonalitét der Regulator-Matrix (Rg)mn X Omn. D.h. die Spur (Rg)mn(Gk)nm X Omn(Gr)nm X
(Gk)mm beziiglich der Feldindizes entspricht der Spur der Greensfunktion. Die Flussgleichung
vereinfacht sich somit zu®®

1 d®p ) .
oy, = 5 /d91 do? doY d6¥ /d% / n (21 — 72K ) 1.92) 6(6% — 67) 6(6" — 6")] x

[2 [R2p2(NW' + 20" p) = W' (W' + 2W"p)(NW' + 2(N — 1)W"p)]

4(h2p2 _ W/2)(h2p2 _ (W’ + 2W”p)2)

hK [N (h%p? — W'2) — 4(N — L)W' (W' + W' p)p] o o il ol
B 4122 — WY (h2p% — OV 1 2W7p)2) 507 —67)0(6" —67). (4.32)

Obige Flussgleichung (4.32) besitzt Beitrige der Ordnung O(K?), O(K!) und O(K?) in dem
Wellenoperator K. Wie bereits erwdhnt wurde, ist zu beachten, dass dieser Operator von den
Grassmann-Variablen #' und 6? sowie Ableitungen nach selbigen abhingt und auf die jeweils
nachstehenden zwei Delta-Distributionen wirkt. Da die Delta-Distribution einer Grassmannzahl
identisch dieser Zahl ist (6(8') = ') und selbige nilpotent ((0')? = 0) sind, tragen Terme der
Ordnung O(K?) nicht bei. Weiterhin wird in (4.34) gezeigt, dass Terme der Ordnung O(K?)
nach Ausintegration der Grassmann-Koordinaten ebenfalls identisch Null sind.

Beitréige linear in K ergeben nach der Ausintegration der Grassmann-Variablen*! Y und 6%
den multiplikativen Faktor 2i. F steht dabei in (4.33) und (4.35) fiir eine beliebige Funktion der
Grassmann-Koordinaten ' und 62.

/ dg' do* do" dg> F(0",6%) [K(p,0",6%)6(6% — 6*) 6(6" — 6M)] 6(6* — 6°)6(6" — 6")
(4.20) / do* o do do® F(0V,6%) |2i — 2i0p0’ — ;ie‘ea"e’ﬁ] 5(0% — 62)5(0Y — 6")
= /del dg® do" do* F(0",6%)2i 66 — 6)6(0" — 0') = 2i /d91 dg® F(0',6%).  (4.33)
Die Summe der Ausdriicke der Ordnung O(K?) ist identisch Null:
/ dg'de*dg" do> [K (p, 6", 6%)5(6°— 6*) (6" — 0M)][K (p,6",6%)6(6% — 6%) 66" — 6%)] F(6"6™)

= / do'do*de do* [009'9' (2p* — 2p®) — 2] F(676*) = 0. (4.34)

Die Ausintegration der Grassmann-Variablen 6 und 6% in der Flussgleichung (4.32) fiihrt mit
(4.33) und (4.34) auf die Flussgleichung

o), = / d3x do* de* Wi.(p)

b s 02 Bp (N —=1)(F1h —7iaW')  F1h — (W +2W"p)
-+ /d do" df / B ( e g oy s o) (49

im R32-Superraum. Obige Ableitung basierte auf Quantenfeldern in der dreidimensionalen
Minkowski-Raumzeit. Um das Resultat (4.35) in den euklidischen Raum zu iiberfithren, wird
die erste Impulskomponente p° — ip% (= 20 — —ix%) Wick-rotiert. Dadurch erhélt man die

4OEs gilt Jpmm = N. _ _ _
“'Genutzt wird die Darstellung 6(6° — 6*)8(0" — 0') = J-(60 + 6'0") + 00’ der Delta-Funktion.
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euklidische Signatur 7, — —d,, sowie [d®p — i [d®pg und p?* — —p%. Die euklidische
Flussgleichung des supersymmetrischen O(N)-Modells besitzt demnach die Struktur

/ Wi(p) = 1/ /dSpE (N = 1)(f1h — 7oW') I U (W' +2W"p)
g2 2)opor 02 ) (2m)° h?pf + W h2pg, + (W' +2W"p)2 )

(4.36)

In weiteren Betrachtungen wird auf den Index ,,E“ zur Kennzeichnung der euklidischen Koordi-
naten und Impulse verzichtet. Die Integranden in (4.36) stellen superanalytische Funktionen von
p= %Cbi@i dar. Diese konnen — falls zweifache Differenzierbarkeit der Integranden gewahrleistet
ist — nach (2.64) und (2.65) um die niedrigste Komponente 5 = in'n; des Superfeldes p in eine
nach dem zweiten Glied abbrechende Taylorreihe geméaf

U(p ,
22 (o

Flo)= 1B+
j=1
— F3) + £() <(0\I’i)ni + 00F i, — ;ee(iﬂwio _ % P(3)00 T Winm,  (4.37)

entwickelt werden. Zu den Grassmann-Integrationen tragen jeweils nur Terme in 06 bei. Bezeich-
net man den Integranden der rechten Seite der Flussgleichung (4.36) mit , RHS* und setzt die
Entwicklung der Integranden (4.37) ein, so folgt

[ @0y (Fiui - 5000 ) - oW () ¥ Wnin

=[x éjr}))?’

Diese Gleichung gilt fiir beliebige konstante (d.h. von z unabhingige) Komponentenfelder n’, ¥
und F?, sodass aus ihr die nachstehende Flussgleichung

(RHS) () (Fns = (00 ) — {RHS) (VW] (139

3
(OW) (p) = /(;iz;g (RHS) (p) bzw. ausfiihrlich
s
'~ 1 / d3p d (N — 1)(’/'“1h — ’l'“QWI) r1h — f”Q(W’ + 2W”,5)
1 a 1.
%Wi(p) 2 ) (2m)3dp h2p? + W' h2p? + (W' + 2W" p)? (439)

fiir die jetzt bosonische (d.h. keine Grassmann-Koordinaten enthaltende) Funktion W} (p) ex-
trahiert werden kann. Da die partiellen Ableitungen geméa8 0y ;W (p) = 05:Wi(p) einerseits und
die partielle Ableitung nach g mit dem Impulsintegral fp 05 = 03 fp andererseits vertauschen*?,
besitzt obige Flussgleichung (4.39) auch in der Form

5 1
OWi(p) = 3

/ Bp (N —=1)(F1h — 72 W) #1h — oW + 2W"))
(27)° h?p? + W’ h2p? + (W' + 2W"5)?

(4.40)

Giiltigkeit. (Gleichung (4.40) gilt bis auf eine additive Funktion F'(¢). Diese wurde in (4.40) Null
gesetzt, da sie einen fiir alle p identischen Flussbeitrag liefert und folglich physikalisch irrelevant

421) Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen n-ter Ordnung einer Funktion kann nach dem Satz wvon
Schwarz auf die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge geschlossen werden.
IT) Fiir die im weiteren Verlauf gewihlten Regulatorfunktionen (4.53) ist der Integrand Vp = |p] € [0, k] bzw.
Vp € [0,00) definiert und fiir jedes konstante p stetig beziiglich p. Weiterhin existiert iiberall die partielle Ableitung
des Integranden nach p und sei stetig. Dann vertauschen partielle Ableitung und Integration.
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ist.) Weiterhin sollte immer explizit anhand der verwendeten Regulatorfunktionen 1 (p?, k) und
r2(p?, k) iiberpriift werden, ob partielle Integration und Differentiation vertauschen und somit
die Flussgleichung (4.39) in die Form (4.40) tiberfithrt werden kann.

Die Struktur der erhaltenen Flussgleichung (4.40) erlaubt den generellen Vergleich mit den ent-
sprechenden Resultaten anderer O(N)-symmetrischer Theorien. Es kénnen folgende Analogien
gezogen werden:

(a) Die spezielle Wahl N =1 in (4.40) fithrt auf die Flussgleichung

1 [ &p [ih— (W +2Wp)
hWk(p) = 2 /(27r)3 <h2p2 + (W' + 2W”ﬁ)2) (441)

in exakter Ubereinstimmung mit der in [16] hergeleiteten Flussgleichung®® des N/ = 1 Wess-
Zumino-Modells in d = 3.

(b) Es liegt nahe, dass die Verallgemeinerung der Flussgleichung (4.40) fiir den d-dimension-
alen euklidischen Raum durch den Ausdruck

/ dp ((N —1)(r1h — W) #1h — (W + 2W”ﬁ)>

~ 1
oWy (p) =3 (27T)d h2p2 W2 h2p2 + (W/ + 2W”,5)2

2

(4.42)

mit [ % - [ % reprisentiert wird. Untermauert wird dies z. B. durch die in [15] untersuch-
te Flussgleichung des N' = 1 Wess-Zumino-Modells in d = 2 euklidischen Dimensionen. Diese
ergibt sich aus (4.42) fiir N = 1 und d = 2 in natiirlicher Weise. Liegt dem supersymmetrischen
O(1)-Modell die eindimensionale ,,Zeit“ zugrunde, so handelt es sich um ein der supersymmetri-
schen Quantenmechanik dquivalentes Modell, dessen Flussgleichung in [14] untersucht wurde.

(c) In Abschnitt 4.2 werden die Regulatorfunktionen nither spezifiziert, wobei r1 (k, p?) identisch
Null gesetzt wird (= W' = W)). Fiir diese Wahl der Regulatorfunktionen ist eine Gegeniiber-
stellung der Flussgleichungen des supersymmetrischen- und skalaren O(N)-Modells in LPA
(siehe [6], Kapitel 2.4, (2.36)-(2.37)) interessant:

1 [ & (N —1) 1 )

OVi(p) == | —=(OR + : 4.43
t k(p) 2 / (271')3( t k) <p2 +Rk+MO p2 +Rk+M1 ( )

_ 1 [ dp (N-1)W, (W} + 2W/p)
Wi (p) = —= o) k k k 4.44
Wuld) =3 [5500 (5 g  ih v 5 et ot ) (4
mit My =V, M, =V, +2V/p und (4.45)
M, = W/2, M; = (W}, + 2W}' p)2. (4.46)

Gleichung (4.43) stellt den Fluss des bosonischen O(N)-Modells in LPA mit der trunkierten
Mittelwertwirkung T'y[n’] = [d3z [29,n'0"n; + Vi (p)] dar. Trotz der formalen Unterschiede
zwischen den Flussgleichungen (4.43) und (4.44), die in (4.44) fett hervorgehoben sind, weisen
diese eine sehr dhnliche Struktur auf. Generell besitzen beide Theorien

e die innere kontinuierliche O(N)-Symmetrie als Symmetrie der Wirkung,

e das skalenabhiingige Potential Vi (p) als die essenzielle Grofle, aus der die Grundzustandsener-
gie, erhaltene- und spontan gebrochene Symmetrien oder das Massenspektrum der Anregungen
bestimmt werden kénnen [6].

Fiir die weiteren Betrachtungen sind die Bezeichnungen p = 1/2n'n; = 1/27i-7 fiir das Skalarpro-
dukt der Felder n; mit @ = (ny,na,...,nx)’ relevant. Es werde 0. B.d. A. pg = 1/27-7p = 1/2n8
mit 7ig = (ng, 0, ...,0)” fiir das Minimum des effektiven Potentials gewihlt. Eine rotationsinvari-
ante Theorie besitzt allgemein zwei Phasen, die durch das Minimum pg des effektiven Potentials

BFiir N = 1 entspricht Wi(p) + 2W{'(p)p = Wi/ (n) mit p = in>.
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Vi—o charakterisiert werden kénnen: Die O(N)-symmetrische Phase ist gekennzeichnet durch
po = 0, die spontan O(N)-gebrochene Phase** hingegen durch gy > 0. In dem skalaren O(N)-
Modell wird durch (4.43) direkt der Fluss des physikalischen Potentials V}, bestimmt, wohingegen
in supersymmetrischen O(N)-Modellen das Potential durch V}, = [W,;(ﬁ)]2 p gegeben ist. Dies
bedeutet auch (siche Kapitel 3.2.1), dass das Potential in supersymmetrischen O(N)-Modellen
im Gegensatz zu skalaren O(N)-Theorien nicht konver sein muss.

Die Kriimmung als die zweite partielle Ableitung nach den Skalarfeldern n’ des effektiven Po-
tentials V = Vi, an dessen Minimum pg entspricht den renormierten, quadrierten Teilchen-
massen. Diese lauten

M2 = Vl‘ﬁg:[) } O(N)-symmetrische Phase (4.47)
M2, = (V' +2V"p)|;

2mal ( / p)\po } spontan O(N)-gebrochene Phase. (4.48)
Mgga =V ’ﬁo

Die Kriimmung des effektiven Potentials V' entlang der ni-Richtung in dessen Minimum i

0V . o
= V'(po) +2V"(po) o (4.49)

(Po)

= (V'(p) + V"(p)(m)?)

beschreibt eine radiale Mode der Masse M,,q entsprechend Gl. (4.48). Die Kriimmung des
Potentials senkrecht zu dem Feld n; (es existieren N —1 zu n; senkrechte Richtungen) in dessen
Minimum 7iy ergibt hingegen

V| V@@ =V mit i1 (4.50)
d(nq)? (i) ’ (Po) 0 ' '

D.h. der zweite Ausdruck in (4.48) beschreibt N — 1 Goldstone-Moden bzw. Goldstone-
Bosonen mit Mé oid = V' (po). Diese Anregungen sind jedoch masselos, da pg ein Minimum von
V kennzeichnet und somit V'(pg) = 0 gilt.

Es stellt sich nun die Frage, ob radialen- bzw. Goldstone-Moden in den Flussgleichungen (4.43)
und (4.44) des skalaren- bzw. supersymmetrischen O(N )-Modells identifiziert werden kénnen. In
der Flussgleichung (4.43) des skalaren O(N)-Modells sind diese Massen offensichtlich durch M
und M in (4.45) gegeben. Analog kénnen die Ausdriicke Mg und M (4.46) in der supersymme-
trischen Flussgleichung (4.44) ebenfalls als Teilchenmassen der radialen- und der N — 1 tangen-
tialen Moden interpretiert werden. Generell besitzt das effektive Potential V' = limy_,o [W, (P> p
fiir ein in p polynomiales Wi (p) sowohl an der Stelle p = 0 als auch fiir ein mogliches pg mit
Wi _0(po) = 0 den Wert Null. Existiert eine spontan gebrochene Phase mit pp > 0, wobei
W/ _0(po) = 0 gelten soll, so entspréiche den quadrierten Massen der Goldstone-Moden bzw. der

radialen Mode

Mgga=V'|;, = lim QWWp+W2)|, =0  und (4.51)
MPyg= (V! +2V"5)| ;) = lim (Wi +2W(/5)° + 6WAW{(p+ AW W('3%) |

= lim (2W}'5)?|. 4.52

lim (2W}'5)%| (4.52)

Obige Gleichungen zeigen, dass die Interpretation von Mg und Mj in (4.44) als Teilchemassen
der radialen- und der Goldstone-Mode(n) richtig ist.

“Eine Symmetrie ist spontan gebrochen, falls der Grundzustand und nur dieser nicht invariant unter der be-
trachteten Symmetrie ist.
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4.2 Spezifizierung der Regulatorfunktionen

In Abschnitt 3.4, Gl. (3.30) wurden die Regulatorfunktionen 71 (p?, k) und ro(p?, k) eingefiihrt.
Die Funktion 71(p?, k) fungiert dabei als impulsabhiingiger Massenterm, der Regulator r2(p?, k)
hingegen als ein die Impulsabhéngigkeit des kinetischen Termes beeinflussender Beitrag. Die
Regulatorfunktionen werden nun durch die Wahl

ri(p® k) =0 und ro(p?, k) = <|§| - 1> S (k‘2 — p2) (4.53)

spezifiziert. Ein positiver Aspekt dieser Wahl ist die analytische Auswertung der Impulsintegra-
tionen. In dieser Arbeit soll nicht nidher auf die mégliche Optimierung des Flusses von W}, durch

die gezielte Wahl bestimmter Regulatoren eingegangen werden®. (4.53) fithrt mit h = 1 + ro

sowie W = (r + W) (439) W, (siehe Kapitel 4.1) auf die Flussgleichung (4.44). Erfiillen nun

die gewéhlten Regulatorfunktionen die an sie gestellten Forderungen (3.12)-(3.14)7
Der im Nenner der Flussgleichung (4.44) auftretende Regulatorbeitrag gewihrleistet mit

lim (2r + 72 2 k2 4.54
(p/k)2—>0( 2(2,k) T T2 k) P (4.54)

die Infrarotregularisierung fiir kleine Impulse. Weiterhin garantieren

lim ry(p? k) — 0 fiir festes p  bzw. lim  7y(p? k) — o0 (4.55)

(k’/p)2—>0 k—A—o00
die geforderten Grenzfille der vollen Quantenwirkung I'y,_,o = I' bzw. der klassischen Wirkung

I'gysp = 5. Auch bedingt der Ableitungsterm

k k
Oira(p?, k) = W@(l{Q -+ <|p - 1) S(k? — p?)2k? (4.56)

in (4.44) durch das Herausfiltern aller Moden mit p? > k? UV-Regularisierung.
Die analytische Auswertung der Impulsintegrationen kann nun durchgefiihrt werden. Dies werde

zunéchst fiir die Flussgleichung in d Raumdimensionen (4.42) ausgefiihrt und dann entsprechend
auf d = 3 beschrinkt. Unter Verwendung der in (4.53) definierten Regulatorfunktionen resultiert

d / / 1"~
7= [(omatirs (v ovg * s v o) (450
_ai /kdppdz ((N “UWL W 2w )
(2m)ar(4) Jo K2+ W2 k2 + (W] +2W]p)?
_ d)2 . <(N —- )W, W, +2W/'p ) (458)
(2m)a0(4)(d — 1) R+ W2 R+ (W] + 2W] )
=y
L ((N=D)W] Wi+ 2W/p
_ ki <(k2 - V)V,fk " (I]jV,g - 2;{2,@2) (4.59)

mit der Gammafunktion I’ (%) Die entsprechende Flussgleichung fiir die Ableitung des Super-
potentials W' (p) lautet

k? _ WIZ
k4 (3W +2W)p)

WL(P) = —ag kT [(N — D)W,

k? + (W] + 2}/ p)?
S ) |

(k2 + (W +2W/'5)?)?
(4.60)

45Giehe bzgl. der Optimierung des Renormierungsgruppenflusses z. B. [4,9]
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Zur konkreten Untersuchung (insbesondere der Fixpunktlosungen) der erhaltenen Flussgleichung
bietet sich eine Umformulierung von (4.60) in dimensionslosen GréBen an. Mit Beachtung der
Einheiten [p] = [k%% und [W](p)] = [k] in d euklidischen Dimensionen ergibt sich mit den
Variablensubstitutionen

p— pi=pk?d (4.61)
Wi(p) — ue(p) == Wi(p)k ™" (4.62)
= Wi(p) = u'(p)K*~, Wi'(p) = u” (p)k" (4.63)

aus (4.60) die dimensionslose Flussgleichung fiir das Skalenverhalten des dimensionslosen
Analogons u(p) von W (p) zu'®

(1—u?)
(1 +u?)?

(1= (u+204)?)
(1+ (u+ 2u/p)2)?

Opuy(p) = —u+(d—2)u'p—ay ((N — 1) + (3u’ + 24" p) ) . (4.64)
Die Spezialisierung auf d = 3 Raumdimensionen fiihrt mit a3 = 1/(872) somit zu den gesuchten
Renormierungsgruppen-Flussgleichungen, die zusammenfassend

Wi (p) = —

k2 k2 _ W/2 k2 W/ 2W/l~ 2
2<(N — DWW+ (3 2W ) — il Uk f))z 2>,
87 (k2 + W) (k2 + (W' + 2W"5)2)
(1= (u+20/p)?) >
(1+ (u+ 2u/p)?)?

/ (1_u2)

+ (3u’ + 2u"p)

R . 1
Opur(p) = —u+u'p — 52 ((N —1)u

(4.65)

fir das dimensionsbehaftete bzw. das dimensionslose Superpotential lauten. Eine analytische
Behandlung dieser nichtlinearen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung ist duflerst proble-
matisch. Einen méglichen Weg, das supersymmetrische O(N)-Modell und dessen Skalenverhalten
dennoch zu beschreiben, bietet die numerische Behandlung von (4.65). Ein anderer Weg wird
durch die Untersuchung des Grenzfalls N > 1 ertffnet. Dieser Large-N-Limit ermoglicht in
vielen analytisch nicht zugénglichen Theorien der Quantenfeldtheorie eine korrekte Beschreibung
der Physik. Motivierend sei die Behandlung des skalaren O(N)-Modells in d = 3 im Large-N-
Limit genannt, die in [6] (Abschnitt 3.3, Seite 40) wie folgt charakterisiert wird:

»In summary, the exact solution of the flow equation for the average potential in the limit N — oo

provides a very detailed quantitative description for the “transition to complexity“.”

D.h. es ist zu erwarten, dass die Behandlung des supersymmetrischen O(N)-Modells im Limes
N — oo die korrekte quantitative Beschreibung der Fixpunkt- und folglich der Phasenstruktur
erlaubt. Des Weiteren verhélt sich die aus der Wellenfunktionsrenormierung durch n = —3d; In Z,
hervorgehende anormale Dimension wie 7 ~ 1/N. Die néchste Ordnung O(K) in der Gradien-
tenentwicklung in Gl.(4.1), die eine feldabhingige Wellenfunktionsrenormierung Zy(p) mit ein-
schlieBt, triigt somit im Limes N — oo nicht bei’”. Im Allgemeinen greift der Large- N-Limit
weiter und findet bei der Untersuchung von Theorien mit einer internen Symmetriegruppe wie
z. B. der SU(N)*® oder der SO(N) Anwendung. Weiterhin dient diese Entwicklung in der Mo-
lekularfeldtheorie (mean field theory) der modellhaften Beschreibung freier Teilchen in einem
konstanten externen Feld und der Phaseniibergéinge [1].

Die Betrachtung des Limes N > 1 wird im néchsten Kapitel im Mittelpunkt stehen und auf
eine exakte implizite Losung von (4.65) in diesem Limes fiihren.

46 Auf den Index t der Funktion u¢(p) wird in den weiteren Ausfithrungen zwecks Ubersichtlichkeit oft verzichtet.
“"Bygl. der Behandlung des skalaren O(N)-Modells im Large- N-Limit siehe auch [6,11,12].
8 Auch in der QCD (= SU(3)) wird der Large-N-Limit betrachtet, auch wenn hier nur N = 3 gilt.
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5 Die Flussgleichung im Grenzfall N > 1

5.1 Exakte Losung der Flussgleichung

Um ein konzeptuelles Verstdndnis der Flussgleichung in d = 3 Raumdimensionen zu erlangen,
wird nachstehend der Grenzfall vieler Felder N > 1 untersucht. Fiir diesen Fall ist der Beitrag
der N — 1 Goldstone-Bosonen wesentlich gréfler als der der radialen Mode, sodass in der Fluss-
gleichung (4.60) der zweite Term vernachléssigbar ist. Fiir N > 1 geht die Flussgleichung (4.65)
folglich in

ﬁ N ’2/ k? — Wl?
N G0k

iiber. Bemerkt werden sollte an dieser Stelle, dass der Beitrag der radialen Mode fiir einige
Formen des klassischen Potentials (Bsp.: ein ¢5-Potential in skalaren O(N)-Modellen) auch im
Limes N — oo nicht vernachléssigt werden darf [12]. Obige Flussgleichung (5.1) lautet in ihrer
dimensionslosen Formulierung (sieche Gl. (4.65))

Wi (P) = — (5.1)

(1—u?)
(14 u2)?

P+«

ou Ou
82

o + % ) = —u(p) mit o= —s. (5.2)

Mathematisch betrachtet liegt somit folgende Problemstellung vor: Zu l6sen ist eine inhomogene,
quasilineare partielle Differentialgleichung (PDGL) erster Ordnung, die der allgemeinen Struktur

PDGL: Owu+ P(p,t,u)0pu = Q(p,t,u), t<0, (5.3)

Anfangswert: u(p,t =0) = f(p) (5.4)
geniigt. Dabei ist die Anfangsbedingung (5.4) durch das klassische Potential u(p,0) = f(p) fiir
t = 0 gegeben. Obige Klasse von PDGL lisst sich unter Anwendung der Methode der Cha-
rakteristiken [35] exakt 16sen. Zu finden sind durch ¢ parametrisierte Kurven p = j(t), entlang

derer sich die Losungen der PDGL (5.3) einfach verhalten. Hierzu betrachte man zunfchst den
Wert z(t) von u entlang der Kurve p(t):

2(t) == u(p(t), b). (5.5)

Nun wahle man p(t) so, dass die PDGL (5.3) fiir u(p, t) eine gewohnliche DGL fiir z(¢) impliziert.

Mit
dz(t) _ N0
pr Au(p(t),t) + pu(p(t), t)w (5.6)
ergibt sich durch Vergleich von (5.6) mit (5.3) folgende Aussage: Falls die Kurve p(t) die DGL
dp(t )
) _ P(p(e). () (51)

erfiillt, so resultiert aus der PDGL (5.3), dass

dz(t)
dt

= Q(p(t),t,2(t)) (5.8)

gilt. Damit wurde ein Ubergang von der inhomogenen quasilinearen PDGL (5.3) mit den un-
abhéngigen Variablen p und t zu zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen (5.7) und (5.8) fiir
p(t) und z(t) vollzogen. Fiir die gegebene PDGL (5.2) lauten diese explizit

dp(t
PO _ 5

(1-22%) dz(t)
o und

(14 22)2 dt

= —z. (5.9)
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Unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen

p(0) =: 20,  2(0) =u(p(0),0) = f(do) (5.10)

lassen sich die Losungen der gewohnlichen Differentialgleichungen — die Charakteristiken p(t)
und z(t) — eindeutig bestimmen.
Die gewohnliche DGL fiir z(¢) wird durch die Funktion

2(t) = f(do)e™ (5.11)

erfiillt. Einsetzen dieser Losung in die gewohnliche DGL (5.9) fiir 5(¢) ermoglicht die Bestimmung
der zweiten Charakteristik:
t

70&(@0)2 L nmw cre?
F(20)? + ¥ f(@o>)‘+ } ract BB

Dabei charakterisiert die ganze Zahl n € Z den jeweiligen Zweig des Arcustangens. Die Konstante
—2af(6o)nm wird im Folgenden in der Integrationskonstanten ¢; absorbiert, sodass effektiv nur

pt) =a + —2af(go)e”" [arctan <

eine Integrationskonstante zu bestimmen ist. Diese wird durch die Anfangsbedingung p(0) L 00
fixiert. p(t) lautet somit

Arey af(do)? _ A\t e’
p(t) =a+ TG0 + 7 2aif (00)e " arctan (f(@o)>
af(o0)?

R . 1 _
+ |00 —a— TR +1 + 2af(po) arctan (f(@o))] et (5.13)

Wiire die Charakteristik (5.13) nach der Konstanten gy als Funktion von p und ¢ auflésbar, so
wiirde die explizite Losung der gegebenen PDGL

u(ﬁvt) - f(éO(pAvt»e_t (514>

lauten. Dies ist jedoch nicht méglich, aber die Charakeristik (5.11) kann explizit nach f(dg) = ue

aufgelost und in (5.13) eingesetzt werden. Dies ermoglicht die Bestimmung der Umkehrfunktion
pt(u) von ug(p), die als implizite Losung der PDGL fiir v dienen wird. Die implizite Lésung
fiir die gesuchte Funktion u(p,t) lautet somit

au2

1+ u?

2.t

1 s au‘e 1
+ 2aw arctan <u> = (g(uet) — a) e’ — 1T 2e2 + 2awu arctan (uet> . (5.15)

p-a-

Die Funktion g(ue') = pg(ue') ergibt sich dabei durch die Gleichung f (o) = ue!, aufgelést nach
0o. Im néchsten Schritt wird nun das Potential an der Stelle t = 0, d. h. die Anfangsbedingung
(5.4) spezifiziert. Als klassisches Superpotential bei der Skala £k = A bzw. ¢t = 0 wird der
Ansatz [28]

. 1,
Walp) = S (p—Fa)*  mit  p=_&'d; (5.16)

gewdhlt, wobei kp als bosonische Konstante zu verstehen ist. Dieses Superpotential vierter

Ordnung in den Superfeldern ®' entspricht mit p = %nzn, einem physikalischen Potential

VA(p) = [I/V,;(ﬁ)]2 p sechster Ordnung in den skalaren Feldern n;. Man erhélt

IR - N2~ T2~ _ \2~
WA(p) =M —Fr) = Valp) = (WA(p) p=M(p— Ra)?p (5.17)
und in den dimensionslosen Groflen analog
Wi(p ~ . K . . . .
=D 5o = k) 5 @ =Ne-m% (18)
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Die Kopplung Ay = Ap > 0 ist als Vorfaktor des j3-Termes dimensionslos. Im Gegensatz dazu
folgt fiir die dimensionsbehaftete Kopplung k4 = kaA. Unter Beriicksichtigung obiger Anfangs-
bedingung uy = u(p, t = 0) (5.18) nimmt die allgemeine Losung (5.15) nachstehende Struktur

2 2.t
p—a— % — 2auarctan(u) = (kp — a)e ' + % - % — 2auarctan(ue') | (5.19)
mit o = % an. Dabei wurde verwendet, dass die Funktion g(ue') im Definitionsbereich

8
p € [0,00) durch

uet

g(ue’) = kp + ~— (5.20)
AA
gegeben ist. Damit lésst sich auch die implizite Losung der PDGL (5.1) fiir W} (p)
kW] W] w) w) w)
~ ~ / k k k k k
P — Pok) = Wy — —— + 2arctan <> — 2arctan <> + —
k2 4+ Wéz A(l + VK);) k A AA
mit Pok) = ok + (kA — a)A. (5.21)

gewinnen.

5.2 Fixpunktlosungen
5.2.1 Die Losungen der Fixpunktgleichung

Neben der impliziten Losung der Flussgleichung ist — wie in den Grundlagen in Kapitel 3.5
erortert wurde — die Frage nach moglichen skaleninvarianten Lésungen von (5.2) von Relevanz.
Diese entsprechen Fixpunkten der Evolution mit ¢, d. h. gesucht sind ausgezeichnete Losungen
ux(p) der Flussgleichung (5.2), die der Bedingung d;u.(p) = 0 geniigen. Die Fixpunktgleichung

2
Oty <—ﬁ—|—a(1 ) ) = —Usy.

op (14 u2)?
wird neben der trivialen Lésung u, = 0 von allen Kurven der Form

(5.22)

u% - u% — % — 2carctan(uy) = 1 (5.23)

mit der unbestimmten Integrationskonstanten ¢; erfiillt. Die Differentialgleichung (5.22) zeigt,
dass unter der Annahme 65%* |j=a < 0o die Fixpunktlosung u, an der Stelle p = a eine Nullstelle
besitzt: us(a) = 0. D.h. alle Fixpunktlésungen (5.23) gehen durch den ausgezeichneten Punkt
(cr,0) in der p-u.-Ebene, wie Abb. 7 graphisch zeigt. Die DGL (5.22) beschreibt demnach ein

Fixpunktpotential V,(p) = u2p, das bei dem konstanten Wert

p=FKi =0 (5.24)

sowie an der Stelle p = 0 ein Minimum besitzt. Des Weiteren muss die Bedingung der Findeu-
tigkeit (us ist Funktion von p) der Losungskurve in der u,-p-Ebene erfiillt sein. Aus Abb. 7 folgt
bereits anschaulich die Existenz eines kritischen Wertes ¢;, sodass fiir alle ¢; mit |¢1| > ¢ die
Fixpunktlosung eine auf dem Definitionsbereich p € [0, 00) eindeutige Funktion repriisentiert®?.
Die Eindeutigkeit der Fixpunktlosung u.(p) ist genau dann gewihrleistet, falls die Umkehrfunk-

49Zudem soll u, C*®-differenzierbar und endlich fiir endliche p sein.
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— =0
— ¢ =0,5¢
— =G
—c=125¢

| | P | | |

p p

Abbildung 7: Es gilt N = 100 = a = 8% ~ 1,2665. Links: Dargestellt ist eine Auswahl an
Fixpunktlosungen w.(p) fiir verschiedene Integrationskonstanten c¢;. Rechts: wu,.-p-Ebene der
Fixpunktlosungen im Uberblick; skizziert sind die Losungskurven fiir Konstanten ¢; im Bereich

von ¢ € [—3¢1,0] (schwarz) und [0,3¢;] (blau) in Schritten von 0, 2¢;.

tion p(us) kein Extremum mit verschwindendem Anstieg mehr aufweist (siehe Abb. 7). Fiir ein
Extremum von p(u,) muss gelten

dp 1 2+ul) | a
= 0 & arctan(u,) + u*m 50 = 0 (5.25)
Fiir kleine wu, folgt aus (5.25) ein lineares Verhalten der Form §& ~ —3u,. Ist |u.| > 1, so

erhdlt man ¢; — Faw fir u, — do0o. Abb. 8 zeigt zudem, dass zwischen diesen Grenzfillen
ein Minimum und ein Maximum fiir ¢;(us) existiert. Gesucht ist dieser extremale Wert der
Konstanten c;, sodass gerade noch ein Extremum fiir p(u,) existiert, d.h. Gl. (5.25) erfiillt ist.
Durch Differentiation von

(2 + u?)

Yy=— arctan(u*) — U*m

(5.26)
mit y = ¢1/(2a) nach u, erhilt man ein bei u, = ++/3 liegendes Extremum mit dem Wert
& = F2a(% + 2/3) ~ Far (vgl. Abb. 8).

Um den Verlauf der Umkehrfunktion p(u,) in Abhéngigkeit der Integrationskonstanten préziser
beschreiben zu kénnen, muss die zweite Ableitung der Umkehrfunktion betrachtet werden. Fiir
diese gilt:

>0 fir |us < V3,

42 425
duz L0 o w=+V/3 bw dTg ={ =0 fir |u|=+v3  (527)

<0 fir |ug > V3.
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2a

Abbildung 8: Graphisch dargestellt
sind die Integrationskonstanten 05
c1/(2a) in Abhéngigkeit der Werte
Uy, fir die die Umkehrfunktion p(us)
extremal ist. Erkennbar ist, dasss|s o
die Umkehrfunktion p(u,) nur fiir
beschrinkte  Integrationskonstanten
c1 Extrema besitzt. Der extremale _osk
Wert der Integrationskonstanten ist
durch [é1] = 2a(% + 2/3) gegeben.
Die roten Linien représentieren die -1f
Funktionswerte $& = £7.

El
2a

Zusammenfassend ldsst sich das Verhalten der Umkehrfunktion anhand von Abb. 9 wie folgt
charakterisieren:

Fiir Konstanten |c;| < am besitzt
die Umkehrfunktion p(us) ein glo-
bales Minimum. Betréigt der Wert
der Intgerationskonstanten exakt
c1 = am, so weist p(u,) ein globa-
les Minimum und ein Maximum im
Unendlichen auf. Fiir ar < |¢1| <
¢1 besitzt die Umkehrfunktion ein
lokales Minimum sowie ein lokales
Maximum. Exakt fiir den Wert |¢;1| =
¢y existiert fiir p(uy) ein Wendepunkt
bei ux = ++/3. Uberschreitet der
Wert der Konstanten den kritischen
Wert ¢, d. h. gilt |e1| > ¢, so ist
die Umkehrfunktion monoton stei-
gend bzw. fallend mit u, und die
Fixpunktlosungen u.(p) sind eindeu-
tige Funktionen von p auf dem De-
finitionsbereich p € [0, 00). Abbildung 9: Fixpunktlésung u.(p) fiir die spezielle Wahl

der Konstanten ¢; = 0,995ar , ¢ = am, ¢g = 1,0053am,

und ¢; = 1,01¢; mit N = 99, a ~ 1,2538.

Resiimierend l&sst sich demnach feststellen, dass fiir die Menge
- T )
{01 ER:|e1| > ¢ =2« <3+16\/§>} (5.28)
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auf p € [0, 00) eindeutige Fixpunktlosungen existieren.

Des Weiteren stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen die Losung (5.19) der Fluss-
gleichung mit gegebenem klassischen Potential (5.18) im makroskopischen Limes ¢t — —oo die
Fixpunktlosung (5.23) erfiillt. Aus (5.19) erhélt man fir ¢ - —oo

P « ou et 1

— — — — —— —2«aarctan(u) = 1t_lim (kA —)— + o (5.29)
—00 u A

Dies entspricht der Fixpunktlosung (5.23) genau dann, wenn

! 1
KA = o und clzx

(5.30)
erfiillt sind. Soll u;(p) im IR-Limes in die Fixpunktlosung (5.23) flieflen, so muss die Kopplung
ka im UV exakt dem Wert a entsprechen. Die mikroskopische Kopplung As kann hingegen mit
(5.28) und (5.30) in dem Intervall Ay € [0, ;'] frei gewiihlt werden und fixiert die Integrations-
konstante in der Fixpunktlosung (5.23). Als Zwischenresultat ldsst sich somit festhalten: Das
vorgegebene klassische Potential (5.18) evolviert fiir ¢ — —oo genau dann in die auf dem ganzen
Definitionsbereich p € [0, 00) eindeutige Fizpunktlésung (5.23), wenn die klassischen Konstanten
kA und Ap > 0 nachstehenden Bedingungen geniigen:

1 1 1
ka=a und M < = N (5.31)
C1 204(% + 56 3) T

Wie lédsst sich nun das dimensionslose bzw. dimensionsbehaftete Fixpunktpotential unter
Verwendung der bisherigen Erkenntnisse charakterisieren?

Ausgangspunkt ist das physikalische mi- 0.08F

kroskopische Potential, dass in seiner di- L — =0

mensionslosen Form durch Vy = u%ﬁ mit - €= 4/3¢

upn = A (p — ka) vorgegeben ist. Erfiillen C1= 28
0.06- C1=4C

die klassischen Kopplungen xx und Ap die
Bedingungen (5.31), so evolviert die ska-
lenabhéngige Funktion u(p, t) gemif (5.21) I
im makroskopischen Limes t — —oo gegen < 0041
die Fixpunktlosung (5.23) bzw. das ska-
lenabhéingige Potential V' (p,t) gegen das
Fixpunktpotential V,(p). Dabei wird die
Integrationskonstante ¢; = )\Xl fixiert, d. h.
eine spezielle Kurve in der Ebene der Fix-

punktlésungen (Abb. 7) betrachtet. /
Die Fixpunktlosung (5.23) beschreibt ei- 000 N

ne Funktion u.(p) mit einer Nullstelle bei 0 05 1 o 15 2

p = a. Entsprechend weist das dimensions- p

lose Fixpunktpotential Vi(p) = u2p > 0
zwei Minima bel p = o und p = 0 auf.

0.02 -

Abbildung 10: Abgebildet ist das dimensionslose
Fixpunktpotential Vi (p) = u2p fiir verschiedene In-
tegrationskonstanten c¢;. Eindeutigkeit der Lisung
uy ist geméafB (5.28) erfiillt, falls ¢; = ﬁ > ¢ gilt.
Des Weiteren sind die zwei Minima p = o und
p = 0 von V, zu erkennen.
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Weiterhin kann W, (p) := u.(p) k mit p = pk (siehe auch (4.61)-(4.63)) als dimensionelles
Analogon der Fixpunktlosung u, untersucht werden.
V.
0.05 [ Die  dimensionsbehaftete = Nullstelle
p = a -k von Wy, evolviert im Limes
k — 0 zum Ursprung — das effektive di-

mensionelle Fixpunktpotential

V()= lm(WL)%  (5.32)

0.04f
0.03}

002f
’ wird folglich nur ein Minimum an der
Stelle p = 0 besitzen. Vi(p) kann ex-
akt bestimmt werden. Dies gelingt durch
I R ——— die Ersetzung der dimensionslosen durch
00 05 10 15 20 . . .

die entsprechenden dimensionsbehafteten

Abbildung 11: Obige Abbildung zeigt das dimensio- GroBen in (5.23) mittels der Substitutio-

nelle, effektive Fixpunktpotential Vi (p) fiir vier ver- DD (4.61) und (4.62).

schiedene Anfangskopplungen Ay = cfl.

0.0LF

Resultat bildet die Fixpunktlésung
!/

EW/? W
ﬁ — 2aW/},, arctan ( ;*) =Wy, (5.33)
k *

der dimensionsbehafteten Grole Wy .(p). Im Limes £ — 0 kann demnach aus (5.33) das effektive
dimensionsbehaftete Fixpunktpotential

p—ak —

Va(p) = lim (W))% =

! (5.34)

ermittelt werden.

Abschlieflend werden die polynomialen Niherungen der Fixpunktlosung w.(p) fir |u.] < 1
bzw. u, — 0o vorgestellt.

(1) Die Fixpunktlosung u, in der Ndhe der Nullstelle p = « fur kleine |u.| < 1 ist approximativ
durch die Gerade
1. (5.30)

ux = —(p— @)

o AN (P — @) = Unlky=a (5.35)

gegeben.

(2) Fiir sehr grofie Funktionswerte u, — £o00 ergibt sich hingegen:
1 (5.30) 1

Uy ¥ .
(c1 £ am) (ﬁ + am)

p 0. (5.36)
Abb. 12 zeigt eine spezielle Fixpunktldsung mit obigen approximativen Ausdriicken. Fiir das
Fixpunktpotential V,(p) = u2p ergeben sich nachstehende Niherungen in den Fillen (5.35) und
(5.36).

dimensionslos: (1)p~ «: Vi(p) ~ N3 (p—a)?p (5.37)
1

2)u, —o00:  Vi(p 5? 5.38

@ue o0 V= ] (5.39)

dimensionsbehaftet: (1)p~a-k: Vi(p) = Xi(p—ak)’p — Nip° fir kE—0 (5.39)
1

()W) wo0: Vi(p) =~ 2ﬁ3 (exakt Vp fiir k — 0) (5.40)

(ﬁ + am)
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[ —— exakt
r --—- @
Fom--- (@] ,
e 4] X

Abbildung 12: Links: exakte Fixpunktlosung u.(p) fir N = 100 = a ~ 1,2665; Ay = 2—%1 (1)
und (2) entspricht den Ndherungen (5.35) bzw. (5.36) (gepunktet fiir u, — 400, gestrichpunktet
fiir u, — —00). Rechts: dimensionsloses Fixpunktpotential V,(p) exakt und in den Ndherungen

(1) und (2) geméaB Gl (5.37) und (5.38).

5.2.2 Fixpunktanalyse

Wie in den Grundlagen in Kapitel 3.5 ertrtert wurde, konnen aus einer Fixpunktanalyse mit-
tels der Parametrisierung der effektiven Wirkung I'y, bzw. dquivalent der Funktion w(p,t) durch
(ideal) unendlich viele Kopplungen a;(t) die kritischen Exponenten 0, als negative Eigenwer-
te der Stabilitidtsmatrix B,” bestimmt werden. Die Parametrisierung kann z. B. in Form eines
polynomialen Ansatzes

w(p) = 3" a(t) (6= v(t)) (5.41)

erfolgen. Die Eigenvektoren V" und Eigenwerte —6,, von Bij fithren auf die Evolution der di-
mensionslosen Kopplungen a;(t) = a;. + Y, C, V"¢~ (siehe (3.36)).

Da die exakte implizite Lésung u jedoch bekannt ist, kann der Fluss der dem Polynomansatz
(5.41) entsprechenden Kopplung a;(t) bereits mittels dieser allgemeinen Losung (5.19) ermittelt
werden. Der i-ten Kopplungen a;(t) entspricht die i-te Ableitung von u an dessen Nullstelle

p = k(t):

1 .
ai(t) = = u® . i=1,2,.... (5.42)

Der Fluss der Kopplung k(t) resultiert aus der allgemeinen Lésung (5.19) an der Nullstelle
p = k(t) von u:

(519)

u(k(t)) =0 K(t) = a + (ka — a)e ™. (5.43)
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Die weiteren Kopplungen ergeben sich mit (5.42) zu

ar(t) = u'(k(t)) = Aa
as(t) = %u”(lﬁ;(t)) — 3003 (e — 1)
1

= gu’”(n(t)) = 18aX} (¢! — 1)

ag(t)
(5.44)
Alternativ kann der polynomiale Ansatz (5.41) fiir us(p) in die dimensionslose Flussgleichung

(5.2) eingesetzt werden. Ein Koeffizientenvergleich fithrt auf nachstehendes gekoppeltes Dif-
ferentialgleichungssystem fiir die Kopplungen a;(t)>°

Ok(t) = -1+«

oAt = 0
Oras(t) = lag + 3aX3
dras(t) = 2a3 + 120as\?
das(t) = 3as + 5a) (3a3 + 3asA — \*)
das(t) = 4das + 6a [a3 + 3as\® + a2 (6az — 5A?)] (5.45)

deren Losungen bzw. Fixpunktwerte mit den Anfangsbedingungen «(0) = Ky, A(0) = Ap und

a;(0) = 0 fiir § > 2 durch

Kopplung a;(t) Fizpunktkopplung a; «

k(t) = a+ (kp — a)e™ Rs =

A(t) = const. = Ap Ae = AA

as(t) = 3ad (ef — 1)} age = —3a\?

az(t) = 18a2X3 (¢! — 1)2 age = 18a2\3

as(t) = 2a] [81a2A3 (! — 1)3 — (1 + €' + e?)(e! — 1)!] age = 203 (1 - 81a%)2)
as(t) = 602X} [189a%A3 (¢! — 1)* — 5(1 + e’ + e*)(e! — 1)?]  ase = 602A] (189a2\2 — 5)

Tabelle 2: Kopplungen a;(t) fiir den Polynomansatz (5.41) und deren Fixpunktwerte a;,.

gegeben sind. Die Betrachtung des linearisierten Flusses

Orai(t) = B Bij(aj — Qjx), Bij =

, (5.46)

*Im Folgenden gilt: ao(t) = s(t), a1(t) = A(t).
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der Kopplungen in der Nihe des Fixpunktes (sieche G1.(3.34)) ermdglicht die Ermittlung der
Stabilititsmatriz B;’. Diese lautet

—-1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 92 1 0 0 0
Bi=| 0 —T7202\% 12002 2 0 0 (5.47)
0 67503X\6 — 25002 —90a2\4 15a\2 3 0
0 —6804a*\8 +42002X\8 810a3A\8 — 30aX! —108a2)\: 18a)? 4

Die Eigenwerte der Dreiecksmatrix (5.47) sind gegeben durch die Hauptdiagonalelemente w,, =
—1,0,1,2,3,.... Es resultieren die kritischen Exponenten des supersymmetrischen O(N)-
Modells:

0, = —wp =1—n, mit n € Ny. (5.48)

Fin eleganterer Weg der Bestimmung der kritischen Exponenten besteht jedoch in der expliziten
linearen Entwicklung einer beliebigen Losung u(p,t) um die Fixpunktlosung u.(p) der Form

w(pt) = un(p) +0(p,t)  mit  [9(p0)] < [ua(p)]- (5.49)

Einsetzen des Ansatzes (5.49) in die Fixpunktgleichung (5.22) liefert unter Beriicksichtigung der
in der Storung linearen Ausdriicke eine PDGL erster Ordnung fiir die gesuchte Funktion 9(p, t),
gegeben durch
/
Uy Uy
o) — —959 2—| — 9 =0. 5.50
o= (- (5)) 63

A~

Obige Differentialgleichung kann mittels des Separationsansatzes 9(p,t) = R(p) - T(t) in zwei
gewohnliche Differentialgleichungen fiir R(p) und 7 (¢) iiberfiihrt werden. Es ergibt sich zunichst!

T_wR | (w
T u.R

/ | '
)~ 2 = const. =: w, (5.51)
da die linke Seite von (5.51) eine reine Funktion von ¢ und die rechte Seite eine Funktion von
p repriisentiert. Fiir die Skalenabhiingigkeit resultiert sofort 7 (t) = Cie*t. Fiir R(p) folgt aus
(5.51)

(nR)" = (w +2) (Inw.) — (ln (Z’>>/

*

= R(p) = CouTtul. (5.52)

/

Die gesuchte Storung der Fixpunktlosung besitzt folglich die Form 9(p,t) = Cu&t v/, ¥t mit
der Integrationskonstanten C'. Im néchsten Schritt werden die physikalisch erlaubten Werte der
Konstanten w extrahiert. Fiir p ~ « weist die Fixpunktlosung gemafi (5.35) das Verhalten
ux(p) ~ (p — ) auf. Dies bedingt fiir die Stérung

I(p,t) ~ (p—a)*Tet  fir  p~a (5.53)

Damit ¢ an der Stelle p = « reguldr ist, muss w > —1 gelten. Fordert man zusétzlich die
Entwickelbarkeit von ¥ um p = « in eine Potenzreihe, so ergibt sich als Menge der zuléssigen
Eigenwerte

wp=n-—1 mit n € Ny, (5.54)

51 .« charakterisiert eine Ableitung nach ¢, ,,/ Ableitungen nach p.
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wobei der Index n die Eigenwerte durchnummeriert. Eine zu dem Eigenwert w,, gehorige Losung
werde mit ¥, bezeichnet. Mit 4,, erfiillt aufgrund der Linearitét in der Storung auch die Summe
>, Un die Differentialgleichung (5.50). Folglich lautet die allgemeine Losung in der Ndhe der
Fizpunktlosung

w(pit) = wa(p) + 005, 1) = un(p) + 3 Coul ol V0 mit [9(p, )] < Jua(p)]-

neNo (5.55)

Die kritischen Exponenten
0p,=—w,=1—n mit n € Np. (5.56)
ergeben sich in natiirlicher Weise als negative Eigenwerte 6, = —w,. (5.56) stimmt mit den

aus der Betrachtung der Stabilitétsmatrix B;’ erhaltenen kritischen Exponenten (5.48) exakt
iiberein.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass die Methode der linearen Entwicklung u = u, + ¥ mit
der Losung (5.55) fiir beliebige mikroskopische Potentiale Giiltigkeit besitzt, wihrend bei dem
Polynomansatz (5.41) die spezielle Funktion u(p,t = 0) = up = A (p — ka) als mikroskopische
Anfangsbedingung gew#hlt wurde.

Zusammenfassend ermdoglichen die kritischen Exponenten folgende Klassifizierung und phy-
sikalische Interpretation der Kopplungen a;(t):

I) Die Theorie besitzt eine relevante Eigenrichtung V° = (1,0,0,---)7 im Raum der Kopp-
lungen a;(t), i € Ny mit zugehorigem kritischen Exponenten 6y = 1 > 0. Die assoziierte Kopplung
ist durch

ao(t) = k(t) = ag« + Coe ™" = a+ (kg — a)e™? (5.57)

mit Cp = (kp —a) und ag« = « in Ubereinstimmung mit (5.43) gegeben. Sie weist fiir £ # « ein
repulsives Verhalten hin zu kleineren Skalen t — —oo gegeniiber ihrem Fixpunktwert ag. = «
auf, d.h. entfernt sich exponentiell von diesem. Umgekehrt nihert sich die Kopplung ag(t) fiir
steigende ¢t ihrem Fixpunktwert an und zeigt demnach ein UV-attraktives Verhalten. Damit die
Theorie ihren Fixpunkt im makroskopischen Limes ¢ — —oo erreicht, ist ein fine-tuning des

UV-Paramters kp La notwendig.
IT) Die marginale Eigenrichtung V' = (0,01, vi,..)T mit v{,vd,... # 0 zum Eigenwert
01 = —w; = 0 legt das Skalenverhalten der Kopplung A(¢) fest. Es folgt

a1(t) = At) = a1. + C1o] = M = A (5.58)

mit C1 = 0 und a1« = A\s. Diese Kopplung evolviert nicht mit der Skala ¢ und besitzt mit (5.31)
unendlich viele physikalische Fixpunktwerte auf dem Intervall A, € [0, 5;1].

IIT) Die zu den unendlich vielen negativen kritischen Exponenten 6, = 1 —n mit n > 2
gehorigen Eigenvektoren der Form V" = (vg,vf, vy, ...) mit v§ = ... =v)_; = 0 und v} # 0 fiir
[ > n werden mit dem Fluss der Skala ¢ — —oo exponentiell unterdriickt. Diese irrelevanten
Richtungen zeigen folglich einen IR-attraktiven bzw. eine UV-repulsiven Fluss gegeniiber den
entsprechenden Fixpunktkopplungen. Sie bestimmen den Fluss der unendlich vielen irrelevanten
Kopplungen

ai(t) = aix+ Y CVie i> 2. (5.59)

n=2
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Abb. 13 illustriert den Raum der ersten drei Kopplungen ag = k, a1 = A und as.

In diesem Raum werden die Fixpunkt-
losungen durch eine Gerade (rot darge-
stellt) repriisentiert. Diese Gerade um-
fasst den Bereich®?

{n* =, A, Q25 = —304)\‘2}

mit A\, € [0,é;']. Die gekennzeichnete
Ebene stellt die IR-kritische Hyperfliche
dar, die aus den in den Fixpunkt laufen-
den Trajektorien gebildet wird. Beispiel-
haft ist ein spezieller Fluss in der kriti-
schen Hyperfliche skizziert. Ausgehend
von den Kopplungen

(ag2a, A, kA) = (0, Ap, ) im UV bei der
Skala k = A wird im Kopplungsraum im
Limes k — 0 der Punkt (a2, Ax, £x) mit
AA = A4 angestrebt. Abb. 14 verdeutlicht
noch einmal graphisch die unterschied-
liche Skalenabhingigkeit der relevanten
Kopplung x und der irrelevanten Kopp-
lung as.

(0, hy, 1)
AA: K.)
yd

Abbildung 13: Raum der ersten drei Kopplungen mit
IR-kritischer Hyperfliche und Fixpunktlésungen (ro-
te Gerade).

-0.005

-0.01

-0.015

ap(t)

-0.02

-0.025

k(t)

Abbildung 14: Flussbild der Kopplungen x(t) und az(t) (siehe Tabelle 2) fiir N = 100 = a ~ 1,27
und Ay = 0,861_1. Dargestellt ist der Fluss dieser Kopplungen fiir die Anfangsbedingungen
az(0) = 0 und k(0) € [—1, 3; 0,2]a sowie k(0) € [0,9, 1,1; 0,02]c im Bereich ¢ € [0, —10]. Die
relevante Kopplung k(t) = a + (kp — a)e™! wird fiir k5 # « im IR-Limes ¢t — —oo von ihrem
Fixpunktwert weggetrieben. Nur ein fine-tuning dieser Kopplung im UV auf Ky = a —vgl. (5.30)
— lasst die allgemeine Losung (5.19) gegen die Fixpunktlosung (5.23) evolvieren. Die irrelevante
Kopplung as(t) = 304)\‘?\ (e!—1) hingegen wird fiir beliebige Startwerte im UV ihren Fixpunktwert

ag s = —30[)\?X im IR-Limes erreichen.

52Formal evolvieren alle Losungen mit ky = o und Ap € R gegen die Fixpunktlosung (5.23), jedoch impliziert

die Eindeutigkeit der Fixpunktlosung auf p € [0, 00) gemiB (5.30) Aa € [0, &;
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5.3 Der Fluss des effektiven Mittelwertpotentials

Zielstellung dieses Kapitels ist die Diskussion und Interpretation der Skalenabhingigkeit des
effektiven Mittelwertpotentials. Es wird zunichst die Evolution der Funktion u(p) mit der
Skala t — gegeben durch die implizite Losung (5.19) — untersucht. Daran ankniipfend wird das
physikalische Potential V,(p) = (uy)? p baw. Vi(p) = (W/)?p in seiner dimensionslosen bzw.
dimensionsbehafteten Form erortert.

Die Makrophysik des supersymmetrischen O(N)-Modells wird im Wesentlichen von der mikro-
skopischen relevanten Kopplung k(t = 0) = kp determiniert. Anhand des Flusses

k(t) = a+ (kp — a)e? (dimensionslos) bzw. (5.60)
po(k) = ak + (kp — a)A (dimensionell) (5.61)

der Kopplung (t) (vgl. (5.21) und (5.43)) wird deutlich, dass dabei das Vorzeichen von
OKA = KA — (5.62)

als der Abweichung der Anfangskopplung x(0) = kA von dem Fixpunktwert k., = « die tragende
Rolle spielt.

Je nach Wahl der klassischen Kopplung x4 lassen sich drei verschiedene physikalische Fille
unterscheiden:

(1) drp <O

In diesem Fall wandert das Minimum p = x(t) des Potentials V;(p) fiir sinkende ¢ zum Ursprung
hin. Zur Zeit t = —1In (ﬁ) < 0 gilt x(t) = 0. Das dimensionelle Minimum go(k) erreicht im
makroskopischen Limes den festen Wert

po := lim po(k) = 0kpaA <0 (5.63)
k—0
und das System endet in der O(N)-symmetrischen Phase.

(2) 0kp =0:

Diese Wahl der Kopplung kj bedingt ein skalenunabhingiges Minimum von Vi(p) an der festen
Stelle s(t) = a. Fiir Ay < &' wird im Limes t — —oo ein eindeutiges Fixpunktpotential V;
erreicht. Das Minimum po(k) = ak des dimensionsbehafteten Potentials lauft fiir & — 0 gegen
Null. Dies entspricht dem Phaseniibergang zwischen der spontan O(N)-gebrochenen und der
O(N)-symmetrischen Phase. Fiir die Kriimmung des Potentials Vi (p) an seinem Minimum pg(k)
fiir k — 0 erhélt man: limy_,o V//(po) = 2A\3ak — 0.

(3) dkp >0

Es gilt k(t) — 400 fiir t — —oo und die Nullstelle von wu;(p) divergiert im IR-Limes ins Unend-
liche. Die analoge dimensionsbehaftete Nullstelle wird im Limes k — 0 den endlichen Wert pg =
(kpa —a)A = dkpA > 0 annehmen. Demnach weist das dimensionelle, effektive Potential Vi_,o(p)
zwei Minima an den Stellen p = 0 sowie p = pg > 0 auf. Wahlt das makroskopische System den
Zustand minimaler Energie mit g = pg, so wird die O(IN)-Symmetrie spontan gebrochen.
Entscheidet es sich hingegen fiir die Konfiguration g = 0, so ist die O(N)-Symmetrie erhalten. Die
Kriimmung des Potentials am Minimum jo ergibt sich zu: limg_,o Vi (o) = limy_,0 223 po (k) —
2/\%(51@\1\ > 0 fir k — 0.
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Die Abbildungen 15 und 16 stellen die Evolution von u(j, t) mit dem Skalenparameter ¢ gemif3
(5.19) fiir die drei relevanten Félle (1)-(3) graphisch dar.

Interessant und aus den Abbildungen 03l

15 und 16 ersichtlich ist auch die Tat- — E Z 901 5
sache, dass der Anstieg von u;(p) an — ',E = :% 5
dem Minimum p = k(t) unabhingig 02 ——t=-2
von der Skala ¢ durch uj(k(t)) = Aa

gegeben ist. o1l

Die weiteren Abbildungen (17)-(20)
beschreiben die Evolution des dimen-
sionslosen Potentials V;(p) bzw. des >
dimensionsbehafteten Potentials
Vi(p). In letzterem Fall wird expli-
zit v := Vj(p)/A3 als Funktion von
x := p/A graphisch dargestellt. Die
Parameter wurden in den Abb. (15)-
(20) wie folgt gewahlt:

N =99 = a ~ 1,2538,

A =0,8/¢1 =~ 0,2 und

Sk = {0, 0,1}

Abbildung 15: Evolution von u(p,t) fir kn = « (Fall
(2)) im Skalenbereich ¢ € [—2,0]. Die Losung evolviert
im Limes { - —oo gegen die Fixpunktlésung ..

t=-5

Abbildung 16: Links: u(p,t) fir dkn = —0,la < 0 (Fall (1)). Die relevante Kopplung x(t)
evolviert mit (5.60) geméB x(t) = a(1 — 0,1e7*) — —oo fiir t = —oco. Fiir ty = —In(a/|dk|) =
—1In(10) ~ —2,30 erreicht die Nullstelle von u den Ursprung. Dargestellt ist der Bereich t €
[—5,0;0t] mit ¢t = 0,2. Rechts: u(p,t) fiir dkp = 0,1a > 0 (Fall (3)). Die Skalenabhéngigkeit
der Nullstelle von u(p,t) ist durch k(t) = a(1 + 0,1e™") — +oo fiir t — —oo gegeben. So liegt
k(t) fiir t = —5 bei ca. 19,86, wie in obiger Abbildung zu erkennen ist.
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Die Abbildungen 17 und 18 dienen der Veranschaulichung des dimensionslosen physikali-
. A AN\2 A
schen Potentials V,(p) = (u(p))” p.

0.12f
Nur ein ,,fine-tuning® der relevanten Kopp- I ——t=0
lung £(t) im UV mit x(t = 0) = ke = « t=-0,5
(Fall (2)) fiihrt im IR-Limes t — —coauf ~ °°7 —_1=-1
die Fixpunktlosung Vi(p). Dies spiegelt — t=-2

Abb. 17 wider. In dem erwéhnten Fall (1) 0.08 -
mit dkp < 0 befindet sich das makroskopi- I
sche System in der O(N)-symmetrischen
Phase. Die relevante Kopplung (t) = a+
Skpae ! wird — wie bereits in Abb. 16 dis-
kutiert wurde — exponentiell ins negati- 0,041
ve Unendliche getrieben (Abb. 18, links).
Die Wahl dkp > 0 (Fall (3)) fiihrt hin-
gegen dazu, dass das makroskopische Sys-
tem in einer spontan O(N)-gebrochenen
Phase enden kann. So entspricht dem im 000k
IR-Limes divergenten Minimum
k(t — —o0) — 400 des dimensionslosen F
Potentials (Abb. 18, rechts) ein endliches
Minimum ﬁO = 5HAA > 0 des dimensio- Abblldung 17: Fall (2) mit RA = Q. W(ﬁ) besitzt fiir
nellen Potentials. alle Skalen t zwei feste Minima an den Stellen p = 0
und p = o = 1,25. Ebenso ist die Kriimmung des
Potentials V() = 2A3 v ~ 0,1 an dessen Minimum
p = « eine Konstante in .

> 0.06

0.02

0.05

04+

I
1O
NF—O
o

woul Ol
|

RO

o

—
|
=
(6]

|
— —~+ —~ —~ —~

0.04 - r
r 0.3

0.03-
> > 02
0.02 -
L 0.1
0.01
0.00 I | 1 I I 0.0 1 | I
0 05 1 &k 15 2 0 Kp 2 4
p p

Abbildung 18: Dimensionsloses Potential V;(p). Links: Fall (1) mit dkp < 0. Vi(p) weist zwei
Minima an den Stellen p = 0 sowie p = k(t) auf. Letzeres evolviert mit fallendem ¢ zum
Ursprung hin und erreicht diesen bei ts = —In (a/|dka|) = —2, 3. Die Kriitmmung des Potentials
am Ursprung divergiert im IR-Limes: limy—, o V/"(0) = 4ut(0)u;(0) — oo. Rechts: Fall (3)
mit dkp > 0. Sowie das skalenabhéngige Potentialminimum x(t) als auch die Kriitmmung des
Potentials in diesem Minimum V}”(k(t)) divergieren im makroskopischen Limes ¢t — —oc.
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Das dimensionsbehaftete Potential V}(p) = (W,;(ﬁ))2ﬁ mit W/ (p) = w(p)k fur die disku-
tierten Félle (1)-(8) ist in den Abbildungen 19 und 20 skizziert.

Das effektive Mittelwertpotential Vi (p) ist 0057
durch zwei Minima p = 0 sowie po(k) = ak + I

—k=A

dkAA (siehe (5.61)) gekennzeichnet, wobei letz- t = 8 4712
teres skalenabhdngig ist. Abb. 20 (links) ver- 004 K=0.3A
—k=0,1A

anschaulicht Fall (1) mit dxp < 0. Hier evol-
viert das skalenabhéngige Minimum ausgehend
von po(A) = kaAA zum Ursprung hin und wird
im Limes & — 0 den Wert pg = dkpA < 0 >
erreichen — die Makrophysik respektiert somit
die O(N)-Symmetrie. Fall (2) mit dkp = 0
fithrt auf po(k) = ak — 0 fiir £ — 0 und cha-
rakterisiert folglich den Phaseniibergang zwi- 001l
schen dem O(N)-symmetrischen und dem I
spontan O(N)-gebrochenen Regime (Abb. 19). i
Die Wahl dxp > 0 (Fall (3)) bedingt ein end- 0.00 i ‘ ‘ ‘ ‘
liches, positives Minimum py = (dkp)A > 0
im Limes kleiner Impulsskalen k& — 0 (Abb.

20, rechts). Hier kann das makroskopische Sys- Abbildung 19: Skizziert ist Fall (2), d. h. 6x =
tem zwischen den beiden Minima p = 0 und

0.03-

0.02-

0. Das skalenabhéngige Minimum po(k) nihert

po > 0 wiihlen und wird in ersterem Fall O(N)- ey fiir fallende Skala & geméB (5.61) dem Ur-
Symmetrie erhalten, in letzterem hingegen

‘ sprung an und erreicht diesen exakt fiir &k — 0.
O(N)-Symmetrie spontan brechen.

0.05- 0.05

4107

241073

004 > 2:107° 0.04

14107 -

o
o

0.03

003 — k=A o ok, 02
X — k=0,7A x
> —  k=A > — k=0,4A
k=0,7A — k=0,1A
0.02 - _k:0,4/\ 0.02F — k=0,05/\
—k=0,1A — k=0,001A

0.01 - 0.01

0.00

000

X X

Abbildung 20: Graphisch illustiert ist das reskalierte dimensionelle Potential v = Vj(p)/A3
als Funktion von x := p/A. Links: Fall (1) mit dky = —0,la < 0. Das Minimum pgo(k) =
ak + 0kaAA nihert sich fiir fallende Skala & dem Ursprung an und erreicht diesen bei k =
|0kA|A/a = 0,1A. Das makroskopische System ist demnach O(N)-symmetrisch. Rechts: Fall
(3) mit ékp = +0,1ar > 0. Das Minimum pg evolviert mit sinkendem k zu kleineren Werten hin
und endet im IR-Limes bei dem endlichen Wert pg = dkpA = 0,1A > 0 (bzw. x = 0,1). Sowohl
Erhaltung als auch Brechung der O(N)-Symmetrie sind im makroskopischen System moglich.

56



Physikalisch interessant sind auch die Massen der Anregungen im Grenziibergang & — 0.
Relevant ist zunéchst, dass Supersymmetrie fiir alle Skalen erhalten ist. Dies folgt aus der ver-
schwindenden Grundzustandsenergie Vi, = 0 fiir alle Impulsskalen k. Aus der Tatsache, das
Supersymmetrie ungebrochen ist, resultieren gleiche Massen fiir Fermionen und Bosonen im
Grundzustand: mp = |mp|. In der O(N)-symmetrischen Phase fiir k5 < « ergibt sich die
quadrierte Masse der Anregungen geméif} (4.47) durch

M? = lim V{(5)| ;o = lim W;Z(0). (5.64)

Die nur implizit gegebene Losung (5.21) der skalenabhéngigen Funktion W/ (p) erlaubt keine
exakte Bestimmung der renormierten Masse (5.64). Deshalb wird im Folgenden die Néherung
W, /A < 1 kleiner Superpotentiale W), betrachtet. Das effektive Superpotential lautet in dieser
Approximation mit (5.21) demnach

L (5 6mah). (5.65)

lim W/ (p) = ——
k—0 £(P) am + Ay

Dies erlaubt die Bestimmung der Massen der Anregungen®? in dem O(N)-symmetrischen Regime

mit drp < 0:
—_ e
=0 - Wl;ao

Spontane Brechung der O(N)-Symmetrie kann fiir Ky > « entsprechend Fall (3) auftreten.
Im makroskopischen Limes & — 0 existieren N — 1 masselose Goldstone-Moden sowie eine
massebehaftete radiale Mode. Unter Verwendung der Bestimmungsgleichungen (4.48) kénnen
sie exakt (mit u(pg) =0, po = a + (ka — a)e™ ") berechnet werden:

Myag = / (V' + 2V”ﬁ)‘~ = lim (2u/pk)|, =2Ma(Ra—od)  und (5.67)
PO k—0

Mgog = vV’

- ‘/%A — OCA‘

M= VT (5.66)

- y—1
p=0 Oé7T+)\A

=0. (5.68)

PO

PO

= lim /(2uu/p + u?) k2
k—0

5.4 Phasenstruktur und Interpretation der kritische Exponenten

Die kritischen Exponenten und somit die Phasenstruktur einer physikalischen Theorie werden
nur durch wenige fundamentale Eigenschaften des Modells bestimmt: der Dimension d und den
Symmetrien der Theorie sowie der Reichweite der Wechselwirkungen [37]. Diese experimentell
motivierte Behauptung trigt den Namen Universalititshypothese®®. Das supersymmetri-
sche O(N)-Modell ordnet sich folglich in eine ganze Klasse von Theorien mit dquivalentem
kritischen Verhalten ein. Wie nachstehend gezeigt wird, weist das N' = 1 supersymmetrische
lineare O(N)-Sigma-Modell in d = 3 und fiir N > 1 einen Phaseniibergang 2. Ordnung auf. Dies
trifft auch auf Ferromagnete zu, die oberhalb der kritischen Curie-Temperatur 7, paramagne-
tische Eigenschaften besitzen. Mathematisch wird das Verhalten von Ferromagneten durch das
Heisenberg-Modell®® mit N = 3 beschrieben [6].

Intention dieses Kapitels ist die Erorterung des kritischen Verhaltens des supersymmetrischen
O(N)-Modells von einem phdnomenologischen Standpunkt aus. Dabei werden die relevanten
Groflen des supersymmetrischen Modells mit entsprechenden Groflen des Heisenberg-Modells
der Ferromagnete in Beziehung gesetzt und gegeniibergestellt.

Der Begriff ,, Phase® bezeichnet eine Zustandsform eines makroskopischen Systems. Die Erkennt-
nisse aus Kapitel 5.3 iiber die Phasenstruktur des supersymmetrischen O(N)-Modells lassen sich

B3V (p) := limg_0 Vi (p) bezeichne das effektive Potential.

54Fisher 1966, Griffiths 1971

% Dieses Modell betrachtet miteinander wechselwirkende (niichste-Nachbar-Wechselwirkung), lokalisierte Spins
mit N = 3 Komponenten auf einem Gitter.
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wie folgt zusammenfassen:

Die makroskopische Phasenstruktur wird durch die Wahl der relevanten Kopplung ka bei der
UV-Skala k = A bzw. dquivalent von dkp = kp—a als der Abweichung von x5 von dem Fixpunkt-
wert k. = a bestimmt. Wie in den Fillen (1)-(3) in Kapitel 5.3 dargelegt wurde, befindet sich
das makroskopische System fiir dxp < 0 in der O(N)-symmetrischen Phase. drky > 0 fiihrt auf
ein effektives Potential mit zwei Minima p = 0 und pg > 0, sodass das System spontane O(N)-
Symmetriebrechung zeigen kann. Der Grenzfall dxy = 0 bildet gerade den Phaseniibergang
zwischen den Regimen erhaltener und spontan gebrochener O(N)-Symmetrie. Die charakteristi-
sche Grofle dkp stellt somit ein Maf fiir Abweichung des Systemzustandes von dessen kritischem
Zustand dar. Des Weiteren fliefit sie in die Definition des Ordnungsparameters

(n) i= lim \/250(k) = /270 NN TV (5.69)
H

als den makroskopischen Erwartungswert des Skalarfeldes®® n ein. Der Ordnungsparameter (n)
ist dabei nur fiir das Regime py > 0 mit spontaner Symmetriebrechung definiert. Zudem ist (n)
eine stetige Funktion des Parameters dry. Folglich zeigt das supersymmetrische O(N)-Modell
einen Phaseniibergang 2. Ordnunyg.

Nachfolgend werden die Kerngréf3en des supersymmetrischen O(N)-Modells und deren Ent-
sprechungen im Heisenberg-Modell vergleichend erldutert und die zugehorigen kritischen Ex-
ponenten berechnet.

Das physikalische Verhalten ferromagnetischer Materialien in Abhéngigkeit von der Umgebung-
stemperatur 7' steht in enger Analogie zu der von dem Parameter dx, determinierten Makro-
physik des abstrakten supersymmertischen O(N)-Modells im Large-N-Limit in d = 3. So lésst
sich das kritische Verhalten beider Systeme durch einen Phaseniibergang 2. Ordnung charakte-
risieren. Zunéchst kann die Abweichung dx, der klassischen relevanten Kopplung xa von dem
kritischen Wert o = N/(87?) (siehe (5.2)) mit der Abweichung der Systemtemperatur T’ von
der kritischen Temperatur 7, gemé&f

SRn = Fp —al =gy = AT, — T) (5.70)

mit der Proportionalitdtskonstante A assoziiert werden. Somit wird das kritische Verhalten des
supersymmetrischen O(N)-Modells mit dem von Ferromagneten verkniipft. T < T, bzw. py > 0
entsprechen der geordneten, spontan O(N)-gebrochenen Phase. Fiir hohe Temperaturen T > T,
bzw. pp < 0 wird hingegen die O(N)-Symmetrie als Zustand groBer Unordnung wiederherge-
stellt®”. Als Analogon des in (5.69) eingefiihrten Ordnungsparameters (n) dient im Heisenberg-
Modell die fiir Ferromagneten fiir verschwindendes Magnetfeld B = 0 und T° < T, vorhande-
ne spontane Magnetisierung M. Diese ist bei T = 0 maximal und nimmt mit steigender
Temperatur kontinuierlich bis auf Null bei T = T, ab. Ubersteigt die Systemtemperatur die
Curie-Temperatur, d.h. gilt T" > T, so zeigen Ferromagnete nur noch paramagnetisches Ver-
halten. Weiterhin verkérpern das duflere Magnetfeld B und der externe Strom J dquivalente
Groflen. Die Temperaturabhéngigkeit des Ordnungsparameters (n) nahe dem durch dxp = 0
charakterisierten kritischen Punkt wird durch den kritischen Exponenten B quantifiziert. Es gilt
mit den Definitionen (5.69) und (5.70) sowie J =0

[N
¢
=
I
[

(n) = lim /250 (k) = (2A(T. — T))% ~ (f)

= li 71
k0 (5.71)

56Es sei n; = 0;1n gewdhlt.

5"Die Bezeichnungen ,,Ordnung® und , Unordnung® beruhen auf dem thermodynamischen Prinzip der Mini-
mierung der freien Energie ' = U — TS im Gleichgewicht. Das System wird stdndig durch die antagonierenden
Groflen der inneren Energie U und der Entropie S den Zustand minimaler freier Energie F' anstreben. Fiir kleine
Temperaturen T' < T, wird die freie Energie durch einen maximal strukturierten Zustand des Systems mit mini-
maler innerer Energie — den Zustand der Ordnung — minimiert. Fiir zunehmende Temperaturen 7" — T, wachst
folglich die Entropie S und das System gibt den Ordnungszustand zugunsten der Minimierung von F' auf.
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In Gl. (3.5) wurde das Schwinger-Funktional W¢] im Minkowski-Raum als Legendre-Trans-
formierte der effektiven Wirkung I' eingefiihrt. Die entsprechende Definition im euklidischen
Raum T[¢] = sup; (-W[J]+ [ J¢) fiihrt mit dem Zusammenhang F[J] = —TInZ[J] =
—TWJ] der freien Energie F[J] mit dem Schwinger-Funktional W[J] auf die Darstellung

FUYT =T~ [J6 = Floy/T =T (5.72)

der freien Energie im thermischen Gleichgewicht zuziiglich der Bewegungsgleichung
oI'/o¢p(x) = J(x). Gleichung (5.72) zeigt, dass die freie Energie F[¢] als thermodynamisches
Aquivalent zur effektiven Wirkung ['[¢] gesehen werden kann. Dem mit der Temperatur 7" mul-
tipilzierten effektiven makroskopischen Potential

Tr

= i L F(M,T) (5.73)

TVk—)O (ﬁ)

J=0

entspricht somit in der statistischen Physik das thermodynamische Potential der freien Ener-
giedichte f(M,T) als Funktion der spontanen Magnetisierung M und der Temperatur 7. Der
dimensionsabhingige Skalierungsfaktor 7" in (5.72) und (5.73) wird im Folgenden weggelassen.
Aus dem effektiven Potential konnen alle thermodynamischen Groéflen bestimmt werden. So kann
die Magnetisierung n als Funktion von 7" und J aus der Systemantwort J := a‘gff ) = pv7 (p) auf
ein homogenes externes Magnetfeld J ermittelt werden. Diese Relation fiithrt zu dem kritischen
Ezxponenten 6, der durch J ~ n? bei der kritischen Temperatur T' = T, = po = 0 gegeben ist.

Unter Verwendung des mit Hilfe der Niherung W’/A < 1 bestimmten effektiven Potentials

- - 1 .
Viso(p) =V (p) = mp (5 — po)” (5.74)

gemif Gleichung (5.65)) ergibt sich ein kritischer Exponent ¢ von

LoV 1 n? 3n?
J = 5 nV'(p) = T )\Xl)zn A 2 Po
= J| 5 n® ~n’ = §=05. (5.75)

po=0 = 4(am + )\/_\1)2

Die magnetische Suszeptibilitit y ist definiert als Anderung der spontanen Magnetisierung
n mit dem externen Magnetfeld J: x := %. Mit (5.75) folgt

-1
9 2 2 2
X = % = (am + A\, 1)? ((T; - ﬁo) + 50 (7; - ﬁo) + n4> - (5.76)

n(J=0)=yTs ™ (po)~"', d.h. GL. (5.76),
ausgewertet fiir die Magnetisierung (5.69). In der O(V)-symmetrischen Phase fiir T > T ist der
Ordnungsparameter n — die spontane Magnetisierung — fiir J = 0 identisch Null und es resultiert
X(J) }n(J:O):O ~ (—pp)~7. Somit koénnen die kritischen Exponenten ~, v zu

Fiir T' < T, ergibt sich der kritische Exponent aus x( J)‘

- 1 N2 e N
50> 0 Xlsmoyyam = 1007+ AT (0) 2 ~ () ='=2 wd (5.77)

2~ (—po) 2 =y=2 (5.78)

po<0: X(J)}H(JZO)ZO = (am + Ay ")?(—fo)
bestimmt werden. Diese Ergebnisse zeigen, dass die magnetische Suszeptibilitdt y am Phasen-
iibergang T — T, wie (T — T.)~2 divergiert. Eine weitere charakteristische und ebenfalls am
kritischen Punkt divergierende Grofle ist die Korrelationslinge £. Ihr Analogon im super-
symmetrischen O(N)-Modell ist die inverse renormierte Masse M: M = ¢~ 1. In der spontan
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O(N)-gebrochenen Phase mit T < T, = pg > 0 in Abwesenheit eines externen Magnetfeldes
J =0=n = /2p ergibt sich aus der renormierten Masse der radialen Mode aus Gl. (5.67) der
kritische Exponent v/

M = ‘/‘/0,4—2‘/6//,5~

fo

= 2)\p /0 =¢&=M1~(po)t =V =1 (5.79)

Die renormierte Masse der Anregungen in der O(N)-symmetrischen Phase (5.66) fiir 7' > T, =
po < 0 bei J = 0 fithrt zu dem letzten kritischen Exponenten v mit

= 7o) =&=M"~ (—po)”"

5.80
am + A\ am + AL ( )

=v=1.

Tabelle 3 fasst die bisherigen Erkenntnisse dieses Kapitels noch einmal zusammen. Sie gibt
einen Uberblick iiber die (a) im supersymmetrischen O(N)-Modell relevanten Grofien, (b) deren
Entsprechungen den Ferromagnetismus betreffend sowie (¢) den Definitionen der daraus hervor-
gehenden kritischen Exponenten einschliefSlich deren Wert.

Grifie Entsprechung po >0 po=20 po <0 kritischer
m FExponent
Magnetismus | (T <T.) | (T =1T¢) (T >T)
V(n> 5’%A)|J:O f(MaT)
ORA A(TC — T)
(n) = v2po| M (n) ~ (po)° B=3
J =20 B J ~nd §=5
o7 X X~ (7o) X~ (—p0) T | =y =2
i E=M" §~(=po)™" v=1
p=0
M= VF2V7|, | e=M"1 | &~ () V=1

Tabelle 3: Ubersicht der relevanten Gréflen, ihren Entsprechungen im Ferromagnetismus sowie
den Definitionen und Werten der kritischen Exponenten. V' bezeichnet das effektive Potenti-
al Vi_,0 = V. Des Weiteren stehen die Symbole f, M, B, x und £ fiir: f — freie Energiedichte
in Abwesenheit eines externen Magnetfeldes, M — spontane Magnetisierung, B — dufleres Ma-
gnetfeld, y — magnetische Suszeptibilitit, £ — Korrelationsldnge. Die Bestimmung der kritischen
Exponenten 3,+,7,v und v/ erfolgt bei verschwindendem externen Magnetfeld J = 0.

Die in Tabelle 3 zusammengefassten kritischen Exponenten stimmen exakt mit den in [20] (Ab-

schnitt 29) in der skalaren ¢*-Theorie erhaltenen kritischen Exponenten im Large-N-Regime

iiberein®8.

Paus 20]: B=1,v= fir2<d<4,6= % mit d als der Raumdimension.
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5.5 Test der polynomialen Entwicklung fiir N > 1

Um die Validitdt der ,Methode“ des Polynomansatzes fiir u(p,t) in Hinblick auf deren Anwen-
dung fiir endliche N zu testen, wird in diesem Abschnitt der polynomiale Ansatz fiir u(p,t)
im Large-N-Limit untersucht. In Kapitel 5.2.2 wurden die kritischen Exponenten 6, mittels
einer polynomialen Entwicklung von u bereits exakt ermittelt. Nun soll untersucht werden, wie
weit diese Methode des Polynomansatzes greift und wo ihre Grenzen liegen.

Zunéchst soll der in dem Feld p lineare Ansatz

ur(p) = A(t)(p — K(1)), (5.81)
getestet werden. Dieser entspricht einem Potential
Vi(p) = ud(p)p = A(X(p — () (5.82)
der Ordnung O(p?) mit der Anfangsbedingung (vgl. (5.18))
V(p,t = 0) = Vi = X (5 — k). (5.83)

Die Skalenabhéngigkeit des Potentials wird dabei durch die t-abhéngigen dimensionslosen Kopp-
lungen x(t) und A(t) bestimmt. Diese sind in d = 3 Raumdimensionen durch % (k)/k = (t) und
A(k) = A(t) mit den dimensionsbehafteten Kopplungen & und A verkniipft. Dass der minimalisti-
sche Ansatz (5.81) bereits die Phasenstruktur der Theorie und das Skalenverhalten des Potentials
qualitativ richtig beschreiben kann, ist in bosonischen Theorien ( [6], Abschnitt 2.5) gezeigt wor-
den. Setzt man den Ansatz (5.81) in die partielle DGL (5.2) fir N > 1 ein und entwickelt
(5.2) in Potenzen von p um die Nullstelle k() der Funktion wu;(p), so resultieren durch Koeffi-
zientenvergleich nachstehende gewdéhnliche Differentialgleichungen fiir die Kopplungen k() und
A(t):
N
Ok=—-Kk+a=—-K+— und A = 0. (5.84)
872

Mit den Anfangsbedingungen x(0) = kp und A(0) = Ap ergeben sich die Kopplungen zu
K(t) = a+ (kpy —a)e? und A(t) = const. = . (5.85)

Mbogliche Fixpunktlosungen x, und A\, miissen geméf (3.33) die Relationen 0;\.(t) = Opks(t) =0
erfiillen. Mit (5.84) resultiert

ke =0 — Ry = -k bzw. A = A\ = const. = \j. (5.86)

Natiirlich kann die einfache Struktur (5.81) von u:(p) nicht der exakten impliziten Losung (5.19)
gerecht werden. So erwartet man, dass der Polynomansatz nur in der Nédhe von p ~ « mit der
exakten Losung iibereinstimmt. Die Beriicksichtigung immer héherer Ordnungen O(p™) sollte zu
einer Annéherung an den exakten Fluss des Potentials fithren. Aus dem linearen Ansatz (5.81)
folgt z.B. u/|;—o = 0 im Gegensatz zu dem exakten Wert u}|;—o = —6a3} (siehe Gl (5.44)).
Erweitert man (5.81) um einen quadratischen Term zu

u(p) = A(#)(p — k()" +b(t)(p — w(t))?, (5.87)
so ergeben sich unveréndert die Differentialgleichungen (5.84) fiir x(¢) und A(t) sowie zusétzlich
Ob(t) = b+ 3aA(t)? (5.88)

fiir die Kopplung b(t). Ihre Losung b(t) = 3aA3 (e! — 1) =}/ (k(t))/2! fiir die Anfangsbedingung
(5.83), d.h. b(0) = 0, stimmt mit dem Ergebnis (5.44) aus der exakten Losung iiberein.
Fiir einen allgemeinen polynomialen Ansatz n-ter Ordnung

ui(p) = Z ai(t)(p — K(t))’ (5.89)
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mit ap(t) = k(t) und a1 (t) = A(t) im Large-N-Limit kénnen folgende Aussagen getroffen werden:

(i) Die erste bis n-te Ableitung des Polynoms u;(p) am Entwicklungspunkt x(¢) stimmt mit den
Ableitungen der exakten Funktion u(p) aus (5.19) iiberein:

N0 ‘
=u
(s(t) DR (o))

(©)
7& ut,ea:akt

fir 1<k<n

fir k> n. (5.90)

‘(H(t))

(ii) Die gewohnliche gekoppelte Differentialgleichung der n-ten Kopplung a,(t) mit n > 2
hingt von der ersten bis n-ten Kopplung {A(¢), as(t), ...an(t)} ab. D.h. alle Kopplungen a,, mit
n = 2,3,... konnen als Funktion der Kopplung A\(t) = Ay ausgedriickt werden. Die relevante
Kopplung x(t) flieBt nicht in die Differentialgleichungen anderer Kopplungen ein. Somit lésst
sich jedes Polynom als Funktion der beiden Kopplungen A(t) = Ay und x(t) = a + (kp — a)e™t
darstellen: u(p,t) = u(p, k(t), A\(t)).

Tabelle 4 fasst die ersten neun Kopplungen a,(t) zusammen.

K AB Losung

k(t) | K(0) =kp | K(t) = a+ (kp — a)e™?

At) | M0) = Ap | A(t) = const. = Ap

as(t) | a2(0) =0 | az(t) = 3ar} (¢! — 1)1

az(t) | az(0) =0 | as(t) = 1823 (e! — 1)?

aq(t) | ag(0) =0 | ay(t) = ga)\;r’\ [81a2A3 (ef — 1)% — (1 + €' + e*')(e! — 1)!]

as(t) | as(0) =0 | as(t) = 6a2\] [189a2X3 (e' — 1)* —5(1 + e + €*) (e’ — 1)?]

ag(t) | ag(0) =0 | ag(t) = LaA] [7290a?A} (e! — 1)° — 300a°A3 (1 + €’ + e?)(e! — 1)3
—(1—¢%)]

az(t) | a7(0) =0 | az(t) = f£a?A3 [—503(e’ — 1)(1 — €') + 125¢! (e — 1)?
+108256504 74 (¢! — 1)8 — 607500203 (1 + ¢! + €2t)(e! — 1)4]
as(t) | as(0) =0 | as(t) = 2aA} [2189187aA§ (¢! —1)7 — 1559250} (1 + e’ + €?)(ef —1)°

—219802 X3 (ef — 1)%(1 — ) 4 8752 A3 el (e* — 1)% (e’ — 1) + 3(1 — )]

Tabelle 4: Die Tabelle gibt einen Uberblick iiber die ersten neun dimensionslosen Kopplungen
(K) a;(t) mit ihren jeweiligen Anfangsbedingungen (AB) a;(t = 0) und der dazugehorigen Losung
an(t) fiir den Polynomansatz (5.89).

Im Folgenden wird der Konvergenzradius r des Polynomansatzes (5.89) fiir u;(p) unter-
sucht, da er qualitative Aussagen iiber den Giiltigkeitsbereich der polynomialen Approximation
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ermoglicht. Es werde hierzu speziell die Fizpunktlosung — charakterisiert durch die Fixpunkt-
kopplungen k., = « und a,. (siche Kapitel 5.2.2, Tabelle 2) — betrachtet. Da der Konver-
genzradius r(Ap, ) in komplizierter Weise von der Anfangskopplung Ay sowie dem Parameter
a = N/(87?) abhiingt, werden nur die Spezialfille (a) Ay >> 1 sowie (b) Mo < 1 diskutiert.

Die Forderung (a) Apa > 1 fithrt unter Verwendung der Fixpunktkopplungen a, . auf den
Konvergenzradius

Untls| nn+1)—2 1 2 qx?

= li = = —
a2 noo 6(n—1)(2n+ 1) 12ax2 3 NAZ

(5.91)

Ty, = lim
n—oo

An+2 %

der Reihe (5.89). Dieser Grenzfall ist problematisch in der Hinsicht, dass die Fixpunktlosung .
fiir A, = Ay > &' ~ (am)”! gemiB (5.31) keine eindeutige Funktion mehr darstellt. Fiir grofie
Kopplungen Ay > 1 wird der Konvergenzradius r,,, gegen Null gehen und die Potenzreihe (5.89)
ist fiir alle p # « divergent.

Die Annahme (b) mit Ao < 1 représentiert den physikalisch relevanten Fall, da die Fix-
punktlosung fiir diese Wahl der klassischen Kopplung Ap eindeutig ist. Der Konvergenzradius
v, folgt hier einem komplexeren Verhalten, wie aus Abb. 21 (rechts) ersichtlich ist. Es gilt

1

Q% QA «

~ «a fiir ungerade n sowie 5 fiir gerade n . (5.92)
An+1 Ap+41 % Oé)\*
an. an.
Anilx Bnils
+ + exakt
44107 . NA + + exakt
Naherung (a) 2:10° . Nahefung (b)
341073 F
1:10° -
2:107° F + +
+
+
o4
T B RS ““\““_%_“"\““+““\““+n
1 2 3 4 5 6 7 2 3 4 5 6 7

Abbildung 21: Es gelte N = 100 = « =~ 1,27. Links: Fall (a) mit Aya = 10 > 1. Die Abbildung

An *
An+41 *

(5.91) (o). Das Polynom (5.89) besitzt fiir die gewihlten Parameter geméf (5.91) einen endlichen
Konvergenzradius von 7,, = -5 =~ 1,06 * 1073, Rechts: Fall (b) mit \ya = 0,01 < 1. Fiir

9672
An *

kleine Kopplungen Ay werden die exakten Briiche s

(%, @, %) -« fiir n = 3,5, 7 sowie (1%, %8, 28%) . ﬁ fiir n = 2,4, 6, dargestellt durch ,,e*,
wiedergegeben. Aus der Abbildung ergibt sich ein endlicher Konvergenzradius in dem Bereich

44 < 1. < 400

zeigt die exakten Briiche (+) sowie die fiir das Regime (a) giiltigen Werte gemifl Gl.

(+) nidherungsweise durch die Werte

Die Existenz eines endlichen Konvergenzradius (siehe Abb. 21) fiir die Grenzféille Aya > 1
bzw. Apa < 1 erlaubt jedoch keinerlei Aussage iiber Existenz und Endlichkeit von r,, fiir be-
liebige \y. Fiir hinreichend kleine klassische Kopplungen Ay = C -a~ ! ~ o~ ! mit C < 1 (Fall
(b)), die eine eindeutige Fixpunktlosung u.(p) implizieren, kann der Konvergenzradius jedoch
durch

Tu, ~ o~ N (5.93)
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abgeschétzt werden. r,, ~ N verkorpert eine grofle, aber endliche Zahl. Eine wichtige Konse-
quenz aus dieser Endlichkeit des Konvergenzradius des Polynoms w.(p) ist ein wverschwinden-
der Konvergenzradius der dquivalenten dimensionsbehafteten Groie W), (p). Dies resultiert aus
nachstehender Betrachtung unter Verwendung von (5.89) und (5.93):

(1:2* ~ an* ~

WL = () -k = A= )+ 2 R+t SR (509

mit R« = k- k. Innerhalb des Konvergenzradius |p — «| < r,, konvergiert die Taylorreihe (5.89)
der dimensionslosen Fixpunktlosung u, absolut gegen die exakte Losung (5.19). Je groBer dabei
die Anzahl der Felder N, umso grofler der Konvergenzradius r,, ~ N. Die exakte, dimensions-
behaftete GroBle W (p) kann jedoch in keinem, noch so kleinen Intervall |p — %.| > 0 durch ein
Polynom der Struktur (5.94) approximiert werden.

Wird die Beschrinkung Ay < o~ ! gelost, so muss aufgrund der komplexen Abhingigkeit von
r = r(Ap, @) das Verhalten der Quotienten |a, «/an+1«| fallspezifisch untersucht werden.

Abb. 22 zeigt die exakte Fixpunktlosung (5.23) sowie die aus der polynomialen Entwicklung
erhaltenen Funktionen u.(p) der Ordnung O(p — k)™ mit n = 2,4, 6,8. Es wurde dabei die An-
fangskopplung Ax = % ~ 0,030~ < a~! gewihlt, fiir die die Taylorreihe (5.89) absolut gegen
die exakte Losung in einem endlichen, beschréinkten Bereich |p — «| < r,, konvergiert. Die Wahl
von N = 100 (Abb. 22 links) bzw. N = 1000 (Abb. 22 rechts) verdeutlicht die Aufweitung des
absolut konvergenten Bereiches |p — a| < 7y, ~ N mit steigender Anzahl der Felder N.

3 T T T T T T T T T T T T T T T T T n 3 T T T T T T T T T T T T T ]
— exakt [ —— exakt
— 8 tr —— 8
2 —— B - 2 —— 6 B
— 4 | — 4
—_— 2 L 2
1+ B 1+ —
3 0 s 0 \
b 1 4L ]
2+ i 2L _
-3 I SN S SR T S R S SR I -3 O . . I . . . . . . . . I . |
—-100 -50 0 50 100 —-500 0 500
b b

Abbildung 22: Exakte Fixpunktlosung u.(p) und Polynom-Approximationen der Ordnung (p
a)” mit n = 2,4,6,8 im Vergleich. Parameter-Wahl: Ay = % < a~! entsprechend Fall (b);
N =100 (links) und N = 1000 (rechts).

Abb. 23 vergleicht die exakte und die polynomiale Fixpunktlosung wu.(p) fiir die klassische Kopp-
lung Ap =~ 0,29/« im Bereich zwischen den Grenzféllen (a) und (b). Auch hier ist eine Zunahme
des Konvergenzradius mit der Anzahl der Felder N zu beobachten.

Die bisherigen Aussagen iiber die Konvergenz der polynomialen Entwicklung beschriankten sich
auf die Fixpunktlosung u.(p). Es ist jedoch allgemein zu erwarten, dass fiir beliebige t € (—o0, 0]
dquivalente Aussagen getroffen werden konnen.
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Abbildung 23: Exakte Fixpunktlosung u.(p) und Polynom-Approximationen der Ordnung (p —
@)™ mit n = 2,4,6,8 im Vergleich. Parameter-Wahl: Ay = 0,9/¢; ~ 2286, N = 100 (links) und
N = 1000 (rechts).

Zusammenfassend kann die Polynomentwicklung (5.89) als Niherung von wu(p) wie folgt cha-
rakterisiert werden:

Schon der einfache Ansatz (5.81) linear in dem Feld p offenbart die korrekte Fixpunktstruktur.
Fiir die Bereiche Apa > 1 und Aya < 1 der klassischen Kopplung Ay konnte gezeigt werden,
dass die Taylorreihe (5.89) einen endlichen Konvergenzradius r,, ~ N besitzt, der mit der An-
zahl der Skalarfelder n linear anwéchst. Dies bedingt das Versagen der Reihenentwicklung des
dimensionsbehafteten Fixpunktpotentials, da der entsprechende Konvergenzradius ry,, ~ k- N
im makroskopischen Limes k& — 0 identisch Null ist.
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Teil II1
Resiimee

Im Zentrum dieser Diplomarbeit stand das N/ = 1 supersymmetrische, lineare O(N)-Sigma-
Modell in d = 3 euklidischen Dimensionen. Diese Klasse von Theorien weist zwei wesentli-
che Charakteristika auf: Invarianz der Wirkung zum einen unter dufieren®, kontinuierlichen
Supersymmetrie-Transformationen und zum anderen unter inneren, kontinuierlichen O(N)-
Transformationen. Als Untersuchungsmethode wurde die nichtperturbative, funktionale Renor-
mierungsgruppenmethode gew#hlt, deren ,, Werkzeug® eine funktionale Differentialgleichung fiir
die effektive, skalenabhéingige Mittelwertwirkung I'y darstellt. Ausgehend von einer gegebenen
mikroskopischen Wirkung I'y bei kleinen Lingenskalen fiihrt der Renormierungsgruppenfluss
als Trajektorie im Theorie-Raum zu der makroskopischen effektiven Mittelwertwirkung I", die
Fluktuationen auf allen Lingenskalen mit einschlief3t.

Die Vorgehensweise kann systematisch in zwei Schritte untergliedert werden: zunéchst die Her-
leitung und schliefflich die Lésung der Flussgleichung.

1) Herleitung der Flussgleichung

Grundlage der in Kapitel 4.1 erorterten Herleitung der Flussgleichung bildete eine off-shell ma-
nifest supersymmetrische Wirkung als Trunkierung in der Operatorentwicklung der Ordnung
O(K), wobei die superkovariante Ableitung D bzw. der Wellenoperator K (4.3) als Operator
fungierte. Betrachtet wurde diese Trunkierung in der Local Potential Approzimation, in der
die gesamte Skalenabhingigkeit in dem Superpotential Wy (p) enthalten ist. Da in drei euklidi-
schen Dimensionen keine Majorana-Spinoren konstruiert werden kénnen, erfolgte die Ableitung
der Wetterich-Gleichung in der Minkowski-Raumzeit R'2. AnschlieBend wurde die Flussglei-
chung durch eine Wick-Rotation in den euklidischen Raum iiberfiihrt. Im Gegensatz zu Arbeiten
wie [15-17], in denen die Wetterich-Gleichung auf Ebene der Komponentenfelder ausgewertet
wurde, erfolgte die Herleitung in dieser Arbeit direkt im R3/2-Superraum mit dem zentralen Re-
sultat der Flussgleichung (4.36) fiir das Superpotential Wj(p). Diese Gleichung wurde weiterhin
in eine rein bosonische Flussgleichung (4.40) fiir die Funktion Wy (p) umgeformt.

Es wurde gezeigt, das dieses Resultat (4.40) einer verallgemeinerten Flussgleichung in der Art
entspricht, dass der Spezialfall N = 1 auf die in [16] diskutierte Flussgleichung des N = 1
Wess-Zumino-Modells in d = 3 fithrt. Dies entspricht dem Aspekt, dass das supersymmetrische
O(N)-Modell als N-fache Kopie des Wess-Zumino-Modells aufgefasst werden kann. Der formal
offensichtliche Fakt, dass die Flussgleichung des supersymmetrischen O(N)-Modells in allgemein

d Raumdimensionen (4.42) durch die Ersetzung [ % = [ % der Impulsintegrale aus (4.40)

folgt, wird durch die Ubereinstimmung von (4.42) mit in [14-17] untersuchten Flussgleichungen
fir d =1,2,3 und NV = 1 untermauert. AbschlieBend wurden in Kapitel 4.1 die Flussgleichungen
des skalaren- bzw. supersymmetrischen O(N)-Modells vergleichend gegeniibergestellt und die
radiale Mode sowie die N — 1 Goldstone-Moden identifiziert.

2) Losung der Flussgleichung

Zunichst wurden die Regulatorfunktionen in Abschnitt 4.2 spezifiziert. Diese Wahl erlaubte
die analytische Ausfiihrung der Impulsintegrationen in (4.40) mit dem Ergebnis (4.65) — einer
nichtlinearen partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung fiir W}/ (p) bzw. dessen dimensionslo-
ses Analogon u;(p). Um diese Differentialgleichung analytisch zu behandeln, wurde sich auf die
Untersuchung des ,, Large-N-Limit“ N > 1 beschréankt. Die Spezialisierung auf den Grenzfall
N > 1 ist sinnvoll, da dieses Vorgehen z. B. zur Analyse von skalaren O(N)-Theorien [6,10,12]
in d = 3 bereits eine detaillierte, quantitative Beschreibung des Flusses in der LPA ermdglichte.

59 AuBere Symmetrie steht #quivalent fiir Raumzeit-Symmetrie.
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In Kapitel 5 wurde die Losung der Flussgleichung (5.2) fiir N > 1 erortert. Zusammenfassend
konnte im Large- N-Limit

1. eine exakte, implizite Losung f(u¢(p),t,p) (5.15) der Flussgleichung (5.2) fiir u.(p) fiir
beliebige mikroskopische Potentiale bestimmt,

2. die allgemeine, implizite Fixpunktlosung wu, (5.23) ermittelt,

3. die Losung u(p,t) linear in der Storung ¥(p,t) um die Fixpunktlosung u.(p) entwickelt
und u in der N#he der Fixpunktlosung exakt zu (5.55) bestimmt,

4. alle (unendlich viele) kritischen Exponenten 6, (5.56) der Theorie berechnet,

5. mit 1. — 4. die physikalischen Parameter identifiziert und die Phasenstruktur sowie das
kritische Verhalten des Modells beschrieben werden

6. der polynomiale Ansatz (5.89) fiir die Funktion u(p) im Large- N-Limit getestet und dessen
Anwendbarkeit bzgl. der Untersuchung des Potentialflusses sowie der Fixpunktanalyse
bewertet werden.

Die Resultate dieser Arbeit iiber das N' = 1 supersymmetrische O(N)-Modell in d = 3 wer-
den nun in nachstehenden Thesen zusammenfassend formuliert. Die gewonnenen Erkenntnisse
beruhen dabei auf der Betrachtung des Grenzfalles vieler Felder N > 1 und der trunkierten
effektiven Mittelwertwirkung I'y in der Local Potential Approzimation.

Thesen

I) Das N/ = 1 supersymmetrische O(N)-Modell in d = 3 besitzt die durch einen freien Parameter
c1 gekennzeichneten und implizit gegebenen Fizpunktlosungen

P « AUy 5 tan(u.) it N

— — — — —— —2caarctan(uy) =¢; mit a=—-——,

U U 1+ Uz ! 82
die fiir {1 € R: |e1] > & = 2a(% + 2+/3)} auf dem Definitionsbereich p € [0, 00) eindeutige
Funktionen wu,(p) reprisentieren.

IT) Die Ldsung im linearisierten Fizpunktregime ist durch

w(pt) = ua(p) + Y Cpugntulen!
n€Nyp
gegeben. Die Forderungen der Endlichkeit und Entwickelbarkeit von v in eine Taylorreihe an der
Stelle p = a bedingen eine Quantisierung der Eigenwerte mit den erlaubten Werten w, =n —1,
n € Ny. Dies fiihrt auf die kritischen Exponenten

O,=-w,=1—n mit n € Ny
der Theorie.

III) N = 1 supersymmetrische O(N)-Modelle in d = 3 besitzen eine relevante, eine margi-
nale und unendlich viele irrelevante Figenrichtungen entsprechend den kritischen Exponenten
0o =1, 01 =0 sowie 0 =1 — k mit k > 2,k € N. Diese kritischen Exponenten klassifizieren die
physikalischen Parameter des Modells.

IV) Die untersuchte Theorie ldsst sich durch mindestens einen, mazimal jedoch zwei physikali-
sche und im UV bei der Skala k = A zu fixierende Parameter®? charakterisieren. Ein physikali-
scher Parameter ist durch die relevante, dimensionsbehaftete Kopplung %(t), die gleichzeitig als

%Die Anzahl der physikalischen Parameter setzt sich aus der Summe der relevanten und der marginal-relevanten
Eigenrichtungen zusammen.
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Skala zur Messung von Energien und Léngen fungiert, gegeben. Einen zweiten, dimensionslo-
sen physikalischen Parameter konnte die Kopplung A représentieren. Diese ist in der gewéhlten
Trunkierung der LPA exakt marignal. Um diese Kopplung eindeutig klassifizieren zu konnen,
ist die Hinzunahme der Wellenfunktionsrenormierung Zi(p) und eventuell héherer Terme in der
Gradientenentwicklung (4.1) notwendig. Alternativ konnte die Analyse der Taylorentwicklung
der S-Funktionen (3.34) iiber die lineare Ordnung O ((a; — a;)") hinaus Aussagen iiber die
Einordnung der Kopplung A ermoglichen.

V) Die Wahl der mikroskopischen relevanten Kopplung x(t = 0) = s, determiniert das ma-
kroskopische Verhalten der Theorie. Fine-tuning der Kopplung mit k5 = k. = « entspricht ex-
akt der Phasengrenze zwischen dem O(/N)-symmetrischen und dem spontan O(N)-gebrochenen
Regime. kp > K, fiihrt zu einer Makrophysik, in der die O(N)-Symmetrie sowohl spontan ge-
brochenen als auch erhalten sein kann. kp < k. hingegen bedingt eine die O(N)-Symmetrie
respektierende Makrophysik. Der Phaseniibergang lésst sich als Phaseniibergang 2. Ordnung
charakterisieren.

VI) Das mit dem mikroskopischen Potential Vi = A% (p — RA)Q p assoziierte effektive Potential
V weist fiir beliebige klassische Kopplungen k5 und Ap mindestens eine Nullstelle auf. Dies im-
pliziert, dass die Grundzustandsenergie Fy identisch Null und somit Supersymmetrie erhalten
ist.

VII) Aus der Erhaltung der Supersymmetrie resultieren betragsméBig identische Massen fiir
Bosonen und Fermionen. Diese ergeben sich aus der Kriimmung des effektiven Potentials V(p) =
limy_,0 (W,::)2 p bzgl. der Skalarfelder n’ an dessen Minimum. Im O(NN)-symmetrischen Regime
mit kKp < « ist die Masse ndherungsweise durch

- |FJA — Oz[\’

M 31
am + Ay

gegeben. Befindet sich das System in der spontan O(N)-gebrochenen Phase mit kp > «, so
existieren N — 1 masselose Anregungen sowie eine radiale Mode der Masse

M,ga = QS\A(EA — aA).

VIII) Supersymmetrische und skalare O(N)-Modelle zeigen formal und physikalisch betrach-
tet viele Gemeinsamkeiten. So weisen beide Modelle einen Phaseniibergang 2. Ordnung auf.
Auch wird die Makrophysik dieser Theorien im Wesentlichen durch eine relevante Kopplung
k(t) bestimmt. Des Weiteren dienen beide Modelle als Prototypen fiir die Untersuchung der
Wiederherstellung einer spontan O(N)-gebrochenen Symmetrie bei hohen Temperaturen.

Ein Unterschied zeigt sich jedoch in der Anzahl der marginalen Kopplungen in der LPA. Neben
der relevanten Kopplung « treten im skalaren O(N)-Modell unendlich viele irrelevante Kopp-
lungen auf. Das supersymmetrische O(N)-Modell besitzt hingegen neben den unendlich vielen
irrelevanten Kopplungen auch eine marginale Kopplung A.

IX) Ein Polynomansatz der Form (5.89) fiir das dimensionslose Superpotential u;(p) erlaubt —
wie in den Kapiteln 5.2.2 und 5.5 gezeigt wurde — die korrekte Bestimmung der Fixpunktstruk-
tur des supersymmetrischen O(N)-Modells. Der Konvergenzradius der Reihenentwicklung fiir
die Fixpunktlosung u.(p) ist eine endliche, zu der Anzahl N der Skalarfelder n’ proportionale
Zahl: r,, ~ N. Daraus folgt ein verschwindender Konvergenzradius Twy, ™~ Nk — 0 fiir das
dimensionelle Superpotential W}  (p) im makroskopischen Limes k — 0. Der Polynomansatz
versagt demnach bei der Beschreibung des dimensionsbehafteten Fixpunktpotentials Vi(p).
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