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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Nichtlineare Sigma Modelle weisen interessante Eigenschaften komplizierter Quan-
tenfeldtheorien auf, die Gegenstand moderner Forschung sind, insbesondere asym-
ptotische Freiheit und dynamische Massenerzeugung. Die supersymmetrische Erwei-
terung dieser Modelle wurde 1977 von E. Witten [1] und unabhéngig davon von P.
DiVecchia und S. Ferrara [2] vorgeschlagen.

Supersymmetrie Supersymmetrie gilt als eine der vielversprechendsten Erwei-
terungen des Standardmodells der Elementarteilchen. Sie ist zentraler Bestandteil
der M-Theorie!', deren Formulierung seit nunmehr iiber drei Jahrzehnten verfolgt
wird und in deren Kern die Vereinigung der fundamentalen Kréfte unseres Univer-
sums steht, namentlich der starken Kraft, elektroschwachen Kraft sowie Gravitation.
Haag, Lopuszanski und Sohnius [4] fithren an, daf§ supersymmetrische Theorien die
einzig mogliche Wahl darstellen, um ein derart vereinheitlichtes Modell zu konstruie-
ren. Auch bei der Suche nach ,,dunkler Materie* beziehungsweise ,,dunkler Energie*
kann die Supersymmetrie fiir Abhilfe sorgen - besteht doch eine ihrer charakteristi-
schen Eigenschaften darin, daff jedem bosonischen Teilchen ein fermionischer Part-
ner (und umgekehrt) entspricht. Diese ,,Superpartner” sind Kandidaten fiir WIMP’s
(,, Weakly Interacting Massive Particles“), die in kosmologischen Modellen zur Er-
klarung erhohter gravitativer Anziehung postuliert werden [5]. Bisher konnte man
allerdings keinen der vorausgesagten Superpartner entdecken [6], sodass davon aus-
gegangen werden muss, dafl Supersymmetrie bei geringen Energien in einer spontan
gebrochenen Phase vorliegt. Dies wiederum liefert einen natiirlichen Mechanismus
zum Verstandnis des ,,Hierarchie Problems“ des Standardmodells [7]. Es iiberrascht
kaum, daf eine der Hauptaufgaben des ATLAS? Experiments am Large Hadron
Collider (CERN) in Genf darin besteht, Hinweise auf eine Erweiterung des Stan-

dardmodells in der Natur zu suchen.

Uberblick Ein tieferes Verstindnis des supersymmetrischen nichtlinearen Sigma-
Modells ist insbesondere dank der Gemeinsamkeiten mit vierdimensionalen Super-
Yang-Mills Theorien erstrebenswert. Bei einer ersten Gitteruntersuchung innerhalb
der Arbeitsgruppe (nicht verdffentlicht) unter Verwendung eines RHMC-Algorithmus?®

offenbarten sich einige Schwierigkeiten. Darunter sind vor allem ein Vorzeichenpro-

'Eine populirwissenschaftliche Einfiihrung der M-Theorie findet sich in [3].

?Informationen zum aktuellen Stand werden auf dem Internetauftritt www.atlas.ch versffent-
licht.

3Details beziiglich des RHMC Algorithmus kénnen [8] entnommen werden.




1 EINLEITUNG

blem sowie hohe Konditionszahlen der zugehorigen Fermionmatrix zu nennen, die
eine effiziente Simulation verhindern. In der vorliegenden Diplomarbeit wird ein
Monte-Carlo-Algorithmus mit exakter Auswertung der Fermionmatrix genutzt, um
Perspektiven beziiglich der Anwendung von Pseudofermionalgorithmen aufzuzeigen.
Anhand einer stereographisch-projizierten Gitterwirkung wird die Respektierung der
fundamentalen Symmetrien des Modells studiert sowie Methoden der Prikonditio-
nierung analysiert. Dabei klaren die Kapitel zwei bis vier grundlegende Aspekte,

wéahrend Kapitel fiinf entsprechende Ergebnisse prasentiert.
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2 Supersymmetrisches nichtlineares Sigma-Modell

E. Witten [1] und P. DiVecchia, S. Ferrara [2] formulierten 1977 eine supersymme-
trische Erweiterung des nichtlinearen Sigma-Modells. Vermittels Einschriankung der
Freiheitsgrade der Superfelder gelangt man zu einer Verallgemeinerung des wohlbe-
kannten bosonischen O(N) Sigma-Modells. Im Fall N = 3 offenbart sich eine Fiille
interessanter Figenschaften: dynamisch generierte Massen, asymptotische Freiheit,
Instantonmoden sowie eine erweiterte NV = 2 Supersymmetrie-Algebra. Dies ent-
spricht wesentlichen Merkmalen vierdimensionaler Eichtheorien. Angesichts nicht-
perturbativer Effekte gestaltet sich eine analytische Losung schwierig. Im Rahmen

dieser Diplomarbeit wird ein Monte-Carlo-basierter Ansatz verfolgt.

2.1 Wirkfunktional

Supersymmetrie Das Konzept der Supersymmetrie (kurz: Susy), das bosonische
und fermionische Freiheitsgrade in Relation setzt, wurde in den 1970’er Jahren im
Regime von String-Theorie eingefiihrt. Die Algebra der Susy-Generatoren erweitert
die bekannte Poincaré-Algebra der Raumzeittransformationen. Einfithrende Wor-
te konnen dem Buch von S. Weinberg [9] und H. Kalka, G. Soff [10] entnommen
werden, wobei die Notation der folgenden Seiten soweit nicht anders erldutert dem
letztgenannten Buch entlehnt ist. Einen Uberblick verschafft der Review-Artikel von
M. Sohnius [7]. Zur Konstruktion der supersymmetrischen Wirkung wird ein Ansatz
von A. Salam und J. Strathdee [11] verfolgt, der verallgemeinerte Felder in einem

Superraum betrachtet.

Superraumformalismus Zur Konstruktion? der supersymmetrischen Wirkung
betrachte man den Superraum S*? mit Koordinaten (z, 6, 61). Hierbei reprisentiert
! = (x9,2;) die gewohnte euklidische Raumzeit in zwei Dimensionen, wihrend
die beiden Koordinaten 6y, 6, als Generatoren einer reellen Grassmann-Algebra® G

auftreten,

Dies impliziert insbesondere, dafi #? = 0. Beide Generatoren kénnen zu einem Ma-

jorana Spinor® 07 = (6, 0;) zusammengefasst werden. Zwei beliebige Majorana

4Im Folgenden werden die in Anhang A erliduterten Konventionen verwendet. Insbesondere wird
die Einstein’sche Summenkonvention genutzt.

5Wie iiblich gilt, daBl afy + b9, € G falls 6y, 6, € G und a, b € R. Weitere Informationen zum
Umgang mit Grassmann-Zahlen finden sich in [12].

6Konventionen zu Majorana Spinoren finden sich in Anhang B. Insbesondere geht ein Majorana
Spinor X\ unter Ladungskonjugation in sich selbst iiber, A\, = \. Fiir den konjugierten Spinor \ gilt
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Spinoren A, # anti-vertauschen, d.h.
{X0} =X"0+0"X=0.

Evident ist, dafl
6% = 670 = 60,0, + 6,6, = 0. (2.1)

Ein niitzliches Resultat dieser Nilpotenz duflert sich darin, daf§ gerade Konstrukte
F(z,0) aus Generatoren der Grassmann-Algebra in eine endliche Reihe entwickelt”

werden konnen,

F(z,0) = A(z) + ifB(x) + %éep(x). (2.2)

Hierbei sind A(x) und D(z) skalare reellwertige Funktionen auf R?, wihrend B(x)
jedem Punkt der Raumzeit einen zweikomponentigen Majorana Spinor zuordnet.
In Anhang B sind einige der wichtigsten Rechenregeln und Identitdten im Zusam-
menhang mit Majorana Fermionen aufgelistet, die im Folgenden haufiger verwendet

werden.

Konstruktion Wie iiblich versteht man unter einer Translation um den Vektor a
die Transformation
¢ =t +a, 60— 0,

el
oxk

symmetrie Transformation (Susy-Transformation) mit Majorana Parameter ¢,

generiert durch den Differentialoperator Zusétzlich betrachte man die Super-

ot — a2t +ieytd, 60— 0 +e.

Sie wird durch den Differentialoperator im Superraum Q generiert,

0 9,

_ o -, 0

Die Entwicklungskoeffizienten eines reellen, skalaren Superfeldes ¢(x,6) konnen mit

den verschiedenen, reellen Feldern eines Supermultipletts identifiziert werden,

8(,6) = n(x) + B (x) + S00f(x),

X = ATC mit der Ladungskonjugationsmatrix C.
"Beziiglich der komplexen Konjugation von Majorana Spinoren A, 6 wird die Konvention
gewdhlt, dal (A0)* = 0*\*. Insbesondere ist (iA0)* = iAd reell.

10
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wobei n(z) bosonischen Anregungen korrespondiert und ¢ (z) (Majorana) fermioni-
schen Freiheitsgraden entspricht. Das Hilfsfeld f(x) entkoppelt in der Regel von den
physikalischen Feldern und kann ausintegriert werden, d.h. Anregungen des Hilfs-
feldes zeigen sich nicht im physikalischen Spektrum der Theorie. Anwendung einer

Susy Transformation mit (Majorana) Parameter € liefert das gewiinschte Verhalten:

eCo(x,0) {1+6Q+ (EQ) (€Q) }o(x,0)

a¢ 1P 1
= ¢(x,0) + €50 + iey"00,m + i*ey" 000, + = 52098 2 eYledun
0
; - 2 2 2
- L@ Bou + —eyﬂeeauw n —wﬂeeaﬂw + 5000, f
0
1
+ 5(1@7“9) (ié’y”@)@ on
= ¢(x,0) + 8<b(as 0) + —ee ¢ (x, 9) +iey"00,m + i* ey 000,
o 90 2 9000 v
o(a.-+0)

+ ey 0€0, b + %(i?:y“@) (@'67”6’) 0,0,n
=n(z)+i(0+&)y(z) + %(6’_ +€) (0 +¢) f(z) + iey"00,n(z)
+ %(iE’y“H) (ie7"0)0,0,n(z) + i(iev"0) (0 + €) a1 (x)
= n(a" 4+ iey"0) + i(0 + &) (" + iey"0) + %(9‘ +€) (0 +€) f(a" + ier"0)
= ¢z +iey"0,6 +¢).
Als ,,inﬁnitesimale“ Susy Transformation versteht man die Ersetzung ¢ — ¢ + d¢
mit d¢p = €Qp = e— + 267“«98 —, d.h. Terme proportional zu €e werden ignoriert.

Durch Anwendung des Generators supersymmetrischer Transformationen kann das

Verhalten der Supermultiplettfelder studiert werden. Betrachte dazu:
99

_ _ . oo ,_ _ on -O0Y of
_ _ m n
0p = €Qp = e—=+iey G—N = ie(x)+ied f(x)+iey 0( fxﬂ+29 += 0(9 o )

Unter Verwendung der Rechenregeln aus Anhang B und der Beobachtung, dafl Ter-
me mit drei gleichen Majorana Faktoren und mehr verschwinden miissen, lassen sich

die Transformationsgleichungen der Multiplettfelder ablesen. Ausgehend von

Sn + 106 + %éea f =00 =ie +i0(fe — y"dune) — %éemu 0

11



2 SUPERSYMMETRISCHES NICHTLINEARES SIGMA-MODELL

notiert man:

on = 1y
0 = fe — "0 ne
O0f = —ie"0,.

Kehrt man zuriick zu Gleichung (2.2), so folgt aus den soeben gewonnenen Trans-
formationsgleichungen, daf3
0D = —igdB,

d.h. [d*z 6D ist ein Oberflichenintegral und der Ausdruck [d*z D(z) entspre-
chend invariant unter Susy Transformationen. Man bezeichnet ihn auch allgemein
als ,D-Term*“. Die Strategie zur Konstruktion Susy-invarianter Wirkungen sieht nun
vor, mehrere Superfelder derart zu kombinieren, dafl das resultierende Konstrukt er-
neut wie ein Superfeld transformiert. Die Wirkung kann dann aus dem zugehorigen,
invarianten D-Term extrahiert werden. Hierbei sei angemerkt, dafl Polynome von
Superfeldern in der Regel wie Superfelder transformieren, nicht aber Produkte mit
den grassmannwertigen Koordinaten 6 (vergleiche Kapitel 26.2. in [9]). Moglich ist
allerdings die Definition einer superkovarianten Ableitung D derart, dal D¢ erneut

als Superfeld transformiert. Hier gilt:

0 0
D=9 _mp 2
25~ g
_ _ 0
= —— ) H_—
D ae—l—zﬁv Dt

Der Antikommutator {Dg, Qa} verschwindet, sodass
€QD¢ = —€DQ¢ = DeQo,

d.h. die superkovariante Ableitung vertauscht mit Susy-Transformationen derart,

dafl D¢ erneut wie ein Superfeld transformiert. Betrachte nun das Wirkfunktional
S = / d?xd0d6 DyDe = / d*zdfdd > " Do¢Dad.

Ausintegration der grassmannwertigen Koordinaten 6 und @ projiziert auf den gewiinsch-

ten D-Term, sodass die Susy-invariante Wirkung, versehen mit globaler Kopplungs-

12
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konstante g2, sofort folgt:

S = 2; /d2x I"ndn — ihdyY — 2. (2.5)

Dieses Modell beschreibt das lineare supersymmetrische Sigma-Model, die freie Theo-
rie je einer masselosen bosonischen wie (Majorana) fermionischen Anregung mit den

gewohnten Bewegungsgleichungen,

An =0
70, = 0.

Das Hilfsfeld f entkoppelt und erfiillt die triviale Bewegungsgleichung

f=o.

O(N)-Modell Betrachte nun eine Menge von N gleichartigen Superfeldern ¢;,
die Komponenten eines Vektors® ¢ bilden. Wiederum schreibt man die Felder des
Supermultipletts als .

b =n+ifp+ %Q_Gf.
Die Ausfithrungen des vorhergehenden Abschnitts kénnen analog angewendet wer-

den und fithren auf die Susy Transformationen

on = e,
01 = fe — "0 ne,
of = —ien" 0,9,
mit invarianter Wirkung
=L [z omo 0 — iy — ff = L / d*x i "n;0,m; — i — fifi)-
2g 249>

(2.6)
Dem rein bosonischen nichtlinearen Sigma-Modell analog fithrt man eine Wechsel-

wirkung durch Postulierung von Zwangsbedingungen vermittels der Forderung ein,

8Sofern keine Doppeldeutigkeit besteht, werden Skalarprodukte beziiglich der Komponenten
schlicht in der Form ¢pp=¢ - ¢ = ¢’ ¢p = >, $idi notiert.

13
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daf3 N
Pb = ¢idi = 1.
=1

Unter Verwendung der bekannten Expansion,

bithi = ning + im0 + niééefi + i0in;

— (O O) (00 L (00) o+ 200 fns — S(00)1,(00) — 5 (00) 5 (06)
~300) (i) ¥ v v

= ngn; + 2i0¢;n; + 00 (n; f; — %@iwi%

|

folgt fiir beliebige 6, 0

N
nn = annl = 1, (27)
=1

N
Pn=> ifn; =0, (2.8)
i- ” i -
nf — Stpgp = > (nifi— 5%%) = 0. (2.9)
i=1

Das Wirkfunktional (2.6) ist per Konstruktion Susy-invariant, so verbleibt nur die

Priifung der Nebenbedingungen. Es folgt:

§(niny) = 2n,0n; = 2ngie; = 2ie® gt =0,
——

0 wg. (2.8)

5(1/1?7%) = 0P +Pion; = e€*n; fi — (”Y“f)a niaﬂli —H'%agﬁ?ﬁ%@
——
0 wg. (2.7)
i i
= €a§¢ﬂ/h‘ +ipfyle’ = —e (P — i) = 0.
—_—— 2
— 3 Pihie®

Weiterhin rechnet man nach, dafl

d(nifi — %%‘@Di) = fion; +n;d f; — ;00
= 1f;€; — ey n; 0,0 — i(&ﬁfi — &m“e@uni) =0,

14



2 SUPERSYMMETRISCHES NICHTLINEARES SIGMA-MODELL

denn aus Gleichung (2.8) folgt:
0= 9y (nit)) = V8Oun; + nidy ) & N0 = = d,m;.

Die Bewegungsgleichungen der Felder ergeben sich nach Minimierung der Wirkung
unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen. Vermittels der Lagrange-Multipli-
katoren A, B* und D schreibt man

S' = [ n 'mitym — 60~ fufi+ Alnans = 1) + B (ni0?) + Do ~ 5500).

: 58" _ 5S" 58" _ . . .
Aus den Gleichungen r = 0, 55z = 0 und §5 = 0 reproduzieren sich die Ne-
. .. / / . / . .
benbedingungen, wihrend % =0, g% = 0 sowie g? = 0 die Bestimmung der

Lagrange-Multiplikatoren zu

A =nd"d,n — (fn)?
B = 2in(8u7:b7“)a
D = 2fn

erlauben. Somit ergeben sich die Bewegungsgleichungen®:

An — n(nAn) — ig (ndhp) — - (F)’n — L (u)F =0
% — n(ndep) + 5 ($4)v = 0
f—(@P)n=0

Da die Bewegungsgleichung des Hilfsfelds keine Ableitungen aufweist, kann die Wir-
kung entsprechend umgeschrieben werden. Dies entspricht einer Ausintegration im

zugehorigen Pfadintegral. Es folgt, daf3

1 - 1,-
S = E¥e / d*x O"nd,n — ipPp + 1(¢¢)2' (2.10)
g
Im Folgenden wird der Fall N = 3 genauer untersucht werden, da dieser eine Reihe
von Analogien zu vierdimensionalen Eichtheorien aufweist. So konnte bereits E.
Witten [1] feststellen, dal dieser Spezialfall eine erweiterte N = 2 Supersymmetrie
Algebra aufweist. Zumino gelang es 1979 zu zeigen, dafl eine erweiterte Algebra

genau dann existiert, wenn die Zielmannigfaltigkeit der Superfelder eine Kéhler-

9Hierbei bezeichnet A den Laplaceoperator, A = 9#9),,.

15
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Mannigfaltigkeit ist [13].

2.2 Symmetrien

Die in Gleichung (2.10) angegebene Wirkung zeigt drei fundamentale Symmetrien,

die kurz erlautert werden sollen.

2.2.1 Supersymmetrie

Entartung des Spektrums Supersymmetrische Modelle weisen eine Reihe in-
teressanter Eigenschaften auf. Darunter féllt insbesondere die Entartung des Spek-
trums, d.i. jedem bosonischen Zustand entspricht ein zugehoriger fermionischer Zu-
stand identischer Energie. Dies beruht auf der Beobachtung, dafl die Generatoren
supersymmetrischer Transformationen mit dem Generator der Raumzeittranslatio-
nen P, vertauschen und damit insbesondere mit dem Massenoperator M? = P P,.
Betrachte dazu die Ableitung im Superraum (2.3) als Generator supersymmetrischer

Transformationen mit Superladung @),

(Q. ¢] =iQ¢.

Man rechnet nach, dal der Antikommutator {QO‘, Qﬁ} dem Generator der Raum-

zeittranslationen P, proportional ist,

[{Q%,Q%}, 0] = {[Q%,¢],Q"} + {[Q°, ¢],Q"}
— {0, 0%} = —2i(y) 20 oy [p, 6], (211)

Oxt
Weiter kommutiert Q¢ in natiirlicher Weise mit {Qa, Qﬁ} und daher insbesondere
mit dem Hamiltonoperator des Systems als Generator der Zeitevolution. Folglich
miissen Zustidnde, die durch Anwendung der Superladungen ineinander iibergehen,
den gleichen Energieeigenwert liefern. Im Rahmen des vorliegenden Modells konn-
te O. Alvarez [14] vermittels einer 1/N Expansion explizit demonstrieren, dafl das
Spektrum der Theorie im Grenzfall groler N aus Supermultipletts besteht, d.i. boso-
nischen und fermionischen Zusténden identischer Energie. Diese Vermutung wird im
Fall N > 4 durch R. Shankar und E. Witten [15] bestéatigt, die die exakte S-Matrix

der elementaren Feldanregungen konstruieren.

Spontane Brechung Im Rahmen eines Artikels [16] entwickelte E. Witten eine

Grofle, anhand derer eine Antwort beziiglich der Moglichkeit spontaner Supersym-

16
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metriebrechung gegeben werden kann. Diese Konstruktion wird heute als Witten
Index A bezeichnet und errechnet sich aus der Differenz bosonischer und fermioni-

scher Zustdnde verschwindender Energie,
A =Sp(—1)F =nk=0 — nE=0, (2.12)

wobei folgende Heuristik gilt:

{ 0 spontane Brechung ist moglich,
¢ # 0 spontane Brechung ist nicht moglich.

Bereits in der genannten Verdffentlichung gibt E. Witten entsprechende Ergebnisse

fiir das nichtlineare supersymmetrische O(N) Sigma-Modell zu

A=1+ (=¥ = 2290 (2.13)
an, d.h. Supersymmetrie kann nicht spontan gebrochen werden. Es ist weiterhin
moglich, eine Funktionalintegraldarstellung!® des Witten Index unter Verwendung
der Superspur sSp anzugeben. Eine kurze Analyse [17] offenbart, dafi der Witten
Index mit einer verallgemeinerten ,, Zustandssumme* fiir Superfelder iibereinstimmt,

sodass gilt:
A= /D¢ 5(pgp — 1) e 5%

unter Verwendung periodischer Randbedingungen!! in ¢. Insbesondere entspricht A
dem gewohnten Pfadintegral der Supermultiplettfelder im Fall periodischer Randbe-

dingungen in zeitlicher Richtung fiir fermionische Felder,
A= /DnDzﬁ S(nn — 1)§(nep) e ¥ (2.14)

wobei 1 (xg + 5,21) = ¥ (xo, 21) und n(ze + 3, 1) = n(xg, z1). Diese Beobachtung
ist von grofler Bedeutung fiir die Simulation supersymmetrischer Modelle. Um eine
explizite Brechung der Supersymmetrie durch Randbedingungen der Supermulti-
plettfelder zu vermeiden, miissen sie in der gleichen Art und Weise gewéhlt werden,
hier periodisch. In diesem Fall sind Erwartungswerte von Observablen nur dann

wohldefiniert, falls der Witten Index nicht verschwindet. Im vorliegenden Modell ist

0Detaillierte Informationen finden sich in [17] und darin referenzierten Artikeln.

1Die Rolle der Randbedingungen wird in spiteren Kapiteln klar werden. Hier sei angemerkt,
daf} die Zustandssumme in einer endlichen Box betrachtet wird, deren zeitliche Ausdehnung mit
der inversen Temperatur § identifiziert werden kann.

17



2 SUPERSYMMETRISCHES NICHTLINEARES SIGMA-MODELL

dies erfiillt (vergleiche (2.13)).

2.2.2 O(3)-Symmetrie

Sofort erkennt man, dafl jede Komponente der Felder n, @ einer formgleichen Wir-
kung unterliegt, sodafl die Theorie im Ganzen einer globalen O(3)-Symmetrie folgen
sollte. Dazu betrachte man eine verallgemeinerte Rotation im Komponentenraum

des Superfeldes ¢,
¢ — ¢p=00¢, ¢ — O0;, (2.15)

mit der reellen, orthogonalen Matrix!? O, d.h. es gilt OTO = 1. Die Wirkung trans-

formiert dann geméfl

1 - 1 _ _
S — Sg = Q—f/dzdedHDOijgbjDOikqﬁk = 2—92 d*rdfdf5;,De; Doy, = S.

Dies impliziert natiirlich eine entsprechende Symmetrie in den Feldern n, 1. Die

Zwangsbedingung ¢¢ = 1 ist trivial mit dieser Symmetrie vertréglich.

2.2.3 Chirale Symmetrie

Weiterhin verhélt sich die Wirkung invariant unter einer globalen, chiralen Symme-

trietransformation,

Y — 5, (2.16)

wobei 75 im Spinorraum der Komponentenfelder wirkt,
P — 2Pyl fiir i e {0,1, 2. (2.17)

Dies impliziert, da 1 = 9" C — (159)7C = "I C = ¢p~!'. Die chirale Matrix s

erfiillt die folgenden Relationen'?,

{75, 7.} =0, 7 =1, [v5,C] =0, Vs = —5.
Der kinetische Term fermionischer Anregungen ist invariant,

PP — Pyl Prstp = —pys ysdip = Py dip = b,

12Tm Fall det (O) = 1 (det (O) = —1) beschreibt O eine Drehung (Spiegelung).
13Eine explizite Darstellung ist in Anhang B angegeben.

18



2 SUPERSYMMETRISCHES NICHTLINEARES SIGMA-MODELL

gleichfalls dem Vier-Fermi-Term,
— N2 - T 2 - 2 < N2 SN2
(PY)” — (Y1) = (— ) = () = (Yi) .
Ein fermionischer Massenterm hingegen zeigt dieses Verhalten nicht,

17)77’“/’ - 77_[)75Tm%1/’ = —1%75751/1 = —17Jm¢ # {Z)mv,b,

derart, dafl das Auftauchen massiver Zustédnde bei intakter chiraler Symmetrie un-
terdriickt wird. Bereits Betrachtungen der 1/N Expansion des supersymmetrischen,
nichtlinearen O(N) Sigma-Modells zeigen eine spontane Brechung der chiralen Sym-
metrie und, damit verbunden, massive Zusténde (vergleiche O. Alvarez [14]). Diese
Aussage wird durch J. Evans und T. Hollowood [18] bestitigt, die nichtverschwin-
dende Massen in Sigma Modellen mit CP(N) und O(N) Zielmannigfaltigkeit fur
beliebige N > 2 finden.

2.3 Bisherige Studien

Den bisher genannten Publikationen kann entnommen werden, dafl das supersymme-
trische nichtlineare Sigma-Modell bereits viel Aufmerksmankeit genossen hat. Dabei
erwiesen sich analytische Ansétze aufgrund der nichtperturbativen Effekte, die durch
die Zwangsbedingungen induziert werden, als schwierig und Ndherungsverfahren wie
die 1/N Expansion sind nicht in der Lage, die vielfaltigen Eigenschaften des Mo-
dells zu erfassen. Beispielsweise zeigt nur der Fall N = 3 Instantonmoden'* und eine
erweiterte N = 2 Supersymmetrie-Algebra. Eine numerische Behandlung auf dem
Gitter konnte ein geeigneter Weg sein, um diese Probleme aufzulosen. Allerdings ist
die Simulation supersymmetrischer Theorien nicht nur mit hohem Rechenaufwand
verbunden, sondern wird auch von prinzipiellen Schwierigkeiten behindert, die mit
der Diskretisierung der Raumzeit zusammenhéngen und in Abschnitt 3.4.3 genauer
erldutert werden. S. Catterall und S. Ghadab [20, 21] konnten einige dieser Probleme
iiberwinden, indem sie beide Superladungen der AN/ = 2 Supersymmetrie zu einer nil-
potenten Ladung () verschmolzen, um eine Gitterwirkung mit exakter ()-Symmetrie
zu gewinnen. Dies entspricht der exakten Verwirklichung einer Supersymmetrie auf
dem Gitter und ermoglicht die Wiederherstellung der vollen Supersymmetrie im

Kontinuumslimes der Simulation. Es gibt allerdings begriindeten Anlafl, dafl diese

Das Sigma-Modell mit O(3) Zielmannigfaltigkeit entspricht dem CP! Sigma-Modell. CPY
Sigma-Modelle weisen stets Instantonlésungen auf, wihrend dies bei O(N) Sigma-Modellen nur fiir
N = 3 zutrifft [19].
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Formulierung nicht in der Lage ist, die wichtige O(3) Symmetrie im Kontinuumslimes
wiederherzustellen!®. Analytische Betrachtungen [22] schlieBen die Moglichkeit einer
spontanen Brechung kontinuierlicher Symmetrien in zwei Dimensionen aus. Daher
muss angenommen werden, daf3 die so gewonnenen Daten nicht dem supersymme-
trischen nichtlinearen O(3) Sigma-Modell entsprechen und keine Aussagen iiber das
Verhalten der Theorie getroffen werden kénnen. Im Rahmen dieser Diplomarbeit
wird eine Monte-Carlo-Simulation angestrengt, deren Gitterformulierung die O(3)
Symmetrie respektiert und daher einen invarianten Kontinuumslimes garantiert. In
diesem Fall ist es allerdings nicht mdoglich, eine nilpotente Ladung ) zu konstru-
ieren und das Erreichen eines supersymmetrischen Kontinuumslimes muss anhand

der Simulationsdaten iiberpriift werden.

15Vergleiche hierzu die Dissertation von C. Wozar, Theoretisch-Physikalisches Institut, Friedrich
Schiller Universitéit Jena.
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3 Gitterquantenfeldtheorie

Ausgehend von einer Formulierung der Quantenfeldtheorie eingebettet in Minkowski
Raumzeit wird der Pfad hin zu einer dquivalenten Theorie auf dem euklidischen
Gitter aufgezeigt. Dies erlaubt eine numerische Behandlung unter Zuhilfenahme von
Monte-Carlo-Methoden. Details des diskretisierten Modells werden im Hinblick auf

Erhaltung wichtiger Symmetrien erldutert.

3.1 Euklidische Formulierung

Minkowski Raumzeit Betrachte das Wirkfunktional Sy [n, 9] = [ d*zLy[n, 9]
mit der Lagrange-Dichte Ly/[n, )] des supersymmetrischen nichtlinearen Sigma-
Modells. Die klassischen Felder n(z), ¥(x) definieren Abbildungen der zwei-dimen-
sionalen Minkowski Raumzeit M in eine Zielmannigfaltigkeit.'® Im Rahmen der

“17 werden n(x), ¥(x) zu Operatoren fi(z), ¥ (z) erhoben,

yzweiten Quantisierung
die auf dem Hilbertraum der Vielteilchenzustdnde wirken (,,Fock-Raum*). Hierbei

erfiillt n Kommutator- sowie {p Antikommutatorrelationen.

Korrelationsfunktionen Jegliche Information einer Quantenfeldtheorie kann aus
Korrelationsfunktionen extrahiert werden; genauer formuliert, ldsst sich aus ihnen
der Hilbertraum der vollstdndigen Theorie rekonstruieren [25]. Die n-Punkt-Kor-
relationsfunktion ist definiert als Vakuumerwartungswert des n-fachen Produktes

der Feldoperatoren,
(n(zy)...0(x,)) =(QTa(zy)...0(z,) Q) (3.1)

wobei (2| den Vakuumzustand und 7" den Zeitordnungsoperator bezeichnet (ana-
log fiir 12)) Definiert auf einer Raumzeit mit Minkowski Signatur, bezeichnet man
sie auch als ,, Wightman-Funktionen*. Korrelationsfunktionen kénnen unter Verwen-

dung des Feynman’schen Pfadintegrals [26, 27] dargestellt werden,

(n(xq)...0(x,)) = %/DnD@bé(nQ —1)d(n-) n(xy)...n(z,) eSMB¥ - (3.2)

Hierbei bezeichnet Sy = [ d*zL[n, 9] die klassische, mikroskopische Wirkung und
Z = [DnDvé(n* — 1)d(n - 1) em™¥ das Pfadintegral ohne ,Operatoreinsatz*,

16Hierbei ist das bosonische Feld n als reellwertig aufzufassen, wihrend v auf grassmannwertige,
reelle Zahlen abbildet.

17Zum Verfahren der zweiten Quantisierung und elementarer Quantenfeldtheorie verweise ich
auf [23, 24].
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die Vakuum-Vakuum-Amplitude. Das Pfadintegral ist eine gewichtete Summe iiber
alle Konfigurationen beziiglich n(z), ¥(x). Diese sind reellwertige beziehungswei-
se grassmann-reellwertige Integrationsvariablen, die nicht an eine klassische Bewe-
gungsgleichung gekniipft sind. Der Erwartungswert einer Observablen O(n, 1;0) er-
gibt sich zu

~

(O )) = (01 TOGB) 1) = [ DaDps(? ~ 1l - 4) Ofn, ) S,
(3.3)

Wightman-Axiome Im Kontext der axiomatischen Quantenfeldtheorie werden
physikalisch sinnvolle Merkmale eines Modells an Eigenschaften zugehoriger Kor-
relationsfunktionen gekniipft. Die Gesamtheit dieser Forderungen bezeichnet man
als ,,Wightman-Axiome*. Sie erlauben einerseits eine mathematisch rigorose Be-
handlung der Quantenfeldtheorie, andererseits garantieren sie wichtige Konzepte
wie Kausalitat, Lokalitdt, Anomaliefreiheit und die Abwesenheit von Zustanden mit
negativer Norm. Ungliicklicherweise ist es bisher nicht gelungen, eine nicht-triviale,

wechselwirkende Theorie zu formulieren, die alle Wightman-Axiome erfiillt!8.

Euklidisches Pfadintegral FEuklidische Theorien beschreiben Quantenfelder auf
einer euklidischen Raumzeit. In diesem Zusammenhang erweist sich die folgende
Beobachtung als besonders interessant. Die klassische Wirkung Si/[n, 9] samt Min-
kowski Metrik 7, = diag(l,—1) (eine zeitartige, eine raumartige Dimension) und

invariantem Lingenelement!® ds? = dt? — dx?,

1

SM:/CZQJT ,CM[I’I,QP] 29

_ 1 -
/dtdx <0un8“n — ipPp — Z(¢¢)2>,
geht unter der analytischen Fortsetzung?® t — —ir, 7 € R, iiber in

é (—idr)dx <i287n87n — Oxndxn — it (>0, — 110x) P — 1(1#1#)2)

29 drdx (VnVn — ihy,0,) + = (¢¢) )7 (3.4)

¥ Hiermit beschiftigt sich eines der Millenium-Probleme des Clay Mathematics Institute, ver-
gleiche http://www.claymath.org/millennium/Yang-Mills_Theory/.

9In Analogie zur relativistischen Konvention wird der ,Viererortsvektor® in den folgenden
Schritten mit z benannt, wihrend x den iiblichen Raumortsvektor und ¢ die Zeitvariable reprisen-
tieren.

20 Aus dieser Vorschrift folgt, da8 ; — i0, und vy — iy zu ersetzen ist.

22



3 GITTERQUANTENFELDTHEORIE

mit dem Nabla-Operator V in zwei Dimensionen. Das so erhaltene Funktional S
lasst sich als Wirkung in einer euklidischen Raumzeit interpretieren. Man bezeichnet
es daher als ,FEuklidische Wirkung“. Ist sie nach unten beschréinkt, so ldsst das
euklidische Pfadintegral?!,

(O(n,9)) = % / DnDyd(n? —1)3(n - 3) O(n,3) e MY, (3.5)

eine anschauliche Interpretation zu: Analog zur kanonischen Verteilung der statis-
tischen Mechanik handelt es sich hierbei um eine Summierung iiber alle Konfigura-
tionen beziiglich n und 1), gewichtet mit dem Faktor e~5M™%!/Z Dabei entspricht
Z gerade der Zustandssumme. Hier zeigen sich grofie Vorteile gegeniiber der Formu-
lierung in Minkowski Raumzeit. Der stark oszillierende Wichtungsfaktor e*™ des
Pfadintegrals weist im euklidischen Fall exponentiell abfallendes Verhalten oc e™
auf und erlaubt die strenge Konstruktion eines Mafles auf allen Pfaden, dem Wiener-
Ma8B. Ist die euklidische Wirkung nach unten beschrénkt, so kann der Mafifaktor als
Wahrscheinlichkeitsmafl interpretiert werden und erdffnet die Moglichkeit zur An-
wendung von Monte-Carlo-Techniken. Der Ubergang zum euklidischen Pfadintegral
ist fundiert durch analytische Fortsetzung der Wightman-Funktionen nach Korre-
lationsfunktionen zu imagindren Zeiten, den Schwingerfunktionen. Dabei greift ein
wichtiges Rekonstruktionstheorem. Unterliegen die Schwingerfunktionen bestimm-
ten Forderungen, den Osterwalder-Schrader-Aziomen [28], so ist es moglich, ausge-
hend von euklidischer Formulierung, eine dquivalente Theorie in Minkowski Raum-

zeit anzugeben, die den Wightman-Axiomen gehorcht.

3.2 QFT auf dem Raumzeitgitter

Endliches Volumen Es ist unmittelbar klar, daf§ der Aufwand zur Simulation
quantenfeldtheoretischer Modelle von der Anzahl der zu beriicksichtigenden Frei-
heitsgrade abhéngt. Daher beschrinkt man sich iiblicherweise auf endliche Volumi-
na, d.h. man simuliert das Modell in einer Box. In diesem Fall ist man gezwungen,
Randbedingungen an den Grenzen dieser Box festzulegen. In Kapitel 2.2.1 wurde
argumentiert, dafl im vorliegenden Fall periodische Randbedingungen sowohl fiir bo-
sonische als auch fermionische Felder in zeitlicher wie rdumlicher Richtung gewéhlt
werden diirfen. Aus der Theorie des euklidischen Pfadintegrals ist bekannt, daf die

endliche Ausdehnung in zeitlicher Richtung der inversen Temperatur des Systems

21Der Ubergang zum euklidischen Pfadintegral erfolgt durch folgende Ersetzung: t — —ir,
iSM — —S.
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entspricht. Der Grenzfall verschwindender Temperatur wird daher im Limes grofler

zeitlicher Boxgrofle erreicht.

Diskretisierung Vermittels Einfithrung eines Raumzeitgitters A, mit Gitterab-

stand a,
AQZ{IZ(Io,iL‘l):CL(TLQ,nl) | non,...,Lo—l&:nl:O,...,Ll—l}, (36)

erhéilt das Pfadintegralmaf eine wohldefinierte Bedeutung,

Z = / DnDpd(n® — 1)§(ngp) e 2 MY]

— /H dngdap (02 — 1)8(nyap,) e Sn=¥ats) - (3.7)

reEA

Die Felder n,, 1, leben auf den Gitterpunkten x der diskretisierten Raumzeit.
Die euklidische Wirkung S geht hierbei in eine Gitterformulierung iiber. Es ist
durchaus moglich, dal verschiedene Gitterwirkungen derselben Wirkung im Kon-
tinuum entsprechen und derartige Wahlfreiheiten kénnen zur Optimierung genutzt
werden. Insbesondere Ableitungen unterliegen dieser Mehrdeutigkeit und ihnen zu-
gehorige Operatoren entsprechen Matrizen, die Felder verschiedener Gitterpunkte

verkniipfen. Man schreibt also

St = 5 5 mKom,+ X MU v 69

z,yeA z,yEA €A
«,3=0,1

unter Einfithrung der bosonischen Ableitungsmatrix —A — K, sowie der fermioni-
schen Ableitungsmatrix —iv,0, — Mgf mit den Spinor-Indices «, p. Weiterhin wird
die Kopplungskonstante im Rahmen der diskretisierten Formulierung nach 3 = g2
umbenannt. In (3.8) wurde der Gitterabstand a = 1 gesetzt. Die entsprechenden
Faktoren lassen sich unter Zuhilfenahme der folgenden Ersetzungen rekonstruieren,

wobei Groéflen mit Hut den dimensionsbehafteten Grofien entsprechen:

f—pB=0,
n; — ﬁx = Ny,
Kacy - Kmy - aszya

M,y — My = aM,,.
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Diskretisierung der Raumzeit liefert iiberdies einen natiirlichen Mechanismus zur Re-
gularisierung der Theorie, da Impulse auf die Brillouin Zone des Gitters beschrénkt

sind und so insbesondere einer oberen Schranke unterliegen (vergleiche Anhang A),

SHE

Py =

Numerische Behandlung Das diskretisierte, euklidische Pfadintegral ldsst die

Bestimmung von Erwartungswerten physikalischer Observablen zu,

(O(n,4)) = %/H dngdep (02 — 1)6(n,1p,) O(n, ¢p) e S{natbets)

TEA

1 _
= Z O(g) e 5.

gerl’

In Praxis zeigt sich jedoch, dafi die Anzahl der zu summierenden Konfigurationen
g aus dem Konfigurationsraum I' bei diskreten Problemen bereits enorm ist, bei
kontinuierlichen Problemen schlichtweg unendlich. Bei ndherer Betrachtung offen-
bart sich, dafl nur ein kleiner Teil des Konfigurationsraumes in signifikantem Maf} zu
dieser Summe beitrigt: die Umgebung minimaler Wirkung. Konfigurationen, fiir die
S grofle Werte annimmt, sind exponentiell unterdriickt. Eine Approximation ergibt

sich fiir den Fall der Summierung nur endlich vieler Konfigurationen,

(O $)) ~ -3~ Olg). (39)

k=1

Hierbei miissen Konfigurationen g, entsprechend dem Wahrscheinlichkeitsma$ p(gy) =

e~%k) / 7 verteilt sein (,,Importance Sampling®). Der mit dieser Approximation ver-
-1

kniipfte statistische Fehler ist von Ordnung v M .

Thermodynamischer und Kontinuumslimes Diskretisierung des Modells geht
mit der Einfithrung von Gitterartefakten, d.h. Zusatztermen, die Potenzen des Git-
terabstands a tragen, einher. Dabei erschliefit sich der Gitterabstand, mit dem ein
Teilchen , aufgelost” wird, aus seiner Korrelationslédnge ¢/a, die aus Monte-Carlo-
Simulationen bestimmt werden kann. Im vorliegenden Modell kann sie vermittels
globaler Kopplung f variiert werden und im Limes f — oo gilt {/a — oo, d.h.

bei festem ¢ folgt a — 0 (Kontinuumslimes®?). Bei festgehaltenem Gittervolumen

22Dje iibliche Vorgehensweise zur Bestimmung des Kontinuumslimes sieht vor, das System in der
Néhe eines Phasentibergangs zweiter Ordnung zu betrachten, da die Korrelationslénge an diesem
Ubergang divergiert. Dies ist hier jedoch nicht moglich, da das Modell schlicht keinen geeigneten

25



3 GITTERQUANTENFELDTHEORIE

V = LoL; fiihrt diese Prozedur auf den Grenzfall der freien Theorie, da das physi-
kalische Volumen Vppys = a®LoL; verschwindet. Eine sinnvollere Herangehensweise
fixiert die physikalische Skala, wihrend gleichzeitig grofie Gittervolumina (thermo-
dynamischer Limes) und kleine -abstédnde betrachtet werden. Eine Moglichkeit zur

Festsetzung der Skala wird in Kapitel 5.4 erldutert.

3.3 Wilson-Fermionen

Im Rahmen der Gitterformulierung entspricht die Matrix Mfyﬂ = 5ijM§‘f mit den
Gitterindizes z, y, Komponentenindizes i,j und Spinorindizes «, (3, der fermioni-
schen Ableitung 77,0, in euklidischer Raumzeit. Eine mogliche Wahl besteht in der

Zentrumsableitung,
1

8574 = % <5x+a;1,y - 5x—aﬂ,y)> (310)
die auf eine antisymmetrische Ableitungsmatrix fithrt. Hierbei bezeichnet u ver-
schiedene Gitterrichtungen und ji den zugehorigen Einheitsvektor. Diese Formulie-
rung ist allerdings von einem wohlbekannten Makel befallen. Betrachtet man den
Gitterpropagator, so zeigt sich, dal dieser am Rand der Brillouin-Zone zusétzliche
Pole aufweist, die keinem physikalischen Freiheitsgrad entsprechen (Fermiondoppler-
Problem, [29]). Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Vorschlag von Kenneth Wilson
(1975) verfolgt, um Dopplermoden zu unterdriicken. Dieser sieht die Modifizierung

der Ableitung vor,

« « ag’@ A
M) = 7008, + 0% Agy. (3.11)
Hierbei bezeichnet Axy = Ag;l den dimensionslosen Laplaceoperator auf dem Git-
ter,
1
Apy=— (Oxtapy + Oo—apy — 20zy). (3.12)

o
Der so eingefiihrte Wilson-Term Sy, mit reellem Massenparameter r verschwindet

im naiven Kontinuumslimes,
ra o a—0
Sw=" > s A 0.
x7y

Gleichzeitig wird der Propagator dahingehend gewandelt, dal Anregungen aus den
Ecken der Brillouin-Zone eine zusétzliche, vom Gitterabstand abhéngige Masse er-
halten. So werden Doppler im Kontinuumslimes extrem schwer und mit dem Verlust

ihrer Dynamik schwindet der Einflufl auf das Pfadintegral. Nachteile dieses Ansat-

Phaseniibergang aufweist.
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zes werden in der Einfithrung zusétzlicher Gitterartefakte und dem Verlust chiraler

Symmetrie (vergleiche Kapitel 3.4.2) offenbar.

Bosonische Ableitung Soll Hoffnung beziiglich supersymmetrischer Eigenschaf-
ten auf dem Gitter bestehen bleiben, so diirfen bosonische und fermionische Ablei-
tungsmatrizen nicht willkiirlich gewéhlt werden. Anhand des Wess-Zumino-Modells
konnten Erfahrungen (vergleiche [30]) gesammelt werden, die Anlaf zu folgender

Wahl geben:

Koy=-% (agy)2 + ( ) Z Zagzagy +D ny, (3.13)

“w
A
mit dem Laplaceoperator A2 , der Zentralableitung,
Z Z agz 5y = 2 [5a:+2aﬂ,y + 5:p72aﬂ,y - 25xy] ) (314)
o
und dem quadrierten Laplaceoperator,
1
L= BBy = > (G taisaig = 20rtay + Oay ). (3.15)
z p,v==x0,£1

3.4 Symmetrien

Zur Konstruktion entsprechender Gittermodelle ist die exakte Nachbildung von
Symmetrien des urspriinglichen Modells (O(3) Symmetrie, chirale Symmetrie, Su-
persymmetrie) erstrebenswert, mindestens jedoch sollten diese im Kontinuumslimes

wiederhergestellt werden.

3.4.1 O(3)-Symmetrie

Ordnungsparameter Im Rahmen von Monte-Carlo-Simulationen werden haufig
Ordnungsparameter zur Untersuchung von Symmetrien genutzt. Diese zeigen un-
terschiedliches Verhalten im Fall gebrochener oder ungebrochener Realisierung. Die
O(3)-Symmetrie kann beispielsweise durch den Vakuumerwartungswert des n-Feldes
charakterisiert werden. Unter Rotation im Komponentenraum transformiert er ana-

log dem Superfeld (vergleiche Kapitel 2.2.2),

¢—¢p=0¢ = (n)—(On)
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Bei intakter O(3)-Symmetrie verhélt sich die Wirkung invariant unter Rotation. Der
Vakuumerwartungswert erhélt dann Beitrdge beliebiger Richtungen des n-Vektors.

Das Resultat folgt durch Mittelung iiber alle Richtungen und erbringt
(n) =0 im ungebrochenen Fall. (3.16)

Nun betrachte man die gebrochene Realisierung, d.i. die Wirkung ist nicht invariant
unter Rotation im Komponentenraum. Da sie positiv-definit ist, muss eine spezielle
Ausrichtung existieren, die sie minimiert. Der Erwartungswert wird dann durch

Fluktuationen um dieses Minimum dominiert und verschwindet nicht, d.h.
(n) #0 im gebrochenen Fall. (3.17)

Ordnungsparameter erlauben insbesondere die Unterscheidung von Phasen intakter
und spontan gebrochener Symmetrie in Modellen, die Phaseniibergéinge zeigen. In
diesem Fall werden Symmetrien zwar von der Wirkung respektiert, aber dynamisch
durch den Grundzustand gebrochen. Im Rahmen des vorliegenden Modells ist be-
kannt, dal eine spontane Brechung kontinuierlicher Symmetrien nicht moglich ist
[22]. Die bisher verwendete Formulierung vermittelt zwar einen manifest invarianten
Charakter der O(3) Symmetrie, ist aufgrund der Nebenbedingungen aber schwierig

zu simulieren. Daher ist es nétig, alternative Formulierungen zu untersuchen.

Projektion der Wirkung FEine mogliche Variante besteht in der stereographi-
schen Projektion. Betrachte dazu die N Superfelder ¢;, wobei folgende Bezeich-
nung verwendet werden soll: ¢ = (¢y,...,dy_1). Dann ist ¢ = (¢, ¢n). Unter

Einfiihrung der N — 1 Superfelder &; definiert man:

28 1— &€

YT Tre YT

. (3.18)
Dies impliziert

_age+ (1-88)° dge+1-2ge+ (€ (1+€6)°

¢ (1+€¢)° (1+€¢)° (1+¢¢)?

Y

d.h. die Nebenbedingungen sind unter dieser Umschrift automatisch erfiillt. Weiter

wihlen wir das Wirkfunktional (2.6) als Ausgangspunkt und integrieren entsprechen-
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de Hilfsfelder nach Projektion der Feldvariablen aus. Notiert man die Expansion
= i~
&(x,0) = u(z) + 0 (x) + 599{;(93),
so folgen die Transformationsvorschriften der Multiplettfelder,

n, = 2pu,
Y, =2pX — dp*(UN)u,
fi = 2pg — 2p°u(2ug — iAX + 4ip(uA)(ul)) + 4ip”A(uX),

sowie

ny = p(l — uz),
1/}]\/ = _4/0211A7
fx = —4p*ug + 2ip* A — 8ip®(ul)(ul),

mit p(u) = (1+ u2)_1. Die Transformation des Pfadintegrals wird durch die Super-

determinante der Variablentransformation charakterisiert,

7 — /H dugdA,dg, sdetx{(n,qp,f) - (u,)\,g)} e S{us Argsla)

zEA

wobei sdet eine Verallgemeinerung der Jacobi Determinante darstellt,
on; _ Ong [ OA aﬂ%
Ou; Oy \ OY kl Ou;;

det (g—f)

Hierbei werden die Nebenbedingungen fiir die Felder n, 9 und f genutzt, um die

det (
sdet {(n,¢7f) — (u, )\,g)} =

Freiheitsgrade entsprechend einzuschrianken, sodafl eine sinnvolle Definition der Su-
perdeterminante gewéhrleistet werden kann. Nach einer etwas ldngeren Rechnung
stellt sich heraus, daf§ sdet Cc{(n, P, f) — (u, A, g)} = 1. Dies vereinfacht das Pfadin-
tegralmafl erheblich, sodafl lediglich die Projektion der euklidischen Wirkung ver-
bleibt, was ohne weitere Umschweife ausgefithrt werden kann. Die Ausintegration
des Hilfsfeldes g trigt einen Faktor oc 37V [Lea p, 2 zur Normierung der Zustands-

summe bei und es verbleibt die Wirkung:

ﬁ Na A« N 2
§=5> <4quszyuypy+,0m(1—ui)Kmy(1—uZ)py—i—)\x’iQxiij)\jj—Hlpi(Amézy)\y) )

z,yEN
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mit der Fermionmatriz Qxy i

« 2 o 2

Hubbard-Stratonovich Transformation Der Vier-Fermi Term oc (AX)? kann
durch eine Hubbard-Stratonovich Transformation bearbeitet werden. Die Idee be-
steht hierbei darin, ein zusétzliches dynamisches Boson-Feld o derart einzufiihren,
daf3 der Vier-Fermi Term nach Ausintegration reproduziert wird. Im Detail setzt
man

ﬂgﬂ

Qﬂpi (S\xéxy)\y) -+ )\m/wxéxy)\y,

mit einer Konstanten . Diese Konstruktion fiihrt zu einem Gaufischen Integral in
o, mit Bewegungsgleichung

1-
Op = —5)\1&5@)\%

und liefert k = +4ip>. Der Faktor ¢ kann fiir die weitere Behandlung der Fermion-

matrix vernachlissigt werden und es verbleibt das Pfadintegral

/ [] dnedXedo,p;? e 5neAale), (3.19)

FASIAN

mit der diskretisierten Wirkung

5
= E Z <4pxumeyuypy

z,yEN
+ pa(1 = uf) Koy (1 — ugz;)Py + 0202y 0y
+A2,Q08 A\ ) (3.20)

zY,tj " Y,J

und Fermionmatrix

sz ij — 4;% (5zk - QUJ;,ZU%kpw)Mgf
(5kj - 2uy,kuy7jpy)py + 16piuz,i5ingfuy7jpz
+4pxa—az(sxy6ij6aﬂpy. (321)

3.4.2 Chirale Symmetrie

Das Wirkfunktional (3.8) ist invariant unter einer diskreten chiralen Transformation
(vergleiche Kapitel 2.2.3). Zur Unterdriickung stérender Fermiondoppler wurde ein

Zusatzterm Sy, eingefiihrt, der zwar im Kontinuumslimes naiv verschwindet, bei
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endlichem Gitterabstand aber zu einer expliziten Verletzung der chiralen Symmetrie
fithrt. Es gilt, daf3

r - Qg
Sw =15 ) $0 Ny

z,yEN

= 5 3 YT Aty = 5 D (= 2) A

z,yEN z,yeN

r - g
=5 D Va0 An ) # Sw

z,yeN

Hierbei wurde benutzt, daf§ [y5,C] = 0, 74 = —75 und 42 = 1. Um den Grad der
Verletzung zu quantifizieren, besteht auch hier die Moglichkeit, Ordnungsparameter
wie das chirale Kondensat zu untersuchen. Diese Observable transformiert unter
chiraler ,Rotation* analog dem oben angefithrten Wilson-Term. Dabei entspricht
die chirale Symmetrie einer Zs-Symmetrie des Kondensats. Im ungebrochenen Fall
erhélt der Erwartungswert Beitrdge von positiven und negativen Teilen, sodass er
verschwindet, wahrend gebrochene Symmetrie der Bevorzugung eines Vorzeichens,

verbunden mit nichtverschwindendem Resultat, entspricht. Zusammengefasst,

0  im ungebrochenen Fall
(3.22)

(W) = {c # 0 im gebrochenen Fall.
Fiir das vorliegende Modell erwartet man aufgrund des Wilson-Terms eine explizit

gebrochene chirale Symmetrie.

3.4.3 Supersymmetrie

Im Allgemeinen fiihrt eine Diskretisierung der Raumzeit zum Verlust der Supersym-
metrie. Die Superalgebra als Erweiterung der Poincare-Algebra wird dabei explizit
durch die Gitterstruktur gebrochen. In Gleichung (2.11) wurde gezeigt, dal der An-
tikommutator der Generatoren supersymmetrischer Transformationen dem Genera-
tor der Raumzeittranslationen entspricht. Infinitesimale Rotationen oder Translatio-
nen konnen aber auf dem Gitter nicht durchgefiithrt werden, sodafl Supersymmetrie
als nicht mit dem Gitteransatz vereinbar scheint. Beachtet man, dafl beispielswei-
se Translationsinvarianz nicht vollstdndig, sondern nur bis auf Translationen um
Ganzzahlvielfache des Gitterabstandes gebrochen ist, so kann unter Umsténden ein
supersymmetrischer Kontinuumslimes durch Feineinstellung (,, fine tuning*) der Mo-
dellparameter gewonnen werden. Weiterhin konnten Modelle mit erweiterter Super-

symmetriealgebra konstruiert werden, die zumindest einen Teil der Supersymmetrie
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exakt auf dem Gitter respektieren und so den Aufwand an fine tuning deutlich re-
duzieren. Einen Uberblick iiber die genannten Techniken und Probleme gibt [31]
und darin referenzierte Artikel. In dieser Arbeit wird eine in Kapitel 3.4.1 vor-
gestellte stereographisch projizierte Gitterformulierung verwendet, deren vorrangi-
ges Ziel die Implementierung der O(3) Symmetrie darstellt. Untersuchungen von
supersymmetrisch-verbesserten Formulierungen miissen in darauf aufbauenden Ar-

beiten betrachtet werden.
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4 Monte-Carlo-Techniken

Das folgend dargelegte Kapitel behandelt die angewandten Methoden zur nume-
rischen Simulation des supersymmetrischen, nichtlinearen Sigma-Modells auf dem
Gitter sowie die Extraktion physikalisch relevanter Information. Die Ausfithrungen
zu grundlegenden Techniken orientieren sich an den einschliagigen Lehrbiichern von
Montvay & Miinster, Rothe, Berg sowie Gattringer €& Lang [32, 29, 33, 34]. Insbe-
sondere folgen die Kapitel iiber Markov-Ketten und Metropolis-Algorithmus dem
Buch von Rothe.

4.1 Markov-Ketten

Das mathematische Geriist der Markov-Ketten eignet sich zur Formulierung eines
stochastischen Prozesses, der es erlaubt, Feldkonfigurationen nach einem vorgegebe-
nen Wahrscheinlichkeitsmafl zu erzeugen. Man spricht in diesem Fall von Markov-
Chain-Monte-Carlo (MCMC) Simulationen, oder kurz MC Simulationen.

Eine Feldkonfiguration des Systems, d.h. eine explizite Wahl der Freiheitsgrade auf
allen Raumzeitpunkten, werde mit C' bezeichnet. Zur besseren Ubersicht werden ver-
schiedene Konfigurationen durch einen Index i € N unterschieden, {C},Cs, ..., Cn}.
Die Feldkonfigurationen kénnen als Zufallsvariablen eines stochastischen Prozesses
interpretiert werden, der, ausgehend von einer Konfiguration C;, mit der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit P(C; — C;) = P;; eine Konfiguration C; erzeugt. Hierbei gelte,
dass P;; > 0 (positive Ubergangswahrscheinlichkeit) und 3~ ; Pij =1 (Normierung).
Fordert man zusétzlich die Markov-Bedingung P(C; — C;) = P(C;,C;), di. die
Ubergangswahrscheinlichkeit héingt nur von der direkt vorausgegangenen Konfigura-
tion, nicht aber von anderen Konfigurationen ab, so handelt es sich bei dem betrach-
teten Prozess um einen Markov-Prozess. Die Menge der so generierten Konfiguratio-
nen {C.,}; bezeichnet man als Markov-Kette. Basierend auf diesen Konfigurationen

lassen sich Observablen O durch ,,Zeitmittelung“ bestimmen,

(0(0)) = 373 0(Cr),

falls die Konfigurationen innerhalb der Markov-Kette nach dem gewiinschten Wahr-

scheinlichkeitsmafl p(C') = L?C)

(importance sampling, vgl. Kapitel 3.2). Im Hinblick darauf betrachten wir nun einen

mit einer euklidischen Wirkung Sg verteilt sind

Markov-Prozess, der die folgenden Merkmale aufweist:
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irreduzibel Eine Markov-Kette heif3t irreduzibel, wenn fiir jede zwei Konfiguratio-

nen C;, C; ein N € N derart existiert, dass N < oo und

Pz(JN) = Z Pii1pi1iz s PiN_1j 7é 07
{ix}

d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeit, von einer Konfiguration C; nach endlich

vielen Schritten zu einer Konfiguration C; zu gelangen, ist stets gréfier Null.

aperiodisch Eine Markov-Kette heifit aperiodisch, wenn fiir alle i, N € N gilt,
dass PZ-(Z-N) # 0.

positiv-rekurrent Sei pl(lN ) die Wahrscheinlichkeit, entlang von N Markov-Schritten
von einer Konfiguration C; zu sich selbst iiberzugehen, ohne diese Konfigura-
tion in einem Zwischenschritt zu erreichen. Eine Markov-Kette heif3t positiv-

rekurrent, wenn die mittlere Rekurrenzzeit 7, = > nv_; N pEZN ) endlich ist.

Eine irreduzible, aperiodische und positiv-rekurrente Markov-Kette heifit ergodisch.
Dann existiert der Grenzfall?® fiir N — oo,

: N
lim P = T}, (4.1)

N—o0 g

wobei die Grenzwahrscheinlichkeiten 7; eindeutig bestimmt sind und den Bedingun-
genm; >0, >, m; =1 sowie m; = >, m; P geniigen. Die Grenzwahrscheinlichkeiten
sind unabhéngig von der Wahl der Startkonfiguration des Markov-Prozesses und
gehen aus einem weiteren Markov-Schritt unverdndert hervor. Dies charakterisiert
den Grenzfall als Gleichgewichtszustand des Markovprozesses, wobei 7; gerade die
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Konfiguration C; angibt. Erfiillt die so

generierte Markovkette zusétzlich die Bedingung, dass
n? =3 N < oo,
N=1

so entspricht der statistische Mittelwert iiber alle Konfigurationen (Zeitmittel beziiglich
der Monte-Carlo-Zeit) dem Scharmittel,

(0) = Z m0(Cy),

Zgiehe [29], Kap. 16.2
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bei einer statistischen Unsicherheit von O(N~/2). Dies entspricht der in Kap. 3.2
gewiinschten Form. Es bleibt zu zeigen, welcher Form die Grenzwahrscheinlichkeiten

m; geniigen. Dazu betrachte man die Bilanzgleichung
=2 PGPy + ) 9 (C)Pi = Ap'(C).
J J

Zu einer festen Monte-Carlo-Zeit ¢ représentiert der erste (zweite) Term den ,,Ab-
flu* (,,ZufluB“) an Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Konfiguration C; im Falle eines
weiteren Monte-Carlo-Schrittes. Im Grenzfall ist p'(C;) — m; stationdr, Ap'(C;) —
Am; = 0. Setzt man nun voraus, daB fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten die

detaillierte Bilanzgleichung

P, (4.2)

erfiillt ist, so folgt, dass die Grenzwahrscheinlichkeiten m; dem Gibbs-Ensemble
p(C;) = # entsprechen (vgl. [29], Kap. 16.2). Damit ist gezeigt, dass der so de-
finierte Markov-Prozess den richtigen Grenzwert liefert. Aus den Details des Bewei-
ses folgt auBlerdem, dass die Abweichung der durch die Markov-Kette beschriebenen
Wahrscheinlichkeitsverteilung von der Gleichgewichtsverteilung mit jedem weiteren
Monte-Carlo-Schritt geringer wird (vgl. ebd.).

Unter den aufgefithrten Bedingungen an den Markov-Prozess hebt sich das de-
taillierte Gleichgewicht (4.2) besonders hervor. Es sichert den korrekten Grenzwert
fiir die moglichen Verfahren der Monte-Carlo-Simulation durch eine Forderung an
die Ubergangswahrscheinlichkeit P;;, lasst aber Freiraum zur Gestaltung von effekti-
ven Algorithmen. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden zwei Algorithmen, die
das detaillierte Gleichgewicht erfiillen, vorgestellt: der Metropolis- sowie der Hybrid-
Monte-Carlo-Algorithmus.

4.2 Metropolis-Algorithmus

Der Metropolis-Algorithmus wurde 1953 von Metropolis et. al. zur numerischen
Auswertung der Zustandsgleichung beliebiger, aus elementaren Strukturen zusam-

mengesetzter, Systeme vorgeschlagen.

The purpose of this paper is to describe a general method, suitable for
fast electronic computing machines, of calculating the properties of any
substance which may be considered as composed of interacting individual

molecules. (Metropolis et. al. [35])
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C; akzeptiert

/lj
\14— Aij

Starte mit C; — g

C; abgelehnt

Abbildung 1: Ablaufschema eines lokalen Metropolis-Schrittes. Die Ubergangswahr-
scheinlichkeit Pj; der Erzeugung einer Konfiguration C; ausgehend von einer Kon-
figuration C; wird in zwei Schritte zerlegt, Test (7;;) und Akzeptanz (A;;), so dass
P =T - Aij.

Der Anwendungsbereich moderner Monte-Carlo-Techniken erstreckt sich iiber ein
sehr weitldufiges Areal verschiedenster ,,Systeme®, insbesondere auflerhalb der theo-
retischen Chemie, auf die Metropolis et. al. urspriinglich abzielten. Grundlage dieses
Erfolges ist die 1953 vorgeschlagene Methode zum ,, Abtasten“ des Pfadintegrals,
der Metropolis-Algorithmus. Hierbei wird die Ubergangswahrscheinlichkeit P;; des

Markov-Prozesses in zwei Teilschritte zerlegt,
Py =Ty Ay

T;; bezeichnet man als Testwahrscheinlichkeit, A;; als Akzeptanzwahrscheinlichkeit.
Ausgehend von einer Konfiguration C; entwirft der Algorithmus anhand eines spezifi-
schen, zufallsbasierten Verfahrens mit Wahrscheinlichkeit 7;; eine Testkonfiguration
C;. In einem zweiten Verfahren wird anhand eines zufélligen Wurfs dariiber entschie-
den, ob diese Konfiguration als Ausgangspunkt des néchstfolgenden Monte-Carlo-
Schrittes angenommen (accepted) oder verworfen (rejected) wird. Die Wahrschein-
lichkeit der Annahme ist hierbei gleich A;;. In jedem Fall wird die Markov-Kette
um eine weitere Konfiguration ergénzt: die urspriingliche Konfiguration C; im Fall
reject bzw. die Testkonfiguration C; im Fall accept. Zur Berechnung physikalischer
Erwartungswerte wird jeder Eintrag der Markov-Kette mit dem gleichen Gewicht
beriicksichtigt. Dies entspricht der Idee des importance sampling: Statt Konfigura-
tionen zufillig {iber den Phasenraum verteilt zu ziehen und anhand ihres Beitrags

zum Pfadintegral zu wichten, werden die Konfigurationen bereits ihrem Beitrag ent-
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sprechend gezogen und gleichwertig gewichtet.

Detailliertes Gleichgewicht Die Wahrscheinlichkeit, ausgehend von der Konfi-

guration C; den Testkandidaten C; vorzuschlagen, erfiille die Bedingung

Dies kann beispielsweise durch einen einfachen Wurf erreicht werden. Potts-Modelle
der statistischen Mechanik verfiigen iiber einen Freiheitsgrad je Gitterpunkt, der
q verschiedene Werte annehmen kann. Ein lokaler Metropolis-Schritt am Gitter-
punkt = besteht nun daraus, eine Zufallszahl aus {1,...,q} zu ziehen und diese
dem Freiheitsgrad am Ort z zuzuordnen. Die Anderung der Wirkung dient zur
Entscheidung iiber Annahme oder Ablehnung der so generierten Konfiguration: Ist
Se(C;) < Sg(C;), so wird die neue Konfiguration C; mit Sicherheit angenommen;
ist Sp(C;) > Sg(C;), so wird eine Zufallszahl £ aus [0,...,1] gezogen; im Fall
£ < Z:Z—g; wird die neue Konfiguration angenommen, andernfalls abgelehnt. Das
detaillierte Gleichgewicht hélt in beiden Fillen.

1. Fall Sg(C;) < Sg(C;). Dann ist Py = Ty - 1, Pj; = Tj; - “22c und

e—sE(Cj>
e—SE(Ci)PZ.j = e_SE(Cj)Pﬂ
—SE(C;)
e ST = eSO s

Ty=Tu v

e~ SE(C))

2. Fall SE(C]) > SE(C’L) Dann ist Pij = Ej e Ien R le = Tﬂ -1 und

Q*SE(Cz‘)Pij — efsE(Cj)Pji

—SE(Cy)
—Sg(Ci)p, € _ S
e B i e_SE(Ci) =€ A T]’L
Ty=Tu v

Interessant ist der zweite Fall. Er erlaubt dem Algorithmus, die Wirkung des Sys-
tems zu erhéhen und so neben dem klassischen Pfad minimaler Wirkung auch leicht
deformierte Pfade in dessen Nachbarschaft zu beriicksichtigen. Diese tragen Infor-
mationen zu den Quantenkorrekturen des Systems und erlauben die numerische

Auswertung der Quantenfeldtheorie.
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Der Metropolis-Algorithmus eignet sich vor allem zur Simulation von Systemen
mit ultralokaler’* Wechselwirkung. Hierbei kénnen Gitterpunkte nacheinander fiir
sich aktualisiert werden und die (einmalige) Aktualisierung jedes Gitterpunktes wird
als sweep bezeichnet. Sie lésst sich in diesem Fall schnell berechnen, da die Anderung
der Wirkung bei Aktualisierung eines einzelnen Punktes lediglich aus der Wechsel-
wirkung zwischen dem aktuell betrachteten Gitterpunkt und seiner Nachbarschaft
resultiert. Anders verhélt es sich bei Systemen mit nichtlokaler Wechselwirkung. Hier
muss die gesamte Wirkung bei Anderung eines einzelnen Gitterpunktes neu berech-
net werden, was den Algorithmus empfindlich verlangsamt. Ein wichtiges Beispiel
nichtlokaler Wechselwirkung ist die Simulation dynamischer Fermionen, die fiir die

Auswertung supersymmetrischer Theorien essentiell ist.

Ein weiteres Problem des Metropolis-Algorithmus resultiert direkt aus der lo-
kalen Aktualisierung des Gitters (,,Punkt fiir Punkt“) und wird als critical slowing
down bezeichnet. Die Extraktion physikalischer Information aus Gittersimulationen
gelingt in Bereichen kritischer Kopplung, wenn die Korrelationslédnge viel grofer als
charakteristische Léangenskalen des Gitters, wie beispielsweise der Gitterabstand,
aber geringer als die physikalische Ausdehnung der Box, ist. In diesem Bereich nei-
gen statistische Systeme dazu, zusammenhidngende Gruppen von Freiheitsgraden
,paralleler Ausrichtung zu zeigen (Cluster). Am Beispiel des bereits genannten
Potts-Modells entspricht dieses Verhalten ,,Inseln* mit einem definierten ¢g-Wert auf
jedem Gitterpunkt. Gitterpunkte, die von einem solchen Cluster umschlossen sind,
korrespondieren bei einer lokalen Aktualisierung ihrer Freiheitsgrade zu einer starken
Erhohung der Wirkung, sodass die Annahme der gewonnenen Testkonfiguration sehr
unwahrscheinlich ist. Die Anzahl an Gitterpunkten, die so pro sweep tatséchlich ak-
tualisiert werden konnen, reduziert sich auf die Punkte an den Réandern der Cluster.
Dies fiihrt zu einer hohen Korrelation zwischen aufeinander folgenden Konfiguratio-
nen im Bereich kritischer Kopplung, da die Cluster nur sehr langsam aktualisiert
werden konnen. Dabei gilt: Je geringer der Abstand zur kritischen Kopplung, de-
sto grofler die Ausdehnung der Cluster. Im Grenzfall kritischer Kopplung wird der
Metropolis-Algorithmus ineffizient bis hin zum vollsténdigen Versagen des Aktuali-
sierungsschemas. Ein System auf dem Gitter mit Volumen V = L? zeigt im Bereich

kritischer Kopplung ein definiertes Verhalten der integrierten Autokorrelationszeit

24Man unterscheidet die Begriffe ultralokal, lokal und nichtlokal zur Beschreibung der Ausdeh-
nung von Wechselwirkungen zwischen den Punkten eines Raumzeitgitters. Hierbei bezeichnet , lo-
kal“ eine Wechselwirkung, die exponentiell mit dem Abstand abfillt, wihrend , ultralokale* Wech-
selwirkungen ausschliefSlich zwischen Punkten einer begrenzten Nachbarschaft vermittelt werden.
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Tint (vgl. Kap. 4.7) nach dem Potenzgesetz
Tint o< L7,

wobei z als dynamischer kritischer Fxponent bezeichnet wird, der sowohl vom ver-
wendeten Algorithmus als auch der betrachteten Observablen abhéngt [33, 32]. Loka-
le Algorithmen wie der Metropolis-Algorithmus erreichen iiblicherweise Werte von
2 ~ 2, wihrend spezialisierte Algorithmen wie der Cluster-Algorithmus?® nah an
2z =~ 0 herankommen. Schliissel ist hierbei ein globales Aktualisierungsschema, das

es ermoglicht, viele Gitterpunkte auf einmal zu erfassen.

4.3 Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus

Der Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus (kurz: HMC-Algorithmus) wurde in den 80’er
Jahren vorgeschlagen und stellt heute den Standardalgorithmus zur Behandlung
von Gittermodellen mit nichtlokaler Wechselwirkung, insbesondere dynamischer Fer-
mionen, dar [37]. Aus historischer Sicht ergénzt der HMC-Algorithmus die be-
kannten Langevin®®- bzw. Molekulardynamik®’-Algorithmen um einen zusitzlichen
Akzeptanz-Schritt analog dem Metropolis-Algorithmus, um die diesen Verfahren an-
haftenden, systematischen Fehler stochastisch zu negieren.

Basierend auf der vorangegangenen Diskussion kann man den HMC-Algorithmus
auch als Erweiterung des Metropolis-Schemas auffassen. Wahrend der Akzeptanz-
schritt unveréndert beibehalten wird, verwendet man zur Generierung der Testkon-
figuration eine globale Aktualisierungsmethode, den Molekulardynamik-Schritt. Aus
Kap. 4.2 ist bekannt, dass dieses Schema die gewiinschte Verteilung liefert, falls fiir
die Wahrscheinlichkeit, aus der Konfiguration C; die Testkonfiguration C; zu erhal-
ten, gilt, dass T;; = T}; (Gl (4.3)).

Molekulardynamik-Schritt Ziel der Monte-Carlo-Simulation ist die Auswer-
tung von Erwartungswerten der Form (O(n)) = + [ Dn O(n) e=%#l" mit dem reell-
wertigen Feld n und Z = [ Dne~ 7" sowie einer euklidischen Wirkung Sg. Die hier
vorgestellte Methode findet allgemeine Anwendung und ist nicht auf das supersym-
metrische nichtlineare Sigma-Modell beschriankt. Offensichtlich dndert sich der Er-

wartungswert nicht bei Erweiterung mit einer Konstanten in Form eines Gauf’'schen

25Ein typischer Cluster-Algorithmus ist der Swendsen- Wang-Cluster-Algorithmus [36).

26Der Langevin-Algorithmus basiert auf der Langevin-Gleichung der statistischen Mechanik und
wurde 1981 von G. Parisi und Y. Tun vorgeschlagen [38].

2T Angeregt 1982 von D. Callaway und A. Rahman, vgl. [39].
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2
P

Integrals, const. = [Dpe™ =,

o) [Dn O(n) e=%e [ DnDp O(n) ei<%+SEM)
n)) = = - :
fDn e~ Seln] fDnDp e‘(%-%SE[n})

Der Exponent %2 + Sg[n] geht nach Diskretisierung in die Form »__, % +Sp({n.})
iiber und wird als Hamiltonfunktion eines Systems der klassischen, statistischen Me-
chanik interpretiert. Hierbei iibernimmt n, die Rolle der Ortsfreiheitsgrade, wahrend
p. die dazu kanonisch konjugierte Variable (Impulsfreiheitsgrade) darstellt. Entspre-
chend kann man %’3 als kinetischen Term und Sg({n.}) als Potentialterm auffassen.
Zur Generierung einer Testkonfiguration wird dieses System anhand der kanonischen
Bewegungsgleichungen entwickelt. Aus der Theorie kanonischer Systeme ist bekannt,
dass dem System dabei nur ein Teil des Phasenraumes zugénglich ist, der durch die
Gesamtenergie F = > AN £({n.}) charakterisiert wird. Insbesondere beinhal-

zeA 2
tet dieser Bereich die Nachbarschaft minimalen Potentials, d.i. minimaler Wirkung

Sp.

Integration der Bewegungsgleichungen Entsprechend ihrem Beitrag zum Pfa-
dintegral miissen die ,, Impulse“ p, nach einer Gaufl’schen Verteilung gewiirfelt wer-
den. Darauf folgt die Integration der Bewegungsgleichungen zur (fiktiven) Zeit ¢

iiber den Zeitraum t’, d.h. die Losung des Gleichungssystems

ne(t +t') = ng(t) + t’ﬁgf (t) + O(t?)
palt + 1) = po(t) + t’%(t) L o).

In Bezug auf Hamilton’sche Systeme ist bekannt, dass 2%« (t) = p,(t) und %(t) =

ot
— 955 (¢) (Kraftterm), so dass

na(t+1') = ng(t) + t'ps(t) + O(")

plt ) =0+ ¢ (-5 ) 0+ 0,

Die Integration der Bewegungsgleichungen gelingt unter Zuhilfenahme eines nume-
rischen Integrationsschemas. Diese unterscheiden sich nach der héchsten in den Be-
wegungsgleichungen beriicksichtigten Ordnung in ', oder nach zusétzlichen Opti-

mierungen. In der Simulation des supersymmetrischen, nichtlinearen Sigma-Modells

40



4 MONTE-CARLO-TECHNIKEN

—-P

P
Abbildung 2: Im Molekulardynamik-Schritt gelangt man durch Integration fiktiver
Bewegungsgleichungen zur Testkonfiguration C;. Zur Sicherung der gewiinschten
Grenzverteilung im Markov-Prozefl muss das Integrationsschema zeitreversibel sein,

d.h. bei Umkehrung der fiktiven Impulse P — —P gewinnt man nach Integration
die Ausgangskonfiguration C; zuriick.

kommen optimierte?® Integratoren zweiter und vierter Ordnung zum Einsatz.

Durch Integration der Bewegungsgleichungen gelangt man von der Konfigura-
tion C; = C(t) unter Verwendung der Impulse p(t) = P zur Testkonfiguration
C; = C(t +t'). Verlduft die Integration exakt, so sichert der klassische Determinis-
mus, dass eine Evolution ausgehend von C(t) = C; und p(t) = —P die Ausgangs-
konfiguration C'(t +¢') = C; zuriick liefert?. Numerische Integratoren diskretisieren
die Bewegungsgleichungen und l6sen das so gewonnene Gleichungssystem auf den
Stiitzstellen mit Abstand dt. Eine wichtige Grofle zur Beurteilung der Integration ist
die ,,Gesamtenergie“ E des fiktiven klassischen Systems, die unter den kanonischen
Bewegungsgleichungen invariant ist. So verursacht der einfache LeapFrog-Integrator
[29] Fehler in E von der Ordnung O(6t?). Das detaillierte Gleichgewicht hélt in
diesem Fall genau dann stand, wenn der Integrator symplektisch®® und zeitreversi-
bel (siche Abb.2) ist. In diesem Fall konnen systematische Fehler, die der endlichen
Schrittweite 0t geschuldet sind, stochastisch durch den Akzeptanzschritt korrigiert
werden. Damit wird der Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus zu einem ezakten Algo-

rithmus.

Z8Vergleiche [40] zur Optimierung von Integratoren, die zur MC-Simulation geeignet sind, und
[41] zur Beschleunigung des HMC-Algorithmus durch Fourier-Methoden. Dabei wird eine verallge-
meinerte Bewegungsgleichung unter Zuhilfenahme der Fouriertransformation verwendet.

Dies entspricht gerade einer Umkehr der Zeitrichtung.

39Hierbei bezeichnet Symplektizitit die Erhaltung des Phasenraumvolumens dndp.
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4.4 Fermionen

Der fermionische Beitrag zur Wirkung (3.20) des nichtlinearen, supersymmetrischen

Sigma-Modells ist quadratisch in den Feldern,

Z = / [ dwedoadn,p;? e (Svost3 X yen AeQayhy)

zEA

und kann nach den Regeln der Berezin-Integration [12] ausgefiihrt werden. Im Fall

von Majorana-Fermionen A liefert dies die Pfaff’sche Determinante,

Pf(P) = / [ A, ¢ 3 ewenXeQery, (4.4)

TEN

wobei P = C'() mit der Ladungskonjugationsmatrix C'. Da P ausschliefflich re-
elle Eintrige besitzt, ist auch PfP reell. Allerdings kann die Pfaff’sche Determi-
nante sowohl positives als auch negatives Vorzeichen annehmen und stort so die
Interpretation des Wichtungsfaktors im Pfadintegral als Wahrscheinlichkeitsmafl
(Positivitét), eine grundlegende Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit von Monte-
Carlo-Techniken. Eine Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen, besteht darin, die
Pfaff’sche Determinante als Observable aufzufassen. Der Erwartungswert der Ob-

servablen O(u, A, 0) ist dann gegeben durch

B <Pf(P)O(u, 0)>
- (PEP)),,

u,o

(0)

Hier bezeichnet < ... >, , die Mittelung {iber bosonische Freiheitsgrade,

(0}, = [ Tl dwsdop,* Ofus,,}) St

TzEA

Dieser Ansatz, obgleich formal exakt, leidet darunter, dass die Beitréige der einzel-
nen Konfigurationen zum Mittelwert stark fluktuieren und so eine sehr hohe Anzahl
an Konfigurationen noétig ist, um einen stabilen Mittelwert zu erhalten. Weiterhin
muss die Pfaff’sche Determinante in jedem Schritt exakt berechnet werden. Eine
andere Moglichkeit, das Problem anzugreifen, besteht darin, den Beitrag der Fer-
mionen direkt in der Erzeugung der Konfigurationen zu beriicksichtigen. Im Re-
wetghting Verfahren wird das Vorzeichen bei der Generation von Konfigurationen
vernachlissigt und sgn(Pf P) = 1 gesetzt, wihrend Observablen unter Hinzunahme

der Beitrdge negativer Wichtung bestimmt werden. Dabei nutzt man die Relation
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det (P) = Pf?(P) und schreibt

Z = / [ ducdo.p;? det2(P) e~ = / [ duedo, =5, (4.5)

zEA TEA

mit det 2(P) > 0 und der effektiven Wirkung
B 1
Seff = 5 Z n,(u,)K,yn,(u,) + Z o2 s+ QZlog(px) ~3 log(det P). (4.6)
z,yeEA TzEA zEA

Observablen O konnen dann durch Inklusion des Vorzeichens gewonnen werden,

[ Tl,ea dugdo, sgn(PfP) O({u,, 0,}) e %11
N f HQ:EA duxdo-x Sgﬂ(PfP) eiseff

(0) (4.7)

Ist <sgn(Pf P)> ~ 0, so ist dieser Erwartungswert nicht mehr wohldefiniert und die
Simulation versagt (Vorzeichenproblem, sign problem). Dieser Sachverhalt wird in
Kapitel 5.2 eingehender untersucht. Wirkung (4.6) schliefit Beitrédge dynamischer
Fermionen in Form einer effektiven, nichtlokalen Wechselwirkung der bosonischen
Freiheitsgrade ein und erlaubt so die Behandlung mit den bereits vorgestellten
Monte-Carlo-Methoden. Im Rahmen der hier verwendeten Implementierung wird

die Fermionmatrix sowie der entsprechende Kraftterm exakt ausgewertet.

4.5 Priakonditionierung

Konditionszahl Gegeben sei das lineare Gleichungssystem
Qr =b, (4.8)

mit der reellen, invertierbaren Matrix ) und den Spaltenvektoren z, b. Hierbei wer-
den @ und b als gegeben angenommen, wiahrend = unbekannt ist. Unter einer De-

formation b — b+ Ab geht x in x + Ax iiber. Es folgt, dass
Az = QT Ab. (4.9)
|| . || bezeichne eine Matrixnorm mit den {iblichen Eigenschaften. Dann gilt

1Az]| < [|Q7H]] | Ab].
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Unter Beachtung von ||b]| < [|Q|| ||z|| folgt eine obere Grenze fiir den relativen

Fehler in x unter Deformation von b,

[|Ax]]
[|]]

Man bezeichnet den Proportionalitdtsfaktor ||Q]| ||Q7!|| als Konditionszahl k der
Matrix und nennt @ schlecht konditioniert (gut konditioniert) falls k > 1 (rk ~ 1)3L.

|| Ab]|

< QI A (4.10)

Numerische Inversion Die Anwendung der inversen Matrix Q' auf einen Vek-
tor kann numerisch effektiv durch iterative Verfahren wie BiCGstab-Loser berech-
net werden. Dabei hingt das Konvergenzverhalten des Algorithmus von der Kon-
ditionszahl k(@) der Matrix @ ab. Diese Operation wird im Rahmen von Monte-
Carlo-Simulationen besonders héufig benotigt, um den Kraftterm zur Integration
der Pseudo-Bewegungsgleichungen zu berechnen (vergleiche den Abschnitt ,,Mole-
kulardynamik-Schritt*“ in Kapitel 4.3). Dabei muss die inverse Fermionmatrix an-
gewendet werden, die fiir das vorliegende Modell (4V)? Elemente umfasst, wobei
V' das Gittervolumen bezeichnet. Mit steigendem Volumen wéchst der numerische
Aufwand stark und die Inversion nimmt typischerweise den Grofiteil der Rechenzeit

einer Monte-Carlo-Simulation in Anspruch.

Ein Ansatz, um diesen Vorgang®? zu beschleunigen, besteht darin, die Fermion-
matrix derart zu manipulieren, dafl ihre Konditionszahl sinkt. Dies geht in der Regel
mit einer Verringerung der Anzahl an CG-Iterationen einher und fithrt daher zu
einem schnelleren Algorithmus. Die Fermionmatrix () geht im Pfadintegral als Fer-
miondeterminante ein. Man betrachte nun eine weitere, invertierbare 4V x4V Matrix

P, sodass

det (Q) = det (PP Q) = det (P)det (P~'Q). (4.11)

Zur Berechnung des Kraftterms wird nun die Matrix P~ herangezogen, die unter
Umsténden besser konditioniert ist als ). Der Preis fiir diese Optimierung besteht
in der zusétzlichen Anwendung des Prdikonditionierers P sowie dem Beitrag det P
zum Pfadintegral. Ein guter Prékonditionierer ermdoglicht die Beschleunigung der

Monte-Carlo-Simulation im Ganzen. Dies kann im einfachsten Fall durch eine feldu-

31 Aus der Eigenschaft ||AB|| < ||A]| || B|| folgt sofort, dass 1 < ||Q]| [|Q|.
32Beziiglich der Anwendung von Priikonditionierungsmethoden in Monte-Carlo-Simulationen ge-
ben die Arbeiten [42, 43, 44] Aufschlus.
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nabhingige Matrix erreicht werden, die dem freien Diracoperator3® entspricht,

Pl = 6;(7*P05, — mb,,6°7). (4.12)
Hier bezeichnet 93, die symmetrische Gitterableitung sowie m einen freien Para-
meter zur Optimierung der Konditionszahl. Dieser Prikonditionierer geht aus der
Fermionmatrix (3.21) des supersymmetrischen, nichtlinearen Sigma-Modells durch
,Einfrieren* der Felder u, = 0 hervor. Der Parameter m entspricht dem Erwartungs-
wert von o, dem bosonischen Feld resultierend aus der 4-Fermi-Wechselwirkung. Da
P feldunabhéngig ist, liefert det(P) nur einen konstanten Beitrag zum Pfadintegral

und kann daher bei der Bildung von Erwartungswerten ignoriert werden.

seven-odd“-Prikonditionierung Eine weitere Moglichkeit der Prékonditionie-
rung ist das even-odd-Verfahren, das auf folgender Beobachtung basiert. Man nehme

an, dal () zerlegt werden kann,
RQ=1-L-U, (4.13)

wobei L (U) eine untere (obere) Dreiecksmatrix ist, mit der Blockdarstellung

Loo Loe 0 0
L= = , (4.14)
Leo Lee Leo 0

und gleichermaflen fiir U,

U — Uoo er = 0 er '
er Uee 0 0

Die Bedeutung der Indizes e, o wird spéter klar werden. Nun betrachte man die
Matrix Q = (1 — L)~'Q(1 — U)~!. Man rechnet leicht nach, dai (1— L)~ = (1+1L)
bzw. (1 —U)~! = (1 + U). Dann folgt fiir Q in Blockform,

Q_10 1 —Ue) (1 Ue\ (1 0
C\L., 1) \-L, 1 o 1) \o Q)

33Diese Methode der Prikonditionierung hat sich vor allem in Wess-Zumino und Yukawa-Higgs
[45] Modellen als ertragreich bewiesen.
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Hierbei ist Que = 1 — LeoUse. Es gilt daher, dafl

det (Q) = det (1-L)1-L)" Q1 -U)"'(1-1))
=det(1—L) det((1-L)"' Q (1 -U)"") det (1 - U)

AN

1 det (Q);:iet (Qee) 1
= det (Qee).

Die 4Vx4V Fermionmatrix () lasst sich im Zuge dieser Prozedur auf die 2Vx2V
Matrix Q.. reduzieren. Die Konditionszahl dieser Matrix ist Gegenstand einer Un-
tersuchung in Kapitel 5.8. Nun bleibt zu zeigen, ob die Fermionmatrix () des su-
persymmetrischen, nichtlinearen Sigma-Modells nach der Vorschrift (4.13) zerlegt

werden kann.

Ordnungsschemata Das even-odd-Priakonditionierungsschema kann als speziel-
ler Fall der iL U-Priikonditionierungsmethode3* aufgefasst werden. Hierbei wird ver-
sucht, durch Postulierung von (willkiirlichen) Ordnungsschemata in Bezug auf die
Gitterindizes die Form (4.13) zu erreichen. Das EO-Schema erhélt man nach folgen-
der Konstruktion: Betrachte ein zweidimensionales Gitter®® mit Kantenlingen Ly,
Ly und eine Fermionmatrix, die nur néchste Nachbarn koppelt. Sind sowohl L, als
auch Ly gerade, dann lassen sich die Gitterpunkte x € A derart in zwei Untermengen
A. (even) und A, (odd) teilen, dafi die Fermionmatrix ausschlieBlich Gitterpunkte
verschiedener Untergitter koppelt (ausgenommen sei hierbei der Selbstwechselwir-
kungsterm), vergleiche Abbildung 3. Man sieht ein, dafl ndchste-Nachbar-Kopplung
sowie gerade Gitterabmessungen bei periodischen Randbedingungen dazu fiihren,
daB jeder Nachbar eines ausgewéhlten Gitterpunktes gerade dem komplementéren
Untergitter angehort. Zunéchst betrachte man den Wilson-Diracoperator als Fer-

mionmatrix, der dieser Prozedur unterworfen werden kann,

« (6% r
ng = fo =p (%f)fy,u + §Azy>

— 6 [Z <%(6"E+ﬂ,y - 5m—ﬂ,y) -+ g<5$+ﬂ,y + 633—,&,2,{ — 261173;))]
n
1
= —QT/G [5:5:(/ - E Z (6x+ﬂyy(7° —+ ’}/u) —+ 517/173/(/]" — P)//J«))] (415)
o

< const - (135 — L;‘g — Uff)

34Details zu moglichen Ordnungsschemata kénnen [44] entnommen werden.
3°Die Verallgemeinerung der Konstruktion auf htherdimensionale Gitter ist klar.
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even-odd-Ordnungsschema

Abbildung 3: Das Ordnungsschema sortiert die Gitterpunkte z € A in zwei Untergit-
ter Ao, A, derart, dafl eine even-odd-Prikonditionierung der Fermionmatrix moglich
ist. Hierbei ist zu beachten, dafl dieses Schema nur bei (periodischen) Gittern mit
geraden Kantenldngen anwendbar ist. In diesem Fall gehtren die Nachbarn eines
ausgewahlten Gitterpunktes dem komplementéren Untergitter an.

Wie gewiinscht, tritt nur nédchste-Nachbar-Wechselwirkung auf. Allgemein gilt fiir
die Determinante einer Matrix, daf sie unter Vertauschung zweier Zeilen bzw. zweier
Spalten ein Minuszeichen akquiriert. Daraus folgt sofort, dafl sich die Determinante
bei einer Umsortierung der Gitterindizes nicht dndert, da jeweils zwei Spalten so-
wie zwei Zeilen getauscht werden. Eine Moglichkeit, die Fermionmatrix explizit zu
konstruieren, besteht darin, die Gitterpunkte fortlaufend zu nummerieren und ent-
sprechend anzuordnen. Dabei wird die Konvention gewahlt, Gitterpunkte parallel
zu den Kanten abzuschreiten, wobei die Richtungen p auf dem Gitter nacheinan-
der durchlaufen werden (siehe Abbildung 3, links). Die Fermionmatrix koppelt die
Gitterpunkte z, y € A dann in dieser Reihenfolge,

Qo |y 0 1 2 .. V-1
T
O QOO QO]. QOZ s QO,V*l
1 Q1o Qn Q2 .. Qv
2 Q20 Q21 Qa2 ... Qv
V-1 Qv-1o Qvoin Qv 0 Qvorya
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Unter Ausnutzung der Freiheit zur Umsortierung der Zeilen und Spalten findet sich
eine bessere Anordnung. Hat man eine Unterteilung des Gitters in zwei Untergit-
ter A., A, wie oben beschrieben, so ordnet man die Fermionmatrix zuerst nach
Zugehorigkeit zu den jeweiligen Untergittern, danach beliebig. Es ergibt sich eine
Blockform,

Quy |y Ao Ac

T
Ao Qoo Qoe
Ae Qeo Qee

wobei (o, Qoe, Qeo und Q.. beliebig sortiert sind. Da der betrachtete Diracope-
rator nur Gitterpunkte verschiedener Untergitter koppelt, tragt lediglich der Term
—2r (304, aus Gleichung (4.15) zu den Matrizen (Qyy, Qe bei. Der konstante Faktor
beeinflufit die Bildung von Erwartungswerten nicht und kann daher ignoriert wer-

den, sodafl ), = 1 = Q... Damit nimmt die Fermionmatrix die gewiinschte Form

an,
Quy | Y A, A,
x
A, 1 Qoec = —Uspe
A, Qeo = — Lo 1

und es gilt ) = 1 — L — U. Die Bezeichnung even-odd-Prikonditionierung resultiert
daraus, dafl die Untergitter A., A, bei geeigneter Konvention gerade den Gitter-
punkten mit geradem (even) bzw. ungeradem (odd) Gitterindex entsprechen. Folg-
lich koppelt die Matrix )., Gitterpunkte mit geradem Index an ihre Nachbarn mit
ungeradem Index. Die Verwendung von Ordnungsschemata liefert eine Konstrukti-
onsvorschrift, um Fermionmatrizen in Blockform zu iiberfithren. Dabei existiert die
Moglichkeit, komplexere Sortierungen mit mehr als zwei Untergittern zu verwenden,

oder den einzelnen Untergittern weitere Struktur aufzuerlegen.

Diracoperator auf dem Untergitter Wie im vorhergehenden Abschnitt darge-
stellt wurde, kann der Wilson-Diracoperator M;“yﬁ auf die prikonditionierte Matrix
Q' = Qe = 1 — QuoQoe reduziert werden. Dies entspricht einer ,, Ausintegration*
der ungeraden Gitterpunkte®®. Wie sich zeigen wird, resultiert dies in einem Dirac-

Operator mit iiberndchster-Nachbar-Wechselwirkung, der nur gerade Gitterpunkte

36Die Gitterpunkte = € A, (z € A.) werden hier als ungerade (gerade) Gitterpunkte bezeichnet.
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koppelt. Unter Verwendung von

5eo = { 1 x gerade, y ungerade (4.16)
0 sonst
folgt, daf
Q;y = 5903/ - Z sz5§Zsz5§§, (4.17)
wobei
Z Mm(5§2sz(5§§ = Z {_ Z [5364_/172(7“ + 'Y,u) + 596_;172(7" — %)]} .
z z I

{_ Z [5Z+f/,y(r + ) + 5z—ﬁ,y(7’ - ’VV)]}

v

- Z [5x+ﬂ+z>,y(7“ * ’YM)(T + W)+ Ozti—py (r+ %L)(T — W)+
w,rv=0,1

Ox—ptoy (T = ) (T + V) + a—ppy (r — 7)) (r — %)}
= Y Werproa(r )0+ W), (4.18)

p==£0,£1
v==40,+1

mit der Abkiirzung v_, = —v,. Diese Matrix beinhaltet eine zusétzliche Selbstwech-
selwirkung im Fall y = —v, die verschwindet, falls % = 1,
r2=
(7“4’7#)(7"_7#) :72_’75 =r*—1 = 0.
Der resultierende Dirac-Operator kann als Operator auf zwei verschiedenen Gittern

mit doppeltem Gitterabstand aufgefasst werden (vergleiche Abbildung 4) und hat

die Form

Q,xy = 5901/ - Z |:5:L‘+2ﬂ,y2(1 + ’)’M) + 5x—2;2,y2(1 — ’yﬂ)] —+

n=0,1

Z [6:n+ﬁ+l9(1 + 7#)(1 + 71/) + 26:c+,&—f/(1 + T — '71/)"‘

p,v=0,1
u#v

oo (1= 3)(1 = )],

Es ist ebenfalls moglich, die vollstdndige Fermionmatrix des supersymmetrischen,
nichtlinearen Sigma-Modells in dieser Form zu schreiben. Aufgrund der komplizier-

ten Abhéangigkeit von bosonischen Freiheitsgraden gelingt die Entkoppelung gerader
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Abbildung 4: Der even-odd-priakonditionierte Dirac-Operator Q' beschreibt néchste-
Nachbar-Wechselwirkungen auf dem Untergitter A, = {0,2,5,7,8,10,13,15} mit
doppeltem Gitterabstand, falls die Wilson-Masse r = +1 gewéhlt wird. Die Abbil-
dung zeigt die Wechselwirkung jedes Gitterpunktes mit seinen acht Nachbarn, die
den acht iiberndchsten Nachbarn auf dem vollen Gitter A entsprechen. Die Numme-
rierung der Gitterpunkte ist analog Abb. 3 (links) gewéhlt.

und ungerader Gitterpunkte nicht. Stattdessen tréigt der iiberstrichene Gitterpunkt
bei iiberndchster-Nachbar-Wechselwirkung bei. Detailliertere Erlauterungen hierzu
finden sich in Anhang E.

4.6 Observablen auf dem Gitter

Korrelator Die Green’schen Funktionen sind Korrelationsfunktionen der Felder
und enthalten alle Informationen iiber die Dynamik einer Quantenfeldtheorie. Ins-
besondere erlaubt es die Bestimmung der Zweipunktsfunktion, physikalische Massen
aus einer Monte-Carlo-Simulation zu extrahieren. Im Operatorformalismus lautet

die Zustandssumme Zg,
Zp = Sp {6_5 H] ,

mit dem Hamiltonoperator H des Systems und der inversen Temperatur 5. Wie
gewohnt ist die Spur des Operators O definiert, Sp [O] = 32, (1] O [i), wobei |i) eine
vollsténdige Orthonormalbasis im Hilbertraum der Theorie bezeichnet. Im Ubergang
zum Pfadintegralformalismus zeigt sich, da3 5 mit der Ausdehnung des Gitters in

zeitlicher Richtung identifiziert werden kann. Unter Verwendung der Eigenwertglei-
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chung H |i) = E; [i)* kann die Spur ausgefiihrt werden,

Zs =Y (ile i)y =3B (ili) = e P (4.19)
Man definiert den euklidischen Korrelator C(t),

Ct) = <O2(t)01(0)>5 _ Ziﬁsp [ 0-010,e410

1 0 (BB A o s —tHA -
= Z—ﬁzme (3=0H 0, i) (il e Oy 1)
i.j
1 CBVE. A i 4B A
=D (| Ox i) e (1] On I5)
85

mit den (vorerst unbestimmten) Operatoren 01, O,. Unter Verwendung von Glei-
chung (4.19) ergibt sich nach Ausklammern eines Faktors e=?F0 in Zihler und Nen-
ner, dafl R )
Zi,j (7] Oa [) (i Oy |j) e~ tAFiem (F=0AE

1+ e PAEL 4 e=BAE2 ’

C(t) =

wobei AFE; = E; — Ey. Im Limes 8 — oo (Temperatur gegen Null) reduziert sich
der Nenner auf Eins, wihrend der Zahler nur dann ungleich Null ist, wenn ALE; =
E; — Ey =0, di. |j) = |0). Es bleibt, da8

o) =X Z (0] Os |i) (i] Oy 0 e A (4.20)

Diese Gleichung kann genutzt werden, um die Energieniveaus von Teilchen zu be-
stimmen. Dabei geht man wie folgt vor: Zur Auswertung der Anregungsenergien
des bosonischen n-Feldes wiihlt man als Operator O, denjenigen Operator, der eine
Anregung erzeugt, O; = Af. Der Operator O, zerstort eine Anregung, O = f. Die
Matrixelemente (i| A |0) verschwinden genau dann, wenn die Energieeigenzustiinde
keine Anregungen des n-Feldes zeigen. Der einfachste Fall eines nichtverschwinden-
den Uberlapps tritt fiir den Zustand |n) = Af|0) auf, der eine einfache Anregung
des Vakuums beinhaltet. Hoherangeregte Zusténde |n'), |n”), ... tragen ebenfalls
zur Summe bei, sodafl

lim (n(t)7a(0))

) o=l At J0)* e+ (' af 0" =B+ (4.21)

3"Der Einfachheit halber wird angenommen, daf} das Spektrum diskret und nichtentartet ist, d.h.
Ey < Ey < Ey < ....Insbesondere ist der Vakuumzustand |0) eindeutig. Die Energieeigenzustéinde
|i) sind orthogonal und normiert.
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mit

E,<E,<E»<...
Fiir grofle ¢ sind die Beitrdge hoherangeregter Zustédnde exponentiell unterdriickt
und das Abfallverhalten des Korrelators wird von der Grundzustandsenergie F,, des
betrachteten Teilchens dominiert. Durch Variation der Erzeuger- und Vernichter-

operatoren lassen sich so Grundzustandsenergien verschiedener, auch zusammenge-

setzter, Teilchen bestimmen.

timeslice-Korrelator In der Regel betrachtet man zur Bestimmung der Mas-
sen von Teilchen timeslice-Operatoren (Zeitscheiben-Operatoren). Diese erhélt man

durch partielle Fouriertransformation3®,

Ap,t) = \/% S e i, 1), (4.22)

TEA

Der Ubergang zum Pfadintegralformalismus geht mit einer Ersetzung von Operato-

ren durch Funktionale einher und man schreibt
C(p,t) = (Alp, )" (p,0))

1 1 _ '
1
Y z

TEN

Hier lauft die Summe iiber y und z {iber Gitterpunkte zu einer festgehaltenen Zeit-
koordinate t, d.h. iiber eine Zeitscheibe zur Zeit t. Aufgrund des endlichen Gittervo-
lumens ist p auf die Brillouinzone des Gitters beschrankt. Die inverse Temperatur
0 bestimmt die Ausdehnung des Gitters in zeitlicher Richtung. Offensichtlich ist es
im Rahmen einer Gittersimulation nicht méglich, den Grenzwert § — oo tatséchlich
auszufithren. Wir wollen daher davon ausgehen, dafl g derart gewéhlt wird, dafl das
Abfallverhalten des Korrelators von der Grundzustandsenergie dominiert wird. Die
physikalische Masse folgt fiir p = 0, dann gilt fiir den Korrelator C'(p = 0,t) = C(t),
daf

1
=, / [T duedo. Lan(t)i(0) e Sers o)) (4.23)

€A
Hier steht 7n(¢) fiir das raum-gemittelte n-Feld zur festgehaltenen Zeit ¢ (Zeitscheibe),
n(t) = L% > .n(x,t) mit der Lénge Ly des Gitters in réumlicher Richtung. Wie im

vorherigen Abschnitt gezeigt, lasst sich auf diese Weise aus dem Abfallverhalten des

38Erlauterungen zu den gewiihlten Konventionen finden sich in Anhang A.
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Korrelators fiir grofle Zeiten ¢t die Ruhemasse m des betrachteten Teilchens bestim-
men. Unter Ausnutzung der periodischen Randbedingungen in zeitlicher Richtung

lassen sich statistische Fluktuationen glatten. Man schreibt kurz,

1
o) =~ / [] du.do, Lia(t)a(t) e SersCuaead),

zEA

und bestimmt die Masse aus dem Abfallverhalten des Korrelators

Ct)y =) C(t+t.t). (4.24)

Korrelatoren der projizierten Felder Zur Bestimmung der fermionischen Mas-
se geht man analog vor. Wihlt man O; = ¢; und Oy = 1); zur Erzeugung bzw.

Vernichtung eines Fermions mit Index ¢, dann folgt
C(t,t) = (dilp = 0,)¢(p = 0,1))

1
1 1 ) i o
= E / H duxdo-dix Z Z L_lwé/,t),i¢é,t’)7i e Sbos({llaﬁ x}) Q(A,P)\)’

z€A a=0 y,z

mit (A, PA) =330 05 )\iinyﬁ’ij)\g’j und P = CQ. Dieser Korrelator kann in
Form von Korrelatoren der projizierten Fermionen A ausgedriickt werden und wird
so einer Auswertung zugénglich. Dabei gibt es verschiedene Kombinationsméglich-
keiten. Fiirt=20,..., N — 1 gilt

N-1

a « 2 «
i pr)‘z,z - 4px E :ux,l)\%lux,ia
=0

und fiir 7 = N 1ist

N-1
a _ 2 a
z,N — _4px E :ul,k)\x,k?
k=0
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sodaf sich folgende Korrelatoren formulieren lassen (i,j =0,..., N — 1):
(W3 p) = (4pA2iXg oy — Spwxz,iZAf,luy,zuy,jpz

- pruz i Z Uy k)\a; ].;)\y Py + 16pxux i Z Uy k)\x k)\%luy luy,pr>

k,l

<wg,iw5,N> = < - 8pr“ Z )\y kunypy + 16pmu$ i Z Ug: l)\x l)\y kuyakpy>
k,l

<¢§,N¢f,j> = 8/):;; Z Uy kA, k)\y Py Tt 16/)9; Z Uy k>\m k)‘ Uy, l“y,pr>

k,l

<¢;N¢5,N> = ]-6)0% Z uw,kA:,kAy7luy’lpy>'
k,l
Da es sich um Majorana-Fermionen handelt, gilt weiter

Zcpﬂ (a4t

mit der Ladungskonjugationsmatrix C. Die Korrelatoren der projizierten Fermionen

konnen schliellich nach den Regeln der Berezin-Integration ausgewertet werden,

<)\x ) y73> - / H du,de'Zd)\ A )\ﬁ SbOS({uz’U“”})_% 2z Y Az ijy@” >‘§J

z,iNyj €
z€EA

== / [T du.do. (P)20),; e Sers Quned)
IS

_ [(p-1\eB

_<(P )my,ij>eff‘

Die Korrelatoren der urspriinglichen Variablen kénnen dann durch entsprechende
Zusammensetzung unter Verwendung der inversen Fermionmatrix P~ bestimmt

werden.

Chirales Kondensat Das chirale Kondensat ist ein wichtiger Ordnungsparame-
ter, der es erlaubt, spontane Brechung der chiralen Symmetrie zu untersuchen. Die

Extraktion des Kondensats aus Simulationsdaten verlduft dabei analog zum fermio-
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nischen Korrelator. Schreibt man

()= 51 NZZZW

€A i=0 a=0
=S s ({Uz,02 ) =L (A, PA)
2L0L1N ;ZO; /gduzdazdx 7, ) ey

so léasst sich dieser Erwartungswert durch Erwartungswerte der projizierten Fermio-

nen ausdriicken,
1.Fall: Fiir:=0,..., N — 1 folgt, dafl
<_;7,z‘ §z> = <4Py/_\a‘)‘aipy
- 8Py Z Uy,j A uy lpy Spyuy i Z Uy, i A ))‘azpy

+ 16Pyuyz Zuyj Zuya uy Zpy>

J

2.Fall: Ist : = N, dann gilt

(DN Ny = (1600 )ty kXS NS 100
k,l

Diese Erwartungswerte konnen ausgefiihrt werden,

oz )\oz> Zcpa )\p )\a

yz Y,i Y.t yz

_ Z P — / H duwdawd)\ AP Sbos({uz,gz})*%(A’P)‘)

Yy y'L
e
— po pa  =Serr({us,0c})
E C /Hduxdax )i €t
zeA

_Zcpa xxm eff”

Die Matrix P ist antisymmetrisch, so auch die Inverse P~!, d.h.

(P_1>00 o (P—l)ll =0

T, X,

und
(P—l)lo o _(P—l)Ol

X, TT,iT"
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Dann folgt unter Verwendung der expliziten Darstellung der Ladungskonjugations-
matrix C, dafl

2 (5N Z CrH NN

= _<(P )giw>eff+< .Z’Z‘Z’L eff

:2<(P mxzz> eff"

Bosonische Wirkung Ublicherweise steht die Bildung von Erwartungswerten im
Fokus von Monte-Carlo-Simulationen. Aufgrund des Normierungsfaktors Z, der Zu-
standssumme, ist es dabei erlaubt, konstante Faktoren zu ignorieren. Ist man aller-
dings an der freien Energie oder der Zustandssumme selbst interessiert, so muss man
diese Faktoren beachten. Fiir die folgende Betrachtung sind zwei Beitrige besonders
wichtig: Die Ersetzung des 4-Fermi-Terms durch den Stratonovich-Trick resultiert
in einem Faktor oc /2, wihrend die Ausintegration der Hilfsfelder im Zuge der
Projektion der Wirkung mit oc 3~V zu Buche schligt, insgesamt also oc 3772 (vgl.
Kap. 2.2.2). Betrachte nun die Zustandssumme auf dem Gitter,

Z = const - 3~ V/Q/Hduxda e~ Sers{ua0a})

zEA

mit der effektiven Wirkung

Seps =12 (an ) + 3707 ) 23 loa(p,) — 5 log(det (P))

-~

S

Die Variation der freien Energie nach 3 lautet dann

) / { Vo vl vy _ )
log Z) duydo, |—— [2=1e=Seys — 37VI2=Sers — (S, . (4.25
55108 q 50 g 55 %ers)| - (4:25)

Die Fermionmatrix P = C'() enthélt lediglich einen Faktor 3, sodafl

O 1yog(det (P)) = 2 L10g(52¥Vdet (P/5)) = 2 NV log(Bdet (P/5)) = Y

532 532 53 B

wobei 2NV gerade der Kantenldnge der Fermionmatrix entspricht. Damit ergibt

sich, daf
) 1 NV
5551 = 5%~ 5
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S. Catterall [20] konnte zeigen, dafl die erweiterte N' = 2 Supersymmetrie des nicht-
linearen O(3) Sigma Modells die Konstruktion einer nilpotenten Ladung @) zulésst

und in diesem Fall %(log Z) = 0 gilt. Angewandt auf Gleichung (4.25) erhdlt man

)
= —(logZ
0 56(0g )
1 4 —V/2-1 —vpa (1 2V —Sess
0= Z/xIGAI du,do, { 2[3 15} 253 3 e
1 1 _g 1 \%
- | | Z eff — — (o — =
<:>Z/ duzdaIZSBe Q(V 2)
TEA
1 _g V
il | | eff — 3
& Z/xeAduxdax Sp e 35

V
- <SB>eff - 35

Der einfach zugéngliche Erwartungswert von Sp kann also mit der ()-Exaktheit der
Wirkung im Kontinuumslimes verkniipft werden und liefert so wichtige Informatio-

nen iiber das Verhalten der Gittertheorie.

4.7 Fehleranalyse

Im Folgenden werden die grundlegenden Techniken zur Bestimmung stochastischer

Fehler dargelegt. Dabei orientieren sich die Ausfithrungen am Buch von Beryg, [33].

JackKnife Der JackKnife-Ansatz zur Fehlerabschétzung ist das Standardverfah-
ren innerhalb von Monte-Carlo-Simulationen. Es erlaubt die erwartungstreue Bil-
dung von Mittelwert f und Standardabweichung s(f) einer Funktion f der Daten

x; im iiblichen Sinne,

1 X
F=52 0 (4.26)

s =y~ 2 (=1, (4.27)
wobei f; definiert ist als

ff=f)) mit z/= ;Zxk (4.28)

57



4 MONTE-CARLO-TECHNIKEN

Im Fall f/ = 2/ erhélt man die reguliire Formel zur Bestimmung der Standardab-

weichung zuriick.

Autokorrelation Bei der Bestimmung des JackKnife-Fehlers wird angenommen,
dafl die Daten x; statistisch unabhéngig voneinander sind. In Monte-Carlo-Simula-
tionen ist es allerdings oft der Fall, dafi aufeinanderfolgende Konfigurationen einer
Markov-Kette korreliert sind. Ein Maf fiir die Korrelation ist die Autokorrelations-
zeit T, die von den Simulationsparametern und der gewéhlten Observablen abhéngt.
Dabei fasst man die Konfigurationsnummer als Monte-Carlo-Zeit auf und definiert

mit t = |i — j| die Autokorrelationsfunktion

Ct) = Cy = ((fi = (f)) (s = (i) = (fifi) = (F)fa)- (4.29)

Im Fall ¢ = 0 entspricht sie gerade der Varianz der Observablen f,

C(0) = Cyi = ((fi — <fz>)2> = s*(f). (4.30)

Fiir grole t zeigt die Autokorrelationsfunktion ein exponentiell abfallendes Verhal-
ten,

C(t) oc e, (4.31)

mit der Autokorrelationszeit 7. Man betrachte nun die Varianz des Schitzers f =
1/N ", fi zur Bestimmung des Mittelwertes,

SH={(F =N NQZ< — U s = ()
NQZ <f%fj> <fz f] NQZCU

Die Summe lasst sich auflésen, sodafl
) N-1 ;
142 1— e ],
(e (7))

() = = ( +2Z ) -
(4.32)

wobei c(t) = C(t)/C(0). Im Fall unkorrelierter Daten ist s2(f) = s2(f)/N, der

zusitzliche Faktor wird als integrierte Autokorrelationszeit 1;,; bezeichnet,

Tt = 1+ 2N§ (1 _ %) o(t). (4.33)
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Die Bestimmung von 7;,; ermoglicht die Abschiatzung der Varianz des Mittelwertes
korrelierter Daten. Da die Bestimmung der Autokorrelationsfunktion sehr aufwen-
dig ist, bietet sich hierzu eine effiziente Methode an, die auf der Anwendung von
Renormierungsgruppentransformationen® basiert (,,binning*, , blocking“). Gegeben
cine Menge®® M von Daten zi,...,xy, betrachte man die transformierte Menge
M’ = {z} mit 2} = 3 (91 + z2;) und |M’'| = N’ = N/2. Wie im Folgenden gezeigt

wird, bleiben Mittelwert Z und Varianz s*(z) unverindert. Fiir z gilt:
1
xr N z__z 1’21 1+I22 = Z$J—$

wihrend die Auswertung der Varianz etwas involvierter ist. Das Transformations-
verhalten der Autokorrelationsfunktion ist leicht ersichtlich. Fiir C'(0) = Cj; ergibt

sich beispielsweise, dafl

wiwy) = () ()

(
1
1 <<$2i—1$2i—1 + 229; 172 + =’E2i$2i> - <$2i—1>2 - 2<$2i—1><$2i> - <IL‘21‘>2>
!
4

= <\<$21715€2171> - <1321;71>21+2\<372z‘71$2¢> - <$2171><$2i>1+\<$2¢$2i> - <SU21>2J>

-~ -~ -~

C(0) c() c(0)

(C0)+C(1)).

N —

Allgemein erhélt man die Transformationsrelationen

C(0)+ 5C(1) falls t =0, (434

39Diese Methode ist seit den 1980er Jahren bekannt und wird in [46] beschrieben.
40Der Einfachheit halber werde angenommen, da N = 27 mit n € N.

99



4 MONTE-CARLO-TECHNIKEN

Angewandt auf Gleichung (4.32) folgt, dafl

C'(0) + 2Nf (1 - Ni> ()

1 1
(1) = 3 2 Ch =
ij

%C’(O) ROEEDY (1 _ %) Gcm 1)+ %O(Qt) + iC’(Qt + 1))

= S |CO)+c)+2 (1 - N) (%ca) L@+ %c<3)> 2 (1 _ %) .

(10(3) + o)+ 10(5)) 12 (1 _ %) (30(5) +O6) + %cm) b
.

() +20(1) (1 - %) +20(2) (1 - %) +20(3) (1 _ %) +o

) N —2 N —2
vac (1) e (12222 e (122

Nach Zufiigen einer Null, 0 = %C’N_l(l — %), lasst sich die Summe kompakt schrei-

ben und es folgt das gewiinschte Ergebnis,

Aus Gleichung (4.32) ist sofort ersichtlich, da8

2> CO) vess 3(C0) +CM) _ CO) +0(1)
- N N/ N

Unter Anwendung der ,,blocking“-Transformation wéchst diese untere Schranke, falls
C(1) # 0, und die ,,Parameter” C(t) werden gegen einen Fixpunkt!!' (C(t)/N) x 0
fir ¢t = 1,...,N und (C(0)/N) o 1 getrieben. An diesem Fixpunkt ist s*(7) =
C(0)/N = s*(z)/N und die Varianz des Mittelwertes kann nach der Standardfor-
mel berechnet werden. Betrachtet man Observablen f; = f(z;), so ldsst sich das
Verfahren ebenfalls anwenden und unter Zuhilfenahme der JackKnife-Methode aus
Gleichung (4.27) kann die Varianz des Mittelwertes zuverlédssig abgeschétzt werden.

Neben dem ,,blocking* besteht auch die Méglichkeit, Daten in anderer Form zusam-

41Einzelheiten zur Bestimmung des Fixpunktes kénnen [46] entnommen werden.
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menzufassen, um den Fixpunkt zu erreichen. In praktischen Rechnungen verfahrt
man nach dem folgenden Schema: Wende die gewiinschte Transformation sukzessiv
an. Bestimme nach jeder Anwendung den Schitzwert s2(f). Der Fixpunkt ist dann

erreicht, wenn der Schéatzwert stabil wird, d.h. ein Plateau erreicht.
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5 ERGEBNISSE AUS DER GITTERSIMULATION

5 Ergebnisse aus der Gittersimulation

Im Folgenden sollen einige Ergebnisse der Monte-Carlo-Simulation vorgestellt wer-
den. Dabei kommen Gittervolumina von 6x6, 8x8, 10x10 und 12x12 zum Einsatz,
die auf einem Ensemble von modernen Quad-Core Prozessoren simuliert wurden.
Diese vergleichsweise kleinen Gitter fithren zu finite-size-Effekten, auf die an ent-
sprechender Stelle eingegangen wird. Die Auswertung konzentriert sich auf die drei

wichtigen, globalen Symmetrien des Modells und ihren Status auf dem Gitter.

5.1 Konsistenztests

Die numerische Implementierung des stereographisch projizierten Modells umfasst
viele tausend Zeilen Quelltext, sodafl man die Moglichkeit von Fehlern im Pro-
grammcode selbst in Betracht ziehen muss. Es ist daher sinnvoll, Ergebnisse der Si-
mulation Konsistenztests zu unterziehen, deren Ausgang man mit Sicherheit voraus-
sagen kann. Dazu zéhlen Tests des Algorithmus an sich, wie beispielsweise der Ener-
gieerhaltung?? im Molekulardynamik-Schritt des Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus,
als auch Tests des Modells, wie die Respektierung der Symmetrien. Dabei besteht die

3 zu vergleichen, oder durch numerische

Méglichkeit, mit analytischen Ergebnissen®
Auswertung unter Verwendung verschiedener Methoden. Das nichtlineare, super-
symmetrische Sigma-Modell wird dementsprechend innerhalb unserer Arbeitsgrup-
pe** durch zwei Gittersimulationen mit unterschiedlicher Diskretisierung untersucht,
sowie einer Behandlung im Rahmen der funktionalen Renormierungsgruppe und ei-
ner analytischen Betrachtung vermittels Instantonlésungen unterzogen. Im Rahmen

dieser Diplomarbeit wurde eine der beiden Gittersimulationen durchgefiihrt.

5.2 Pfaff’sche Determinante

Das Einfiihrungskapitel 4.4 verweist mit Gleichung (4.7) auf das Vorzeichenproblem,
das héufig bei der Simulation von Majorana-Fermionen auftritt und die Effizienz
des Hybrid-Monte-Carlo-Algorithmus deutlich verringern kann. Aus einer parallelen

Untersuchung des Sigma-Modells unter Verwendung der SLAC-Ableitung® ist be-

42Vergleiche hierzu Kapitel 4.3.

43Eine analytisch zugiingliche Observable ist beispielsweise die step scaling Funktion [47].

4 Dies umfasst die Arbeitsgruppe Quantenfeldtheorie des Theoretisch-Physikalischen Instituts,
Friedrich Schiller Universitéit Jena.

45Die SLAC-Ableitung ist eine diskretisierte Form der Ableitung, die es erlaubt, chirale Symme-
trie auf dem Gitter zu erhalten. Allerdings verletzt der nichtlokale Charakter dieser Ableitung die
Reflektionspositivitdt, die unter Umsténden im Kontinuumslimes wiederhergestellt werden kann.
Weitere Details finden sich in dem Grundlagenpapier [48].
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kannt, dafl die Pfaff’sche Determinante sowohl positive als auch negative Vorzeichen
annimmt. Es zeigt sich, dal das Vorzeichen an das chirale Kondensat gekniipft ist:
Konfigurationen, denen ein Kondensat nahe der Minima des effektiven Potentials
zugeordnet werden kann, resultieren in positivem Vorzeichen, wihrend Konfigura-
tionen, die negatives Vorzeichen aufweisen, nur in der Néhe verschwindenden Kon-
densats auftreten (siche Abbildung 5). Die hier verwendete Wilson-Ableitung bricht

0.7 T T T T T
— 1 chirales Kondensat C—1
0.6 1 sgn(Pf(P))=—1 —— |
= 05 i e
b, L
o _
oD = L
£ 04 M 7]
o] — ]
st M
E 03 =
=
)
= 0.2 =
i _ [ —H_‘—H_HTH_FFW
0 |
-3 -2 -1 0 1 2 3

W),

mp

Abbildung 5: Basierend auf einer Kette von 1.000.000 Konfigurationen eines 6x6 Git-
ters bei sehr hoher Kopplung # = 100 wurden 944 Konfigurationen mit negativem
Vorzeichen gezéhlt. Diese treten in Blocken konstanten chiralen Kondensats auf, wo-
bei hohe Autokorrelation zu lediglich elf verschiedenen Blocken fithrt. Diese Blocke
sind im Vordergrund grau hinterlegt, wédhrend im Hintergrund das Histogramm des
rdaumlich gemittelten chiralen Kondensats iiber alle Konfigurationen gezeigt wird.

die chirale Symmetrie bei endlichem Gitterabstand. Im Bereich 5 € [0.5,2], der
fiir die Auswertung von Gitterobservablen interessant ist, zeigt sich, dal Konfigura-
tionen mit negativem Vorzeichen nicht auftreten (siehe Abbildung 6). Observablen
kénnen daher ohne zusétzlichem Riickwichten gemessen werden. Erhoht man die
Kopplung, so steigt die Korrelationsldnge weit iiber die Gitterabmessungen hinaus.
Im Extremfall ist der Einflufl des Wilson-Terms klein und Konfigurationen tunneln
zwischen positivem und negativem Kondensat (vergleiche Kapitel 5.6). Dann finden
sich auch unter Verwendung der Wilson-Ableitung Vorzeichenwechsel, die allerdings

fiir praktische Belange unerheblich sind.

5.3 O(3)-Symmetrie

Ordnungsparameter Bereits in Kapitel 2.2 wurde gezeigt, dafl der Vakuumer-

wartungswert des bosonischen n-Feldes als Ordnungsparameter benutzt werden kann,
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Abbildung 6: Der Erwartungswert des Vorzeichens der Pfaff’schen Determinante
nimmt im physikalisch interessanten Bereich § = 0,5...2 exakt den Wert eins an,
d.h. die Pfaff’sche Determinante wechselt nie das Vorzeichen. Dieses Verhalten ist
in der durch den Wilson-Term explizit gebrochenen chiralen Symmetrie begriindet.
Abweichungen von der bevorzugten Vorzeichenwahl sind sehr unwahrscheinlich und
treten nur bei sehr hohen Kopplungen (4 > 5) und dann nur iiber eine geringe
Anzahl an Konfigurationen auf. Dargestellte Daten basieren auf Simulationen eines
6x6 Gitters iiber 500.000 bis 1.000.000 Konfigurationen, abhéingig von der Kopp-
lungsstérke.

um den Zustand der O(3)-Symmetrie auf dem Gitter zu charakterisieren. Da die ste-
reographische Projektion des Modells im Hinblick auf eine manifest O(3)-invariante

Theorie eingesetzt wurde, ist zu erwarten, daf§ (n;) fiir i = 0, 1, 2 verschwindet,
(n;) = 0 fiir i=0,1,2.

Hierzu betrachte man die Histogramme in Abbildung 7, die die Verteilung des raum-

_1
Loly

diesen Daten kann das effektive Potential proportional zu Minus dem Logarithmus

lich gemittelten Feldes (n;),, = Y sea Mai iiber alle Konfigurationen zeigen. Aus
der absoluten H&ufigkeit abgeleitet werden. Man erkennt, dafl der Erwartungswert
im Mittel tiber alle Konfigurationen verschwindet (vergleiche dazu Tabelle 1). Im
Regime kleinen (’s ist die Korrelation zwischen n-Feldern verschiedener Gitterpunk-
te gering, sodafl sich eine Entropie-dominierte, d.i. statistisch geprigte, Ausrich-
tung ergibt. Entsprechend variiert das rdumlich gemittelte Feld nah um <n> A~ 0.
Erhoht man die Kopplung, so erhoht sich ebenfalls die Korrelationslinge und in
Analogie zu klassischen statistischen Systemen dominieren Konfigurationen aus der
Umgebung minimaler Gesamtenergie. Bei festgehaltener Anzahl an Gitterpunkten

schrumpft das physikalische Volumen und iiber das Gitter verteilte Fluktuationen
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Abbildung 7: Die Histogramme des raumlich gemittelten n;-Feldes korrespondie-
ren vier verschiedenen physikalischen Volumina. Dabei entspricht hohe Kopplung
geringem Gitterabstand und bei konstanter Anzahl an Gitterpunkten kleinem phy-
sikalischen Volumen. Entsprechend zeigt sich eine Verbreiterung der Histogramme,
resultierend aus der Glattung rdumlicher Fluktuationen. Das Mittel iiber alle Konfi-
gurationen verschwindet und signalisiert so die Unversehrtheit der O(3)-Symmetrie
auf dem Gitter. Dargestellt sind die Histogrammdaten der dritten Feldkomponen-
te sowie die effektiven Potentiale aller Feldkomponenten, ausgewertet auf 90.000
Konfigurationen bei einem Gittervolumen von V =12x12.

(ni) B=05 B=10 B=15 B =20

1=0 —6.6e-05£0.0002 0.0012 £ 0.0006 —0.0105=£0.0046 0.0103 £ 0.0087
=1 3.2e-06 £ 0.0001  8.5e-05 £ 0.0006 —0.0043 £ 0.0058 0.0076 £ 0.0090
1 =2 —0.0013£0.0011 0.0017 +0.0044  0.0109 £ 0.0240 0.0346 4= 0.0307

Tabelle 1: Der Vakuumerwartungswert des rdaumlich gemittelten n;-Feldes verschwin-
det zu hoher Genauigkeit. Im Regime grofler (’s wichst die Autokorrelationszeit
stark an, sodafl die Anzahl unabhéngiger Konfigurationen sinkt. Besonders Kompo-
nente ¢ = 2 weist hohe Korrelationen auf. Es konnte stichprobenartig gezeigt werden,
daf} eine Erhohung der Anzahl an Konfigurationen zu einer Verringerung des Fehlers
fithrt, derart, dal das Verschwinden des Erwartungswertes bestéatigt wird.
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treten zuriick. Die Konfigurationen sind von einer zunehmend uniformen Ausrich-
tung gepragt. Hier zeigt die rdumliche Mittelung kaum noch Effekt und so erreicht
der Erwartungswert mitunter seine maximale ,, Auslenkung“ von £1. In diesem Re-
gime ist aufgrund von Autokorrelationen eine hohe Anzahl unabhéngiger Konfigu-

rationen nétig, um das Verschwinden des Vakuumerwartungswertes zu bestétigen.

Korrelatoren Eine charakteristische Eigenschaft der O(3)-Symmetrie zeigt sich
darin, daB jede Komponente n; (1;) der bosonischen (fermionischen) Felder der glei-
chen Wirkung unterworfen ist. Auch die Nebenbedingungen zeichnen keine Richtung
im Zielraum aus. Erwartungswerte der Feldkomponenten sollten daher unabhéngig
von der Feldkomponente an sich sein. Dies lésst sich beispielsweise anhand von Kor-
relatoren untersuchen. Abbildung 8 zeigt, daf§ Graphen verschiedener Komponenten
im Regime kleiner (’s iibereinander liegen. Im Bereich grofier 3 treten Abweichun-
gen auf, falls nicht geniigend Konfigurationen zur Mittelung herangezogen werden.

Dieses Problem soll im Folgenden genauer erlédutert werden.

Autokorrelation Bei der Untersuchung der O(3)-Symmetrie offenbart sich eine
hervorgehobene Stellung der dritten Feldkomponente, ny = p(1 — u?). Thre Erwar-
tungswerte weisen eine im Vergleich zu anderen Komponenten deutlich héhere Auto-
korrelationszeit auf, siehe Tabelle 2. Dieses Verhalten zeigt sich ebenfalls bei Betrach-
tung anderer Observablen: Stets ist es die dritte Feldkomponente, die in besonderem

Mafle korreliert ist. Der Grund fiir diese Abweichung liegt in einem ungiinstigen Zu-

T B=05 =10 =15 =20

1=20 2 2 24 32
1=1 2 2 24 34
1 =2 12 64 955 884

Tabelle 2: Die Autokorrelationszeit 7 des Vakuumerwartungswertes des raumlich ge-
mittelten n;-Feldes steigt mit hoherer Kopplung. Besonders stark tritt dieser Effekt
bei Komponente ¢ = 2 auf. Die Werte basieren auf 100.000 Konfigurationen eines
12x12 Gitters.

sammenspiel zwischen stereographischer Projektion und Hybrid-Monte-Carlo-Algo-
rithmus. Betrachte zwei Pseudo-Impulse ¢;, die den bosonischen Feldvariablen u; im
Rahmen des Molekulardynamik-Schritts zugewiesen werden. Sie folgen einer Nor-

malverteilung® mit Mittelwert null und Varianz eins. Diesen Impulsen korrespon-

46Ist die Zufallsgrofe X gem#f der Normalverteilung mit Mittelwert p und Varianz o? verteilt,
so schreibt man X oc N(p,0?). Die Zufallsvariable Y = aX + b folgt dann der Verteilung Y oc
N(ap + b,a?0?). Die Summe Z = X + Y zweier Zufallsgrofien gehorcht der Normalverteilung
Z O(N(MX,O'_%() +N(N’Y7012/) O(N(MX +MY7U§( +U)2/)
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Abbildung 8: Oben: Ist die Kopplung [ klein, so iiberdecken sich die verbunde-
nen Korrelatoren C.(t) der einzelnen bosonischen Feldkomponenten n; mit hoher
Genauigkeit. Erhoht man 3, so treten Abweichungen in der dritten Feldkomponen-
te ¢ = 2 auf, die mit einer stark anwachsenden Autokorrelation zusammenhéngen.
Untersuchungen mit verschiedenen Repliken bestétigen dieses Verhalten. Unten:
Der fermionische Korrelator wird von diesem Problem kaum beriihrt und zeigt die
Gleichartigkeit der Fermionkomponenten. Beide Korrelatoren wurden auf 100.000
Konfigurationen eines 12x12 Gitters bestimmt.
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dieren drei Impulse p; der urspriinglichen Feldvariablen n;. Sie unterliegen ebenfalls
einer Normalverteilung, deren Parameter durch Erwartungswerte projizierter Felder

gegeben sind. Im Speziellen ergibt sich, daf3

po x N(0,05 = (16p*ugu® + 4p*))
p1 ox N(0,07 = (16p*uiu® + 4p°))
p2 o N(0, 05 = (16p*u?)).

Eine numerische Auswertung zeigt, dafl o = 0% & 1,65 wihrend o3 = 0, 8. Dieser
Unterschied fithrt dazu, dal der Konfigurationsraum beziiglich der dritten Feld-
komponente im Zuge der HMC-Aktualisierung langsamer durchschritten wird, so-
dass aufeinander folgende Konfigurationen eine héhere Korrelation in ny aufweisen.
Die so generierte Markov-Kette respektiert nichtsdestotrotz die vollsténdige O(3)-

Symmetrie.

Symmetrisierung des HMC-Algorithmus Aufgrund der oben geschilderten
Problematik ist es dem bisher verwendeten Algorithmus nicht moglich, alle Kompo-
nenten des bosonischen n-Feldes in gleicher Weise zu behandeln. Zwar liefert er die
korrekte asymptotische Verteilung, jedoch fiithren Autokorrelationseffekte bei end-
licher Zahl an Konfigurationen zu Abweichungen. Das beobachtete Verhalten der
dritten Feldkomponente kann anhand der Observable u? = u2 + u? studiert werden,

denn fiir konstantes no gilt

1 —u?

1+ u?

2_1—n2

& u =
1—|—Tl2

const = ng = = const. (5.1)
Die Auszeichnung der dritten Feldkomponente findet ihren Ursprung in der Vor-
schrift zur stereographischen Transformation entlang der dritten Achse des Ziel-
raums. Diese Wahl ist vollig beliebig und Projektionen auf andere Achsen entspre-
chen dquivalenten Formulierungen. Betrachte daher Variablen v, w, die durch Pro-
jektion entlang der ersten und zweiten Achse hervorgehen. Basierend auf einer wie
bisher erzeugten Markov-Kette kann die Autokorrelationszeit der Quadrate u?, v
und w? verglichen werden. Tabelle 3 und Abbildung 9 bestiitigen, da8 der Pha-
senraum nicht gleichméflig abgeschritten wird, sondern entlang einer nahezu festen
Hyperebene, charakterisiert durch u? ~ const. Eine Moglichkeit, das , Einfrieren®
einer Feldkomponente zu verhindern, besteht nunmehr darin, die Projektionsva-
riablen stetig zu wechseln und die Evolution der Felder zu separieren. Dazu geht

man folgendermaflen vor: Beginne mit einer Konfiguration von Feldvariablen u, die
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T B=05 B=10 B=15 B=20
u? 442 604 856 5568
v2 2 2 2 2
w? 2 2 2 2

Tabelle 3: Die Autokorrelationszeiten der Quadrate entlang verschiedener Achsen
projizierter Felder zeigt ein starkes ,,Einfrieren* des Monte-Carlo-Algorithmus ent-
lang einer Hyperebene konstantem u?. Diese Daten wurden auf 500.000 Konfigura-
tionen eines 6x6 Gitters gewonnen.

100

0 50 100 150 200 0 50 100 150

Monte Carlo Zeitparameter Monte Carlo Zeitparameter

Abbildung 9: Links (naiver Algorithmus): Wihrend die Zeitreihen der Quadrate v
und w? deutliche Fluktuationen zeigen, dndert sich u? kaum. Rechts (verbesser-
ter Algorithmus): Alle Komponenten fluktuieren gleichermafien. Beide Zeitreihen
stellen Daten eines 6x6 Gitters mit Kopplung # = 1 dar, wobei jeweils identische
Parameter zur Erzeugung der Konfigurationen genutzt wurden.

v2 =const
2 _
u“ =const
g
2 _
w* =const

Abbildung 10: Der optimierte Algorithmus durchlduft den Konfigurationsraum
in drei Schritten entlang der Ebenen u®? =~ const, v? =~ const sowie w? =~
const und ermoglicht so die Aktualisierung der Feldkonfigurationen in einer O(3)-

symmetrischen Weise.
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beziiglich der dritten Achse projiziert wurden und aus einem bereits durchgefiihrten
HMC-Schritt hervorgehen. Weitere Aktualisierungen sind auf eine Ebene konstan-
tem ny beschriankt. Rechne daher in Variablen v um, die beziiglich der ersten Achse
projiziert wurden. Dies ist ohne Umwege moglich. Aufgrund der O(3)-Symmetrie
unterliegen diese Variablen einer formgleichen Wirkung und kénnen alsdann einer
reguldaren HMC-Aktualisierung (d.i. Molekulardynamik mit frischen Impulsen und
anschlieBendem Akzeptanzschritt) unterzogen werden. Dabei verlauft die Trajekto-
rie des Algorithmus’ entlang gleich bleibendem ny. Nach einem weiteren Wechsel
der Variablen kann der Konfigurationsraum in anschlieBender Aktualisierung ldngs
einer Ebene festem n; durchlaufen werden. Durch Transformation in die urspriing-
lichen u-Variablen und darauf folgendem HMOC-Durchlauf schliefit sich der Kreis.
In die Markov-Kette aufgenommen werden hierbei nur die u-Konfigurationen, um
Probleme bei der Bestimmung von Autokorrelationszeiten zu vermeiden. Andere
Konfigurationen werden als lediglich tempordrer Natur aufgefasst und verworfen.
Dieser Dreischritt erfasst alle Komponenten analog und ermdoglicht eine gleichméafi-
ge Durchquerung des Phasenraumes. Die im Folgenden dargestellten Ergebnisse ba-

sieren auf der Verwendung des verbesserten Algorithmus.

5.4 Bosonische Masse

Der in Kapitel 4.6 beschriebene Zeitscheiben-Korrelator ermoglicht die Bestimmung
der Ruhemassen des bosonischen n-Feldes. Die Extraktion erfolgt mittels einer Rei-
he von Cosinus Hyperbolicus Fits der Korrelatordaten, bei denen nacheinander die
auBersten Punkte des Korrelators, die Anteile hoherangeregter Zustéinde enthalten
konnen, ignoriert werden. Andert sich die gewonnene Masse unter weiterer Redukti-
on nicht mehr, so akzeptiert man diesen Wert. Zur Extraktion physikalisch relevan-
ter Informationen ist es insbesondere wichtig, den Kontinuumslimes durchzufiihren,
d.i. den Grenzfall verschwindenden Gitterabstands zu betrachten. Dies wird dann
erreicht, wenn typische Skalen des Modells, wie Korrelationslidngen der bosonischen
und fermionischen Freiheitsgrade, viel grofer als die durch den Gitterabstand a ge-
setzte Skala ist. In der vorliegenden Konstruktion kann dieser Grenzwert vermittels
der globalen Kopplung 3 gesteuert werden. Dabei entspricht hohem 3 geringer Git-
terabstand. Die Berechnung der Kontinuumswerte von Observablen geschieht durch
schrittweises Erhohen der Kopplung bei konstanter physikalischer Skala. Andern sich
Erwartungswerte bei weiterem Anstieg nicht mehr, so kann man davon ausgehen,
daB der Gitterabstand vernachléssigbar fein ist. Wihrend dieser Prozedur schrumpft

das Volumen der physikalischen Box V,, = LgL;a® und kann typische Compton-
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Wellenléngen der Feldanregungen unterschreiten. Es bleibt die freie Theorie, in der
Wechselwirkungen nicht mehr stattfinden. Um den gewiinschten Grenzfall zu erhal-
ten, benotigt man demnach grofe 5 und grofie Gittervolumina. Beides ist mit hohem
Aufwand an Rechenzeit verbunden, sodass eine Beschleunigung des Algorithmus zu

signifikanter Verbesserung der gewonnen Ergebnisse fiihren kann.

Der bosonischen Masse wird in den folgenden Betrachtungen eine besondere Rol-
le zuteil. Wie oben beschrieben, erfolgt die Extraktion von Observablen im Konti-
nuumslimes bei festgehaltener physikalischer Skala. Das supersymmetrische Sigma
Modell lasst die Festsetzung durch externe Parameter nicht zu. Die einzig verfiighare
Variable (3 ist durch Erreichen des Kontinuumslimes gebunden. Es bleibt, Skalen des
Modells selbst zur Fixierung zu nutzen. Hierbei wurde die Korrelationslénge des bo-
sonischen n-Feldes gewahlt. Dementsprechend ist die Bestimmung dieser Observable
im Kontinuumslimes trivial, da festgehalten. Dies ist erlaubt, da aus analytischen
Betrachtungen [18] bekannt ist, dafl die bosonische Masse einen endlichen Wert an-
nimmt. Die naive Masse mpga, die aus dem Korrelator bestimmt werden kann, tragt
die Dimension eines Gitterabstands und verschwindet erwartungsgeméafl im Grenz-

fall hoher Kopplung (vergleiche Abbildung 11).

1.4 T T T T T T T
l V=6x6 —o—
il V=8x8 --t--4 _
V=10x10 * -@-
L oa V=12x12 t-x- - |
S 0.8 - 8 —
3
06 | 8 ]
M
04 ; o —
°
} P e e
02 | ] ¢ o o 4
RdE s o8 5 o8 !
0 | | | | | | |
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
B

Abbildung 11: Die naive bosonische Masse verschwindet im Grenzfall hoher Kopp-
lung (3. Ein einfaches Bild zeichnet die zugehorige Korrelationsldnge durch Gitterab-
messungen beschriankt, entsprechend einer minimalen Masse. Die Abbildung zeigt,
daB dieses Minimum erwartungsgeméafl desto hoher ist, je kleiner das Gitter.
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5.5 Fermionische Masse

Analog dem bosonischen Fall kann auch die fermionische Masse einem entsprechen-

den Zeitscheiben-Korrelator,

Li—1
« = 3
Cijﬁ(t) - < Z ¢?x,t),i¢(x,o),j>a
x=0

entnommen werden. Hierbei zeigt sich, dal Korrelatoren verschiedener Spinorkom-
ponenten « # 3 verschwinden, wihrend die Summe C¥ + C! das gewiinschte Cosi-
nus Hyperbolicus Verhalten zeigt. In Bezug auf die Indices der Fermionkomponenten
verschwinden die Korrelatoren falls ¢ # j, wihrend sie fiir i = j = 0, 1, 2 erwartungs-

gemif {ibereinander liegen (vergleiche Abbildung 12). Zur Bestimmung des Konti-
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ij/ap =00/00 —o—i ij/ap =00/00 —o—i
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ij/oaB =00/01 +-@-- ij/aB =02/00 +-a--
0.03 = ij/o =00/11 v-x-- | 0.03 = ij/ o = 12/00 ©-x-- 7|
0.025 - 0.025 -
= 002f * x4 = 002F * g
Q. Q.
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Abbildung 12: Der Fermionkorrelator Ciajﬁ (t) wurde fiir verschiedene Kombinationen
ij/af der Komponentenindices i, j und Spinorindices a, # auf 250.000 Konfigura-
tionen eines 12x12 Gitters ausgewertet. Im Fall unterschiedlicher Paarungen o # (3
oder ¢ # j verschwindet der Korrelator. Die Summe C(t) + C(t) zeigt jeweils
identisches Cosinus Hyperbolicus Verhalten fiir i = 0, 1,2 und bestétigt so die O(3)-
Symmetrie der Theorie.

nuumslimes betrachte man die dimensionslose Observable mpa/mpa = mpr/mp,
siehe Abbildung 13, wobei mpr aus dem Cosinus Hyperbolicus Fit des Korrelators
S22 3, Ca® bestimmt wird. Die Figur zeigt deutlich, daf zur Extraktion von

Kontinuumswerten kein passender Bereich vorhanden ist. Starke Unterschiede zwi-
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Abbildung 13: Das dimensionslose Verhéltnis mpg/mp erreicht den Kontinuumsli-
mes nicht. Schon bei schwacher Kopplung treten hohe finite-size-Effekte auf. Im
supersymmetrischen Fall ist eine Entartung des Spektrums zu erwarten, respektive
mp/mp = 1. Die vorliegende Diskretisierung reproduziert dieses Verhalten nicht.
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Abbildung 14: Schnitte konstanter Abszisse markieren Bereiche konstanter
BoxgroBle. Dabei gilt: Je grofler das Gitter, desto hoher muss die Kopp-
lung gewéhlt werden, um diesen Bereich nicht zu verlassen. Die darge-
stellten Punkte entsprechen von rechts nach links den Kopplungen (# €
{0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0,1.1,1.2,1.3,1.4,1.5,2}.
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schen verschiedenen Gittervolumina weisen auf den Einflul von finite-size-Effekten
hin, die eine Auswertung erschweren. Eine Alternative stellt die Untersuchung der
dimensionslosen Observablen mpL = mpa-L/a dar, wobei L die physikalische Lénge
des Gitters bezeichnet, L = Loa = Lya (falls Ly = Ly). Diese Grofie kann als Ausdeh-
nung des Gitters in Einheiten der fermionischen Compton-Wellenlénge interpretiert
werden. Stellt man sie iiber mgL dar, so entspricht die Ebene konstanter Abszis-
se einer festen physikalischen Skala (vergleiche Abbildung 14). Bei festgehaltener
Gittergrofle LoL; = const dient der Kopplungsparameter 3 dem Durchfahren der
gezeigten Kurven. Dabei entspricht hohe Kopplung kleinem physikalischen Volumen.
Hier ist der Vergleich mit Daten der SLAC-Implementierung besonders interessant.
Zwar sind diese augenscheinlich nicht inkompatibel, eine strenge Gegeniiberstellung
ist aber (noch) nicht moglich. Im Bereich hoher Kopplung treten aufgrund klei-
ner Gitter starke finite-size-Effekte auf, die eine Auswertung behindern. Geringere
Kopplungen zeigen deutliche Gitterartefakte, die sich in einer signifikant erhchten
bosonischen Masse zeigen. Dies ist anhand der SLAC-Daten nicht zu beobachten.
Das nutzbare Intervall zwischen kleiner physikalischer Box und Gitterartefakten ist
allerdings fiir einen griindlichen Vergleich zu schmal. Aus den Abbildungen kann
eine Tendenz fiir den Kontinuumslimes abgelesen werden, die die Entartung der
Massen ausschliefit. Es ist daher anzunehmen, dafl die hier verwendete Diskretisie-
rung nicht in der Lage ist, einen supersymmetrischen Kontinuumslimes zu erreichen.

Verbindliche Aussagen erfordern aber die Untersuchung gréflerer Gitter.

5.6 Chirales Kondensat

Anhand analytischer Betrachtungen [18] sowie Daten aus Untersuchungen des Mo-
dells vermittels der SLAC-Ableitung ist eine spontane Brechung der diskreten chira-
len Symmetrie zu erwarten. Das chirale Kondensat als zugehoriger Ordnungsparame-
ter akquiriert in diesem Fall einen nicht verschwindenden Vakuumerwartungswert.
Aufgrund des begrenzten Gittervolumens existiert eine endliche Tunnelwahrschein-
lichkeit zwischen den beiden Grundzustidnden des Kondensats, sodass trotzdem ein
Verschwinden des Ordnungsparameters moglich ist. Fehldeutungen lassen sich durch
Untersuchung des effektiven Potentials vermeiden.

Im vorliegenden Modell induziert die Wilson-Ableitung eine zusétzliche explizite
Verletzung der chiralen Symmetrie. Anhand der Histogramme in Abbildung 15 kann
eine Uberlagerung beider Effekte beobachtet werden. Das dimensionslose Kondensat
<z/_11p> /mp eignet sich zur Bestimmung des Kontinuumslimes. Leider zeigt sich auch

hier die strenge Limitierung der Simulationen durch geringe Gittervolumina und ein
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Abbildung 15: Die Histogramme des chiralen Kondensats deuten eine Uberlagerung
spontan und explizit gebrochener chiraler Symmetrie an. Im Bereich geringer Kor-
relationsldngen dominiert der Einflufl des Wilson-Terms und das System hélt sich
ausschlielich in einem der beiden Grundzustdnde auf. Erhoht man 3, so zeigt das
effektive Potential eine Fortpflanzung zu kleinerem Kondensat. Fiir § = 100 erinnert
die Form an ein double well Potential, typisch fiir spontan gebrochene Symmetrie
mit zwei Grundzustinden, wobei ein Grundzustand vermittels Wilson-Ableitung
angehoben wird. Diesem Bild entsprechend demonstriert der Algorithmus bei ho-
her Kopplung Tunneleffekte zwischen den Grundzustdnden. Im Kontinuumslimes
kann ein Abklingen der expliziten Verletzung erwartet werden, zuriick bleibt die
spontan gebrochene Symmetrie. Verwendet wurden jeweils zwischen 250.000 und
1.000.000 Konfigurationen eines 6x6 Gitters, wobei das Kondensat iiber alle Gitter-
indizes © € A sowie alle Komponenten 7 = 0, 1,2 gemittelt wurde.
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Kontinuumswert ist nicht zu ermitteln. Allerdings kann man tendenziell feststellen,
daBl im Grenzfall grofen Volumens und kleiner Gitterabstdnde ein nicht verschwin-
dender Wert zu erwarten ist. Dies wird durch Untersuchung des Kondensats bei

festgehaltener physikalischer Skala bestétigt, vergleiche Abbildung 16.
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Abbildung 16: Bei festgehaltener physikalischer Skala mpgL = const offenbart sich ein
tendenziell endlicher Wert des dimensionslosen (gemittelten) chiralen Kondensats
<¢m@/zm> N /mp im Grenzfall grolen Volumens und geringen Gitterabstands.

5.7 Supersymmetrie

Bereits die Untersuchung der bosonischen und fermionischen Massen gab einen Hin-
weis darauf, dal die hier verwendete Implementierung nicht in der Lage ist, Super-
symmetrie auf dem Gitter zu erhalten. In Kapitel 4.6 wurde eine niitzliche Identitét
aufgezeigt, anhand derer die Wiederherstellung der Symmetrie im Kontinuumslimes

demonstriert werden kann,

Vv
<SB>eff - 3E’

mit Sp = D7 cn e () Kayny(u) + 37\ 07 Vermittels Abbildung 17 beobachtet
man, dafl der gewiinschte Wert erreicht wird, allerdings erst bei sehr hohem (. Im
Vergleich zu Abbildung 14 offenbart sich, dafi das physikalische Volumen in die-
sem Bereich kleiner als eine bosonische Compton-Wellenlénge ist, sodafl die Theorie
effektiv frei wird und die Identitat trivial erfiillt. Tiefer gehende Untersuchungen
konnen in dieser Arbeit nicht adressiert werden, stattdessen muss auf den Ausblick

verwiesen werden.
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Abbildung 17: Im Fall erweiterter N/ = 2 Supersymmetrie kann die Identitit
<SB>e = 3% durch Konstruktion einer nilpotenten Ladung gezeigt werden [20],
vergleiche Kapitel 4.6. Hier wird versucht, dies zur Definition eines supersymme-
trischen Kontinuumslimes auszunutzen. Zwar gelingt die Erfiilllung der Identitét,
allerdings muss davon ausgegangen werden, dafl die Grofle der physikalischen Box
in diesem Bereich so gering ist, dal keine verbindlichen Aussagen getroffen werden
konnen.

5.8 Spektrum

Im Hinblick auf eine Erweiterung des bisher verwendeten Algorithmus sind Un-
tersuchungen der Konditionszahl der Fermionmatrix von besonderem Interesse. In
diesem Zusammenhang wurden zwei verschiedene Ansétze zur Prékonditionierung
untersucht, vergleiche Kapitel 4.5. Basierend auf Konfigurationen, die mittels ex-
akter Auswertung der Fermionmatrix generiert wurden, kénnen Konditionszahlen
und Eigenwerte unterschiedlicher Prakonditionierungsvorschriften ausgewertet wer-

den. Dabei wurde die Fermionmatrix (3.21) unter Ausklammern exakt invertierba-

naiv even-odd even-odd bei m,,;y,

K 400 (348) 64 (136) 61 (106)
Amin 1.35 (3.44)  0.25 (0.08) 0.26 (0.11)
Amaz  85.48 (619.34)  2.10 (2.10) 2.09 (2.06)

Tabelle 4: Basierend auf einer Kette von 10.000 Konfigurationen eines 12x12 Git-
ters wurden Durchschnittswerte fiir Konditionszahl x, kleinstem Eigenwert \,,;, und
grofftem Eigenwert A, unter Verwendung verschiedener Prikonditionierungssche-
mata bestimmt. Dabei entspricht der jeweils erst angegebene Wert einer Kopplung
6 = 0.5 und in Klammern § = 1.5. Der Wert , even-odd bei m,,;," entspricht dem
even-odd Verfahren unter zusétzlicher Verwendung des ,,freien“ Dirac Operators und
gibt den jeweils niedrigstmoglichen Wert an.
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rer Faktoren betrachtet (vergleiche Gleichung (E.1) in Anhang E). Aufgrund der
reinen Messung der Konditionszahlen kénnen an dieser Stelle keine Angaben zum
tatséchlichen Performanzgewinn der Prakonditionierungsverfahren gemacht werden,
die beobachtete starke Reduktion gibt aber durchaus Anlaf}; ein positives Fazit zu
ziehen. Dabei iiberzeugt vor allem das even-odd Verfahren, wiahrend die Anwendung
des ,,freien“ Dirac Operators nur im Bereich hohen 3’s zu einer signifikanten Verbes-
serung fithrt. Hier konnte eine Wirkungssteigerung durch Zulassen einer schwachen
Feldabhéangigkeit derart erreicht werden, dafl eine Inversion des Prékonditionierers
vergleichsweise giinstig bleibt. Optimierungen dieser Art miissen aber direkt unter
Verwendung des entsprechenden Algorithmus untersucht werden. Weiterhin konn-
ten beide Verfahren kombiniert werden, was im Bereich grofler (3 eine zusétzliche

Verbesserung iiber das einfache even-odd Verfahren darstellt.

B=05 B=15

11 T T T T
K (norm) ¢ 24 - K (norm) o
Amin (nOorm) — + L Amin (norm)  + |

B @, min 22 # & min

L N o Amax (norm) o | Amax (norm) O
1.05 o * 2 | u
E Fr
+ o o *++++++ 1.8 | + + B
s o+ + F a® ° x4 © °
1§ gg oo o s T R "gr"g"g"é"@'“i 1.6 . . 1
<
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Abbildung 18: Die Abbildung zeigt Durchschnittswerte fiir Konditionszahl «, kleins-
tem Eigenwert \,,;, und groBtem Eigenwert \,,,, unter verwendung beider Prikondi-
tionierungsschemata, normiert auf die entsprechenden Werte der einfachen even-odd
Priakonditionierung. Verwendet wurden je 10.000 Konfigurationen eines 6x6 Gitters.

78



6 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

6 Zusammenfassung und Ausblick

Uberblick In der Einleitung zu dieser Arbeit wurden Probleme im Zusammen-
hang mit unserem heutigen Versténdnis von der Natur der Elementarteilchen und ih-
rer Wechselwirkungen aufgezeigt, und welche Bedeutung supersymmetrischen Theo-
rien zur Auflosung dieser Schwierigkeiten beigemessen wird. Dabei ist eine Erwei-
terung des wohlbekannten Standardmodells der Elementarteilchen, das sogenannte
Minimal Supersymmetrische Standardmodell, von besonderem Interesse. Es handelt
sich dabei um eine komplizierte, supersymmetrische Eichtheorie in vier Raumzeitdi-
mensionen. Das supersymmetrische nichtlineare O(3) Sigma-Modell in zwei Raum-
zeitdimensionen, das in Kapitel zwei vorgestellt wurde, teilt eine Reihe wichtiger
Eigenschaften mit vierdimensionalen Eichtheorien, verspricht aber einen leichteren
Zugang. Hier wurde eine Untersuchung vermittels Monte-Carlo-Methoden gewahlt,
die in den Kapiteln vier und fiinf eingehend beschrieben werden und es erlauben,
nichtperturbative Effekte zu studieren. Dieser Ansatz sieht sich einigen Problemen
konfrontiert, von denen insbesondere drei im Mittelpunkt dieser Arbeit stehen und
anhand einer Gittersimulation in Kapitel fiinf untersucht wurden. Diese sollen im

folgenden rekapituliert werden.

Vorzeichenproblem Anhand einer Betrachtung unter Verwendung der SLAC-
Diskretisierung konnte im Vorfeld festgestellt werden, dafl diese Art der Diskretisie-
rung ein Vorzeichenproblem aufweist, was zu einem ineffizienten Algorithmus fiihrt.
Uberdies konnte man Anzeichen dafiir finden, daB sich dieses Problem bei grofe-
ren Gittern stiarker ausprigt und eine Simulation praktisch verhindert. Im Rahmen
dieser Diplomarbeit wurde die alternative Wilson-Diskretisierung verwendet und es
konnte gezeigt werden, daf} in diesem Fall kein Vorzeichenproblem auftritt und eine
Simulation auch im Bereich grofier Gitter moglich ist. Ein Nachteil dieser Diskreti-
sierung besteht allerdings darin, daf§ die chirale Symmetrie auf dem Gitter explizit

gebrochen wird.

Konditionszahl Moderne Implementationen zur Monte-Carlo-Simulation von Quan-
tenfeldtheorien verwenden einen Pseudofermionalgorithmus. Im Rahmen seiner Dis-
sertation (2005) konnte M. Clark eine Erweiterung vorschlagen, den ,Rational Hy-
brid Monte Carlo“-Algorithmus, der zu den leistungsfahigsten Algorithmen zéhlt, die
heute verfiighar sind. Eine Kernkomponente dieses Verfahrens baut auf der schnel-
len numerischen Inversion grofler Matrizen, deren Rechenaufwand durch die Kondi-

tionszahl der jeweiligen Matrizen charakterisiert wird. Die bereits erwéahnte SLAC-
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Diskretisierung unter Verwendung des RHMC-Algorithmus erwies sich als héchst in-
effizient, da die Fermionmatrix des vorliegenden Modells sehr hohe Konditionszahlen
zeigte. Die vorliegende Arbeit legt die Verwendung eines Prikonditionierungsverfah-
rens nahe. Dazu wurde eine Studie von zwei verschiedenen Methoden erstellt und
es konnte gezeigt werden, dafl die Konditionszahl der Fermionmatrix in signifikan-
tem Maf} abgesenkt werden kann. Das aufgezeigte Prakonditionierungsschema ist
eine wichtige Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit moderner Algorithmen und erst
hierdurch wird die effektive Simulation des vorliegenden Modells bei groflen Gittern

ermoglicht.

O(3) Symmetrie Eine Monte-Carlo-Simulation des nichtlinearen supersymme-
trischen O(3) Sigma-Modells wurde bereits 2003 von S. Catterall und S. Ghadab
angestrengt. Nach griindlicher Priifung der von beiden Autoren vorgeschlagenen
Diskretisierung im Vorfeld dieser Arbeit wurde allerdings erkannt, dal die Simu-
lationen nicht zu einer O(3) symmetrischen Theorie fithren und daher verworfen
werden miissen. Angesichts dieser Probleme untersucht die vorliegende Diplomar-
beit eine Diskretisierung unter Verwendung der stereographischen Projektion, die
eine manifest O(3) invariante Formulierung des Modells auf dem Gitter erlaubt.
Dies wird anhand numerischer Daten bestétigt. Weiterhin wird eine Modifizierung
des iiblichen HMC Algorithmus vorgeschlagen und es kann gezeigt werden, dafl diese
verbesserte Variante eine deutlich effizientere Generierung von Gitterkonfiguratio-
nen erlaubt. Die Modifikation ist dabei nicht auf den hier verwendeten Algorithmus

beschrénkt, sondern lasst sich problemlos verallgemeinern.

Zusammenfassung In dieser Arbeit konnte eine Diskretisierung aufgezeigt wer-
den, die die Anwendung leistungsfihiger Algorithmen erlaubt und eine bei endlichem
Gitterabstand O(3) invariante Theorie erméglicht. Somit wurden aufgezeigte Proble-
me geldst und grundlegende Voraussetzungen fiir eine tiefgreifendere Untersuchung
des vorliegenden Modells geschaffen. Leider muss man fiir dieses Ergebnis einen
Preis zahlen: Die Verwendung der Wilson-Diskretisierung fithrt einen Zusatzterm
ein, der die chirale Symmetrie des Modells explizit bricht und zusétzliche Gitterar-
tefakte aufweist. Weiterhin ist es nicht moglich, eine zu S. Catterall und S. Ghadab
analoge Konstruktion einer nilpotenten Ladung durchzufiihren, die eine supersym-
metrische Theorie im Kontinuumslimes garantiert. Weiterfithrende Betrachtungen
sollten sich daher insbesondere darauf konzentrieren, mogliche Verbesserungen der
vorgeschlagenen Wirkung derart zu erreichen, daff Supersymmetrie im Kontinuums-

limes wiederhergestellt wird.
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A Konventionen

Im Allgemeinen wird die Einstein’sche Summenkonvention verwendet, das heifit,

iiber zweifach auftretende Indizes ist zu summieren,

XY, = Z X,Y,.

Insbesondere gilt fiir Raumzeitindizes,
"0 = w00y = > Y 000y
w v

Der metrische Tensor 7, tragt Lorentz-Signatur (—1,1) in Minkowski Raumzeit

und triviale Signatur (1,1) in euklidischer Raumzeit,

-1 0 . 10
nﬁl/{mkowsm — ’ nfﬁklld — .
0 1 01

Somit hat das Linienelement ds? in zweidimensionaler Minkowski-Raumzeit die Ge-
stalt
ds* = dxtdx,, = nydx,dr, = d:c% — dt?.

Soweit nicht anders genannt, bezeichnet ¢,, das Kroneckerdelta,

1 falls x=
o ={ ) (A1)
0  sonst.

Fouriertransformation Die Fouriertransformation wird derart definiert, dafl der
Normierungsfaktor gleichméfig aufgeteilt wird. Gegeben eine Lebesgue-integrierbare

Funktion f(x) ist die Fouriertransformierte F(f) gegeben durch

F(f) = f(p) = J% / " de e f(a).

Die inverse Transformation nimmt dann die folgende Form an,

=l
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Hierbei gilt wie iiblich, daf3

/ dx e = 276 (p)

o0

mit dem Dirac-Delta 6(x—y). Zur Realisierung von Monte-Carlo-Simulationen fiihrt

man ein Raumzeitgitter A mit Gitterabstand a ein, sodafl

A:{n:(no,nl) ’ n#:0,1,...,L#},

und z, = an,,. Die verallgemeinerten periodischen Randbedingungen,

fln+iLy) =™ f(n), (A.2)

fiihren im Fall 6, = 0 (6, = 1) auf periodische (antiperiodische) Randbedingungen.
Bedingt durch die Diskretisierung der Raumzeit sind die Impulse des dualen Gitters

auf die Brillouinzone beschriankt,

~ 27'(' LL L
A:{p:(pg,pl) pu:E(ku—i-G“), k;#:—?’—l,...,é}.
o

Hierbei ist die Definition der Impulse gerade so gewéhlt, dafl die ebenen Wellen
ePu™@ den Randbedingungen (A.2) geniigen. Allgemein gilt, daf

1 L,/2 L,—1

I SRS P

M ky=—L,/2+1 H k=0

mit dem Kronecker-Delta 6,,. Dann kann man die Fouriertransformation auf dem

Gitter definieren,

g T

)= \/ﬁ % f(p)eipm~ (A.5)

B Majorana Fermionen

Fermionen Der Operatorformalismus der Quantenfeldtheorie ordnet den klassi-
schen, bosonischen Feldern im Rahmen der zweiten Quantisierung Feldoperatoren

zu, die spezifische Kommutator-Relationen erfiillen. Bei der Untersuchung des freien
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Dirac-Feldes stellt sich heraus, dass die Postulierung von Kommutator-Relationen
zu einer nichtkausalen Theorie fithrt. Man sieht ein, dass es zur Konstruktion ei-
ner physikalisch sinnvollen Theorie notig ist, Antikommutator-Relationen zu for-
dern. Dies resultiert in einer kausalen Theorie, deren Anregungen der Fermi-Dirac-
Statistik geniigen (vgl. Spin-Statistik- Theorem[49]). Dieser tief greifende Unterschied
zwischen bosonischen und fermionischen Freiheitsgraden zeigt sich ebenfalls im Pfa-
dintegralformalismus. Hier werden fermionische Felder durch Grassmann-Zahlen A\, n

reprasentiert, die eine Grassmann-Algebra bilden,

A +nA=0
N =n?=0.

Majorana-Fermionen Im Rahmen einer formalen Konstruktion (vgl. [50]) kann
die Relation zwischen Dirac- und Majorana-Fermionen studiert werden. Hierbei
zeigt sich, dal die Anzahl der Freiheitsgrade halbiert wird, d.i. zwei Majorana-
Freiheitsgrade lassen sich einem Dirac-Freiheitsgrad zuordnen. In zwei Dimensio-
nen findet man eine explizite Darstellung der Majorana Fermionen durch zwei-

komponentige, reelle grassmannwertige Spinoren A, mit der Konjugation
A= \C. (B.1)
Die Ladungskonjugationsmatriz C' besitzt die Gestalt
0 —1
C = ) B.2
) 2

Entsprechend notiert man die Gamma-Matrizen
1 0 0 -1 0 =1
_ , — , = i B.3
Yo (0 _1> " (_1 0) Vs (_Z. 0) (B.3)

Rechenregeln Im Folgenden sollen einige Identitdten angegeben werden, die im
Umgang mit Majorana Fermionen und damit einhergehend grassmannwertigen Va-

riablen haufig bendtigt werden. Aus der expliziten Darstellung der relevanten Ma-
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trizen folgt sofort, dafl

(v")? = C?= -1 (v’)?=1
() =+* ch=-C (") ==
{~".C} = [C7°] =0 {77} =0,

fiir p = 0, 1. Dies lésst die Berechnung folgender Identitéten fiir beliebige Majorana

Spinoren €, 6 zu:

@ =e'Co=> eC0" = 0°C7" = fe, (B.4)
a, a,B

et = Z eo‘Caﬂyngp _ Z Ea,y;vﬁcﬁpgp

a,B,p ,B,p
= Z 9”06”73560‘ =— Z QpCp’Byﬁa * = —fyte. (B.5)
o,B,p a,B,p

Sehr niitzlich ist die Beobachtung, dafl

00 = 06" C = (9%61 909 ) = —%99 o, (B.6)
ov1

mit 00 = 07CO = —20,0,. Gegeben sei nun ein reelles Superfeld ¢(z,6) auf dem
Superraum S??2 mit reellen Koordinaten 2 (y = 0,1) und grassmannwertigen 6y, 6,
wobei letztere zu einem Majorana Spinor # zusammengefiigt werden. Das Superfeld

kann in Potenzen von # expandiert werden,

o(z,0) = n(x) + i0y(z) + %H_Qf(x)

Damit kénnen die Ableitungen nach Theta explizit angegeben werden:

% =i %: CPP(x) +iy  CPO f(x)

B
= =iy PP(a)CP =iy 0°CH f(x) = —i®(x) — i0°f(x), (B.7)
B B
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sowie

99 O e -
00> 035 0°Che) = i (x) + 0 f (x). (B.8)
Insbesondere gilt, daf
99 _ . ba L by — _ N~ 99 ~pa _ s 00
S0 = z;(iﬂC +0°CP) = Wc _Zﬁjc 5 (B.9)

% =) +10%f = —1 Z (¢5 + gﬂf) ( _ 5ﬂa) - 4 Z (wﬁ + gﬁf) (Cﬁpcpa)
B

Bip
=Y (=i) @ +0°f)cryer = gg) P (B.10)
p B
g% = ie) + ie0f = irpe +ilfe = —%e (B.11)

Unter einer zweiten Ableitung verstehe man folgendes,

6 00y 0 0 00p 0
o606~ a608 — ooV T 0F) =if = g5 (=W —i0f) = — 550 =~ oaae
(B.12)

Insbesondere folgt die wichtige Reihenentwicklung

26 1. 0%
o 0) + a5 + 555005

=n + iy + 99f+zew+ze9f+—eef—n+z(9+e)¢+ (99+269+66)f

=n+i(0+ )w+ (9+6)(9+6)f:¢(3c,9+6). (B.13)

C JenLaTT

Die Implementierung der Gittersimulation, die dieser Diplomarbeit zu Grunde liegt,
basiert auf dem C++-Framework JenLaTT, dafl grundlegende Routinen bereit stellt.
Dazu gehoren Basis-Klassen wie Speicherverwaltung und Applikationshiillen, aber
auch hohere Methoden zur Fehleranalyse. In der Programmierphase des Diplompro-
jekts wurden Klassen und Methoden zur Durchfiihrung des Hybrid-Monte-Carlo-
Algorithmus angelegt, aus denen konkrete Algorithmen durch Vererbung hervorge-

hen. Weiterhin wurden Methoden zur Bestimmung verschiedener Observablen sowie
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zugehorige Rumpfmethoden implementiert. Alle hier présentierten Ergebnisse wur-
den mit diesem Programmcode gewonnen. Dabei wurde objektorientiert vorgegan-

gen, um eine hohe Wiederverwendbarkeit zu gewéhrleisten.

D Pseudofermionalgorithmus

Die exakte Berechnung der Fermiondeterminante und der inversen Fermionmatrix im
Rahmen des hier verwendeten HMC-Algorithmus nehmen mit ca. 95% den Grofiteil
der Rechenzeit zur Erzeugung der Konfigurationen in Anspruch. Um die Simulation
groferer Gittervolumina zu erméglichen, ist es unbedingt notig, einen effektiveren
Algorithmus zur Handhabung der Fermiondeterminante zu finden. Unter Verwen-
dung des bisherigen Algorithmus konnte gezeigt werden, dass effektive Techniken
zur Prakonditionierung der Fermionmatrix angewendet werden konnen. Dies legt die
Implementierung eines Algorithmus nahe, der auf einer Umschrift der Fermiondeter-
minante unter Zuhilfenahme von bosonischen Hilfsfeldern ¢ (den Pseudofermionen)

beruht. Die bekannte Beziehung,

7%¢TQ¢_ (27‘(‘)%
/m e = 0 (D.1)

kann benutzt werden, um das Pfadintegral neu zu formulieren,
7= /Dn det Q e StsI"l = const - /DnD¢ ¢~ (Stoslnl+367Q7TQ10)

Unter Einbeziehung des zusétzlichen, dynamischen Feldes ¢ gelingt die Approxi-
mation der Fermiondeterminante, wodurch die Simulation signifikant beschleunigt
werden kann. Der tatséchliche Leistungszuwachs héngt hierbei von einem verfiigba-
ren Priakonditionierungsschema ab. Im Rahmen des Pseudofermionalgorithmus ist
es zur Evolution der Ausgangskonfiguration ausreichend, die inverse Fermionmatrix
auf einen Vektor anzuwenden (Kraftterm). Dies geschieht in der Regel durch ein
BiCGstab Schema, das das Problem iterativ 16st. Die Effizienz des gesamten Algo-
rithmus hiangt empfindlich von der Anzahl an Iterationsschritten bis zur Konvergenz
ab. Dabei beobachtet man, dass diese Anzahl mit der Konditionszahl der Fermion-
matrix zusammenhdngt und durch geeignete Prékonditionierung deutlich gesenkt
werden kann [44]. Ausgehend von der Formulierung via Pseudofermionen existieren
zahlreiche, fortgeschrittenere Algorithmen, beispielsweise der RHMC-Algorithmus,

der eine Approximation der Fermiondeterminante durch rationale Funktionen nutzt

[8].

87



E EVEN-ODD-PRAKONDITIONIERUNG DER VOLLEN FERMIONMATRIX

E even-odd-Prikonditionierung der vollen Fermion-

matrix

Analog zu Kapitel (4.5) wird das even-odd-Prékonditionierungsverfahren auf die
vollstdndige Fermionmatrix angewandt. Durch die zusétzlichen, feldabhéngigen Fak-
toren ergibt sich ein ungleich komplizierterer Ausdruck, der die Entkopplung von
geraden und ungeraden Gitterpunkten nicht zeigt. Die Prikonditionierung verlauft

in mehreren Schritten. Ausgehend von der Fermionmatrix
Qxy ij = 4p$(51k - 2u5071u1’,/€p$)Ma?éyﬁ<5k] - 2uy7kuy,jpy)py+
16p:20ux lMaﬁuy ]py + 4803002ypy,
mit dem Wilson-Dirac-Operator
M,, = 6 (0" + "A
Ty v Ty 2 zy |

kann eine Vereinfachung durch Abspaltung der p-Terme erreicht werden,

0 - 0
det(Q) = det( Pa Q' Py (H px> det(Q (E.1)

mit

Q. = 4(0ik — 2uz,iux,kpw)M§f(5kj — 2uy iy, py) + 16pas, %Ma Uy,jPy + 40020z,

Y,

Geméf Gleichung (4.15) kann M,, mittels eines geeigneten Ordnungsschemas ge-
schrieben werden als M = const.(1—L—U), wobei L und U der Form aus Gleichung
(4.13) entsprechen. Dann folgt, daB8 Q" in der Form @' = D — L — U ausgedriickt

werden kann, wobei D eine Diagonalmatrix ist,

D3 = A6k — 2 it o) (—27 B84y 0°7) (61 — 2uy 1ty 50y)
+ 16pxum(—2r65xy5aﬁ)uy,jpy + 45%5@5&5%

= 0,y0°" [51-]-(—87%’ + 4B0,) + 32r Bug vy i (pr — P2 Z ul g, — pi)],
k
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mit .
— 2> k=i =pe—pa(14 Y uly) =pp— pi— =0.
k k

Es bleibt, dafl
D2 = 5,,6%06,,(—8r3 + 480,).

zY,ij

Die Determinante liasst sich nun weiter zerlegen,

det(Q (sz> det(D)det(DQ"). (E.2)

Die Matrix D~1Q’ besitzt die gewiinschte Form, D~'Q' =1 — D™'L — D7'U. Da
D diagonal ist, behalten U und L nach Multiplikation ihre Form und det(D) l&sst
sich einfach berechnen, sodass sich ein effektives Prakonditionierungsschema ergibt.
Wiederum ist es moglich, den prikonditionierten Dirac-Operator auf dem Untergit-

ter zu berechnen. Dabei treten Ausdriicke der folgenden Form auf (vgl. Gleichung
4.17),

Z sz(seo z 5,2;7

wobel f, = f({u.x}x) eine Funktion der bosonischen Felder am Gitterpunkt z ist
und 07, 677 wie in Gleichung 4.16 definiert sind. Die Auswertung dieses Ausdrucks

xz)

fiihrt auf

Z Mmzéeo z zyégz = Z [f$+ﬂ (7” + ’)/'u)(T’ + /YV)(s:E—HAH—IZy] :

p==£0,%1

v==40,%+1
Im Fall 72 = 1 entfiillt der zusiitzliche Selbstwechselwirkungsterm und es verbleiben
die von der Betrachtung des Wilson-Dirac-Operators bekannten Wechselwirkungen,

in denen Beitrdge der Funktion f, eingeschoben sind,

Z [f:r+ﬂ (r+ 7#)(T + 7V)§w+/l+f4y] =

p==£0,+1
v=+0,%+1

D Vern2(U 47802y + fopn2(1 = 7)00-25] +

©n=0,1

Z [fora(L+ %) (1 + %) 00tioy]

p==+0,£1
v==40,%+1
[l #lv]

Beide Terme lassen sich einfach visualisieren und sind in Abbildung 19 dargestellt.

Nach einer ldngeren, aber unkomplizierten Rechnung erhélt man die prikonditio-
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Abbildung 19: Unter Beachtung einer zusétzlichen Feldabhéingigkeit geht die Ent-
kopplung von geraden und ungeraden Gitterpunkten bei der even-odd-Priakonditio-
nierung verloren. Zur Wechselwirkung zweier gerader Gitterpunkte tragt der jeweils
iiberstrichene, ungerade Gitterpunkt bei.

nierte Fermionmatrix, @, = 1 — D™'LD~'U. Unter Verwendung der Abkiirzung
d, = (=83 + 480,) ! ergibt sich, daB
Q,=1-D'LD™'U
= 1= {160, Mond Mey — 32M oy Moyt ity — 64Madeiz i 2 M.,

+ 128 Z M:czdzuz,iuz7kP§szuy,kuy7jpy +64Mozdus i (2p: — 1) p-Meyuy p,
k

— 32Ux,ium,jpmM:czdzsz + 64uw,z Z Uz,mpmMzzdzszuympyuyJ

+ 128005 Y U puMopsdotiz o2 M.,

2
— 256 E ux,iux,mp:chzdzuz,muz,k:pzszuy,kuy,jpy

k,m

— 128 Z Uz,iu:c,mpoxzdz(zpz - 1)pzuz,mszUy,jpy

+ 64pzux,zszdZ(2pZ - 1)p2u27jMZy
— 128 Z pzux,iszdzuz7m<2pZ - ].)pzszuy,muy,jpy

m

+ 256pxux,zszdz(1 - pz)pzszuy,jpy}a
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wobei z,y € A, und z € A,. Hier bezeichnet M,, den Wilson-Dirac-Operator. Es
ist moglich, dieses even-odd-Schema mit der Prakonditionierungsmethode durch den
»freien Dirac-Operator® (vgl. Gleichung 4.12) zu kombinieren. Ein moglicher Ansatz
besteht darin, den freien Dirac-Operator vermittels even-odd-Schema zu bearbeiten

und die resultierende Matrix auf (), anzuwenden.
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