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1 Einleitung

Symmetrien in der Natur begründen unser Verständnis von Ästhetik: So bewundern
wir z.B. die Vollkommenheit des spiegelsymmetrischen Universalmenschen daVincis und
emp�nden punktsymmetrische Eisblumen an einer Fensterscheibe als schön.
Dieser Begri� der Symmetrie im Alltag wird in der Physik verallgemeinert und dient
dann zur Beschreibung jeder (mathematischen) Transformation eines Systems, die keine
wahrnehmbaren oder messbaren Veränderungen bewirkt. Eine dementsprechend entschei-
dende Rolle spielen Symmetrien auch in der Formulierung moderner physikalischer Theo-
rien wie z. B. dem Standardmodell der Teilchenphysik. Symmetrien können kontinuierlich
oder diskret sein. Eine kontinuierliche Symmetrie wird durch reelle Parameter beschrie-
ben, Beispiele hierfür sind die Rotations- und die Translationssymmetrie. Im Gegensatz
hierzu besitzen diskrete Symmetrien abzählbare Parameter, so z.B. die Raumspiegelung
oder Kristallsymmetrien. Auch die CPT-Invarianz und die CP-Verletzung gehören in die
Kategorie diskreter Symmetrien. Im Folgenden geht es jedoch vorrangig um kontinuier-
liche Symmetrien.

Einen herausragenden Beitrag für die Bedeutung der Symmetrie lieferte die Mathemati-
kerin Amalie �Emmy� Noether mit dem nach ihr benannten Theorem [1]. Es besagt,
dass es zu jeder kontinuierlichen Symmetrie in einem System genau eine Erhaltungsgröÿe
gibt und umgekehrt. Beispiele hierfür sind die Erhaltung des Gesamtimpulses als Folge
der Translationsinvarianz, die Erhaltung der Energie durch Zeitinvarianz und die Erhal-
tung des Spins durch Poincaré-Invarianz.
Von zunächst meist globalen Symmetrien, deren Parameter unabhängig von den Koor-
dinaten sind, wird oft übergegangen zu lokalen Symmetrien mit koordinatenabhängigen
Parametern. In diesem Fall treten in dynamischen Theorien durch Ableitungen der Pa-
rameter nach den Koordinaten zusätzliche Terme auf, welche durch das Einführen von
Eichfeldern kompensiert werden. Diese Eichfelder können als Teilchen betrachtet werden,
die in Eichtheorien neue Wechselwirkungen vermitteln. Das experimentell am genauesten
bestätigte Beispiel einer Eichtheorie ist die durch die Symmetriegruppe U(1) formulierte
elektromagnetische Wechselwirkung durch Photonenaustausch in der Quantenelektrody-
namik (QED) [2]. Hierbei beschreibt die U(1) die Menge aller komplexen Phasentrans-
formationen.
Auch das Prinzip der spontanen Symmetriebrechung, durch die der energetische Grund-
zustand des Systems im Gegensatz zum ungebrochenen Fall nicht mehr eindeutig ist,
hat eine groÿe Bedeutung: So kann z.B. im Standardmodell erst durch die als Higgs-
Mechanismus bezeichnete spontanen Eichsymmetriebrechung die kurze Reichweite der
Kernkräfte im Vergleich zum langreichweitigen Elektromagnetismus erklärt werden.
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1 Einleitung

Das Standardmodell der Teilchenphysik widerspricht bis heute keinem einzigen Experi-
ment und eignet sich daher hervorragend zur Beschreibung der Natur und ihrer Phä-
nomene. Es lässt aber auch einige Fragen o�en, z.B. warum es gerade drei Teilchenge-
nerationen gibt, wie sich das Standardmodell mit der Allgemeinen Relativitätstheorie
vereinigen lässt oder auch das Hierarchieproblem.
Für die Beantwortung vieler dieser Fragen gelten String-Theorien als ein vielverprechen-
der Ansatz. Jedoch sind diese Theorien sehr komplex und erfordern die Bestimmung einer
groÿen Menge von Parametern. Es ist aber wünschenswert, die Natur durch eine mini-
male Anzahl von Parametern bereits vollständig beschreiben zu können, was zu Kritik
an den String-Theorien führt. Argumentiert wird, dass eine String-Theorie zwar durch
geeignete Parameterwahl durchaus die Welt beschreiben kann, jedoch keine Erklärung
für genau diese Parameterwahl liefert und schwer zu falsi�zieren ist.
Die Supersymmetrie (Susy), eine wichtige Komponente aller String-Theorien, �ndet auch
in der Quantenmechanik und in Quantenfeldtheorien (QFT) Anwendung. Sie beschreibt
die Invarianz einer solchen Theorie gegenüber Veränderungen des Spins, genauer dem
Austauschen der fermionischen Teilchen durch supersymmetrische Partnerbosonen und
umgekehrt. Die ungebrochene Susy, in der es genau einen energetischen Grundzustand
gibt, beschreibt diese Partnerteilchen durch identische Massen. Da solche Partnerteilchen
bisher aber experimentell nicht nachgewiesen wurden, muss sich die Masse des Partners
von der des Teilchens unterscheiden. Daraus lässt sich schlussfolgern, dass die Susy spon-
tan gebrochen ist. Neben dem Higgs-Teilchen werden am Large Hadron Collider (LHC)
am Cern in Genf auch Susy-Partner gesucht. Doch bereits ohne experimentelle Unter-
mauerung bietet die Susy die Möglichkeit, einige der Probleme des Standardmodells zu
lösen, z.B. mit Hilfe der Supergravitation. Auÿerdem können supersymmetrische Modelle
möglicherweise die dunkle Energie erklären kann, da diese stets eine endliche Grundzu-
standsenergie besitzen.

Die einfachste Susy-QFT in vier Dimensionen (3 + 1) wird durch das Wess-Zumino-
Modell [3] beschrieben, welches zwei elektrisch neutrale Spin-0 Bosonen mit einem Spin-
1
2 -Majorana-Fermion verbindet. Ein Majorana-Fermion beschreibt hierbei ein elektrisch
neutrales Teilchen, welches auch sein eigenes Antiteilchen ist.

Die meisten realistischen QFTs sind analytisch nicht exakt lösbar. Die störungstheore-
tische Behandlung ist zwar dank der Feynman-Diagramme recht übersichtlich, aber nur
bei geringer Wechselwirkung gültig. Ein weiteres Problem ergibt sich aus Schleifendia-
grammen, die teilweise divergierende Beiträge liefern. Da diese Beiträge aber Konstanten
sind, können sie im Rahmen der Renormierungstheorie oft kompensiert werden. Statt-
dessen kann aber auch ein Flieÿen der klassischen Wirkung hin zur e�ektiven Wirkung,
welche die Lösung einer QFT vollständig beschreibt, berechnet werden. Hierbei werden
nach und nach skalenabhängige Quantenkorrekturen hinzuintegriert. Mathematisch wird
dieser Fluss durch die Wetterich-Gleichung (FRG-Gleichung, functional renormalization
group) beschrieben [4, 5], die zunächst eine exakte, partielle Funktionaldi�erentialglei-
chung darstellt. Auch diese Flussgleichung ist im Allgemeinen nicht exakt lösbar, er-
möglicht jedoch im Gegensatz zur Störungstheorie auch Näherungen, welche für starke
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Wechselwirkungen, wie in der Quantenchromodynamik (QCD) beschriebe, gültig sind.

Viele Näherungsverfahren brechen die Susy. Da die Wetterich-Gleichung durch geeignete
Regulatoren Symmetrien erhalten kann, stellt sie einen vielversprechenden Ansatz zur
Lösung supersymmetrischer Theorien dar.

In dieser Arbeit soll daher die Anwendbarkeit dieser Flussgleichungen auf Supersymme-
trische Modelle untersucht werden.

Untersuchungen der ungebrochenen Susy-Quantenmechanik (Susy-QM) [6] und des auf
zwei Dimensionen reduzierten Wess-Zumino-Modells [7] bzw. dessen zweidimensionale
Verallgemeinerung [8] waren hierbei bereits erfolgreich.

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt:

• In Kapitel 2 werden Grundlagen der QFT wiederholt und in Kapitel 3 in die FRG
eingeführt

• Kapitel 4 beschreibt die Supersymmetrie, wobei in Kapitel 5 die FRG auf die
gebrochene Susy-QM angewandt wird

• In Kapitel 6 wird mit den daraus gewonnenen Erkenntnissen das auf drei Dimen-
sionen reduzierte Wess-Zumino-Modell untersucht

3
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2 Quantenfeldtheorien und die

Funktionale Renormierungsgruppe

2.1 Pfadintegrale

Diese Zusammenfassung dient lediglich des Überblicks, für eine detaillierte Einführung
wird auf entsprechende Lehrbücher wie [2, 9, 10] verwiesen. Es werden stets natürliche
Einheiten (siehe Konventionen im Anhang A) verwendet, d. h. ~ = 1, c = 1. Kenntnisse
der in Anhang C zusammengefassten Gruppentheorie, insbesondere in Bezug auf die in
Anhang D vertiefte Poincaré-Gruppe, werden vorausgesetzt.

2.1.1 Pfadintegralformalismus der Quantenmechanik

In natürlichen Einheiten lautet die Schrödingergleichung

i∂t |Ψ(t)〉 = Ĥ |Ψ(t)〉 . (2.1)

Sie beschreibt die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Zustandvektors |Ψ(t)〉
in Abhängigkeit vom Hamilton-Operator Ĥ. Dabei wird die kanonische Quantisierung
genutzt, d. h. die klassischen Gröÿen wie der Ort ~x und die Hamiltonfuncktion H(~x, ~p)
werden durch lineare Operatoren ersetzt. Die Schrödingergleichung setzt voraus, dass
die klassische Hamiltonfunktion H(~x, ~p) die Gesamtenergie des Systems beschreibt, und
insbesondere die Existenz der Hamiltonfunktion selbst. Da aber z. B. in relativistisch in-
varianten Theorien durch das Aufstellen der Hamiltonfunktion explizit eine Zeitrichtung
auszeichnet wird, ist die Schrödingergleichung für eine manifest invariante Formulierung
ungeeignet.

Ein Formalismus, der dieses Problem nicht aufweist, da er zur Quantisierung die La-
grangefunktion L verwendet, ist der Pfadintegralformalismus nach Feynman [11] (siehe
auch [12,13,14,15,16]). Dieser soll nun frei nach [17] aus der Schrödingergleichung eines
einzelnen Teilchens hergeleitet und verallgemeinert werden:

Da |Ψ(t)〉 auch durch eine beliebige vollständige Basis〈2.1〉 von Zuständen |ν〉 als

|Ψ(t)〉 =
∫
dν 〈ν|Ψ(t)〉 |ν〉

〈2.1〉 D.h. 1 =
R
dν |ν〉 〈ν|, es wird von einem kontinuierlichen Spektrum für |ν〉 ausgegangen, ansonsten

ist
R
dν um eine Summe über diskrete Anteile zu erweitern.
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2 Quantenfeldtheorien und die Funktionale Renormierungsgruppe

dargestellt werden kann, genügt für die Beschreibung eines Systems die Berechnung der
Übergangsamplituden 〈Ψ(t)| ν〉 = (〈ν|Ψ(t)〉)∗. Mit der Entwicklung

|Ψ(t)〉 = |Ψ(0)〉+ t∂τ |Ψ(τ)〉
∣∣
τ=0

+ t2

2!∂
2
τ |Ψ(τ)〉

∣∣
τ=0

+ ...

= exp (t∂τ ) |Ψ(τ)〉
∣∣
τ=0

(2.1)
= exp

(
−itĤ(τ)

)
|Ψ(τ)〉

∣∣
τ=0

und der Betrachtung des Spezialfalls Ĥ = p̂
2m +V (x̂) lautet die Übergangsamplitude mit

|ν〉 = |x′〉

〈
x′
∣∣Ψ(t)

〉
=
∫
dsx

〈
x′
∣∣∣exp

(
−iĤt

)∣∣∣x〉︸ ︷︷ ︸
=:K(t,x′,x)

〈x|Ψ(0)〉 . (2.2)

Dabei wurde eine weitere Eins 1 =
∫
dsx |x〉 〈x| in der Ortsdarstellung eingefügt, wo-

bei s die Anzahl der raumartigen Richtungen angibt. Der unitäre Zeitentwicklungskern
K(t, x′, x) beinhaltet nun die gesamte Dynamik des Systems. Das Betragsquadrat〈2.2〉

der Übergangsamplitude gibt die Wahrscheinlichkeit an, das im Zustand |Ψ(0)〉 präpa-
rierte System nach einer Zeit t im Zustand |x′〉 vorzu�nden. Nun wird t in N gleichgroÿe
Stücke δt := t

N unterteilt und (da im betrachteten Spezialfall H und t vertauschen) die
Exponentialfunktion aufgeteilt:

K(t, x′, x) =
[
exp

(
−iĤδt

)]N
. (2.3)

Zwischen jede Exponentialfunktion kann wieder die Eins eingefügt werden, also

K(t, x′, x) =

N−1∏
j=1

∫
dsxj

〈x′ ∣∣∣exp
(
−iĤδt

)∣∣∣xN−1

〉
· · ·

· · ·
〈
x1

∣∣∣exp
(
−iĤδt

)∣∣∣x〉 . (2.4)

Aus den Multiplikanten kann der Potentialanteil herausgezogen werden,

〈
xj+1

∣∣∣exp
(
−iĤδt

)∣∣∣xj〉 = exp (−iV (xj)δt)
〈
xj+1

∣∣∣∣exp
(
−i p̂

2

2m
δt

)∣∣∣∣xj〉 , (2.5)

und das Skalarprodukt lässt sich durch Einschieben der Impuls-Eins 1 =
∫ dsp

(2π)s |p〉 〈p|

〈2.2〉 Bei nicht normierten Zuständen muss noch durch die quadrierte Norm geteilt werden.
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2.1 Pfadintegrale

und Verwenden von 〈p|xj〉 = exp (ipxj) berechnen zu:〈
xj+1

∣∣∣∣exp
(
−i p̂

2

2m
δt

)∣∣∣∣xj〉 =
∫

dsp

(2π)s

〈
xj+1

∣∣∣∣exp
(
−i p̂

2

2m
δt

)∣∣∣∣ p〉 〈p|xj〉
=
∫

dsp

(2π)s
exp

(
−iδt

[
p2

2m
− pxj+1 − xj

δt

])
(2.6)

=
(
−i2πm

δt

) s
2

︸ ︷︷ ︸
=:NN

exp

(
iδt 1

2m

(
xj+1 − xj

δt

)2
)

Dabei wurde im Gauss-Integral über den Faktor i hinweggesehen, worauf in Abschnitt
2.1.2 nochmals eingegangen wird. Der Zeitentwicklungskern lautet mit x0 := x, xN := x′

somit

K(t, x′, x) =

N−1∏
j=1

∫
dsxj

NN
N exp

iδtN−1∑
j=0

[
1
2m

(
xj+1 − xj

δt

)2

− V (xj)

]
N→∞−→ :

x(t)=x′∫
x(0)=x

Dx exp (−iS[x]) 〈x0| 0〉 . (2.7)

Dabei wurde genutzt, dass xj+1−xj
δt

N→∞→ ẋ(t) und 1
2mẋ

2−V (x) = L. Durch das Pfadin-
tegral

∫
Dx ist die Übergangsamplitude 〈ν|Ψ(t)〉 also gegeben als die Integration über

alle möglichen Pfade x(t), gewichtet durch einen von der klassischen Wirkung S[x(t)]
abhängigen Phasenfaktor.

2.1.2 Euklidsche Raumzeit

Das in Gleichung (2.6) ausgeführte Gauss-Integral konvergiert tatsächlich nur, wenn
<(iδt) > 0 ist, d. h. die Zeit t muss komplexwertig erweitert werden zu

t→ t− iτ mit τ > 0.

Nun kann auch mit <(t) = 0, also t → −iτ gerechnet werden. Dann wird τ als neue
(imaginäre) Zeitkoordinate genutzt und am Schluss kann durch analytisches Fortsetzen
wieder auf ein reelles t umgerechnet werden. Diese Prozedur wird als Wick-Rotation
bezeichnet, sie ändert auch die Minkowski-Metrik (+−−−) um in (−−−−), also bis auf
ein globales Minus in die euklidsche Metrik (+ + + +). Die Wick-Rotation neutralisiert
auch das i im Pfadintegral, welches übergeht in∫

Dx e−S[x].

Für dieses Pfadintegral ist auch das Konvergenzverhalten wohlde�niert, es wurde be-
reits vor Feynman von Wiener zur Beschreibung der Brownschen Bewegung in der
Statistischen Physik genutzt, daher hier auch die Bezeichnung Wiener-Maÿ.

7



2 Quantenfeldtheorien und die Funktionale Renormierungsgruppe

Eine imaginäre Zeit τ scheint zunächst künstlich, doch geht durch die Wick-Rotation die
Schrödingergleichung (2.1) eines freien Teilchens (Ĥ = − 1

2m∆ in der Ortsdarstellung)
über in die Di�usionsgleichung der Thermodynamik. τ übernimmt hierbei die Rolle der
inversen Temperatur, τ=̂1/(kBT ). Auch beim Pfadintegral ist diese Korrespondenz kor-
rekt, es nimmt gerade die Form der thermodynamischen Zustandssumme Z an, wobei S
dann als Shannon-Entropie identi�ziert werden kann. Eine wichtige Konsequenz dieser
Korrespondenz ist, dass τ für endliche Temperaturen nicht verschwinden kann, womit das
Integral in (2.6) stets wohlde�niert bleibt, sobald die Temperatur berücksichtigt wird.

2.2 Bosonen

Quantentheorien, die die spezielle Relativitätstheorie berücksichtigen, müssen zwischen
Bosonen und Fermionen unterscheiden, daher werden deren Charakteristika hier kurz
aufgeführt:

Teilchen mit Spin 0 werden durch Lorentz-Skalare der Darstellung (0, 0) beschrieben
(siehe Anhang D.2), Lorentz-invariante Ausdrücke ergeben sich damit durch das Produkt
mit anderen Lorentz-Skalaren. Die freie Theorie eines solchen Skalarteilchens wird durch
die Lagrangedichte

L = 1
2

[
(∂µφ∗)(∂µφ) +m2|φ|2

]
(2.8)

beschrieben, wobei φ∗ das Feld des Antiteilchens beschreibt. Jeder reelle Freiheitsgrad
entspricht einem Spin-0-Teilchen, die zwei reellen Freiheitsgrade von Teilchen und Anti-
teilchen lassen sich damit vereinfachend zu einem komplexen Freiheitsgrad zusammen-
fassen.

Für φ∗ 6= φ besitzt (2.8) eine globale U(1)-Symmetrie, d. h. L ist gegenüber der Transfor-
mation φ → eiqϕφ invariant. Da die U(1) in Eichtheorien die elektromagnetische Wech-
selwirkung beschreibt, bedeutet dies, dass das Skalarteilchen φ eine elektrische Ladung q
tragen kann. Inbesondere trägt φ∗ damit die Ladung −q, was gerade der De�nition eines
Antiteilchens entspricht. Für φ∗ = φ muss q = 0 sein, d. h. ein reelles Skalarteilchen,
welches sein eigenes Antiteilchen ist, trägt keine elektrische Ladung. Die Umkehrung,
elektrisch neutrale Elementarteilchen seien immer ihre eigenen Antiteilchen, tri�t nicht
zu: So setzt sich z. B. das Kaon K0 = ds̄ aus einem Down-Quark d und einem Anti-
Strange-Quark s̄ zusammen, sein Antiteilchen ist damit K̄0 = d̄s 6= K0.

Als Bewegungsgleichung ergibt sich aus dem Prinzip stationärer Wirkung die Klein-
Gordon-Gleichung〈2.3〉

0 =
δ

δφ∗

∫
ddxL = (� +m2)φ. (2.9)

〈2.3〉 Dabei ist � = ∂µ∂
µ der d'Alembert-Operator
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2.3 Fermionen

Das Standardmodell selbst beinhaltet keine Skalarteilchen als Elementarteilchen, alle bis-
her experimentell beobachteten Spin-0-Teilchen können dort als gebundene Zustände von
Spin-1

2 -Fermionen mit entgegengesetztem Spin beschrieben werden. Die einzige Ausnah-
me stellt das als Elementarskalar beschriebene Higgs-Boson dar, dessen experimenteller
Nachweis am LHC derzeit noch aussteht. Theorien wie Technicolor, die über das Stan-
dardmodell hinausgehen sollen, führen andere Mechanismen ein, um diese Ausnahme zu
unterbinden und sämtliche Skalarbosonen als gebundene Zustände zu beschreiben.

Bosonen mit Spin 1 werden durch Vektoren aus der Darstellung (1
2 ,

1
2) beschrieben und

daher meist Vektorbosonen genannt. Im Standardmodell sind sie für die Vermittlung
von Wechselwirkungen verantwortlich und werden durch Eichtheorien beschrieben. Ele-
mentarteilchen mit höherem Spin wurden bisher nicht beobachtet.

2.3 Fermionen

2.3.1 Spin-1
2
-Teilchen

Teilchen mit Spin 1
2 werden gemäÿ Gleichung (D.10) durch die beiden zweidimensionalen

Fundamentaldarstellungen (1
2 , 0) und (0, 1

2) dargestellt. Ein zweikomponentiges Element
ψL ∈ (1

2 , 0) wird als linkshändiger Weyl-Spinor bezeichnet, ψR ∈ (0, 1
2) entsprechend als

rechtshändiger Weyl-Spinor. In diesen Darstellungen sind die beiden Casimir-Operatoren
T i+ = 1

2σi und T− = 0 bzw. umgekehrt (siehe Anhang D.2). Dabei sind die σi die Pauli-
Matrizen

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
. (2.10)

Das Transformationsverhalten von Weyl-Spinoren ist damit gegeben durch

ψL,R → AL,RψL,R (2.11)

mit AL : = U(~ϕ) exp[1
2~ν~σ] = (A†R)−1, (2.12)

U(~ϕ) : = exp[− i
2 ~ϕσ] ∈ SU(2), (2.13)

~σ := (σ1, σ2, σ3). (2.14)

Es ergibt sich dann auch, dass σ2A
∗
Lσ2 = AR ist, womit σ2ψ

∗
L wie ein rechtshändiger

Spinor transformiert. Entsprechend ist die Zuordnung

ψR = −iσ2ψ
∗
L, ψL = iσ2ψ

∗
R (2.15)

zulässig. Sie besagt, dass iσ2 die Rolle einer Spinormetrik zukommt. Lorentz-invariante
Ausdrücke sind nun die Skalare φ†RψL und φ†LψR für beliebige Weyl-Spinoren φ, ψ. Ins-
besondere für φ = ψ =: (ψ1, ψ2)T ergibt dies mit (2.15)

ψ†RψL = ψ1ψ2 − ψ2ψ1. (2.16)
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2 Quantenfeldtheorien und die Funktionale Renormierungsgruppe

Wären die Komponenten ψ1,2 des Weyl-Spinors gewöhnliche komplexe Zahlen, würde
dieser Ausdruck einfach verschwinden und die Beschreibung eines damit Massenterms
unmöglich. Daher müssen die ψi antikommutierende Grassmann-Zahlen sein.

2.3.2 Grassmann-Zahlen

Grassmann-Zahlen werden meist durch den Buchstaben θ dargestellt und erfüllen die
Grassmann-Algebra

{θα, θβ} = 0, (2.17)

wobei {a, b} : = ab+ ba (2.18)

den Antikommutator bezeichnet. Insbesondere impliziert (2.17) das Verschwinden von θ2,
nicht aber das von θ∗θ für komplexwertige Grassmannzahlen. Letztendlich folgt aus der
Grassmann-Wertigkeit der Spinorkomponenten auch wieder das Pauli-Prinzip, also dass
sich zwei oder mehr Fermionen niemals in einem identischen Zustand be�nden können.

2.3.3 Di�erentiation nach Grassmann-Variablen

Im Gegensatz zur Ortsableitung ∂µ, welche die Kommutatorrelation

[∂µ, xν ] = δνµ

erfüllt, gilt für die Ableitung ∂a := ∂θa nach einer Grassmann-Variablen eine Antikom-
mutatorrelation

{
→
∂ a, θ

b} : = δba =: {θb,
←
∂ a}. (2.19)

Daher muss zwischen der Linksableitung
→
∂ a und der Rechtsableitung

←
∂ a unterschieden

werden.

2.3.4 Integration von Grassmann-Variablen

Für Grassmann-Variablen stimmen Integration und Di�erentiation überein,〈2.4〉 und auch
bei der Integration ist darauf zu achten, von welcher Seite integriert wird, da das Di�e-
rentialelement dθa mit den Grassmannzahlen antivertauscht, also∫

dθa θb : =
→
∂ a θ

b = δba =: −
∫
θb dθa. (2.20)

〈2.4〉 Details zum Berenzin-Integral
R
dθ sind z.B. in [17] zu �nden.
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2.3 Fermionen

2.3.5 Dirac-Spinoren

Wie in Abschnitt D.2 erwähnt, transformieren linkshändige Spinoren unter der Paritäts-
transformation in rechtshändige Spinoren und umgekehrt. Um eine Paritäts-invariante
Theorie zu beschreiben, müssen daher Elemente aus dem Raum (1

2 , 0) ⊕ (0, 1
2) genutzt

werden, die

Dirac-Spinoren Ψ : =
(
ψL
φR

)
, (2.21)

also Bispinoren, bestehend aus zwei unabhängigen Weyl-Spinoren. Diese spezielle Dar-
stellung von Ψ wirdWeyl-Darstellung oder chirale Darstellung genannt. Der sich aus dem
Spezialfall φL,R = ψL,R ergebende Spinor heiÿt Majorana-Spinor. Mögliche Lorentzska-
lare sind

Φ̄Ψ und Φ̄/∂Ψ. (2.22)

Dabei lautet die Dirac-Konjugation eines Spinors Ψ̄ := Ψ†A, wobei die unitäre Matrix
A proportional zum Produkt aller zu zeitartigen Dimensionen gehörenden Γ-Matrizen
ist, in (3 + 1) Dimensionen also A = Γ0. Der Feynman-Slash kürzt häu�g auftretende
Ausdrücke der Form Γµpµ =: /p ab, wobei die Γ-Matrizen 4× 4-Matrizen sind, welche die

Cli�ord-Algebra {Γµ,Γν} = 2ηµν (2.23)

erfüllen. Eine oft nützliche Formel ist

/p
2 = p2. (2.24)

Weitere Eigenschaften der Γ-Matrizen in beliebigen Raumzeitdimensionen sind z. B. in
[18] zu �nden. In geradzahligen Dimensionen wird darüber hinaus die Matrix

Γ∗ : ∝ Γ0 · · ·Γd (2.25)

de�niert. Durch Γ∗ bilden die Projektionsoperatoren

PL,R := 1
2(1∓ Γ∗) (2.26)

Spinoren auf links- bzw. rechtshändige Anteile ab. Bei der De�nition von Γ∗ wird als
Proportionalitätsfaktor diejenige Potenz von i gewählt, durch die ein Dirac-Spinor in der
Weyl-Darstellung gerade die Darstellung (2.21) besitzt. In (3+1) Dimensionen lauten die
Γ-Matrizen der Weyl-Darstellung

Γ0 = σ1 ⊗ 12 = A, Γj = iσ2 ⊗ σj , Γ∗ = −σ3 ⊗ 12, (2.27)

d. h. PL,R bildet gerade auf die erste oder zweite Bispinorkomponente ab. Weitere häu�g
genutzte Darstellungen sind die Dirac-Darstellung, in der Γ0 und Γ∗ vertauscht werden,
sowie Majorana-Darstellungen, in denen alle Γ imaginär sind und Majorana-Spinoren
(Grassmann-)reell. Lorentz-invariante Ausdrücke sind immer darstellungsunabhängig, da
die Γ-Matrizen der verschiedenen Darstellungen durch unitäre Ähnlichkeitstransformatio-
nen Γ→ UΓU † miteinander verbunden sind, die durch entsprechende Transformationen
Ψ→ UΨ der Spinoren kompensiert werden.
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2 Quantenfeldtheorien und die Funktionale Renormierungsgruppe

2.3.6 Lagrangedichte eines Fermions

Die Lagrangedichte eines freien Fermions lautet

L = −iΨ̄/∂Ψ +mΨ̄Ψ (2.28)

und weist eine U(1)-Symmetrie auf, d. h. auch Fermionen können eine elektrische La-
dung tragen. Wie sich in der Majorana-Darstellung leicht überprüfen lässt, muss diese
bei Majorana-Fermionen verschwinden, d. h. im Gegensatz zu Dirac-Spinoren beschreiben
Majorana-Fermionen elektrisch neutrale Teilchen. Dennoch werden im Standardmodell
auch elektrisch neutrale Teilchen wie das Neutrino durch Dirac-Spinoren dargestellt, da
dort Neutrinos als rein linkshändige Teilchen beschrieben werden, was mit Majorana-
Fermionen, wie in Abschnitt 2.3.7 erläutert, nicht möglich ist. In euklidscher Raumzeit
verschwindet der Vorfaktor −i in (2.28), wie auch in der Dimensionsreduktion in Ab-
schnitt (6.1) zu sehen ist.

Als Bewegungsgleichung folgt aus (2.28) die Dirac-Gleichung

0 =
δ

δΨ̄

∫
d4xL = (−i/∂ +m)Ψ. (2.29)

Durch Multiplikation mit (i/∂ +m) von links wird aus (2.29) mit (2.24) Gleichung (2.9),
d. h. Fermionen erfüllen automatisch auch die Klein-Gordon-Gleichung, wobei die Umkeh-
rung i. A. nicht gilt. In der Weyl-Darstellung wird deutlich, dass der links- und rechtshän-
dige Anteil im masselosen Fall voneinander unabhängige Bewegungsgleichungen erfüllen.

Durch direkte Produkte lieÿen sich auch Fermionen mit Spin 3
2 und höher beschreiben.

Solche Teilchen wurden bisher nicht experimentell beobachtet und sollen hier auch nicht
weiter betrachtet werden.

2.3.7 Ladungskonjugation

Aus der Majorana-Darstellung ist ersichtlich, dass ein elektrisch entgegengesetzt gelade-
nes Teilchen beschrieben wird durch den komplex konjugierten Spinor

ΨC =

Ψ∗ =

=:CM︷︸︸︷
A∗M (Ψ̄)T (Majorana-Darstellung)

C(Ψ̄)T (allgemein)

(2.30)

Der Index M soll die Abhängigkeit von der Majorana-Darstellung betonen. Da die Spi-
noren beim Übergang in eine andere Darstellung entsprechend transformieren und die
Ladungskonjugation durch invariante Ausdrücke formuliert werden sollte, wird für den
allgemeinen Fall die hermitesche Matrix C eingeführt, sie erfüllt die Eigenschaften

C = C† = −εCT , (2.31)

ΓTµ = −ηC−1ΓµC (2.32)

mit 1 = −εηt(−1)t(t+1)/2. (2.33)
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2.4 Zustandssumme und Schwinger-Funktional

(siehe [18] Gleichung (3.50)) Gleichung (2.33) ist hierbei eine Bedingung für die Exis-
tenz von Majorana-Spinoren. Im Minkowski-Raum ist diese Bedingung erfüllt und es gilt
ε = η = 1. Majorana-Fermionen erfüllen damit darstellungsunabhängig die Bedingung
ΨC = Ψ, was in der Weyl-Darstellung gleichbedeutend mit (2.15) ist. Bei Majorana-
Fermionen besteht also zwingend ein Zusammenhang zwischen links- und rechtshändi-
gem Anteil, womit ein chiraler Spinor (rein links- oder rechtshändig, PL/RΨ = Ψ) nicht
gleichzeitig ein Majorana-Fermion sein kann. Aus diesem Grund beschreibt das Stan-
dardmodell auch Neutrinos durch Dirac-Spinoren. Wie bei der Dimensionsreduktion des
Wess-Zumino-Modells in Abschnitt 6.1 noch gezeigt wird, kehrt die Ladungskonjugation
in (3+0) Dimensionen neben der elektrischen Ladung auch die Chiralität eines 3D-Dirac-
Spinors um.

2.4 Zustandssumme und Schwinger-Funktional

Im Folgenden wird immer in euklidscher Raumzeit gerechnet.

Zur Lösung einer Quantenfeldtheorie im Sinne von Wirkungsquerschnitten bei Streupro-
zessen genügt die Bestimmung der n-Punkt-Korrelationsfunktionen

〈ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)〉 =
∫
Dϕϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn) exp {−S[ϕ]}∫

Dϕ exp {−S[ϕ]}
,

die durch das erzeugende Funktional, die Zustandssumme

Z[J ] : =
∫
Dϕ exp {−S[ϕ] + Jϕ}

(
Jϕ :=

∫
dDxJ(x)ϕ(x)

)
, (2.34)

zu

〈ϕ(x1)ϕ(x2) · · ·ϕ(xn)〉 =
1

Z[J ]
δ

δJ(x1)
· · · δ

δJ(xn)
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

(2.35)

berechnet werden können. Dabei stellt J(x) einen Quellterm dar und S bezeichnet die
euklidsche Wirkung, die aus einer Wick-Rotation der Wirkung im Minkowski-Raum be-
stimmt werden kann. Das Pfadintegral

∫
Dϕ ist die Integration über alle möglichen Feld-

kon�gurationen von ϕ. In (2.34) wird auch die Analogie zur Zustandssumme Z der sta-
tistischen Physik deutlich. Das Schwinger-Funktional W [J ], welches die verbundenden
Korrelationsfunktionen erzeugt,

W [J ] : = lnZ[J ], (2.36)

kann genauso wie Z[J ] als Basis aller Berechnungen dienen. Es ist

〈ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)〉c =
δ

δJ(x1)
· · · δ

δJ(xn)
W [J ]

∣∣∣∣
J=0

, (2.37)

insbesondere

〈ϕ(x)〉c = 〈ϕ(x)〉, (2.38)

〈ϕ(x)ϕ(y)〉c = 〈ϕ(x)ϕ(y)〉 − 〈ϕ(x)〉 〈ϕ(y)〉 . (2.39)
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2 Quantenfeldtheorien und die Funktionale Renormierungsgruppe

2.5 E�ektive Wirkung

Ebenso kann auch die Legendre-Transformierte von W [J ],

Γ[φ] : = sup
J

(Jφ−W [J ]) , (2.40)

für Berechnungen genutzt werden. Dabei bezeichnet sup das Supremum, also die kleinste
obere Schranke. φ ergibt sich aus der Bedingung

0 !=
δ

δJ
(Jφ−W [J ])

= φ− δ

δJ
W [J ]︸ ︷︷ ︸

=〈ϕ〉J

⇒ φ = 〈ϕ〉J .

Hierbei bezeichnet 〈ϕ〉J ≡ φ den Erwartungswert bei nicht verschwindender Quelle J , φ
ist also ein makroskopisches Feld. Insbesondere gilt damit auch

J =
δ

δφ
Γ[φ]. (2.41)

Würde hier S anstelle von Γ stehen, entspräche dies der klassischen Bewegungsglei-
chung in Gegenwart einer Quelle J . Im Gegensatz zu S berücksichtigt Γ zusätzlich alle
Quantenfeld-Korrekturen und wird daher e�ektive Wirkung genannt, Gleichung (2.41)
ist also eine Quantenbewegungsgleichung.

Zusammengefasst lässt sich Γ durch S darstellen als

e−Γ[φ] =
∫
Dϕ exp

{
−S[φ+ ϕ] +

δΓ[φ]
δφ

ϕ

}
, (2.42)

also eine nichtlineare Funktionaldi�erentialgleichung, deren exakte Lösung nur in seltenen
Spezialfällen möglich ist.

Ein Lösungsansatz besteht nun in einer Vertexentwicklung

Γ[φ] =
∞∑
n=0

1
n!

∫
ddx1 · · · ddxnΓ(n)(x1, . . . , xn)φ(x1) · · ·φ(xn), (2.43)

welche in (2.42) eingesetzt durch Koe�zientenvergleich ein System unendlich vieler ge-
koppelter Integro-Di�erentialgleichungen liefert, dieDyson-Schwinger-Gleichungen. Durch
Trunkierung können berechenbare Näherungen bestimmt werden, auf die hier aber nicht
weiter eingegangen werden soll.
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3 Die funktionale Renormierungsgruppe

3.1 Die Wetterich-Gleichung

Einen anderen Lösungsansatz zur Bestimmung der e�ektiven Wirkung liefert die in An-
hang B.1 hergeleitete Wetterich-Gleichung [19] (siehe auch [4, 5, 20])

∂kΓk =
1
2

STr
[(

Γ(2)
k +Rk

)−1
∂kRk

]
. (3.1)

Sie verknüpft die klassische Wirkung S ≈ ΓΛ bei einer UV-cuto�-Skala Λ mit der e�ek-
tiven Wirkung Γ = lim

k→0
Γk. Der von Λ nach 0 laufende Flussparameter k kann als die

kleinste berücksichtigte physikalische Skala betrachtet werden, d. h. Γk berücksichtigt mit

fallendem k in zunehmendem Maÿe Quantene�ekte. In (3.1) ist (Γ(2)
k )i,j =

→
δ
δΦi

Γk
←
δ
δΦj

die
sich aus den zweiten Funktionalableitungen〈3.1〉 nach den Feldern ergebende Matrix mit
Φ als die Sammlung aller auftretenden Felder. In der Ortsdarstellung lautet Γ(2) z. B.

(Γ(2)
k (x, y))ij =

→
δ

δΦi(x)
Γk[Φ]

←
δ

δΦj(y)
.

STr A bezeichnet die Superspur eines Operators, bei der die Spur des fermionischen
Anteils von A von der des bosonischen Anteils subtrahiert wird〈3.2〉 Der Regulator Rk
muss in der Impulsdarstellung diagonal sein und folgende Bedingungen erfüllen:

Rk(q) > 0 für q2 � k2, (3.2)

Rk(q)
q2/k2→0−→ 0, (3.3)

Rk(q)
k→Λ→∞−→ ∞ (3.4)

〈3.1〉 Dabei bezeichnen
→
δ
δΦi und

←
δ
δΦj die Links- und Rechtsableitung wie in Abschnitt 2.3.3 beschrieben,

d. h. bei er Ableitung nach fermionischen Freiheitsgraden ist auf das Auftreten von Vorzeichen beim
Antivertauschen von Ableitung und Grassmann-Variablen zu achten.

〈3.2〉 Z.B. ist für Φ = (φ, ψ) mit bosonischem Feld φ und fermionischem ψ

STr Γ(2) = Tr

 →
δ
δφ

Γ

←
δ
δφ

!
− Tr

 →
δ
δψ

Γ

←
δ
δψ

!
,

wobei Tr in der Impulsdarstellung TrA =
R

ddp

(2π)d tr
D
p
˛̨̨
Â
˛̨̨
p
E
ist.
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3 Die funktionale Renormierungsgruppe

Der Term ∂kRk in (3.1) sorgt für eine UV-Regularisierung, der Term Rk für eine IR-
Regularisierung. Wie bereits erwähnt, stellt Λ stellt einen UV-cuto� dar, ab dem die
Quantenbeiträge vernachlässigt werden können. Die genaue Trajektorie von ΓΛ nach Γ0

variiert je nach gewähltem Regulator, lediglich die Endpunkte sind festgelegt, was in
Abbildung 3.1 veranschaulicht wird. Eine Interpretation von Γk im Bereich k ∈ (0,Λ) ist
daher als Näherung einer e�ektiven Theorie für Messungen auf einer Energieskala k zu
verstehen.

1 2 3 4 5
k

1.005

1.01

1.015

1.02

1.025

1.03

ZkHg=0.6L

Abbildung 3.1: Veranschaulichung der Regulatorabhängigkeit der Wetterich-Gleichung
(3.1). Zk steht hierbei stellvertretend für einen Parameter der Theorie (s.
Kapitel 6). Für k = Λ ≈ ∞ beginnt der Fluss bei einem festen Wert (hier:
1), und sofern die Rechnung exakt oder hinreichend genau ist, enden alle
Linien unabhängig von der Regulatorwahl (verschiedene Farben) in einem
gemeinsamen Punkt bei k = 0.

Die Wetterich-Gleichung (3.1) besitzt die Struktur einer 1-loop-Struktur, dennoch ist
sie exakt, d. h. sie hängt nicht von der klassischen Wirkung, sondern von der e�ektiven
Wirkung ab. Jedoch ist die Gleichung im Allgemeinen nicht exakt lösbar. Neben der
störungstheoretischen Behandlung ermöglicht die Wetterich-Gleichung andere Näherun-
gen, die auch bei starker Kopplung gültig sind. Deren Ergebnisse sind mit numerischen
Gittermethoden vergleichbar, können hier aber mit komplementärem Rechenaufwand ge-
wonnen werden. D. h. oft können auf dem Gitter stark Rechenleistung beanspruchende
Probleme durch die Wetterich-Gleichung vergleichsweise einfach gelöst werden, ebenso
aber auch umgekehrt.
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3.2 Störungstheorie

3.2 Störungstheorie

Wird in (3.1) auf der rechten Seite Γ(2)
k durch S(2) ersetzt, ist die Gleichung direkt

integrierbar und liefert die 1-loop-Störungstheorie, welche so zu Vergleichszwecken her-
angezogen werden kann:

∂kΓ
1-loop
k =

1
2

STr
[ =∂k ln(S(2)+Rk)︷ ︸︸ ︷(
S(2) +Rk

)−1
∂kRk

]
⇒ Γ1-loop (3.2)−(3.4)

= S +
1
2

STr lnS(2) + const.

Die Ersetzung von Γ(2)
k durch die entsprechende n-loop-Wirkung liefert analog die n+ 1-

loop-Wirkung, so dass die Wetterich-Gleichung iterativ die gesamte Störungsrechnung
reproduzieren kann. Auch die Vertexentwicklung (2.43) kann genutzt werden und führt
zu den Dyson-Schwinger-Gleichungen ähnlichen, aber nicht identischen Gleichungen.

3.3 Die Ableitungsentwicklung

Für Γk kann auch eine Entwicklung in den Ableitungen durchgeführt werden, d. h.

Γk =
∫
ddx

Vk(Φ) +
∑
j

Z2
jk(Φ)T (DΦj) +O(D2Φ).

 , (3.5)

wobei j über die Felder Φj der Theorie läuft〈3.3〉. Dabei bezeichnet T (Φ) den kinetischen
Term

T (Dφ) =
1
2
|Dµφ|2 für ein bosonisches φ,

T (Dψ) = ψ̄ /Dψ für ein fermionisches ψ

mit kovarianter Ableitung Dµ, z.B. Dµ = ∂µ+iqAµ in einer elektromagnetischen Theorie.
Die Gröÿe Zk(Φ) mit ZΛ = 1 wird als Wellenfunktionsrenormierung bezeichnet, Vk(Φ)
für k → 0 als e�ektives Potential. Näherungen sind nach Möglichkeit so zu wählen, dass
Symmetrien des Systems erhalten bleiben. Dies ist nicht zwingend notwendig, stabilisiert
den Fluss aber deutlich.

〈3.3〉 In der Literatur wird oft ein Faktor Zk anstelle von Z2
k genutzt. Da dies bei der Reskalierung der

Felder zum Auftreten von Wurzeln führt und die Supersymmetrie durch Z2
k einfacher beschrieben

werden kann, wird hier der Übersichtlichkeit wegen von der Konvention abgewichen.
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3 Die funktionale Renormierungsgruppe

3.3.1 Local Potential Approximation

In nullter Ordnung wird in der Ableitungsentwicklung die Wellenfunktionsrenormierung
konstant zu Zk ≡ 1 und Terme höherer Ordnung auf ihre klassischen Werte gesetzt, d. h.

ΓLPA
k =

∫
ddx

Vk(Φ) +
∑
j

T (DΦj)

 . (3.6)

Diese Näherung wird local potential approximation (LPA) genannt. Die Flussgleichung
(3.1) kann dann auf eine geschlossene partielle Di�erentialgleichung für das e�ektive
Potential Vk(Φ) projiziert werden.

Das Potential kann als weitere Näherung auch in einer Taylorreihe

Vk =
∑
k

|mkφk|2 +
∑
l

mlψ̄l /∂ψl +O(φ4
k, (ψ̄lψl)

2)

enwickelt werden, um durch Trunkierung ein System gekoppelter gewöhnlicher Di�eren-
tialgleichungen zu erhalten.

3.3.2 Next to leading order

Die nächsthöhere Ordnung, die next to leading order (NLO), berücksichtigt auch die
Wellenfunktionsrenormierung Z2

k . Diese bewirkt, um in Γ einen kanonischen kinetischen
Term zu erhalten, eine Renormierung der Wellenfunktionen. Damit wird indirekt das
e�ektive Potential bzw. Massen und Kopplungen beein�usst:
Da der kinetische Term quadratisch in den Feldern ist, werden diese mit 1/Zk reskaliert.
Für einen bosonischen Massetermm2|φ|2 bewirkt diesm→ Zkm, für einen fermionischen
Massenterm imψ̄ψ hingegen m → Z2

km. Analog werden auch die anderen Kopplungs-
konstanten des Modells reskaliert.

3.3.3 Regulatorwahl in der Ableitungsentwicklung

Für den Regulator Rk, der die Wirkung um einen Zusatzterm

∆Sk =
1
2

Φ̄RkΦ (3.7)

erweitert, kann ebenfalls eine Ableitungsentwicklung

Rk(D)Φ = r1(k,Zk)Z2
kΦ + r2(k,Zk)Z2

kT (DΦ) +O(D2Φ) (3.8)

angesetzt werden. Aus der Herleitung der Wetterich-Gleichung in Anhang B.1 geht her-
vor, dass die ri nicht von den Feldern abhängen dürfen, es spricht jedoch nichts gegen
eine Zk-Abhängigkeit. Rk kann daher als extern vorgegebenes Γ(2)

k betrachtet werden.
Insbesondere gewährleistet diese Wahl die manifeste Erhaltung aller vorhandenen Sym-
metrien.
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3.4 Fixpunkte

Die Wahl des Regulators Rk hat (bei exakter Rechnung) keinen Ein�uss auf den End-
punkt Γ0 der Wetterich-Gleichung. Praktisch kann diese Wahl aber bei numerischer Be-
handlung über die Qualität des Ergebnisses entscheiden. Ein Kriterium für die numeri-
sche Stabilität ist hierbei gegeben durch die Fixpunkte der Flussgleichung. Dazu muss
die Gleichung (3.1) zunächst in eine dimensionslose Form gebracht werden, d. h. die auf-
tretenden Gröÿen werden mit Potenzen von k reskaliert. Die in t = ln k

Λ konstanten
Fixpunkte dieser skalenunabhängigen Flussgleichung erfüllen ∂tΓ̃∗ = 0. Nun wird eine
kleine Störung δΓt gegenüber Γ∗ betrachtet, um eine Flussgleichung der Form

∂tδΓt = αδΓt + ...

zu erhalten. Da t von 0 nach −∞ läuft, bedeutet ein positiver Realteil <(α) > 0, dass es
sich bei Γ∗ um einen stabilen Fixpunkt handelt. Das Auftreten instabiler Fixpunkte ist
ein Indikator für Schwierigkeiten bei der numerischen Behandlung, da hier eine exakte
Feinabstimmung notwendig wird, um den Fixpunkt wirklich zu tre�en. Zur Vertiefung
in kritische Phänomene sei auf [21] verwiesen.
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4 Supersymmetrie

4.1 Kurzer Überblick über die Teilchenphysik

Im Standardmodell der Teilchenphysik werden alle Wechselwirkungen durch fünf Vek-
torbosonen (Spin 1) beschrieben, die sich aus Eichtheorien〈4.1〉 ergeben. Alle weiteren
Elementarteilchen sind Spin 1

2 -Fermionen, die unterteilt werden in sechs nicht stark-
wechselwirkende Leptonen und sechs stark-wechselwirkende Quarks. Diese beeinhalten
jeweils drei Generationen einander ähnlicher Teilchen, wobei mit jeder Generation die
Masse zunimmt. Alle Quarks (und Leptonen) unterscheiden sich jeweils in einer �avour
genannten Eigenschaft voneinander〈4.2〉. Während Leptonen als freie Teilchen existieren
und beobachtet werden können, existieren Quarks auÿerhalb von Teilchenbeschleunigern
aufgrund eines Con�nement 〈4.3〉 genannten E�ekts der QCD (welche die starke Wechsel-
wirkung beschreibt) nur in gebundenen Zuständen, die als Hadronen bezeichnet werden.
Alle bisher beobachteten Hadronen lassen sich unterteilen inMesonen, die sich aus Quark-
Antiquark-Paaren zusammensetzen und daher Spin 0 oder Spin 1 tragen, und Baryonen,
die aus drei Quarks bestehen und damit Spin 1

2 oder Spin 3
2 tragen.

Der Weg zum Standardmodell war weit, zumal vor den Quarks zunächst unzählige Ha-
dronen entdeckt wurden. Noch vor dem Quark-Modell entwickelte Gell-Mann den so-
genannten eigthfold way, welcher nicht nur die Zusammenhänge zwischen den bereits ent-
deckten Hadronen beschrieb, sondern auch noch ein weiteres, erst später experimentell
bestätigtes Hadron vorhersagte. Das Quark-Modell beschreibt lediglich die drei leichtes-
ten Quarks (u,d,s), da die anderen Quarks erst nach dessen Formulierung entdeckt wur-
den. Diese drei Quarks können durch die Fundamentaldarstellungen der �avour-SU(3)-
Symmetrie beschrieben werden (die aber nicht der QCD-SU(3) entspricht). Es können
aber auch die beiden möglichen Gesamtspins der Hadronen mit einbezogen werden. Dazu

〈4.1〉 Vereinfacht ausgedrückt werden hier zunächst globale Symmetrien in lokale überführt, d. h. die
Parameter der Symmetrietransformation werden ortsabhängig. Durch die kovariante Ableitung

Dµ = ∂µ − iqAµ mit einem Eichfeld Aµ anstelle von gewöhnlichen Ableitungstermen werden nach-
di�erenzierte Terme kompensiert. Darüber hinaus wird dem Eichfeld ein dynamischer Term der
Form− 1

4
FµνF

µν (mit Fµν = ∂µAν − ∂νAµ für abelsche Eichtheorien) zugeordnet. Details hierzu
und allgemeiner zu Yang-Mills-Theorien �nden sich z. B. in [22,23].

〈4.2〉 Es gibt bei den Quarks die �avours u,c,t und d,s,b, bei den Leptonen e,µ,τ und νe, νµ, ντ
〈4.3〉 Quarks besitzen eine als Farbladung bezeichnete Eigenschaft, welche die Werte rot, grün und blau

(bzw. deren Komplementärfarben bei Antiquarks) annehmen kann. Das Con�nement erfordert es,
dass Quarks immer in gebundenen Zuständen auftreten, welche nach auÿen hin farbneutral (weiÿ)
sind, wobei die Farbladungen additiv gemischt werden.
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4 Supersymmetrie

wird eine Näherungssymmetrie, die spin-�avour-SU(6), zur Beschreibung genutzt, welche
auch den Übergang zwischen den beiden Gesamtspins ermöglicht.

Das Quark-Modell ist nicht-relativistisch, doch der Ansatz, die SU(6)-Näherung der
�avour-SU(3) auch auf die Beschreibung der relativistischen QCD-SU(3) anzuwenden,
bot sich an.

Nach vielen Versuchen ohne den erho�ten Erfolg wurde die Unmöglichkeit dieses Vor-
habens durch immer strengere no-go-Theoreme nahegelegt, was schlieÿlich 1967 im in
Abschnitt 4.2 beschriebenen Coleman-Mandula-Theorem [24] in seiner allgemein gültigs-
ten Form festgehalten wurde.

4.2 Das Coleman-Mandula-Theorem

Sei G eine verbundene Symmetriegruppe der S-Matrix, d. h. eine Gruppe deren Genera-
toren mit der S-Matrix vertauschen, und gleichzeitig die folgenden Annahmen erfüllt:

• G enthält eine Untergruppe, die lokal isomorph zur Poincaré-Gruppe ist.

• Alle Teilchenarten entsprechen Darstellungen der Poincaré-Gruppe mit positiver
Energie. Für jede endliche Masse m gibt es nur endlich viele Teilchen mit einer
geringeren Masse.

• Die elastischen Streuamplituden sind analytische Funktionen von Energie und Im-
pulsübertrag für fast alle Energien und Impulse

• Seien |pi〉 , i = 1, 2 beliebige 1-Teilchen-Zustände und |p1p2〉 der daraus gebildete
2-Teilchen-Zustand. Dann ist S |p1p2〉 6= |p1p2〉 für fast alle S.
• Die Generatoren von G besitzen Distributionen als Kern, wenn sie als Integralope-
ratoren im Impulsraum betrachtet werden.

Dann ist G lokal isomorph zum direkten Produkt einer inneren Symmetriegruppe und
der Poincaré-Gruppe.

Eine innere Symmetrie ist hierbei eine Symmetrie, deren Generatoren mit allen Genera-
toren der Poincaré-Gruppe vertauschen.

Letztendlich bedeutet dieses Theorem, dass es keine Lie-Gruppe gibt, die gleichzeitig mit
der Poincaré-Gruppe in Einklang zu bringen ist und durch die der Spin keine Erhaltungs-
gröÿe mehr ist.
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4.3 Supersymmetrie

Das Coleman-Mandula-Theorem gilt nur für Lie-Gruppen, die Bosonen in Bosonen und
Fermionen in Fermionen transformieren. Die einzige demzufolge nicht ausgeschlossene
Möglichkeit Bosonen in Fermionen zu transformieren und umgekehrt, kennzeichnet die
Supersymmetrie (Susy).〈4.4〉

Dem vollen Umfang der Susy kann diese Arbeit nicht gerecht werden, es werden daher
nur die für das wesentliche Verständnis des Wess-Zumino-Modells relevanten Aspekte
erläutert. Zur Vertiefung muss auf Literatur wie [26,18,27,25] verwiesen werden.

Supersymmetrische Modelle besitzen folgende wichtige Eigenschaften:

• Die Anzahl fermionischer und bosonischer Freiheitsgrade stimmt o�-shell (s. Ab-
schnitt 4.4.1) überein.

• Es gibt eine Susy-Transformation, die fermionische Freiheitsgrade in bosonische
transformiert und umgekehrt und unter der das Modell invariant ist. Die so inein-
ander überführbaren Bosonen und Fermionen werden als Superpartner bezeichnet.

• Die Masse von Superpartnern ist identisch.

• Das Energiespektrum ist nicht negativ, der Grundzustand E0 ist entweder nicht
entartet und E0 = 0, d. h. die Susy ist ungebrochen, oder der Grundzustand ist
entartet und E0 > 0, die Susy ist gebrochen.

• Die möglichen Divergenzen aus Schleifenkorrekturen der Störungsrechnung heben
sich aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichen bei Fermionen und Bosonen exakt
auf, womit die Supersymmetrie eine mögliche Lösung des Finetuning Problems der
kosmologischen Konstante darstellt.

• Supersymmetrische Erweiterungen des Standardmodells beschreiben durch Super-
partner der bekannten Teilchen mögliche Kandidaten für die dunkle Materie.

〈4.4〉 Historisch gesehen ist dies eine starke Untertreibung. Die Supersymmetrie entwickelte sich tatsäch-
lich zögerlich aus den String-Theorien, ohne dass explizit eine Lücke im Coleman-Mandula-Theorem
gesucht wurde [25].
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4 Supersymmetrie

4.4 Der Superraumformalismus

Die Ursprünge der Supersymmetrie sind in der bereits genannten Literatur zu �nden,
1974 entwickelten Salam und Strathdee den Superraumformalismus [28], durch den ma-
nifest supersymmetrische Modelle beschrieben werden konnten.

4.4.1 Der Superraum

Wird der d-dimensionale Raum Rd um m reelle Grassmann-Variablen (θ̃1, ..., θ̃m) mit
{θ̃a, θ̃b} = 0 erweitert, wird der sich daraus ergebende Raum als Superraum Rd|m be-
zeichnet. Produkte der Grassmann-Variablen sind nur nichtverschwindend, wenn jede
Variable maximal einfach auftritt. Damit kann ein von den θ̃a abhängiges Feld, bezeich-
net als Superfeld Φ, in einer endlichen Taylorreihe entwickelt werden:

Φ(x1, ..., xn, θ̃1, ..., θ̃m) = φ(x) + θ̃aψa(x) + 1
2! θ̃

aθ̃bMab(x) + ...

+ 1
(m−1)! θ̃

a1 · · · θ̃am−1εa1..ambF
b(x) + θ̃1 · · · θ̃mH(x) (4.1)

Damit Φ ein Lorentzskalar ist, müssen die Komponentenfelder φ,Mab, ... zu gerader
Grassmann-Variablen-Anzahl bosonisch und die ψa, ... zu ungerader Anzahl fermionisch
sein. Die Komponentenfelder sind darüber hinaus total antisymmetrisch in den Indizes.
Es gibt m + 1 Komponentenfelder, das k-te Komponentenfeld besitzt〈4.5〉

(
m
k−1

)
reelle

Freiheitsgrade, so dass ein Superfeld für m ≥ 1 stets genausoviele bosonische wie fer-
mionische Freiheitsgrade besitzt〈4.6〉. Dies ist die Boson-Fermion-Regel, die jede super-
symmetrische Theorie o�-shell erfüllt. O�-shell bedeutet hierbei, dass die Theorie evtl.
noch unphysikalische Hilfsfelder enthält, deren Bewegungsgleichung in Form einer alge-
braischen Gleichung direkt gelöst und in die Wirkung eingesetzt werden kann, um die
on-shell-Wirkung zu erhalten. Beide Varianten besitzen Vor- und Nachteile, für manche
nicht aus dem Superraum hergeleiteten supersymmetrischen Theorien ist derzeit noch
keine o�-shell-Wirkung bekannt. Im Folgenden wird die o�-shell-Wirkung bevorzugt, da
aus Hilfsfeldern die Flussgleichungen der Ableitungsentwicklung (s. Abschnitt 3.3) leich-
ter bestimmt werden können.

Die Integration über alle m Grassmann-Variablen
∫
dθ̃m · · · dθ̃1 entspricht, wie in Ab-

schnitt 2.3.4 beschrieben, der Di�erentiation nach selbigen. Somit projiziert das Ausin-
tegrieren gerade auf das Komponentenfeld der höchsten Ordnung,∫

dθ̃m · · · dθ̃1Φ = Φ|θ̃1...θ̃m , (4.2)

welches auch als D-Term bezeichnet wird.
〈4.5〉 Dabei bezeichnet

`
n
k

´
:= n!

k!(n−k)!
den Binomialkoe�zienten.

〈4.6〉 Die Komponenten beschreiben abwechselnd Bosonen und Fermionen, und durch den Binomialsatz
(x+ y)n =

Pn
k=0

`
n
k

´
xkyn−k folgt mit x = 1, y = −1, dass

P
r

`
m
2r

´
=
P
r

`
m

2r+1

´
gilt.
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4.4 Der Superraumformalismus

4.4.2 Superfunktionen und Super-Lagrangedichte

Jede mindestens m-fach di�erenzierbare Funktion W eines Superfelds Φ, bezeichnet als
Superfunktion, kann durch eine endliche Taylor-Entwicklung selbst als Superfeld beschrie-
ben werden:

W (Φ) = W (φ) + θ̃aψaW
′(φ) + 1

2! θ̃
aθ̃b
(
W ′(φ)Mab −W ′′(φ)ψaψb

)
+ ... (4.3)

Auch die Lagrangedichte kann entsprechend zu einer Super-Lagrangedichte S(x1, ..., θm)
verallgemeinert werden, aus der die normale Lagrangedichte L(x) durch Ausintegrieren
der Grassmann-Variablen gewonnen werden kann, also durch den D-Term von S.

4.4.3 Susy-Transformation und Superladungen

Wie bereits angedeutet, kann das Coleman-Mandula-Theorem umgangen werden, indem
eine Transformation Fermionen in Bosonen umwandelt und umgekehrt. Dies bedeutet,
dass die Generatoren Q̃a der Susy-Transformation, die als Superladungen bezeichnet
werden, Grassmann-wertig sein müssen. Die erzeugte Transformation δε̃ mit Parametern
ε̃a lautet in ihrer Wirkung auf ein Superfeld Φ:

δε̃Φ : = i[ε̃aQ̃a,Φ] (4.4)

Da die Transformation wieder in den Raum der komplexen Zahlen abbilden soll, müssen
auch die Parameter ε̃a Grassmann-Variablen sein.

Um physikalisch sinnvolle Transformationen zu bilden, müssen die Superladungen Spino-
ren sein. Für d 6≡ 2 mod 8 stellen Majorana-Spinoren das Minimum an Freiheitsgraden
dar, es können〈4.7〉 jeweils 2bd/2c reelle Grassmann-Variablen zu einem Majorana-Spinor
zusammengefasst werden. Die Anzahl N aus m = 2bd/2cN der Superladungen dient als
Unterscheidungsmerkmal verschiedener Modelle. Im Folgenden werden daher anstelle der
reellen Grassmann-Variablen θ̃a, Superladungen Q̃a und Susy-Transformationsparameter
ε̃a mit a = 1, ...,m die Majorana-Spinoren θa,Qa und εa mit a = 1, ...,N verwendet. Inbe-
sondere bilden damit die Komponentenfelder ψa mit einem Index einen Majorana-Spinor,
der direkt zur Beschreibung eines physkalischen Majorana-Fermions genutzt werden kann.
Die Susy-Transformation lautet dann

δεΦ = i[ε̄aQa,Φ]. (4.5)

Die Susy-Transformation soll die Lagrangedichte bis auf einen Divergenzterm nicht än-
dern, also muss die Transformation des D-Terms eines Superfelds ∝ ∂µ sein. Da die Trans-
formation die Poincaré-Invarianz nicht verletzen soll, dürfen die Qa nicht von den Orts-
koordinaten abhängen, und um keine Raumrichtung auszuzeichnen wird für Ortsablei-
tungen der Lorentz-invariante Operator /∂ verwendet. Neben den Grassmann-Variablen

〈4.7〉 Mit bxc := min
n∈N
{n ≥ x}, d. h. die Nachkommastellen von x werden abgeschnitten.
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4 Supersymmetrie

θa dürfen die Superladungen auch von den Ableitungen ∂θa und den Dirac-konjugierten
Termen abhängen. Die Grassmann-Wertigkeit wird erreicht durch die Forderung, dass in
jedem Term der Taylor-Entwicklung die Summe der Anzahl von Grassmann-Variablen
und Grassmann-Ableitungen ungerade ist. Die Susy-Invarianz von D-Termen ist gewähr-
leistet, wenn alle Terme mindestens ∝ O(/∂) sind oder mehr Grassmann-Ableitungen als
-Variablen enthalten.

Da die Superladungen Majorana-Spinoren sind und keine Ortsabhängigkeit aufweisen
sollen, lauten die Kommutatoren mit den Erzeugenden der Poincaré-Algebra:

[Qa, Pµ] = 0, (4.6)

[Qa,Mµν ] = ΣµνQa. (4.7)

Da die Superladungen selbst Grassmann-wertig sind, ergibt eine Lie-Algebra für sie kei-
nen Sinn. Stattdessen wird eine Antikommutatorrelation gefordert. Da der Antikommu-
tator von Qa und Q̄b in der (0, 0)⊕(1

2 ,
1
2)-Darstellung der Poincaré-Gruppe transformiert,

muss er proportional zum einzigen zu dieser Darstellung〈4.8〉 gehörenden Generator, Pµ,
sein. Durch passende De�nition der Qa gilt die〈4.9〉

Super-Algebra {Qa, Q̄b} = 2δabΓµPµ. (4.8)

Eine durch Antikommutatoren erweiterte Lie-Algebra wird als graduierte Algebra be-
zeichnet.

Im Folgenden soll nur noch N = 1 behandelt werden. Dann ist die Superladung

Q = −i∂θ̄ + Γµθ∂µ. (4.9)

Die Ableitung nach einem Majorana-Spinor ist hierbei analog zu einer Vektorableitung zu
verstehen, wobei die Komponenten aus der Ableitung nach einer Grassmann-Zahl gemäÿ
Abschnitt 2.3.3 hervorgehen. Das Superfeld Φ lautet für N = 1

Φ = φ+ θ̄ψ + θ̄θH. (4.10)

Die Anwendung der Susy-Transformation auf ein Superfeld Φ lautet damit

δεΦ = −iε̄ψ(x)︸ ︷︷ ︸
=δεφ(x)

+θ̄−(iH(x) + /∂φ(x))ε︸ ︷︷ ︸
=δεψ(x)

+θ̄θ /∂ψε︸︷︷︸
=δεH(x)

, (4.11)

Die Transformation bosonischer Komponentenfelder ist damit wie in Abschnitt 4.3 an-
gekündigt proportional zu fermionischen Feldern und umgekehrt. Insbesondere ist

δεH(x) ∝ /∂ψ(x),

〈4.8〉 Darüber hinaus sind auch Lorentzskalare Zab, die Zentralladungen, möglich, die jedoch in dieser Arbeit
nicht betrachtet werden.

〈4.9〉 Dabei ist {Ψ, Φ̄} = ΨΦ̄ + (Φ̄)TΨT zu verstehen.
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also einem Divergenzterm. Daher stammt auch die Bezeichnung des Komponentenfelds
zur maximalen Anzahl Grassmann-Variablen als D-Term.

Aus der Susy-Algebra (4.8) folgt auch

{δa, δb} ∝ −2i/∂, (4.12)

d. h. die Hintereinanderausführung zweier Susy-Transformationen erzeugt eine Translati-
on. Diese Eigenschaft bietet Ansatzpunkte für eine Theorie mit lokaler Poincaré-Invarianz
an, also einer mit der allgemeinen Relativitätstheorie gut zu vereinbarenden QFT.

4.4.4 Super-kovariante Ableitung und chirales Superfeld

Ein allgemeines Superfeld ist keine irreduzible Darstellung der Supersymmetrie. Um eine
solche zu erhalten, muss eine Lorentz-invariante Bedingung an das Superfeld Φ gestellt
werden. Hierfür eignet sich eine supersymmetrische Erweiterung der Divergenzfreiheit, so
dass durch eine super-kovariante Ableitung D = i∂θ + Γµθ∂mu, die mit der Superladung
antivertauscht, ein

(links-)chirales Superfeld : DΦ = 0 bzw. ein (4.13)

rechts- oder antichirales Superfeld : D̄Φ̄ = 0 (4.14)

de�niert wird. Für ein chirales Superfeld Φ ergibt sich ein antichirales Superfeld Φ† und
umgekehrt. Durch diese Bedingung wird die Hälfte der Grassmann-Variablen eliminiert,
der höchste noch verbleibende Term eines (anti)chiralen Felds wird F-Term genannt und
transformiert unter der Susy-Transformation so wie der D-Term eines Superfelds in eine
Divergenz. Das einzige sowohl chirale als auch antichirale Superfeld ist konstant, durch
hermitesche Konjugation wird ein chirales in ein antichirales Superfeld überführt und
umgekehrt. Das Produkt zweier chiraler Superfeld ist erneut chiral, analog für antichirale
Superfelder. Das Produkt aus chiralem und antichiralem Superfeld ist hingegen weder
chiral noch antichiral und wird als Vektorfeld bezeichnet. Ein chirales Feld lautet in vier
Dimensionen mit θ = (αT , βT )T :

Φ(x, α, β) = exp
(
−iασµβ̄∂µ

)
Φ(x, θ), (4.15)

was gerade einer Translation xµ → xµ − iασµβ̄ in Φ(x, α) entspricht. Auch diese Trans-
lation kann nach α, β in einer endlichen Taylorreihe entwickelt werden. Der D-Term von
Φ†Φ mit (anti)chiralem Φ liefert dadurch gerade einen kinetischen Term für die Lagran-
gefunktion.
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4.4.5 Supersymmetrische Lagrangedichte

Da der D-Term eines Superfeldes unter der Susy-Transformation in einen Divergenz-
term transformiert, kann er als Susy-invariante Lagrangedichte L angesetzt werden. Da
einerseits L reellwertig sein soll und andererseits die Bewegungsgleichung eines Spin-1

2 -
Fermions durch eine partielle Di�erentialgleichung erster Ordnung gegeben sein soll, ist
ein geeigneter kinetischer Term durch den D-Term von Φ†Φ mit chiralem Superfeld Φ
gegeben. Die Wechselwirkung kann durch den Realteil des D-Terms des Superpotentials
W (Φ) beschrieben werden, also

L =
(

Φ†Φ + 2<(W (Φ))
)
|θ1···θN . (4.16)

Dadurch liefert der Superraumformalismus ein manifest supersymmetrisches Modell.

4.4.6 Supersymmetrische Flussgleichung

Wie in Abschnitt 3.3.3 beschrieben, bleibt die manifeste Supersymmetrie erhalten, wenn
die super-kovariante Ableitung D in der Ableitungsentwicklung verwendet wird. Die
Wetterich-Gleichung (3.1) kann also ohne Modi�kationen verwendet werden.

4.5 Das Wess-Zumino-Modell

4.5.1 Das Wess-Zumino-Modell in vier Dimensionen

Das Wess-Zumino-Modell [3] ist ein vierdimensionales N = 1-Modell, die entsprechende
Lagrangediche ergibt sich aus (4.16) und dem Superpotential

W ′(φ) = mφ+ gφ2. (4.17)

Im Minkowski-Raum lautet die Lagrangedichte

L = 1
2

[
|∂µφ|2 + |H|2 + iΨ̄/∂Ψ

]
+ <(H∗W ′(φ))− 1

2Ψ̄
[
<(W ′′(φ))− iΓ∗=W ′′(φ)

]
Ψ.
(4.18)

Dabei sind φ und H komplexe Skalarfelder〈4.10〉 und Ψ ein Majorana-Spinor � daher auch
der Vorfaktor 1

2 im kinetischen Term. Eine U(1)-Symmetrie ist fürW ′′ 6= 0 nicht möglich,
d. h. das Wess-Zumino-Modell beschreibt ausschlieÿlich elektrisch neutrale Teilchen. Das
Modell besitzt genausoviele bosonische wie fermionische Freiheitsgrade, erfüllt also die

〈4.10〉 In der Literatur werden meist reelle Felder A,B, F,G mit φ = A + iB und H = F + iG genutzt,
jedoch ist die komplexe Darstellung für die noch folgende Dimensionsreduktion übersichtlicher.
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4.5 Das Wess-Zumino-Modell

Boson-Fermion-Regel. Das Feld H besitzt mangels eines kinetischen Terms eine rein
algebraische Bewegungsgleichung, die sofort lösbar ist:

0 !=
δ

δH∗

∫
d4xL = H + 1

2W
′(φ). (4.19)

H wird als Hilfsfeld bezeichnet, da es keine echten Teilchen beschreibt. H kann aus L
eliminiert werden und man erhält einen durch das Einsetzen von H in L de�nierten
on-shell-Lagrangian, im Gegensatz zum o�-shell-Lagrangian (4.18). Dadurch geht aber
das Gleichgewicht der Freiheitsgrade verloren und auch aufgrund der leichteren Bere-
chenbarkeit der Flussgleichungen mit den Hilfsfeldern ist die o�-shell-Formulierung hier
vorzuziehen. Die on-shell-Formulierung ist allerdings hilfreich, um festzustellen, dass die
beiden Teilchen φ und Ψ die gleiche Masse besitzen. Sie werden unter anderem deswegen
als Superpartner bezeichnet. Auch diese gemeinsame Masse ist eine allgemeine Eigen-
schaft supersymmetrischer Modelle.〈4.11〉 Auch der o�-shell-Formalismus hat Schwächen,
insbesondere ist die Suche nach diesem bei vielen Modellen noch Gegenstand aktueller
Forschung.

Das Wess-Zumino-Modell ist nicht renormierbar. Dies bedeutet, dass die Störungstheorie
unendlich viele divergierende Terme erzeugt, so dass unendlich viele Gegenterme erfor-
derlich wären um diese zu kompensieren. Supersymmetrische Theorien bieten jedoch den
Vorteil, dass die durch Bosonen erzeugten Divergenzen von den durch Fermionen erzeug-
ten Divergenzen exakt kompensiert werden, so dass die Theorie endlich bleibt.

Wie bereits erwähnt, transformiert die Susy die bosonischen Freiheitsgrade in fermio-
nische und umgekehrt. Im Wess-Zumino-Modell lauten diese Transformationen o�-shell
und parametrisiert durch den Majorana-Spinor α:

δαφ = 2ᾱψL, δαH = −2iᾱ/∂ΨR, (4.20)

δαΨL = −i/∂φαR +H∗αL, (4.21)

δαΨR = −i/∂φ∗αL +HαR. (4.22)

Diese Transformationen〈4.12〉 könnten durch Eliminieren vonH ebenfalls on-shell betrach-
tet werden, doch würde dann die Modellunabhängigkeit verloren gehen, da dann das
Superpotential die Transformationen beein�usst. Der Lagrangian (4.18) ist unter diesen

〈4.11〉 Zu beachten ist hierbei, dass es sich um nackte Massen handelt, d. h. nach der Quantisierung können
die Massen durch spontane Symmetriebrechung zu unterschiedlichen Werten laufen. Dieser E�ekt ist
auch notwendig, da zu allen bisher entdeckten Teilchen keine gleich schweren Superpartner entdeckt
wurden.

〈4.12〉 Durch die rellen Felder ausgedrückt lauten die Susy-Transformationen:

δA = ᾱΨ, δB = iᾱΓ∗Ψ,

δΨ = −i/∂(A+ iΓ∗B)α+ (F + iΓ∗G)α,

δF = −iᾱ/∂Ψ, δG = ᾱΓ∗ /∂Ψ
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4 Supersymmetrie

Transformationen bis auf einen Divergenzterm invariant, und zwar jeweils einzeln im ki-
netischen Term, Massenterm (∝ m) und Kopplungsterm (∝ g) [18]. On-shell würde auch
diese termweise Symmetrie verloren gehen, lediglich der gesamte on-shell-Lagrangian
bleibt Susy-invariant. Der Generator δα der in�nitesimalen Susy-Transformation erfüllt
die Susy-Algebra

[δα, δβ] = −2i(β̄Γµα)∂µ. (4.23)

4.5.2 Das Wess-Zumino-Modell in drei Dimensionen

Das Wess-Zumino-Modell verwendet Majorana-Fermionen, deren Verhalten bei Wick-
Rotationen Gegenstand aktueller Forschungen ist. Bislang wurden noch keine eindeuti-
gen Ergebnisse verö�entlicht. Daher wird der Renormierungsgruppen�uss-Formalismus
stattdessen auf das auf 3 Dimensionen reduzierte Wess-Zumino-Modell angewandt, da
dort anstelle von Majorana-Spinoren Weyl-Spinoren auftreten.

Aus der im Abschnitt 6.1 durchgeführten Dimensionsreduktion ergibt sich für das eu-
klidsche Wess-Zumino-Modell in (3+0) Dimensionen mit positiver Metrik (+ + +) der
Lagrangian

L = 1
2

[
|∂kφ|2 − |H|2 + 2ψ̄ /∂ψ

]
−<

[
H∗W ′(φ)

]
+ <

[
ψ̄W ′′(φ)ψc

]
. (4.24)

Dabei ist ψ ein Weyl-Spinor und ψc dessen ladungskonjugierter Spinor. Wie in Abschnitt
2.3.7 bereits erwähnt, ist hierbei nicht nur die elektrische Ladung, sondern auch die
Chiralität invertiert. Wie im 4D-Wess-Zumino-Modell besitzt das Modell für W ′′ 6= 0
keine U(1)-Symmetrie und beschreibt daher auch in 3 Dimensionen elektrisch neutrale
Teilchen. Der wechselwirkungs- und sogar masselose Fall W ′′ = 0 bildet hierbei einen
trivialen und daher irrelevanten Spezialfall.
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5.1 Flussgleichung

Die euklidsche Quantenmechanik stellt eine eindimensionale QFT dar, d. h. Dirac-Spinoren
entsprechen komplexen Grassmann-Zahlen und Majorana-Spinoren reellen Grassmann-
Zahlen. Die Dirac-Konjugation entspricht der komplexen Konjugation. Die euklidsche
supersymmetrische Quantenmechanik lässt sich aus dem euklidschen Superfeld

Φ(τ, θ, θ̄) = φ(τ) + θ̄ψ(τ) + ψ̄θ(τ) + θ̄θF (τ) (5.1)

mit der komplexen Grassmann-Variablen θ herleiten (welche auch als zwei reelle Grassmann-
Variablen θ1, θ2 mit θ = θ1 + iθ2 behandelt werden kann). Dabei ist φ ein reelles Skalar-
feld, ψ ein 1D-Spinor dargestellt durch eine komplexe Grassmann-Zahl und F ein reelles
Hilfsfeld. Die Superladung und ihre Konjugation lauten

Q = i∂θ̄ + θ∂τ , (5.2)

Q̄ = i∂θ + θ̄∂τ , (5.3)

⇒ {Q, Q̄} = 2i∂τ . (5.4)

Die Susy-Algebra ist also erfüllt, es handelt sich um eine N=2-Supersymmetrie. Der
Generator der in�nitesimalen Susy-Transformation lautet damit

δε = ε̄Q− εQ̄. (5.5)

Die kovarianten Ableitungen sind

D = i∂θ̄ − θ∂τ , (5.6)

D̄ = i∂θ − θ̄∂τ , (5.7)

⇒ {D,D} = 0, {D̄, D̄} = 0, {D, D̄} = −2i∂τ . (5.8)

Sie vertauschen mit ∂τ und antivertauschen mit den Superladungen. Ein reellwertiger
kinetischer Term kann dann mit dem kinetischen Operator

K : =
1
2

[D, D̄] (5.9)
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5 Susy-QM

erzeugt werden, zusammen mit einem Superpotential für die Wechselwirkung lautet die
euklidsche o�-shell Wirkung der Susy-QM somit

S =
∫
dτ
[

1
2ΦKΦ + iW (Φ)

] ∣∣
θ̄θ

(5.10)

=
∫
dτ

1
2
φ̇2 − iψ̄ψ̇ + iFW ′(φ)− iψ̄W ′′(φ)ψ +

1
2
F 2.

(5.11)

Die Susy-QM kann aus der Dimensionsreduktion des 2d-N=1-Wess-Zumino Modells auf
(0+1) Dimensionen erhalten werden, so wie auch die Quantenmechanik allgemein eine
(0+1)-dimensionale QFT darstellt. Als Ansatz für Γk bietet sich damit in der LPA ein
skalenabhängiges Superpotential an, W →Wk, also

Γk =
∫
dτ

[
1
2
φ̇2 − iψ̄ψ̇ + iFW ′k(φ)− iψ̄W ′′k (φ)ψ +

1
2
F 2

]
. (5.12)

Die Flussgleichung fürWk wurde bereits in [6] hergeleitet und mit der Regulatorzerlegung
nach (3.8),

Rk =
(
RBk 0
0 RFk

)
, (5.13)

RBk =
(
p2r2 ir1

ir1 r2

)
, (5.14)

RFk =
(

0 pr2 + ir1

pr2 − ir1 0

)
, (5.15)

lautet sie:

(5.16)

∂kWk(φ) =
1
2

∫
dp

2π
h∂kr1 − ∂kr2W ′′(φ)
h2p2 +W ′′(φ)

(5.17)

mit h = 1 + r2, W ′′ = r1 +W ′′k . (5.18)

In [6] wurden nur Superpotentiale der Form

WΛ(φ) = eφ+
m

2
φ2 +

g

3
φ3 +

a

4
φ4 (5.19)

mit ungebrochener Symmetrie (a 6= 0) betrachtet, für welche r2 = 0 bei geeignetem r1

gewählt werden kann. Beispielsweise folgt aus r1 = k, einem Callan-Symanzik-artigen
Regulator (CS), die Flussgleichung

∂kWk(φ) =
1
4

(k +W ′′k )−1. (5.20)

Die Energie des ersten angeregten Zustands kann auch durch eine numerische Diagona-
lisierung des Hamiltonians bestimmt werden und wird als Vergleichsgröÿe herangezogen.
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5.1 Flussgleichung

Diese Energie ergibt sich aus der Krümmung des e�ektiven Potentials V0(φ) = 1
2(W ′0(φ))2

an dessen Minimum zu

∆E =
√
V ′′0 (φmin) mit V0(φmin) = min

φ
V0(φ). (5.21)

Im ungebrochenen Fall konnte diese in [6] bis auf 10% genau bestimmt werden, mit einer
Wellenfunktionsrenormierung sogar bis auf 1%.

Nun soll auch der gebrochene Fall (a = 0) betrachtet werden. Hier muss r2 6= 0 ge-
wählt werden, da ansonsten numerische Instabilitäten auftreten: Bei oben genanntem
CS-Regulator könnte z. B. das Vorzeichen von ∂kWk ständig wechseln, obwohl es mo-
noton gegen 0 konvergieren sollte. Da r1 eine für diesen Fall irrelevante Verschiebung
des Potentialminimums darstellt, kann r1 = 0 gewählt werden. Ein numerisch stabiler
Regulator r2 ist

r2 =

(√∣∣∣kp ∣∣∣− 1

)
· θ
(

1−
( p
k

)2)
, (5.22)

⇒ ∂kr2 =
sgn(pk)
2
√
|pk|

· θ
(

1−
( p
k

)2)
. (5.23)

Damit ergibt sich die Flussgleichung〈5.1〉

∂kWk =
1

2πk
arctan

W ′′k
k

(5.24)

bzw. ∂kW
′
k =

1
2π

W ′′′k
k2 +W ′′2k

. (5.25)

Die numerische Behandlung von (5.20) bei gegebenem Koe�zienten von WΛ in (5.19)
konnte für a 6= 0 mit vergleichsweise geringem Rechneraufwand erfolgen, z. B. mittels
Mathematica. (5.24) kann von diesem Programm hingegen nicht gelöst werden, und selbst
die physikalisch relevantere Flussgleichung (5.25) erfordert bei der gleichen Koe�zienten-
wahl deutlich mehr Rechenzeit, kann nur für kleine k statt k → 0 berechnet werden und
erreicht nur eine Genauigkeit von 20%, wie in Tabelle 5.1 zu sehen ist. Es zeigt sich auch
eine starke Abhängigkeit der Qualität der Ergebnisse von den numerischen Parametern,
wie in Abbildung 5.1 zu sehen ist.

Daher wird die detaillierte Behandlung der Susy-Quantenmechanik zugunsten der des
Wess-Zumino-Modells zurückgestellt und hier der Schwerpunkt auf die Suche nach der
Ursache dieser Problematik gelegt.

Zum Vergleich sind die Superpotentiale und e�ektiven Potentiale für die beiden Regu-
latoren bei verschieden Kopplungen in den Abbildungen 5.2-5.4 dargestellt. Die entge-
gengesetzte Flussrichtung des Superpotentials für die beiden Regulatoren resultiert in
unterschiedlichen Lagen der Minima des e�ektiven Potentials, was eine Erklärung für die
unterschiedlichen Krümmungen liefert.
〈5.1〉 Es wurde hierbei im Gegensatz zu [6] zu (5.17) noch ein bezüglich ϕ konstanter Term addiert, welcher

für Wk = 0 auch ∂kWk = 0 impliziert.
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g 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8
CS 2.203 2.137 2.062 1.979 1.890 1.798 1.710 1.633 1.584 1.590
exp 2.195 2.130 2.055 1.972 1.884 1.791 1.701 1.622 1.569 1.684
θ 2.197 2.132 2.058 1.975 1.888 1.794 1.705 1.626 1.576 1.581

CS+wfr 2.089 2.131 1.961 1.879 1.788 1.690 1.589 1.489 1.402 1.341
exakt 2.022 1.970 1.905 1.827 1.738 1.639 1.534 1.426 1.323 1.235
r2 6= 0 2.397 2.285 2.181 2.092 2.026 2.000 2.034 2.154 2.382 2.736

Tabelle 5.1: Energien des ersten angeregten Zustands für verschiedene Kopplungen g mit
e = m = a = 1 für die Regulatoren CS, exp und θ sowie die exakten
Ergebnissen aus [6] zum Vergleich mit den Ergebnissen des hier verwendeten
r2 6= 0. CS+wfr steht hierbei für das Ergebnis aus [6] unter Berücksichtigung
der Wellenfunktionsrenormierung.

400 500 600 700 800 900 1000
Φmax

2.05

2.10

2.15

E1@ΦmaxD

Abbildung 5.1: Veranschaulichung der numerischen Instabilität: Während beim CS-
Regulator mit enger werdendem Intervall [−φmax, φmax] die Anregungs-
energie abnimmt (bis etwa φmax ≈ 15) und sich der tatsächlichen Energie
annähert, muss für r2 6= 0 ein immer gröÿeres Intervall betrachtet wer-
den, was den Rechenaufwand bei gleichbleibender Diskretisierungslänge
entsprechend stark anwachsen lässt (e = m = a = 1, g = 0.6).
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Abbildung 5.2: Superpotential (oben) und e�ektives Potential (unten) für k = Λ (grün)
und k ≈ 0 mit CS-Regulator (blau) bzw. Regulator (5.22) (rot) mit
(a, g) = (1.0, 0.6).
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Abbildung 5.3: Superpotential (oben) und e�ektives Potential (unten) für k = Λ (grün)
und k ≈ 0 mit CS-Regulator (blau) bzw. Regulator (5.22) (rot) mit
(a, g) = (1.0, 1.4).
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Abbildung 5.4: Superpotential (oben) und e�ektives Potential (unten) für k = Λ (grün)
und k ≈ 0 mit CS-Regulator (blau) bzw. Regulator (5.22) (rot) mit
(a, g) = (0.0, 0.6).
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5.2 Fixpunktanalyse

Zur Analyse der numerischen Stabilität sollen die Fixpunktlösungen W∗ der dimensi-
onslosen Form der Flussgleichung (5.24) analysiert werden. Die Dimensionen lassen sich
direkt aus (5.24) ablesen und lauten

[W ] = 1, [k] = [ϕ]−2. (5.26)

Dabei wird, wie auch im Folgenden, der Index k von Wk weggelassen. Der Übergang zu
dimensionlosen Variablen

x : =
√
kϕ, t := ln

k

Λ
(5.27)

liefert dann mit

∂tW = ∂tk|x︸ ︷︷ ︸
=k

∂kW + ∂tϕ|x︸ ︷︷ ︸
=−ϕ

∂ϕW, (5.28)

∂ϕW = ∂ϕx|k︸ ︷︷ ︸
=
√
k

∂xW + ∂ϕt|k︸ ︷︷ ︸
=0

∂tW

∂2
ϕW = (∂ϕx)2︸ ︷︷ ︸

=k

∂2
xW + (∂2

ϕx)︸ ︷︷ ︸
=0

∂xW (5.29)

die dimensionslose Flussgleichung

(5.30)

∂tW =
1

2π
arctan(W ′′)− xW ′. (5.31)

Die dimensionslose Fixpunktgleichung mit ∂tW∗ ≡ 0 lautet somit

W ′′∗ = tan(2πxW ′∗). (5.32)

Die Striche bezeichnen hier und im Folgenden die partielle Ableitung nach x.

Die Singularität der rechten Seite dieser gewöhnlichen Di�erentialgleichung für ungerade
4xW ′∗ = (2k+1) schränkt den Bereich, in dem eine reelle Lösung existiert, ein. Dies kann
gezeigt werden, indem in (5.32) die Partialbruchzerlegung des Tangens,

tanu =
∞∑

k=−∞

1
π(1

2 + k)− u
,
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um 4xW ′∗ ≈ (2k + 1), x ≈ xc herum entwickelt wird:

W ′′∗ ≈
2

π((2k + 1)− 4xW ′∗)

∣∣∣∣ u := 4xW ′∗ − 2k,

⇒ u′ ≈ u+ 2k
x

+
8x

π(1− u)
=
π(u+ 2k)(1− 4u) + 8x2

πx(1− u)
u≈1
≈ 8x

π(1− u)
⇒ π(1− u)du ≈ 8xdx

⇒ πu− π
2u

2 ≈ 4(x2 − x2
c) + π

2 ⇒ u ≈ 1±
√

8
π (x2

c − x2)

⇒W ′∗ ≈ 2k +
1

4x
±

√
1

2π

(
x2
c

x2
− 1
)
.

Für x > xc wirdW ′∗ damit komplexwertig, d. h. es gibt keine global reellwertige Fixpunkt-
lösung 〈5.2〉. Als einzige Alternative kann eine zweiwertige relle Funktion im Intervall
[−xc, xc] betrachtet werden, die in ±xc glatt verzweigt, wie Abbildung 5.5 verdeutlicht.

Das e�ektive Potential V = 1
2(∂2

ϕW )2 = k
2W

′2 der Fixpunktlösung wird minimal für

0 != V ′|xm = k3/2W ′W ′′|xm . (5.33)

Da W ′ = 0 den Trivialfall V = 0 beschreibt, wird W ′′|xm = 0 betrachtet. Damit ist

0 = tan(2πW ′)|xm ⇒ 2xmW ′|xm ∈ Z, (5.34)

W (3)|xm
(5.32)

= (1 +W ′′)(2πxW ′)′|xm (5.35)

= 2πW ′|xm , (5.36)

und die Energiedi�erenz zwischen Grundzustand und erstem angeregtem Zustand lautet
also:

∆E =
√
∂2
ϕV |xm = k

√
W ′′2 +W ′W (3)|xm (5.37)

=
√

2πkW ′|xm (5.38)

〈5.2〉 Im Gegensatz hierzu besitzt die Flussgleichung (5.20) mit CS-Regulator die dimensionslose Form

∂tW =
1

4

1

1 +W ′′
− xW ′,

womit die Fixpunktgleichung in diesem Fall

W ′′ =
1− 4xW ′

4xW ′

lautet und nur bei xW ′ = 0 singulär werden könnte. Analog zur vorangehenden Rechnung lässt
sich diese Fixpunktgleichung um u := xW ′ ≈ 0 herum entwickeln, womit sich die Lösung W ′ ≈
W ′0
x

exp( 1
8
x2) ergibt, insbesondere existieren in diesem Fall global reellwertige Fixpunktlösungen.
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Abbildung 5.5: Die Fixpunktgleichung (5.32) kann auch als parametrisierte Gleichung
cos(2πxW ′∗)dW

′
∗ = sin(2πxW ′∗)dx umgeschrieben und als Fluss der Pa-

rameter (W ′∗(t), x(t)) dargestellt werden. In diesem Fall kehrt die Lösung
an einer kritischen Stelle um.
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Insbesondere verschwindet ∆E für k → 0, womit eine Entartung des Grundzustands
vorliegt, die Susy wird also von der Fixpunktlösung gebrochen.

Darüber hinaus ist es hilfreich, die Stabilität der Fixpunktlösung zu betrachten. Dazu
wird W ′ in einer Taylorreihe um das Minimum bei xm(t) entwickelt:

W ′(t, x) =
∞∑
n=0

Wn+1(t)
(x− xm(t))n

n!
(5.39)

Da um das Minimum von W ′ entwickelt wird, muss

W2 ≡ 0 (5.40)

sein. Die dimensionslose Flussgleichung (5.31) ergibt damit ein gekoppeltes System un-
endlich vieler gewöhnlicher Di�erentialgleichungen für die Wn(t). Die Stabilität der Fix-
punktlösung ist dann gegeben durch die Eigenwerte der Stabilitätsmatrix

Sij =
∂Ẇi

∂Wj

∣∣∣∣∣
f

(i, j = 0, 1, ...). (5.41)

Dabei bezeichnet der Punkt die Ableitung nach t, also Ẇj := ∂tWj . Die dritte Zeile und
Spalte (i, j = 2) der Stabilitätsmatrix verschwinden aufgrund der Entwicklung um das
konstante xm und können daher weggelassen werden. Für W0 ergibt sich die Di�erenti-
algleichung

Ẇ0 = −xmW1.

Die rechte Seite der Flussgleichung (5.31) hängt somit nicht von W ab, so dass die
Flussgleichung für W0 von den anderen Wn entkoppelt ist. Es sind S0j = −xm|f · δj1
und Si0 = 0. Dies ergibt einen Eigenwert 0 bezüglich der Variation von W0, über die
Stabilität in Abhängigkeit von W0 kann daher keine Aussage getro�en werden. Da das
e�ektive Potential von W0 unabhängig ist, ist dies auch keine relevante Frage. Die Zeile
und Spalte zu i, j = 0 können also ebenfalls aus der Stabilitätsmatrix entfallen, und es
bleiben die Einträge zu i, j = 1, 3, 4, 5, ... übrig.

Die Abbildungen 5.6 und 5.7 stellen die Abhängigkeit der Eigenwerte von der Stabilitäts-
matrix von u1 und der Trunkierungsordnung dar. Es deutet sich ein Trend zu Eigenwerten
mit negativem Realteil an, mit einer positiven Ausnahme, d. h. entsprechend Abschnitt
3.4 ist die Fixpunktlösung bis auf eine stabile Richtung hochgradig instabil.
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Abbildung 5.6: Realteil der Eigenwerte der Stabilitätsmatrix bei Trunkierung nach der
6. bzw. 7. Ordnung in Abhängigkeit von u1.
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5.2 Fixpunktanalyse
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Abbildung 5.7: Realteil der Eigenwerte der Stabilitätsmatrix bei Trunkierung nach der
10. bzw. 14. Ordnung in Abhängigkeit von u1.
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6 Das Wess-Zumino-Modell in 3D

6.1 Dimensionsreduktion des Wess-Zumino-Modells

Die Dimensionsreduktion soll von (3+1) Dimensionen mit Metrik (+ − −−) hin zu 3
Dimensionen mit Metrik (+ + +) erfolgen. Dazu wird die Zeitkoordinate durch eine
Dimensionsreduktion entfernt und die Raumkoordinaten werden Wick-rotiert, also

xµ → xj → −ixj , (6.1)

∂µ → ∂j → i∂j (6.2)

∂µ → ∂j = −∂j → −i∂j = −i∂j , (6.3)

⇒ |∂µφ|2 = (∂µφ)∗(∂µφ)→ (−i∂jφ)∗(i∂jφ) = −|∇φ|2. (6.4)

Damit bleibt der bosonische Anteil der Lagrangians unverändert, nur der kinetische Term
wechselt das Vorzeichen, welches durch eine globale Multiplikation von L mit −1 aus-
geglichen wird. Wie in den Konventionen in Anhang A erläutert, läuft der Index µ hier
und im Folgenden von 0 bis 3, der Index j hingegen von 1 bis 3.

Die Bedingung (2.33) zur Existenz einer Majorana-Darstellung ist in 3 raumartigen Di-
mensionen nicht möglich, zur Dimensionsreduktion eignet sich daher auch in 3+1 Dimen-
sionen die Weyl-Darstellung (2.27) besser. Die Pauli-Matrizen, welche in 3 Dimensionen
gerade die Rolle der γ-Matrizen innehaben, werden dabei entsprechend verallgemeinert,

Γ0 = σ1 ⊗ 12, Γj = iσ2 ⊗ γj (6.5)

⇒ Γ∗ = iΓ0Γ1Γ2Γ3 = −σ3 ⊗ 12, (6.6)

⇒ −i/∂4 = −iΓµ∂µ → iσ2 ⊗ /∂. (6.7)

Das Vorzeichen von Γ∗ wird hierbei so gewählt, dass die Projektionsoperatoren eine
Diagonalstruktur besitzen und PL,R = 1

2(1 ∓ Γ∗) lauten. Die Dirac-Konjugation eines
3D-Spinors ψ und die eines 4D-Spinors

Ψ =
(
χL
φR

)
lauten

ψ̄ = ψ† (6.8)

Ψ̄ = Ψ†Γ0 = (φ†, χ†) = (φ̄, χ̄), (6.9)
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6 Das Wess-Zumino-Modell in 3D

wobei hier und im Folgenden die Indizes bezüglich der Chiralität der Übersichtlichkeit
wegen weggelassen werden.

Die Bedingungen (2.32) an die unitäre Ladungskonjugationsmatrix C sind in 3D nur für
η = +1 erfüllbar und in der Darstellung γj = σj ist C = iσ2 (bis auf eine komplexe
Phase), wohingegen die 4-dimensionale Ladungskonjuation nach [18], Gleichung (3.46)

C4 = σ3 ⊗ iσ2 = σ3 ⊗ C,

lautet. D. h. die Ladungskonjugation von Spinoren ist gegeben durch

ψc = Cψ̄T = iσ2ψ
∗ (6.10)

⇒ ψ̄c = −ψT iσ2, (6.11)

Ψc = C4Ψ̄T =
(
φc
−χc

)
. (6.12)

Inbesondere entspricht die Ladungskonjugation in 3D damit bis auf ein Vorzeichen gerade
der chiralen Transformation (2.15), d.h. die dreidimensionale Ladungskonjugation kehrt
nicht nur die elektrische Ladung, sondern auch die Chiralität um. Da σ2 rein imaginär
ist, erzeugt die zweifache Ladungskonjugation in 3D ein zusätzliches Minuszeichen,

(ψc)c = −ψ. (6.13)

In der Weyl-Darstellung lautet die Bedingung an einen Majorana-Spinor Ψm (Ψc = Ψ)
für die Bispinorkomponenten χ = φc, d. h.

Ψm =
(
ψc
ψ

)
, Ψ̄m = (ψ̄, ψ̄c) (6.14)

wobei ψ =: χ als ein 3D-Dirac-Spinor aufgefasst werden kann (auch wenn andere Li-
nearkombinationen von χ und χc ebenso verwendet werden könnten � die Wahl ψ = χ
erzeugt einen kanonischen kinetischen Term, wodurch eine direkte Identi�kation von ψ
als Fermion möglich ist).

Mit (2.32) und der Antikommutation von Spinoren lässt sich zeigen, dass

ψ̄cχc = ψTχ∗ = −χ̄ψ, (6.15)

ψ̄cγjχc
(2.32)

= −ψTγTj χ∗ = χ̄γjψ, (6.16)

⇒ ψ̄c/∂χc = −χ̄/∂ψ, (6.17)

wobei in der letzten Gleichung eine partielle Integration durchgeführt und der Rand-
term als verschwindend angenommen wurde. Die erste Gleichheit hat hierbei nicht das
Verschwinden eines Terms wie ψ̄cψ zur Folge, siehe (6.13).
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6.1 Dimensionsreduktion des Wess-Zumino-Modells

Mögliche Lorentz-Skalare bestehend aus 4D-Majorana-Spinoren mit

H :=
(
χc
χ

)

sind

Ψ̄H = ψ̄χc +

=(ψ̄χc)†︷︸︸︷
ψ̄cχ = 2<(ψ̄χc), (6.18)

−iΨ̄/∂H = ψ̄ /∂χ− ψ̄c/∂χc
(6.17)

= 2<(ψ̄ /∂χ), (6.19)

iΨ̄Γ∗H = −i(ψ̄χc − ψ̄cχ) = 2=(ψ̄χc), (6.20)

Ψ̄Γ∗/∂H = −i(ψ̄ /∂χ+ ψ̄c/∂χc) = 2=(ψ̄ /∂χ), (6.21)

wobei < und = als Real- und Imaginärteil bezüglich hermitescher Konjugation zu ver-
stehen sind, d.h. <(x) = 1

2(x+ x†),=(x) = 1
2i(x− x

†).

Dadurch können die fermionischen Elemente des (3+1)D-Lagrangians des Wess-Zumino-
Modells durch 3D-Dirac-Spinoren ausgedrückt werden:

Ψ̄Ψ = ψ̄ψc + ψ̄cψ = 2<(ψ̄ψc), (6.22)

−iΨ̄/∂Ψ = ψ̄ /∂ψ − ψ̄c/∂ψc
(6.17)

= 2ψ̄ /∂ψ, (6.23)

iΨ̄Γ∗Ψ = −i(ψ̄ψc + ψ̄cψ) = 2=(ψ̄ψc) = −2<(iψ̄ψc) (6.24)

Ψ̄Γ∗/∂Ψ
(6.23)

= 0 (6.25)

Damit reduziert sich der o�-shell Lagrangian (4.18) (wobei ein globales Minus in die
Metrik d3x→ −id3x absorbiert wird) zu

L =
1
2
(
∂jφ∂

jφ∗ + 2ψ̄ /∂ψ − |H|2
)
−<(H∗W ′(φ)) + <(ψ̄W ′′(φ)ψc). (4.24)

Die Supersymmetrie dieses Modells wird in Anhang B.2 nachgewiesen.

Interessant ist hier, dass der Massenterm ψ̄cψ eine elektrische Ladung unmöglich macht.
Es gibt auch keine andere Linearkombination von χ und χc, durch die ein gewöhnli-
cher Massenterm ψ̄ψ erzeugt werden kann. Damit stellt sich natürlich die Frage, ob ein
dreidimensionalesN=2-Susy-Modell überhaupt elektrisch geladene Teilchen beschreiben
kann.
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6 Das Wess-Zumino-Modell in 3D

6.2 Flussgleichung

Für Γk wird die in Abschnitt 3.1 beschriebene NLO verwendet und in die Impulsraum-
darstellung〈6.1〉 übergegangen:

Γk =
∫
d3x

{
1
2
(
|Zk(∂l)∂jφ|2 + 2(Zkψ̄)/∂(Zkψ)− |ZkH|2

)
−<[H∗W ′k(φ)] + <[ψ̄W ′′k (φ)ψc]

}
(6.26)

=
∫
d3q

Ω

{
Zk(q)2

2
(
q2|φ(q)|2 + 2iψ̄(q)/pψ(q)− |H(q)|2

)
−<[H∗(q)W ′k(q)] +

∫
d3q′

Ω
<[ψ̄(q)W ′′k (q + q′)ψc(q′)]

}
(6.27)

Mit W (n)
k (p) sind die Fouriertransformationen von W (n)

k (φ(x)) gemeint,

W
(n)
k (p) :=

∫
d3xW

(n)
k (φ(x))eipx (6.28)

insbesondere gilt
δ

δφ(q)
W

(n)
k (p) = W

(n+1)
k (p) Ω δ(p− q).

Da Γk reellwertig ist, sind δ
δφ∗Γ =

(
δ
δφΓ
)∗

und Γ δ
δψ =

(
δ
δψ̄

Γ
)
. Damit genügt die Berech-

nung von

δ

δφ(p)
Γ = Zk(p)2

2 p2φ∗(p)− 1
2H
∗(p)W ′′k (p) + 1

2(ψ̄ ∗ ψc)(p)W ′′′k (p), (6.29)

δ

δH(p)
Γ = −Zk(p)2

2 H∗(p)− 1
2W

′∗
k (p), (6.30)

δ

δψ̄(p)
Γ = Zk(p)2i/pψ(p) + (W ′′k ∗ ψc)(p). (6.31)

Hier bezeichnet ∗ die Faltung (a ∗ b)(p) :=
∫
a(q)b(p − q) d3q/Ω. Der Fluss von Z2

k und
W ′k kann damit aus den Hilfsfeldern durch

∂kZ2
k(p) = −2

∫
d3q

Ω
δ2(∂kΓ)

δH(p)δH∗(q)

∣∣∣∣
H,φ,ψ=0

, (6.32)

∂kW
′
k(p) = −2

δ(∂kΓ)
δH∗(p)

∣∣∣∣
H,ψ=0

(6.33)

〈6.1〉 Das Phasenraumvolumen Ω wird hierbei der Fouriertransformation in den Ortsraum angerechnet,
d.h. f(p) =

R
d3xf(x)e−ipx und f(x) =

R
d3p
Ω
f(p)eipx. Da über den gesamten R3 integriert wird, ist

Ω = (2π)3. Weitere Details der Umrechnung in den Impulsraum sind in Anhang B.3 zu �nden.
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6.2 Flussgleichung

bestimmt werden. Aus δ
δψ̄(q)

1
2(ψ̄ ∗ ψc)(p) = ψc(p− q) folgt dann

Γ(2)(p, q) =:

 A B 0
BT D 0
0 0 E


︸ ︷︷ ︸
=:

0@Q 0
0 E

1A=:B

+

F (ψ, ψ̄) 0 C(ψ, ψ̄)
0 0 0
−CT 0 0


︸ ︷︷ ︸

=:F

(6.34)

wobei Γ(2) in einen bosonischen Anteil B und einen (spinorabhängigen) fermionischen
Anteil F aufgeteilt wird mit

A = 1
2 δ̃(p− q)

(
−H∗(p)W ′′′k (p) Zk(p)2p2

Zk(p)2p2 −H(p)(W ′′′k (p))∗

)
,

B = 1
2 δ̃(p− q)

(
0 −W ′′k (p)

−(W ′′k )∗(p) 0

)
,

D = 1
2 δ̃(p− q)

(
0 −Zk(p)2

−Zk(p)2 0

)
= −Zk(p)2σ1 · 1

2 δ̃(p− q),

E = 1
2

(
(W ′′k (p− q))∗C† iZk(p)2/p · δ̃(p− q)

−iZk(p)2/p · δ̃(p− q) W ′′k (p− q)C

)
,

F = 1
2 δ̃(p− q)

(
(ψ̄ ∗ ψc)W (4)

k 0
0 (ψ̄c ∗ ψ)(W (4)

k )∗

)
(p),

C = 1
2

(
0 ψTc (p− q)W ′′′k (p)

−ψ̄c(p− q)(W ′′′k (p))∗ 0

)
.

wobei die Abkürzung δ̃(p) := Ω · δ(p) eingeführt wurde.

Der Regulator Rk soll die Supersymmetrie nicht brechen. Dies kann, wie in Abschnitt
4.4.6 erläutert, dadurch bewirkt werden, dass der Regulator die Masse m = W ′′|φ=0 und
die Wellenfunktionsrenormierung verschiebt. Also ist

Rk =
(
RB(k, p) 0

0 RF (k, p)

)
Zk(p)2, (6.35)

RB =
1
2
δ̃(p− q)

(
p2r2(k, p) r1(k, p)
r1(k, p) r2(k, p)

)
⊗ σ1, (6.36)

RF =
(

r1(k, p− q)C† ir2(k, p)/p · δ̃(p− q)
−ir2(k, p)/p · δ̃(p− q) r1(k, p− q)C

)
, (6.37)

und die Inverse zu Γ(2) +Rk kann durch die Inverse von Γ(2) gefolgt von der Substitution
Z2
k → Z2

k(1 + r2) und W ′′ →W ′′ + Z2
kr1 berechnet werden.
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6 Das Wess-Zumino-Modell in 3D

Die vollständige Flussgleichung für Γk könnte von Hand berechnet werden〈6.2〉. Da aber
lediglich Flussgleichungen für Z2

k und W ′k zur Beschreibung der NLO notwendig sind,
die aus den Projektionen (6.32) und (6.33) durch die Hilfsfelder bei verschwindendem
Fermionenfeld ψ bestimmt werden können, genügt die Bestimmung von (Γ(2)+Rk)−1

∣∣
ψ=0

.
Für ψ = 0 ist F|ψ=0 = 0, sodass die Blockdiagonalstruktur von B zur Invertierung
genutzt werden kann. Die Superspur vereinfacht sich dann zu

STr
[
(Γ(2) +Rk)−1 ∂kRk

]
|ψ=0 = Tr

[
(Q+RB)−1 ∂kRB

]
− Tr

[
(E +RF )−1 ∂kRF .

]
.

Da (Q+RB)(q, q′) ∝ δ̃(q − q′) ist, müssen in der folgenden Rechnung die Impulsabhän-
gigkeiten nicht explizit angegeben werden, der einzusetzende Impuls ist immer q. Mit den
Abkürzungen

M : = W ′′k (q) + r1(k, q)Zk(q)2, Z̃k(q)2 := (1 + r2)Z2
k , P := Z̃k(q)q

M2
± : = M2 ± Z̃k(q)4q2, Hk := H(q)Z̃k(q)2, gk := Wk(q)′′′ (6.38)

ergeben sich:

2(Q+RB) =

(
P 2 −M
−M −Z̃k

2

)
⊗ σ1 − gk

(
1

0

)
⊗
(
H∗

H

)
, (6.39)

2 det(Q+RB) = Z̃k
2
(M4

+ − g2|Hk|2) =:
Z̃k
dB

(6.40)

⇒ (Q+RB)−1 = 2dB

(
Z̃k

2 −M
−M M2/Z̃k

2

)
⊗
(
gHk M2

+

M2
+ gH∗k

)
︸ ︷︷ ︸

=:H

− 1
M2

(
0

1

)
⊗ σ1 (6.41)

Da für den Fluss aus den Hilfsfeldern nur H-abhängige Terme beitragen können, ist die

〈6.2〉 Die Formel „
A B
C D

«−1

=

„
(A−BD−1C)−1 −A−1B(D − CA−1B)−1

−D−1C(A−BD−1C)−1 (D − CA−1B)−1

«
,

zur Invertierung blockstrukturierter Matrizen ist gültig für alle invertierbaren quadratischen Matrizen
A und D, und die Neumann-Reihe

(B + F)−1 =

∞X
k=0

(−B−1F)kB−1

ist eine endliche Summe, da F ausschlieÿlich aus Grassmann-wertigen Spinoren besteht, d.h. F ist
eine nilpotente Matrix. Somit kann die Inversion von Γ(2) in kleinere Schritte aufgespalten werden.
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6.2 Flussgleichung

Inversion von (E +RF ) über�üssig, mit Tr(A⊗B) = TrA · TrB gilt

δ

δH∗(p)
∂kΓk =

δ

δH∗(p)
dB Tr [H ∂kRB] (6.42)

=
δ

δH∗(p)
dB Tr

(
M∂k(r1Z2

k) + P 2∂k(r2Z2
k) −Z̃k

2
∂k(r1Z2

k) +M∂k(r2Z2
k)

−M2/Z̃k
2
∂k(r1Z2

k)−M∂k(r2Z2
k) M∂k(r1Z2

k)−M2/Z̃k
2
∂k(r2Z2

k)

)

· Tr
(
M2

+ gkHk

gkH
∗
k M2

+

)
(6.43)

=
∫
d3q

Ω
2M2

+

[
2M∂k(r1Z2

k) + (P 2 −M2/Z̃k
2
)︸ ︷︷ ︸

=−M2
−/Z̃k

2

∂k(r2Z2
k)
]
(p)

δ

δH∗(p)︸ ︷︷ ︸
=Z̃k

2 δ
δH∗
k

(p)

dB

(6.44)

= 2M2
+

(
2M Z̃k

2
∂k(r1Z2

k)−M2
−∂k(r2Z2

k)
)
g2
kd

2
BHk|p. (6.45)

Für H = 0 verschwindet dieser Term, womit die Flussgleichung des Superpotentials

∂kWk(φ) = 0 (6.46)

lautet. Diese Eigenschaft kann zu jeder beliebigen Ordnung der Ableitungsentwicklung
gezeigt werden und gilt somit in der exakten Theorie. Dieses Ergebnis entspricht gerade
der Nicht-Renormierbarkeit des Modells.

Mit →
δ

δH∗k
dB

←
δ

δHk
= g2d2

B + 2g4d3
B|Hk|2

ergibt sich für die Wellenfunktionsrenormierung der Fluss

∂kZ2
k |p = −4g2 d2

B|H=0︸ ︷︷ ︸
=1/M8

+

M2
+

(
2M Z̃k

2
∂k(r1Z2

k)−M2
−∂k(r2Z2

k)
)
|p (6.47)

Nun wird eine im Ortsraum konstante Wellenfunktionsrenormierung angesetzt, d.h.

Z2
k(p) = Z2

k · δ̃(p).

Die Flussgleichung für Z2
k ergibt sich dann aus Gleichung (6.47) durch Integration über

alle Impulse. Aufgrund der Richtungsunabhängigkeit der Regulatoren kann das Impuls-
integral in Kugelkoordinaten zu

∫ d3p
(2π)3 = 1

2π2

∫∞
0 dp p2 vereinfacht werden.

Im Folgenden werden drei Regulatoren genutzt:

CS: r1 = k, r2 = 0 (6.48)

KP: r1 = 0, r2 =
∣∣∣kp − 1

∣∣∣ · θ (k2

p2 − 1
)

(6.49)

KS: r1 = 0, r2 =
(
k2

p2 − 1
)
· θ
(
k2

p2 − 1
)

(6.50)
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6 Das Wess-Zumino-Modell in 3D

Für die ersten beiden Regulatoren ergibt sich:

CS: ∂kZ2
k = − g

2

2π
∂k(kZ2

k)

Z2
k

(
kZ2

k +m
)2 , (6.51)

KP: ∂kZ2
k = −4g2

π2

k2Z3
k

(
k2Z4

k −m2
)
∂k(kZk)(

k2Z4
k +m2

)3 (6.52)

Die anomale Dimension η = −(∂tZ2
k)/Z2

k = −k(∂kZ2
k)/Z2

k kann für k = 0,Z2
k 6=∞ ana-

lytisch bestimmt werden und ergibt sich zu η = 0, d. h. die Wellenfunktionsrenormierung
friert für k → 0 ein. Für m 6= 0 kann durch die Reskalierung g →

√
mg und k → mk zu

massenunabhängigen Flussgleichungen übergegangen werden, so dass im Folgenden ohne
Beschränkung der Allgemeinheit mit m = 1 gerechnet werden kann.

6.3 1-loop-Störungsrechnung

Die 1-loop-Störungstheorie ergibt sich nach Abschnitt 3.2 durch die Ersetzung Zk = 1
auf den rechten Seiten der Flussgleichungen. Für den CS-Regulator ergibt dies

∂k

(
Z(1-loop)
k

)2
= − g

2

2π
1

(k + 1)2
(6.53)

⇒
(
Z(1-loop)
k

)2
= 1− g2

2π(k + 1)

∣∣∣∣Λ
k=0

(6.54)

⇒ Z(1-loop)
0

Λ→∞=

√
1 +

g2

2π
g≈0
≈ 1 +

1
4π
g2 − 1

8π
g4 +O(g6). (6.55)

Auch für die anderen beiden Regulatoren ergibt sich für Λ→∞ dasselbe Z(1-loop)
0 .

6.4 Analytische Lösung

Für den Callan-Symanzik-Regulator (6.48) kann die Flussgleichung (6.51)

⇒ ∂kZk = − g2Zk
4πZ2

k + (2g2 + 8πZ4
k)k + 4πk2Z6

k

(6.56)

analytisch gelöst werden. Hierzu wird zunächst die Di�erentialgleichung der Umkehr-
funktion k(Z) aufgestellt,

k′(Z) = − 2
g2Z

(
2πZ6k(Z)2 + (g2 + 4πZ4)k(Z) + 2πZ2

)
, (6.57)
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6.5 Masselose Theorie

welche eine Riccati-Di�erentialgleichung ist. Deren Lösung zur Anfangsbedingung ZΛ =
1⇒ k(1) = Λ lautet

k(Z) =
g2Λ− π(Λ + 1)

(
Z4 − 1

)
Z2 (g2 + π(Λ + 1) (Z4 − 1))

(6.58)

und lässt sich für Z > 0 eindeutig invertieren. Für k = 0 ergibt dies

Z0 = 4

√
1 + g2

π
Λ

1+Λ
Λ→∞→ 4

√
1 + g2

π

g≈0
≈ 1 +

1
4π
g2 − 3

16π
g4 +O(g6). (6.59)

6.5 Masselose Theorie

Für den Sonderfall m = 0 ergeben sich für alle drei Regulatoren Flussgleichungen der
Form

∂Zk = − g2Zk
ag2k + bk2Z6

k

. (6.60)

Auch diese kann wieder durch die Umkehrfunktion gelöst werden, es ergibt sich

k(Zk) =
(a− 6)g2

b
(
Zak −Z6

k

) . (6.61)

Für a 6= 6 ist k = 0 ⇔ |Zk| = ∞, d. h. in der masselosen Theorie divergiert die Wellen-
funktionsrenormierung.

Ein interessanter Lösungsansatz folgt aus der Skalierung von g mit m:
Aus der Lösung für jede noch so kleine nichtverschwindende Masse m > 0 kann die Lö-
sung zu einer beliebig groÿen Masse bestimmt werden. Durch Linearisierung der Fluss-
gleichung der Umkehrfunktion k(Zk) in m kann für den CS-Regulator eine analytische
Näherungslösung für k(Zk) bestimmt werden. Wird diese erneut in m linearisiert so er-
gibt sich für k = 0 exakt die analytische Lösung. Möglicherweise kann dieser Ansatz
auch für andere Regulatoren verfolgt werden. Die Flussgleichung aus dem KP-Regulator
besitzt kein in m lineares Glied, es muss also bis O(m2) entwickelt werden. Auch hier ist
(mit Mathematica) eine analytische Näherungslösung möglich, die jedoch aus mehreren
Besselfunktionen besteht. Eine Entwicklung bis zur ersten nichtverschwindenden Ord-
nung in m mit anschlieÿender Invertierung nach Z2

0 steht daher aus Zeitgründen noch
aus. Mögliche Fehler der so erhaltenen Lösung sind möglicherweise durch m → 1 und
anschlieÿend g2 → g2/m kompensierbar.
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6 Das Wess-Zumino-Modell in 3D

6.6 Ergebnisse

In den Abbildungen 6.1 und 6.2 wird der Fluss der Wellenfunktionsrenormierung für
die drei Regulatoren (6.48)-(6.50) zusammen mit der 1-loop-Störungsrechnung für un-
terschiedliche Kopplungen dargestellt. Es ist zu erkennen, dass der Endpunkt Z0 fast
unabhängig von der Regulatorwahl ist und die 1-loop-Störungstheorie mit wachsender
Kopplung stärker vom tatsächlichen Fluss abweicht. Dies macht Abbildung 6.3 deutlich,
welche Z0(g) für k = 0 zeigt. Die regulatorabhängige Abweichung mit zunehmender
Kopplung ist auf numerische Näherungen zurückzuführen.

In Tabelle 6.1 ist die Wellenfunktionsrenormierung Z0 für k = 0 unter Verwendung der
drei Regulatoren (6.48)-(6.50) in Abhängigkeit von der Kopplung g angegeben. Bei g ≥
4.5 treten für den KS-Regulator zunehmend numerische Störungen auf. Die relativ geringe
Abweichung der Zahlenwerte von den unter Verwendung des KP-Regulators erhaltenen
Werten legt nahe, dass auch für g ≥ 4.5 durch Finetuning der Numerik nur geringfügig
abweichende Werte für den KS-Regulator bestimmt würden.

Unter der Annahme, dass die analytischen Werte, die durch den CS-Regulator bestimmt
wurden, die genauesten sind, weicht die 1-loop Störungsrechnung für g ≤ 2 weniger als
5% vom exakten Ergebnis ab. Für g < 3 liegt die Abweichung noch unter 10%. Demnach
sollten für g ≥ 3 mindestens auch 2-loop-Beiträge berücksichtigt werden.
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Abbildung 6.1: Fluss der Wellenfunktionsrenormierung Zk für die volle NLO-Rechnung
(durchgezogene Linien) und 1-loop-Störungsrechnung (gestrichelt) bei
g = 0.6 (oben) und g = 1.0 (unten). Verwendete Regulatoren: CS (6.48)
blau, KP (6.49) grün, KS (6.50) rot.
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1 2 3 4 5
k

1.05

1.1

1.15
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1.25

1.3

ZkHg=2L

Abbildung 6.2: Fluss der Wellenfunktionsrenormierung Zk für die volle NLO-Rechnung
(durchgezogene Linien) und 1-loop-Störungsrechnung (gestrichelt) bei
g = 2.0. Verwendete Regulatoren: CS (6.48) blau, KP (6.49) grün, KS
(6.50) rot.

2 4 6 8 10
g
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3.0
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Z0HgL

Abbildung 6.3: Wellenfunktionsrenormierung Z0 bei k = 0 aus voller NLO-Rechnung
(durchgezogene Linien) und 1-loop-Störungsrechnung (gestrichelt). Ver-
wendete Regulatoren: CS (6.48) blau, KP (6.49) grün, KS (6.50) rot. Ab
g ≈ 4.5 nimmt für den KS-Regulator der numerische Aufwand deutlich
zu.
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6.6 Ergebnisse

g Z0, 1-loop Z0, CS Z0, KP Z0, KS

0. 1. 1. 1. 1.
0.2 1.00318 1.00317 1.00317 1.00317
0.4 1.01265 1.0125 1.01256 1.01258
0.6 1.02825 1.02749 1.0278 1.02788
0.8 1.0497 1.04745 1.04832 1.04856
1. 1.07664 1.07153 1.07341 1.07394
1.2 1.10868 1.09892 1.1023 1.1033
1.4 1.1454 1.12886 1.13423 1.13587
1.6 1.18635 1.16068 1.16848 1.17093
1.8 1.23112 1.19384 1.20441 1.20784
2. 1.2793 1.2279 1.24152 1.24604
2.2 1.33052 1.26251 1.27937 1.28506
2.4 1.38445 1.29742 1.31762 1.32456
2.6 1.44079 1.33241 1.35601 1.36423
2.8 1.49925 1.36735 1.39436 1.40386
3. 1.5596 1.40211 1.4325 1.44328
3.2 1.62164 1.43661 1.47034 1.48239
3.4 1.68517 1.4708 1.5078 1.52108
3.6 1.75003 1.50463 1.54482 1.55931
3.8 1.81608 1.53807 1.58138 1.59704
4. 1.88319 1.57111 1.61744 1.63423
4.2 1.95126 1.60373 1.653 1.67089
4.4 2.02019 1.63593 1.68805 1.707
4.6 2.08989 1.66771 1.72259 1.74256
4.8 2.16029 1.69907 1.75663 1.77759
5. 2.23132 1.73001 1.79017 1.96007
5.2 2.30292 1.76055 1.82323 1.84606
5.4 2.37505 1.79068 1.85582
5.6 2.44765 1.82042 1.88794
5.8 2.52068 1.84978 1.91961
6. 2.59412 1.87876 1.95085
6.2 2.66791 1.90738 1.98166
6.4 2.74205 1.93564 2.01206
6.6 2.81649 1.96356 2.04206
6.8 2.89122 1.99115 2.07168
7. 2.96621 2.0184 2.10092
7.2 3.04145 2.04534 2.1298
7.4 3.11691 2.07197 2.15832
7.6 3.19258 2.09831 2.18651
7.8 3.26845 2.12435 2.21436
8. 3.3445 2.15011 2.24189

Tabelle 6.1: Wellenfunktionsrenormierung Z0 bei k = 0 für die Regulatoren (6.48)-(6.50).
Ab g ≈ 4.5 treten beim KS-Regulator starke numerische Störungen auf.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Susy-QM

In dieser Arbeit wurde aufbauend auf [6] die eindimensionaleN=2-Susy-Quantenmechanik
mit euklidscher Wirkung in der LPA der Wetterich-Gleichung untersucht. Der Regula-
tor Rk kann nach [6] aus dem Superraumformalismus hergeleitet werden und besitzt eine
blockdiagonale Struktur, die bosonische und fermionische Freiheitsgrade nicht mischt. Im
Gegensatz zu dem in [6] verwendeten Callan-Symanzik-artigen Regulator, der ausschlieÿ-
lich für ein ungebrochenes Superpotential W (φ) geeignet ist, wurde in dieser Arbeit ein
Regulator mit scharfem UV-cuto� verwendet, für den die Impulsintegration der Fluss-
gleichung analytisch durchgeführt wurde. Dieser Regulator sollte die Untersuchung einer
gebrochenen Supersymmetrie ermöglichen.

Die sich ergebende Flussgleichung des Superpotentials

∂kWk =
1

2πk
arctan

(
W ′′k
k

)
(5.24)

erwies sich jedoch als numerisch instabil, wie auch die Fixpunktanalyse in Abschnitt 5.2
zeigt. Die Verwendung anderer Regulatoren kann die Genauigkeit der Ergebnisse daher
möglicherweise verbessern.

Auch durch Finetuning der Numerik-Parameter könnte die Rechengenauigkeit verbessert
werden, indem als Gütemaÿ der Abstand zur exakt berechenbaren Anregungsenergie
genutzt wird. Ob diese Optimierung aber auch das Potential selbst exakter bestimmt,
bleibt o�en.

7.2 Wess-Zumino-Modell

Das in Abschnitt 6.1 von (3+1) Dimensionen nach (0+3) Dimensionen reduzierte und
Wick-rotierte Wess-Zumino-Modell zeigt durch das Auftreten eines ladungskonjugierten
Spinors in der Wirkung einen Mechanismus auf, der ein zwangsläu�g elektrisch neutrales
Fermion ohne Verwendung eines Majorana-Spinors beschreibt.

Dieses Modell wurde in Kapitel 6 in der NLO der Ableitungsentwicklung untersucht.
Die im ursprünglichen Wess-Zumino-Modell bekannte Nicht-Renormierbarkeit äuÿert
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7 Zusammenfassung und Ausblick

sich dabei in einem auch in allen höheren Ordnungen nicht �ieÿenden Superpotential
Wk(φ) ≡ W (φ). Ausschlieÿlich die Wellenfunktionsrenormierung Z2

k �ieÿt in der NLO
und reskaliert damit die Masse m und die Kopplungskonstante g.

Dabei zeigte sich, dass der Fluss hier im Gegensatz zu dem der Susy-QM numerisch stabil
und in geringer Abhängigkeit der Regulatorwahl berechnet werden kann. Selbst der nicht
UV-beschränkte Callan-Symanzik-artige Regulator bildet hier keine Ausnahme〈7.1〉 und
ermöglicht sogar eine analytische Lösung der Flussgleichung,

Z0|CS = 4

√
1 + g2

π . (6.59)

7.3 Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Fluss der Wellenfunktionsrenormierung des dimensionsre-
duzierten Wess-Zumino-Modells unter der Näherung konstanter Impulse bestimmt. Zur
Bestimmung von Korrelatormassen ist aber ein asymptotisch exponentielles Abfallen des
Korrelators für groÿe Impulse und damit eine impulsabhängige Wellenfunktionsrenor-
mierung erforderlich. Dies kann Gegenstand zukünftiger Arbeiten sein. Der Vergleich der
Ergebnisse zu Gittersimulationen, die demnächst durchgeführt werden sollen, steht eben-
falls aus. Möglicherweise stellt auch die in Abschnitt 6.5 beschriebene Massenentwicklung
ein Werkzeug zur Gewinnung guter Näherungslösungen der Wellenfunktionsrenormierung
dar.

Auch der Nachweis der Supersymmetrie durch das Herleiten der Flussgleichungen aus
den bosonischen oder fermionischen Feldern anstelle des Hilfsfelds, was für Theorien ohne
bekannte o�-shell-Formulierung unumgänglich wird, kann noch vorgenommen werden.

Wie nach den Arbeiten [6] und [8] auch diese Diplomarbeit verdeutlicht, bietet die An-
wendung des Renormierungsgruppen�uss-Formalismus auf supersymmetrische Modelle
vielversprechende Lösungsmöglichkeiten. Daher ist ein möglicher nächster Schritt, kom-
plexere Modelle wie die supersymmetrische QED (SQED) oder das minimale supersym-
metrische Standardmodell (MSSM) auf diese Weise zu untersuchen.

〈7.1〉 In einer nicht UV-endlichen Theorie wie der gebrochenen Susy-QM ist die Verwendung des CS-
Regulators nicht zulässig und würde zu fehlerhaften Ergebnissen führen. Die UV-Endlichkeit des
dreidimensionalen Wess-Zumino-Modells wurde nicht untersucht, die deutliche Übereinstimmung des
analytischen Ergebnisses mit numerischen Werten aus der Verwendung UV-beschränkter Regulatoren
(siehe Tabelle 6.1) ist jedoch ein Indiz hierfür.
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A Konventionen

In dieser Arbeit werden durchgängig natürliche Einheiten verwendet, d. h. die auftreten-
den Naturkonstanten werden gleich Eins gesetzt: ~ = 1, c = 1. Dadurch haben Masse
und Impuls dieselbe Einheit wie Energie, wobei in der Teilchenphysik die Einheit GeV
gewählt wird. Längen und Zeiten besitzen die dazu inverse Einheit. Zur Umrechnung in
das SI-System können z. B. in die Gleichung ~c = 1 die SI-Werte von ~ (umgerechnet in
GeV·s) und c eingesetzt werden, um von GeV−1 in m umrechnen zu können.

Die am häu�gsten verwendeten Variablenbezeichnungen sind:
p, q, r Impulskoordinaten
x, y, z Ortskoordinaten
θ Eine Grassmann-Variable, meist ein Majorana-Spinor
C∗, C†, CT C komplex konjugiert, hermitesch konjugiert, transponiert
d = t+ s d Dimensionen, davon t zeitartige (η = +) und s raumartige (η = −)
4D, 3D 3+1 (+ − −−) bzw. 0+3 (+ + +) Dimensionen
Ψ, ψ ein Spinor in 4 bzw. 3 Dimensionen
Γµ, γi Die Gamma-Matrizen in 4D bzw. 3D (µ = 0, 1, 2, 3, i = 1, 2, 3)
ψ̄ = ψ†A ψ Dirackonjugiert (analog Ψ)
ψc = Cψ̄T ψ Ladungskonjugiert (analog Ψ)
A ∝ γ0 · · · γt (bzw. Γ) Die Dirac-Konjugationsmatrix
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B Ausführlichere Rechnungen

B.1 Herleitung der Wetterich-Gleichung (3.1)

(frei nach [5])
Die Skalenabhängigkeit von Γk wird über einen Zusatzterm

∆Sk[ϕ] : =
1
2
ϕRkϕ :=

1
2

∫
ddq

(2π)d
ϕ(−q)Rk(q)ϕ(q) (B.1)

zur Wirkung S → S+∆S realisiert, was einem impulsabhängigen Massenterm entspricht.
Dementsprechend wird die Zustandssumme (2.34) erweitert zu

Zk[J ] : =
∫
Dϕ exp [−S[ϕ]−∆Sk[ϕ] + Jϕ] . (B.2)

Dabei ist J(x) wie in Gleichung (2.34) ein externes Quellfeld. Durch die Bedingungen
(3.2)-(3.4) an den Regulator Rk ist für ZΛ eine Sattelpunktsapproximation zulässig, es
ergibt sich ZΛ[J ] ≈ exp [−S[φ]−∆SΛ[φ]], wobei φ = 〈ϕ〉 der klassische Erwartungswert
des Feldes ist. Damit ΓΛ = S ist, muss in (2.40) schlieÿlich der divergierende Regulator-
term kompensiert werden:

Γk[φ] : = sup
J

(Jφ−Wk[J ])−∆Sk[φ] (B.3)

Damit erhält auch die Bewegungsgleichung einen Zusatzterm,

J =
δ

δφ
(Γk + ∆Sk) = Γ(1)

k +Rkφ, (B.4)

⇒ J
δ

δφ
= Γ(2)

k +Rk. (B.5)

Darüber hinaus folgt mit

δ

δJ
φ = 〈ϕ⊗ ϕ〉cJ =: Gk

durch

1 =
δJ

δJ
=
(
δ

δφ
J

)(
φ
δ

δJ

)
= (Γ(2)

k +Rk)Gk = 1 (B.6)
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die Gleichung

Gk = (Γ(2)
k +Rk)−1. (B.7)

Um ∂kΓk[φ] zu berechnen, müssen ∂kWk[J ] und ∂k∆Sk[φ] bestimmt werden:

∂k∆Sk[φ] =
1
2
φ∂kRkφ =

1
2
〈ϕ〉 ∂kRk 〈ϕ〉 , (B.8)

∂kWk[J ] =
1

Zk[J ]
∂kZk[J ] =

1
Zk[J ]

∫
Dϕ (−∂k∆Sk) exp [−S[ϕ]−∆Sk[ϕ] + Jϕ]

= −1
2
〈ϕ∂kRkϕ〉J (B.9)

Damit ergibt sich (verkürzt sei J = Jk[φ])

∂kΓk|bosonisch = (∂kJ)φ−
( =φ︷ ︸︸ ︷
δWk

δJ
∂kJ︸ ︷︷ ︸

=0

+∂kWk[J ]
)
− ∂k∆Sk[φ]

=
1
2

(〈ϕ∂kRkϕ〉J − 〈ϕ〉 ∂kRk 〈ϕ〉)︸ ︷︷ ︸
=〈ϕ∂kRkϕ〉cJ=Tr(Gk∂kRk)

(B.6)
=

1
2

Tr
[(

Γ(2)
k +Rk

)−1
∂kRk

]
(B.10)

Für fermionische Freiheitsgrade liefert eine ähnliche Rechnung unter Berücksichtigung der
Grassmann-Wertigkeit dieselbe Gleichung, jedoch mit einem zusätzlichen Minuszeichen,
d. h.

∂kΓk|fermionisch = −1
2

Tr
[(

Γ(2)
k +Rk

)−1
∂kRk

]
. (B.11)

Durch die Superspur, bei der die fermionische Spur von der bosonischen Spur abgezogen
wird, lässt sich die Wetterich-Gleichung damit zusammengefasst schreiben als

∂kΓk =
1
2

STr
[(

Γ(2)
k +Rk

)−1
∂kRk

]
. → (3.1)
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B.2 Nachweis der Supersymmetrie im 3D-Wess-Zumino-Modell

B.2 Nachweis der Supersymmetrie im
3D-Wess-Zumino-Modell

Die (3+1)D-Susy-Transformaionen reduzieren sich mit α4 = (αTc , α
T )T in 3D zu

δαφ = ᾱ4(1− Γ∗)Ψ→ 2ᾱψc (B.12)

δαH = ᾱ4(1− Γ∗)(−i/∂)Ψ→ −2ᾱc/∂ψc, (B.13)

δΨ = −i/∂(<φ+ iΓ∗=φ])α4 + (<H + iΓ∗=H])α4

→
(
δψc
δψ

)
=
(
/∂φα+H∗αc
−/∂φ∗αc +Hα

)
, (B.14)

wobei sich konsistent (δψ)c = δψc ergibt, und die Susy-Algebra [δa, δβ] = 4<[β̄ /∂α] lautet.
Die kinetischen Terme des 3D-Lagrangians (4.24) transformieren damit zu

δ(∂kφ∂kφ∗) = 2<[∂k(δφ)∂kφ∗] = 4<[ᾱ∂kφ∗∂kψc]

= −4<[ᾱ(/∂2
φ∗)ψc] + ∂k<[4ᾱφ∗∂kψc],

−δ|H|2 = −2<[(δH∗)H] = 4<[ᾱH /∂ψ]

= −4<[ᾱ(/∂H)ψ] + ∂k<[4ᾱHγkψ]

δ(2ψ̄ /∂ψ) = 4<[ψ̄ /∂(δψ)] = −4<[ψ̄ /∂2
φ∗αc − ψ̄ /∂Hα]

= 4<[ᾱ(/∂2
φ∗)ψc + ᾱ(/∂H)ψ].

Die Massen- und Wechselwirkungsterme transformieren zu

−δ<[H∗W ′(φ)] = −<[(δH)∗W ′(φ)]−<[H∗W ′′(φ)δφ]
= 2<[ᾱW ′(φ)/∂ψ − ᾱH∗W ′′(φ)ψc],

δ<[ψ̄W ′′(φ)ψc] = <[(δψ̄)W ′′(φ)ψc + ψ̄W ′′′(φ)(δφ)ψc + ψ̄W ′′(φ)(δψc)]
= <[(−ᾱc/∂φ+ ᾱH∗)W ′′ψc + ψ̄W ′′′2(ᾱψc)ψc︸ ︷︷ ︸

=0

+ψ̄W ′′(/∂φα+H∗αc)]

= 2<[ᾱ(∂kW ′)γkψ + ᾱH∗W ′′ψc]

= −2<[ᾱW ′/∂ψ − ᾱH∗W ′′ψc] + ∂k<[2ᾱW ′γkψ]

Und somit ändert sich L ausschlieÿlich um einen Divergenzterm

δL = ∂k4<
[(
ᾱcφ∂

k + ᾱ(H + 1
2W

′(φ))γk
)
ψ
]
, (B.15)

das Modell ist also auch nach der Dimensionsreduktion supersymmetrisch.
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B.3 Fouriertransformationen

Die Fouriertransformation wird in dieser Arbeit als

f(x) =
∫
ddp

Ω
f̃(p)eipx, (B.16)

f̃(p) =
∫
ddx f(x)e−ipx (B.17)

de�niert, wobei das Phasenraumvolumen Ω aus

Ω : =
∫
ddx

∫
ddp eipx (B.18)

bestimmt wird. Wenn über den gesamten Rd integriert wird, ist Ω = (2π)d. Im Fol-
genden und im Hauptteil der Arbeit wird auf die Tilde der Fouriertransformierten f̃(p)
verzichtet, da an der Variablen x bzw. p ersichtlich ist, ob die Funktion selbst oder ihre
Fouriertransformierte gemeint ist. Die komplexe Konjugation einer Funktion ergibt sich
mit (B.16) zu

f∗(x) =
∫
ddp

Ω
f∗(p)e−ipx, (B.19)

und jede Ortsableitung ∂µ erzeugt einen Faktor ipµ bzw. −ipµ:

∂lµf(x) =
∫
ddp

Ω
f(p)(ip)leipx (B.20)

∂lµf
∗(x) =

∫
ddp

Ω
f∗(p)(−ip)le−ipx (B.21)

Bei Produkten mehrerer Funktionen in einem Integral gilt∫
ddx

∏
j

fj(x) =
∫ ∏

j

ddpj
Ω

fj(p) eix
P
j pj︸ ︷︷ ︸

=Ωδ(
P
j pj)

, (B.22)

womit ∫
ddx |Zk(∂k)H(x)|2 =

∫
ddx |

∞∑
n=0

(zkn∂k)
nH(x)|2

=
∫
ddp

Ω

∫
ddq

Ω
(
∑
n

(zkn)∗(−ip)n)︸ ︷︷ ︸
=Zk(−p)

H∗(p)×

× (
∑
m

zkm(iq)m)︸ ︷︷ ︸
=Zk(q)

H(q) Ωδ(−p+ q)

=
∫
ddp

Ω
Zk(p)2|H(p)|2 (B.23)
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folgt. Die Wellenfunktionsrenormierung wird als reellwertig angenommen, womit Z∗k(−p) =
Zk(p) genutzt werden kann.

Analoge Rechnungen ergeben∫
ddx |Zk(∂k)∂µφ(x)|2 =

∫
ddp

Ω
Zk(p)2|pφ(p)|2, (B.24)∫

ddx (Zk(∂k)ψ̄(x))/∂(Zk(∂k)ψ(x)) =
∫
ddp

Ω
Zk(p)2ψ̄(p)(i/p)ψ(p). (B.25)

Beim Wechselwirkungsterm ist auf die Vorzeichen zu achten, es ergibt sich∫
ddx ψ̄(x)W ′′(x)ψc(x) =

∫
ddp

Ω

∫
ddq

Ω
ψ̄(p)W ′′(p+ q)ψc(q). (B.26)
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C Gruppentheorie

C.1 Lie-Gruppen

Jede Symmetrietransformation lässt sich mathematisch durch eine Gruppenoperation
beschreiben. Die De�nition einer Gruppe nebst den Bedeutungen für Symmetrien lautet:

Eine Gruppe (G, •) ist de�niert durch eine Menge G und eine Abbildung • : G×G→ G
mit den Eigenschaften

• Neutrales Element: ∃1∀ a ∈ G : a • 1 = 1 • a = a,
jede Symmetriegruppe beinhaltet den Spezialfall �nichts ändern�,

• Inverses Element: ∀ a ∈ G∃ a−1 ∈ G : a • a−1 = a−1 • a = 1,
jede Symmetrietransformation ist umkehrbar,

• Abgeschlossenheit: ∀ a, b ∈ G : a • b ∈ G,
zwei hintereinander ausgeführte Symmetrietransformationen lassen sich durch eine
einzelne Symmetrietransformation beschreiben,

• Assoziativität: ∀ a, b, c ∈ G : (a • b) • c = a • (b • c) =: a • b • c.

Nicht zwingend notwendig ist hingegen die Kommutativität a • b = b • a, deren Erfül-
lung eine Gruppe als abelsch de�niert. Im Folgenden wird, wie allgemein üblich, das
Verknüpfungssymbol • weggelassen, sofern dessen Anwendung eindeutig ist.

Die Parameter ξa mit a = 1, ..., n einer kontinuierlichen Symmetrietransformation können
so gewählt werden, dass aus der Wahl verschwindender Parameter ξa = 0 die identische
Abbildung G(0) = 1 folgt. Darüber hinaus hängen kontinuierliche Symmetrietransforma-
tionen mathematisch glatt von ihren Parametern ab, d.h. sie bilden eine di�erenzierbare
Mannigfaltigkeit, womit eine solche Symmetriegruppe sogar eine Lie-Gruppe bildet. Einer
Lie-Gruppe lässt sich auch eine Lie-Klammer [·, ·], der Kommutator

[A,B] := AB −BA (C.1)

zuordnen, der im abelschen Fall identisch verschwindet. Der Kommutator erfüllt alle
Bedingungen an eine Lie-Klammer, d.h. er ist bilinear, antikommutativ und erfüllt die
Jacobi-Identität

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0. (C.2)

69



C Gruppentheorie

Da physikalische Systeme durch Hilbertraumvektoren |Ψ〉 ∈ H beschrieben werden und
die Wahrscheinlichkeit des Übergangs eines Systems vom Zustand |A〉 in den Zustand
|B〉 durch den Betrag des Skalarprodukts | 〈A|B〉 | bestimmt wird, dürfen physikalisch
sinnvolle Symmetrietransformationen das Skalarprodukt für Übergangsamplituden nicht
verändern. Dies läuft letztendlich darauf hinaus, dass die zugehörigen Gruppenelemente
unitär〈3.1〉 und linear sind und daher im Folgenden als u(ξ) bezeichnet werden. Die Uni-
tarität spiegelt sich auch im Standardmodell der Teilchenphysik wieder, welches durch
die Symmetriegruppen SU(3)QCD×SU(2)×U(1)Y beschrieben wird〈3.2〉. In Abweichung
von der Unitaritätsforderung genügt bei reellwertigen Gröÿen wie den Ortskoordinaten
eine orthogonale Gruppe〈3.3〉, wie gleich bei der Poincaré-Gruppe (Abschnitt D) zu sehen
sein wird.

C.2 Darstellungen

Eine Abbildung D, die jedem Element der Gruppe G eindeutig ein Element aus einer
Gruppe G̃ = D(G) zuordnet, ist ein Homomorphismus, wenn

∀g, h ∈ G : D(g)D(h) = D(gh)

erfüllt ist. G̃ wird dann als Darstellung der Gruppe G bezeichnet. Ist die Abbildung
darüber hinaus auch eindeutig umkehrbar, handelt es sich um einen Isomorphismus bzw.
eine treue Darstellung.

Lineare, N -dimensionale Darstellungen werden hierbei durch N ×N -Matrizen beschrie-
ben, im Spezialfall N =∞ durch lineare Operatoren. Dabei muss N ≥ dim(G) sein. Die
Dimension einer Lie-Gruppe dim(G) ist gegeben durch die Anzahl n ihrer unabhängigen
Parameter ξa. Lassen sich alle Elemente einer Gruppe in einer linearen Darstellung in
Blockdiagonalform schreiben, wird die Darstellung reduzibel genannt, ansonsten irreduzi-
bel. Jede der unendlich vielen reduziblen Darstellungen lässt sich durch die endlich vielen
irreduziblen Darstellungen herleiten. Daher genügt eine Untersuchung der irreduziblen
Darstellungen einer Gruppe, um diese vollständig zu beschreiben.

〈3.1〉 Unitär bedeutet hierbei, dass u†u = 1 ist, wobei u† zu u hermitesch konjugiert ist, was über die
Beziehung 〈A|uB〉 =

˙
u†A

˛̨
B
¸
de�niert ist.

〈3.2〉Dabei bildet SU(2)× U(1)Y die elektroschwache Wechselwirkung.
〈3.3〉Ein Operator o ist orthogonal, wenn oT o = 1 mit Transponiertem oT = (o†)∗.
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C.3 Generatoren, Lie-Algebren

Die Elemente u(ξ) der Lie-Gruppe können in einer Taylorreihe um die Identität herum
entwickelt werden,

u(ξ) = 1 + itaξ
a +O(|ξ|2). (C.3)

Hierbei wird, wie ab sofort immer, die Einsteinsche Summenkonvention angewandt, d.h.
über doppelt auftretende Indizes ist zu summieren. Der Laufbereich von a ist 1, 2, ..., n,
und die n = dim(G) hermiteschen〈3.4〉 Elemente ta = −i∂u(ξ)

∂ξa

∣∣
ξ=0

werden als Generatoren
der Lie-Gruppe bezeichnet, da sich aus diesen in�nitesimalen Transformationen durch

u(ξ) = lim
M→∞

(
1+ ita

ξa

M

)M
(C.4)

= exp (itaξa) (C.5)

die endlichen Transformationen vollständig beschreiben lassen. Die Gruppeneigenschaf-
ten spiegeln sich in den Generatoren dadurch wieder, dass diese die Lie-Algebra

[ta, tb] = ifab
ctc (C.6)

mit Strukturkonstanten fabc ∈ R erfüllen. Im Falle einer abelschen Lie-Gruppe verschwin-
den diese Konstanten vollständig. Gruppen mit derselben Lie-Algebra sind zumindest
lokal isomorph und bilden daher Darstellungen derselben Lie-Gruppe. Die zu einer Lie-
Gruppe gehörige Lie-Algebra wird meist durch dieselben Zeichen, jedoch in kleinen Frak-
turbuchstaben, bezeichnet, z.B. gehört zur Gruppe SU(N) die Algebra su(N).

Der Rang einer Lie-Gruppe ist festgelegt durch die Anzahl gleichzeitig kommutierender
Generatoren. Darüber hinaus kann es Operatoren geben, die mit allen Generatoren ver-
tauschen. Diese Operatoren werden in der Physik als Casimir-Operatoren bezeichnet.
Die möglichen Eigenwerte der Casimir-Operatoren charakterisieren die unterschiedlichen
Darstellungen.

〈3.4〉hermitesch: h† = h
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Jede Theorie, die mit der speziellen Relativitätstheorie (SRT) vereinbar ist, muss inva-
riant gegenüber den Transformationen der Poincaré-Gruppe sein. Diese besteht aus der
Menge der Transformationen, die das Linienelement ds2 = ηµνdx

µdxν nicht ändern. Der
Laufbereich von µ und ν ist in (3+1) Dimensionen 0, 1, 2, 3 und mit x0 = c·t wird die Zei-
trichtung beschrieben. In der Teilchenphysik wird dieMinkowski-Metrik ηµν üblicherweise
als ηµν = diag(+1,−1,−1,−1), kurz (+ − −−)gewählt. Der wesentliche Unterschied zur
allgemeinen Relativitätstheorie (ART) besteht in der Konstanz der Metrik, welche in der
ART zum metrischen Tensor ηµν → gµν(x) verallgemeinert wird. Die Metrik ermöglicht
das Umwandeln von kovarianten Vektoren xµ in kontravariante Vektoren xµ = ηµνx

ν

und umgekehrt.
Eine zunächst beliebige Koordinatentransformation lautet

xµ → aµ + Λµνx
ν +O(x2)

⇒ dxµ → Λµνdx
ν +O(dx2), (D.1)

womit ds2 → ηµνΛµρdx
ρΛνσdx

σ +O(dx2) != ds2. (D.2)

Die nichtlinearen Terme müssen in der SRT also wegfallen und

ηµνΛµρΛ
ν
σ

!= ηρσ. (D.3)

Die Menge aller 4 × 4-Matrizen der Λ, die diese Bedingungen erfüllt, wird (zusammen
mit der Matrixmultiplikation) Lorentz-Gruppe genannt und, da die Λ orthogonal sind,
mit O(3, 1) bezeichnet. Sie besteht aus vier Zusammenhangskomponenten, d. h. vier in
sich geschlossenen Halbgruppen. Von diesen Komponenten enthält nur eine die 1 und
bildet damit selbst eine richtige Gruppe, die eigentliche orthochrone Lorentzgruppe. Alle
Matrizen dieser Untergruppe erfüllen zusätzlich zu (D.3) auch

Λ00 ≥ 1, det Λ = 1, (D.4)

d.h. die Zeitrichtung und die Händigkeit der Raumachsen bleiben unverändert. det Λ = 1
wird mit der Wort speziell identi�ziert, womit die Bezeichnung SO+(3, 1) zutre�end
ist. Die Transformationen der anderen Zusammenhangskomponenten der O(3, 1) las-
sen sich durch Multiplikation der SO+(3, 1)-Elemente mit der Zeitumkehrmatrix T =
diag(−1, 1, 1, 1) und/oder der Paritätstransformation P = diag(1,−1,−1,−1) erreichen.
Letztere ist nur bei einer geraden Raumzeitdimension gleichbedeutend mit einer Raum-
spiegelung, im Allgemeinen muss eine ungerade Anzahl von Raumkoordinaten gespiegelt
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werden.
Die Lorentz-Gruppe beschreibt zunächst nur die Lorentz-Boosts Λ, zusammen mit den
Translationen a bildet sie im semidirekten Produkt die Poincaré-Gruppe (Λ, a) mit der
Gruppenmultiplikation

(Λ, a) · (Λ′, a′) = (Λ · Λ′, a+ Λ′ · a′). (D.5)

D.1 Die Poincaré-Algebra

Die Transformationen der Poincaré-Gruppe lassen sich durch die sechs GeneratorenMµν

der Lorentzgruppe sowie die vier Generatoren Pµ der Translationsgruppe darstellen zu

(Λ, a) = exp
(
− i

2ωµνM
µν − iaµPµ

)
(D.6)

mit [Pµ, P ν ] = 0, (D.7)

[Pµ,Mρσ] = i
(
ηµρP σ − gµσP ρ

)
, (D.8)

[Mµν ,Mρσ] = −i
(
ηµρMνσ − ηµρMσν − ηνρMµσ + ηνσMµρ

)
. (D.9)

Sogenannte Lorentzskalare sind dadurch de�niert, dass sie mit den Mµν vertauschen,
in der kovarianten Formulierung sind dies einfach alle Ausdrücke, die keine äuÿeren
Lorentzindizes tragen. Da die Pµ untereinander vertauschen, bildet das Lorentzska-
lar P 2 = PµP

µ einen Casimir-Operator. Ein weiterer Casimir-Operator lässt sich mit
den Mµν bilden, indem der Pauli-Lubanski-Vektor Wµ = 1

2εµνρσP
νMρσ quadriert wird,

W 2 = WµW
µ. Dabei ist εµνρσ der total antisymmetrische Tensor mit ε0123 = 1, und das

Vertauschen zweier Indizes bewirkt einen Vorzeichenwechsel. Dass W 2 auch mit den Pµ

kommutiert, wird durch PµWµ = 0 klar.

Die Mµν lassen sich in die äuÿeren Drehungen Lµν = xµP ν − xνPµ und die inneren
Drehungen Σµν zerlegen. Dabei ist (Σµν)ρσ = i

(
ηµρδνσ− ηνρδ

µ
σ

)
in der Tensordarstellung,

was ganzzahligem Spin entspricht, und Σµν = i
4 [Γµ,Γν ] in der Spinordarstellung für

halbzahligen Spin. Die Γ-Matrizen erfüllen die Cli�ord-Algebra, auf die in Abschnitt 2.3
genauer eingegangen wird. Der L-Anteil in Wµ verschwindet hierbei stets.

Die SO(n) besitzt die Dimension〈4.1〉 1
2n(n− 1), womit die Poincaré-Algebra durch Hin-

zunehmen der n Translationsgeneratoren die Dimension 1
2n(n + 1). Damit besitzt die

Poincaré-Gruppe in 4 Dimensionen 10 Generatoren, die sich unterteilen lassen in 4 Trans-
lationen, 3 Drehungen und 3 Lorentz-Boosts.

〈4.1〉 Durch die Orthogonalität werden z.B. alle Subdiagonalelemente einer n×n-Matrix eingeschränkt, die
Forderung det Λ = 1 ergibt eine weitere Bedingung

74



D.2 Irreduzible Darstellungen der Lorentz-Gruppe

D.2 Irreduzible Darstellungen der Lorentz-Gruppe

Die sechs Generatoren Mµν der Lorentz-Gruppe lassen sich durch die drei Drehgenera-
toren Jk = 1

2ε
ijkM ij und die drei Boost-Generatoren Ki = M0i darstellen. Mit ihnen

lassen sich die zwei Casimir-Operatoren T 2
± mit T± = 1

2(J i ± iKi) bilden, wobei die
T± zwei miteinander vertauschende Drehimpulsoperatoren sind. Die Eigenwerte von T 2

±
sind daher n(n + 1) und m(m + 1) mit halbzahligen n,m. Darstellungen der Lorentz-
Gruppe können durch das Tupel (n,m) charakterisiert werden und besitzen die Dimen-
sion (2n + 1)(2m + 1). Der Spin j einer Darstellung ist wegen J = T+ + T− gegeben
durch

j = n+m. (D.10)

Die Lorentz-Transformationen lassen sich durch die Parameter νi := ω0i und ϕk := εijkωk
als

Λ = exp
[
−i(~ϕ ~J + ~ν ~K)

]
(D.11)

= exp
[
−i(~ϕ− i~ν)~T+

]
exp

[
−i(~ϕ+ i~ν)~T−

]
(D.12)

darstellen.

Die Paritätstransformation führt T+ in T− über und umgekehrt. Die Chiralität λ =
−(n − m) ist daher Lorentz-invariant, wechselt aber bei Paritätstransformationen das
Vorzeichen und wird daher als Pseudoskalar bezeichnet. Für positves λ wird die Darstel-
lung als rechtshändig bezeichnet, für negatives λ als linkshändig.

Die einfachste irreduzible Darstellung der Lorentzgruppe ist die eindimensionale Darstel-
lung (0, 0). D.h. Lorentz-Skalare besitzen einen Spin 0. Sie werden in Abschnitt 2.2 näher
betrachtet. Darüber hinaus gibt es die zwei Fundamentaldarstellungen (1

2 , 0) und (0, 1
2),

entsprechend ihrer Händigkeit linke und rechte Fundamentaldarstellung genannt. Auf die-
se Darstellungen wird in Abschnitt 2.3 genauer eingegangen. Alle weiteren Darstellungen
lassen sich durch

(n,m) = (n, 0)⊗ (0,m) und (D.13)

(n, 0)⊗ (m, 0) = (n+m, 0)⊕ (n+m− 1, 0)⊕ ...⊕ (|n−m|, 0) (D.14)

beschreiben. Das direkte Produkt ⊗ ist dabei de�niert als Tensorprodukt

(Fµν) ∈ A1 ⊗A2 :⇔ Fµν = Aµ1A
ν
2 mit (Aµi ) ∈ Ai, (D.15)

die direkte Summe ⊕ als Zusammenfassung zu einem Tupel

(Fα) ∈ A1 ⊕A2 :⇔ (Fα) = (Aµ1 , A
ν
2) mit (Aµi ) ∈ Ai. (D.16)
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D.3 Irreduzible Darstellungen der Poincaré-Gruppe

Der Operator P 2 besitzt kontinuierliche, reelle Eigenwerte. Bei P 2 = (mc)2 > 0 handelt
es sich um die massive Darstellung . Eine dann mögliche Koordinatentransformation ins
Ruhesystem Pµ = (mc, 0, 0, 0) liefert W 2 = −m2c2~S2 mit Si = 1

2ε
ijkΣjk. ~S erfüllt

die Drehimpulsalgebra [Si, Sj ] = iεijkSk und S2 besitzt die Eigenwerte s(s + 1) für
halb- oder ganzzahliges s. Die 2s + 1 möglichen Einstellungen der Spinprojektion sind
−s,−s + 1, ..., s − 1, s. Es handelt sich bei s um den Spin eines Teilchens, während m
die Masse ist. Beispiele sind Elektronen (Spin-1

2 , ms = ±1
2 , ms bezeichnet die möglichen

Spin-Orientierungen) und Pionen (Spin-1, ms = 0,±1).

Für P 2 = 0 und W 2 = 0 ist Wµ = hPµ, d.h. P 2 und W 2 bilden nicht mehr zwei
unterschiedliche Casimir-Operatoren. Hingegen ist die Helizität h = W 0/P 0 nun ein
Casimir-Operator, wobei sich mitW 0 = ~P ~S und P 0 = |~P | dann h = ~P/|~P |· ~S ergibt, d.h.
die Helizität ist die Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung und entspricht damit
im masselosen Fall der Chiralität. Mögliche Werte sind h = ±s, wobei auch hier nach
s = 0, 1

2 , 1, ... klassi�ziert werden kann. Ein Beispiel sind Photonen (Spin-1, Helizitäten
±1).

Die Darstellung mit P 2 < 0 beschreibt Tachyonen, die sich ausschlieÿlich mit Überlicht-
geschwindigkeit bewegen, die Darstellung mit P 2 = 0 und W 2 6= 0 masselose Teilchen
mit kontinuierlichem Spin. Beides konnte bisher nicht experimentell beobachtet werden.
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