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Der unermesslich reichen, stets sich erneuernden Na-
tur gegeniiber wird der Mensch, soweit er auch in
der wissenschaftlichen Erkenntnis fortgeschritten sein
mag, immer das sich wundernde Kind bleiben und
muss sich stets auf neue Uberraschungen gefasst ma-
chen.

Max Plank






1. Einleitung

Der Beginn des 20. Jahrhunderts steht mit den Arbeiten von ALBERT EINSTEIN
und MAX PLANK fiir den Aufbruch der Physik zum ganz Groflen wie zum ganz
Kleinen. Keiner Epoche zuvor war es beschieden, so rasant Entdeckung an Ent-
deckung zu kniipfen und in kiirzester Zeit ein neues — das moderne — Weltbild zu
formen. Viele waren an diesem Erfolg beteiligt, der die Physik in weniger als 50
Jahren grundlegend &ndern sollte. An die Stelle der NEWTONSCHEN ewig gleich
flieBenden Zeit, der alle Bewegung unterworfen war, trat die Vorstellung einer dy-
namischen wechselseitigen Beziehung von Raum, Zeit und Materie. An die Stelle
der Atome DEMOKRITS, der unteilbar kleinsten Bausteine, trat ein vollig neues
Konzept, das die klassischen Grenzen von Teilchen und Welle zu verwischen be-
gann. Die Einsicht in die Struktur der Materie wuchs stetig, neue Teilchen wurden
entdeckt, Theorien entwickelt, die mehr und mehr Teilchen vorhersagten und die
schlieBlich auch (fast) alle gefunden wurden. Das Standardmodell der Elementar-
teilchenphysik fasst diese Errungenschaften in einen gemeinsamen theoretischen
Rahmen, der Vorhersagen mit einer bisher von keiner anderen Wissenschaft er-
reichten Genauigkeit ermoglicht. Dieses Grundgeriist ist die Quantenfeldtheorie.
Sie stellt den gelungenen Versuch dar, die aufgeworfenen Fragen der Quantentheo-
rie mit dem neuen Raumzeitbegriff zu vereinen. Dariiber hinaus bringen die durch
dieses Gertist getragenen Theorien Ordnung in den sonst uniiberschaubaren ” Teil-
chenzoo” der modernen Elementarteilchenphysik. Den Schliissel zu dieser Einsicht,
die weit iiber das blofle Zahlen und Katalogisieren der Teilchen hinausgeht, bilden
Symmetrien. Ermoglicht ihr Vorhandensein zunéchst die Klassifikation anhand
der mit ihnen verbundenen Erhaltungsgrofien, gehen die lokalen Eichsymmetrien
sogar noch weiter und bieten eine Erkldrungsmoglichkeit fiir die beobachteten vier
Naturkrifte tiberhaupt. Als integraler Bestandteil des Standardmodelles gehoren
diese Eichtheorien heute zu den herausragenden Leistungen der theoretischen Phy-
sik.

Bei allen Erfolgen sind aber bis heute auch eine Fiille von Fragen unbeantwortet

geblieben. Ein viel beachtetes Problem ist der Einschluss der heute als am elemen-



1. FEinleitung

tarsten geltenden Teilchen — den Quarks — in Baryonen und Mesonen. Die Quarks
werden von der diesen Sektor des Standardmodelles beschreibenden Quantenchro-
modynamik (QCD) vorhergesagt, wurden aber bisher in keinem Experiment direkt
beobachtet. Daher muss die QCD dieses Einschluss-Phéanomen (Confinement) er-
klaren konnen, wenn sie endgiiltig Anerkennung finden soll. Zur Losung scheint das
heutige Verstindnis der Quantenfeldtheorie an seine Grenzen zu stoflen. So kénnen
zwar pertubative Ergebnisse aufgrund der asymptotischen Freiheit der QCD fiir
tief inelastische Streuexperimente erhalten werden, die Methode versagt jedoch
bei Fragen zum Grundzustand (dem Vakuum) der Theorie, wie sie fiir das Confi-
nement von Bedeutung wiren. Fiir diese miissen nicht-pertubative Zugénge entwi-
ckelt werden, von denen die Gitterformulierung als einer der vielversprechendsten
gilt. Ohne den technischen Details spéterer Kapitel vorzugreifen, erméglicht das
Gitter das Studium der vollen (nicht pertubativen) Theorie. Die Vakuumstruktur
kann sichtbar gemacht werden und auch das Confinement wird beobachtet. Ne-
ben ausgefeilten analytischen Methoden ist hierbei das wichtigste Hilfsmittel zur
Gewinnung von neuen Aussagen der Computer. Das Gitter erméglicht die numeri-
sche Behandlung der auftretenden Fragestellungen und die gewonnenen Resultate
bestétigen die aufgestellten Vermutungen. Das sich abzeichnende Bild fiir das Con-
finement ergibt, dass das Vakuum in einer symmetrischen (kein Einschluss oder
Deconfinement) oder in einer gebrochenen (Einschluss oder Confinement) Phase
vorliegen kann. Im Rahmen dieser Arbeit nehmen wir wir dabei den Standpunkt
ein, dass die Auswahl der Phase durchaus iiber die Temperatur oder den Druck
geschieht. Bei sehr hohen Temperaturen (k7" ~ 150Mel’) oder unter enormen
Druck, wie sie z.B. kurze Zeit nach dem Urknall oder zur heutigen Zeit in Neu-
tronensternen herrschen, kénnen die Quarks und die die starke Kraft iibertragen-
den Gluonen entkoppeln und ein Quark-Gluonplasma bilden. Die uns umgebende
Natur liegt hingegen in der gebrochenen Phase mit den sich aus den Quarks kon-
stituierenden Nukleonen vor. Da die QCD als Theorie in ihrer Gesamtheit jedoch
kaum zu kontrollieren ist, besteht ein moéglicher Losungsansatz darin, sich auf die
den Phaseniibergang verursachenden Freiheitsgrade der Theorie zu beschréanken.
Damit wird gleich zu Beginn die Frage aufgeworfen, welche dies sind und wie die
QCD anschlieend zu vereinfachen ist. Die Antwort hierauf geben die effektiven
Theorien. So wie die phenomenologische Thermodynamik die Details der ihr zu
Grunde liegenden statistischen Physik ausblendet, vernachléissigen diese die (hof-
fentlich) irrelevanten Freiheitsgrade der vollen Theorie und erlangen dadurch eine

einfachere Gestalt. Bei diesem Vorgehen konnen numerische Simulationen sowohl



der vollen Theorie als auch der effektiven Modelle wertvolle Hinweise liefern. So-
wohl iiber wichtige Merkmale wie iiber die Giiltigkeit gemachter Annahmen und
Ansitze konnen mit Hilfe von solchen computergestiitzten Methoden Aussagen
gefunden werden.

In dieser Arbeit soll eine konkrete Methode vorgestellt werden, die in dem be-
schriebenen Umfeld Anwendung finden kann. Um das Problem weiter zu verein-
fachen, werden wir an Stelle der QCD die YANG-MILLS-Theorien studieren. Dies
bedeutet, dass die in der QCD enthaltenen Fermionen als unendlich massiv und da-
mit nicht-dynamisch behandelt werden. Die erhaltenen einfacheren Modelle bieten
bereits ein interessantes Betéatigungsfeld fiir die zu entwickelnden Methoden und
Programme. Fiir eine realistische Theorie miissen am Ende auch wieder Fermionen
beriicksichtigt werden, was jedoch — allein unter numerischen Gesichtspunkten —
zu einem erheblichen Mehraufwand fithrt und weit auflerhalb der Reichweite die-
ser Arbeit liegt. Im Folgenden geben wir einen kurzen Uberblick zum Aufbau der
Arbeit. In Kapitel 2 werden die notwendigen analytischen Begriffe und Ergebnisse
in Kiirze dargestellt. Im Einzelnen werden dort Eichtheorien als klassische Feld-
theorie und deren Quantisierung im Gitterformalismus besprochen. Das Kapitel
abschlieend gehen wir auf Feldtheorien bei endlicher Temperatur ein. In Kapi-
tel 3 finden sich die — ebenfalls noch analytischen — Vorbetrachtungen sowie eine
ausfiihrliche Beschreibung der Inverse MONTE-CARLO-Methode. Die wichtigsten
numerischen Voraussetzungen werden Gegenstand des vierten Kapitels sein und
umfassen neben einer kurzen Vorstellung der MONTE-CARLO-Methode noch wei-
tere Aspekte, die im Zusammenhang mit den im dritten Kapitel eingefiihrten
SCHWINGER-DYSON-Gleichungen stehen. Unsere konkret fiir den Fall der SU(2)-
YANG-MIiLLs-Theorie erhaltenen Ergebnisse werden in Kapitel 5 austfiihrlich dar-
gestellt und diskutiert. Das sechste und letzte Kapitel dient dem Ausblick auf
den interessanteren Fall der SU(3)-YANG-MILLs-Theorie, die eng mit der oben
diskutierten QCD verwandt ist.
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2. Gittereichfeldtheorien bei
endlicher Temperatur

Das in diesem Kapitel dargestellte Material hat ldngst Einzug in die géngigen
Lehrbiicher der Quantenfeldtheorie gehalten, so dass wir im Einzelnen auf Zitate
verzichten. Im Abschnitt tiber die klassischen Aspekte folgen wir im Wesentlichen
[6, 31, 50, 57] und [64]. Eine ausfiihrliche Darstellung des Pfadintegralformalismus
findet sich in [25, 39, 40, 41, 57|, Standardtexte fiir die Gitterformulierung sind
[13, 41, 46, 56] sowie [58]. Feldtheorien bei endlichen Temperaturen werden in
[43, 56] ausfiihrlich behandelt.

2.1. Eichtheorien

Das allen Untersuchungen in dieser Arbeit zu Grunde liegende Konzept ist das Vor-
handensein lokaler Symmetrien der Theorie und damit einhergehend die Existenz
von Eichfeldern. Dieser Abschnitt dient der Zusammenstellung der wichtigsten
Definitionen und Ergebnisse, die im weiteren Verlauf bendtigt werden. Wir begin-
nen mit der einfachsten LAGRANGE-Dichte mit vorhandener Eichsymmetrie, der
LAGRANGE-Dichte der QED

Lagn = 1 Fu P + 50— m) + e A (21)
Mit den Definitionen
D, =0, +ieA, und D =~"D, (2.2)
geht (2.1) in
Laen = —3 Fu ¥ (B — m) (23

iiber und ist offensichtlich fiir konstantes A € R invariant unter der Transformation

() — eM(a), U(a) = P(a)e ™. (2.4)
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Verlangen wir hingegen, dass A eine beliebige (reelle) Funktion auf der Raumzeit

ist, A = A(x), bleibt (2.3) nur dann invariant, wenn zusétzlich zu

b(z) — eNDp(x) P(x) — P(r)e M@ (2.5a)

auch
ZD N eiA(x)lDefiA(x) (25b)

gilt'. Die Transformationen (2.5) multiplizieren die Felder bzw. den DIRAC-Ope-
rator der Theorie mit einer lokal variierenden Phase e*(®) € (1), ohne dabei die
Wirkung und damit die Bewegungsgleichungen der Felder oder andere physikali-
sche Eigenschaften der Theorie zu édndern. Man sagt daher auch, dass die QED
eine U(1)-Eichtheorie ist. Der in (2.2) definierte lineare Operator D, heifit auch
aufgrund seines Transformationsverhaltens (2.5b) kovariante Ableitung.

Bevor wir darauf ndher eingehen, soll das bisher Besprochene von U(1) auf
SU(N) verallgemeinert werden, wozu es niitzlich ist die folgenden gebréuchlichen
Notationen einzufithren: Mit Q(z) bezeichnen wir die (lokale) Eichtransformation
und mit %, ) etc. die transformierten Grofen. Da Q(x) € SU(N) eine N x N-
Matrix ist, wird aus dem bisherigen DIRAC-Spinor ¢ im einfachsten Fall? ein
N —komponentiger Spaltenvektor mit einem inneren ”Farbindex” a = 1... N. Die
Eichtransformationen (2.5) nehmen somit folgende Gestalt an (die Farbraumindi-
zes sind unterdriickt und mit Q € SU(N) gilt Qf = Q1) :

Y (x) = Qa)p(x), A (x) = P(x)Q (2), QDM = Q(x)DMQT(x) ) (2.6)

Um die elektrische Ladung als Kopplungsstéirke zwischen Materie und Eichfeld
zu verallgmeinern, wird von nun an eine eichfeldspezifische Kopplung ¢ und eine
darstellungsabhéngige Ladungszahl ¢, die wir 1 setzen, unterschieden. Setzen wir
(2.2) in (2.6) ein:

”(au +igA,) = Qz)(0, + igAM)Q_l(x)
= Q2)0,07 () +igQ(x) A, Q7 (2)
=0, +igQA Q" + Q0,07 (2.7)

erhalten wir mit Qé?u = 0, das Transformationsverhalten des Eichfeldes

24, = QA0+ Q0,07 (2.8)

!Zumindest fiir den Materieterm () — m)i ist dies offensichtlich.
2Fiir unsere Zwecke ist es ausreichend nur die definierende Darstellung zu beriicksichtigen.
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dass nun ebenso wie die Eichtransformation () als eine N x N—Matrix verstan-
den werden soll®, wihrend sich (2.8) fiir Q(x) = 2@ € U(1) wieder auf den aus
der Elektrodynamik bekannten Ausdruck %A, = A, + 9,A reduziert.

Man gelangt demnach direkt zur Theorie des Elektromagnetismus, wenn aus-
gehend von der freien DIRAC-Theorie die dort manifest vorhandene globale U(1)-
Symmetrie (vgl. (2.4)) zu einer lokalen Symmetrie erweitert wird. Hierbei ersetzt
die kovariante Ableitung D, die partielle Ableitung 0,, d.h. es muss ein neu-
es Feld A, eingefiihrt werden, um (2.5b) zu erfiillen. Gleichzeitig werden damit
die elektromagnetischen Wechselwirkungen der bereits vorhandenen Fermionfelder
eingefiihrt. Die hier betrachteten Symmetrien fiihren fiir das Eichfeld zwangslaufig
auf ein Spin-1-Feld und dessen Quanten allgemein als Eichbosonen bezeichnet wer-
den. In der QED sind dies die Photonen und in der QCD heiflen sie Gluonen. Im
Vergleich zu (2.1) fehlt nur noch der kinetische Term (MAXWELL-Term ) fiir das
Eichfeld F},, F'*”, wobei seine Form durch die Forderung nach LORENTZ- und Ei-
chinvarianz bereits fixiert wird*. Die hierbei benutzte Feldstirke F),, ergibt sich da-
bei fiir die QED (in der bekannten Weise) aus den Eichfeldern: F),, = 0,4, —0,A,,.
Fiir eine entsprechende Verallgemeinerung kommen wir direkt zum Ziel, wenn die
Feldstérke in Analogie zum RIEMANN- oder Kriimmungstensor der allgemeinen
Relativitatstheorie als Kommutator zweier kovarianter Ableitungen definiert wird
[10]:

F, %< %[Du, D,]. (2.9)
Eine kurze Rechnung zeigt
[Dyy D] = ig(0, A, = 0,A,) + (ig)*[Au, A (2.10)
und damit
Fow = (04, — ,4,) + ig[ Ay, A, (2.11)

Die Natiirlichkeit der Definition (2.9) lédsst sich differentialgeometrisch begriinden

3Bei dieser Charakterisierung wird zunichst die geometrische Natur des Eichfeldes nicht klar.
Mathematisch korrekt entspricht das Eichfeld einer Einsform, die Werte in der Lie-Algebra
der Eichgruppe su(N) annimmt. Der Text bezieht sich unter diesem Gesichtspunkt auf die

fundamentale Darstellung der Lie-Algebra.
4Man iiberzeugt sich leicht, dass ein Masseterm m?4, A" die Eichsymmetrie brechen wiirde.

Hingegen kann in 4 Dimensionen noch ein weiterer Term F) ;wF #¥ hinzugenommen werden.
Diese allgemeineren Wirkungen sind Gegenstand der topologischen Feldtheorien und werden

hier nicht weiter verfolgt.
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und fiihrt direkt zum Transformationsverhalten der Feldstarke:

1 1 1
., = —["D,, D, = —[QD,Q', QD0 = Q—[D,, D,|Q" = QF,, Q. (2.12)
ig ig ig

Wir bemerken noch, dass die Feldstérke dquivalent zu (2.9) auch durch
F, =D,A,—D,A, (2.13)

definiert werden kann[58]°. Die in (2.12) gefundene Kovarianz der Feldstéirke er-

moglicht die Verallgemeinerung von (2.1):

& = —itr FoF™ + 51D — m), (2.14)

wobei die Spur zum einen zu einem Skalar fiithrt und zum anderen die Eichinvarianz
sichert, da unter ihr zyklisch getauscht werden kann. Eine wichtige Konsequenz
von (2.11) ist im nicht ABELSCHEN Fall die Existenz des Kommutators ig[A,, A,],
der in (2.14) zu kubischen und quartischen Termen in den Eichfeldern und bei der
Quantisierung zu Wechselwirkungstermen der Eichbosonen untereinander fiihrt.
Im Gegensatz zur Elektrodynamik ist damit schon die Untersuchung der ’reinen’
Eichtheorie, d.h. der Theorie ohne dynamische Fermionen, interessant und im
hohen Grade nicht trivial. Diese Theorien heilen YANG-MILLs-Theorien und wir
geben zur Vollstandigkeit die zugehorige LAGRANGE-Dichte an:

1
D%YM = _Z tI‘FlWFuV. (215)

Den Hauptgegenstand unserer Arbeit bilden die SU(2)— resp. SU(3)—YANG-
MivLs-Theorien, wobei wir unser Hauptaugenmerk auf den einfacheren Fall SU(2)
richten und erst in Kapitel 6 auf den die starke Wechselwirkung beschreibenden

und damit realistischeren Fall SU(3) zuriickkommen.

2.2. Paralleltransport und Wilson-Loop

Die enge Verwandtschaft der Eichtheorien zur allgemeinen Relativitéatstheorie, die
darin zum Ausdruck kommt, dass die gemeinsamen mathematischen Grundla-

gen einer einfachen geometrischen Vorstellung entwachsen, ldsst mit dem bereits

®Diese Definition ist sicher ungewéhnlich, da im Gegensatz zu (2.9) die kovariante Ableitung D,,
hier auf die Eichfelder A, angewandt werden soll und dies keiner geometrischen Operation
entspricht. Der Ausdruck D, A, ist daher als Matrixmultiplikation (9, + igA,)® (A,)%, zu
lesen. Diese Definition fithrt dann mit (2.13) in der Tat auf (2.11).
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adoptierten Konzept der kovarianten Ableitung auch das Analogon des Parallel-
transportes zu. Diesen zur Verfiigung zu haben, wird sich im Vorgriff auf die Git-
terregularisierung der quantisierten Theorie als sehr niitzlich erweisen, so dass an
dieser Stelle néher darauf eingegangen werden soll. Zunéchst sei an die Definition

des Paralleltransportes fiir ein Vektorfeld V* ldngs eines Weges

% :[0,1] - M*, 7 y(7) (2.16a)
erinnert:
D A — A

Wir fiithren die folgenden Bezeichner ein

70 = y(0), r=y(1) (2.16¢)

und verlangen, dass die Losung von (2.16b) eine i.Allg. vom Weg ¥ abhingende

lineare Abbildung zwischen den Tangentialrdumen in xy und x ist:
U: TpQoM* — T,M* ) V@) = U (2, 30) VP () .

Da dies ldngs des ganzen Weges fiir beliebige Vektorfelder gelten soll, muss U (y, x¢)
selbst (2.16b) erfiillen®:

y*D,U(y,x0) =0, U(xo,z9) =1. (2.17)

Bevor wir die Losung von U(y, xg) angeben, iibersetzen wir von der allgemeinen

Relativitatstheorie zuriick in die Notation der Eichtheorie:

V() = U, o)1 (o) Bal(x) = Bl (U’ (2, 7). (2.18)

An die Stelle der Vektorfelder V* treten die DIRAC-Felder ¥® und 1, wobei wir
zur Deutlichkeit den Farbindex notiert haben. Die lineare Abbildung U*,(x, z)
zwischen den Tangentialrdumen wird zu einer linearen Abbildung zwischen den
(Farb-) Vektorrdumen der inneren Symmetrie, d.h. zu einem Element der Eich-
gruppe: U(y,z) € SU(N). Die Losung kann nach einem kurzen Zwischenschritt
direkt aus (2.17) abgelesen werden. Wir erhalten

J*DU (y(7), 20) = §*(0 +igA)U (y(7), 20) =0,

6Dies ist das gleiche Argument, was in der Quantenmechanik zum Zeitentwicklungsoperator

fithrt. Die Gestalt der formalen Losung ist in beiden Féllen gleich.
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was ausgeschrieben der folgenden gewdchnlichen Differentialgleichung

d . dyt
U (y(r),w0) = (= i Au(y() )U (y(7), 20) (2.19)
entspricht. Die formale Losung lautet
[T dy"
U(y(7), x0) = Pexp —ig EA“ (y(s))ds (2.20a)
0
und kann mit (2.16¢) auch als
U(z,z9) = Pexp {—ig/ Audz”} (2.20b)
©

geschrieben werden. In (2.20) bedeutet P das pfadgeordnete Produkt entlang des
Weges ¢ in Verallgmeinerung des zeitgeordneten Produktes der Quantenmechanik.
Als néchstes untersuchen wir das Verhalten von U(y, z) unter Eichtransforma-

tionen und erwarten mit (2.6) und (2.18),

U(y) = Uly,z)v(z) = W(y) = Uy, z)%(z)
= Qv (y) = Uy, z)Qz)v(z),

das folgende Transformationsverhalten:
Uy, z) = Ay)U(y, )91 (). (2.21)

Um (2.21) zu beweisen, zerlegen wir den Pfad ¢ in infinitesimale Segmente [58]:

N
Uly,x) = ]\}2%0 11 Ulzi, zi — dz;) (2.22a)
mit
20=1Y, Zip1 =z — dz;, Ny —day =T (2.22b)

In den infinitesimalen Paralleltransportern entwickeln wir das Exponential und

setzen (2.7) ein:

W(z,z—dz) =1—ig"4,(2)dz"
=1—1ig(Q2)A.(2)Q"(2) + Q(2) (9,27 (2)) d=*
= Q(2)(Q(2) — 0,91 (2)dz" — ig A, (2)Q1 (2)d=")
= Q(2)(1 — ig A, (2)dz") Q1 (z — dz) + O(dz?)
=Q(2)U(z,2 — d2)Q (2 — dz). (2.23)

10



2.3. Pfadintegral und Gitterregularisierung

Yy
€
X
(a) Der SCHWINGER-String wird zur (b) Der WILSON-Loop ist in der
Beschreibung eichinvarianter Zwei- quantisierten Theorie die allgemeins-
Quark-Zusténde genutzt [39]. te eichinvariante Observable in Ab-

wesenheit von Fermionfeldern [63].

Abbildung 2.1.: Der Paralleltransporter erlaubt die Bildung eichinvarianter Grofien.

Der Vergleich mit (2.22) zeigt, dass sich alle Q(x;) bis auf das erste und letzte
wegheben und somit (2.21) stehen bleibt.

Eine erste Anwendung fiir den Paralleltransporter U(y, x) ist die Bildung eich-
invarianter Bilinearformen (vgl. Abb. 2.1(a)) in den Fermionfeldern [39], wie sie
bei der Beschreibung von Zwei-Quark-Zustédnden in der quantisierten Theorie auf-

treten:

T(y, ) £ $(y)U(y, 2)o(x) (2.24)

Mit (2.6) und (2.21) ist dies offensichtlich eichinvariant und damit (im Prinzip)
observabel. Die zweite wichtige Klasse von Operatoren bilden die WiLSON-Loops
(vgl. Abb. 2.1(b))

tr W (%) L trexp {—ig]g Audz“} : (2.25)
€

die ebenfalls eichinvariant sind und Paralleltransportern entlang geschlossener

Kurven entsprechen’.

2.3. Pfadintegral und Gitterregularisierung

2.3.1. Skalares Feld

Eine elegante Methode eine Theorie zu quantisieren, ist durch das Funktional-
integral gegeben, auf das wir im Folgenden am Beispiel des skalaren Feldes kurz

eingehen wollen. Das Funktionalintegral wird in der Feldtheorie als ”Summe” {iber

"Die Eichinvarianz folgt dabei aus (2.21) und der Tatsache das unter der Spur in (2.25) zyklisch
getauscht werden darf, also Uy (z,z) = Q(x)Us (z, 7)1 ().

11



2. Gittereichfeldtheorien bei endlicher Temperatur

alle klassischen Felder definiert, wobei jede Feldkonfiguration mit einer Phase ge-

_ /’DgpeiSM, Slg] = / dat / Pr 2. (2.26)

Die zeitgeordneten GREEN-Funktionen der Theorie konnen mit Hilfe des Funktio-

wichtet wird:

nalintegrals berechnet werden:
Glor, o) E QT (1) .. (@) (2.27a)
=— /D(p e (xy) . (). (2.27b)

Ihre Kenntnis erlaubt es, alle Informationen der Theorie, z.B. die S-Matrixelemente,
zu rekonstruieren. In (2.27a) bezeichnen wir mit |§2) den Grundzustand und mit
7T den Zeitordnungsoperator. Nach (2.27b) kann in diesem Zugang insbesondere
auf eine spezielle HILBERT-Raum-Darstellung der Operatoren verzichtet werden.
Im Hinblick auf die im Anschluss zu besprechende Gitterregularisierung ist es
niitzlich, die Theorie zur imaginédren oder EUKLIDISCHEN Zeit fortzusetzen, was

durch eine WicK-Rotation realisiert wird:
t— —ir, iS — —Sg. (2.28)

Im Fall des freien skalaren Feldes ist Sy durch
Sg = /dT/d3 + (V)? +m2g0) , S >0 (2.29)

gegeben und die im MINKOWSKI-Raum stark oszillierende Phase ™ geht in einen
beschriinkten Mafifaktor e=“® iiber, der Feldkonfigurationen mit grofer (EUKLI-
DISCHER) Wirkung exponentiell unterdriickt. Der durch (2.28) gegebenen EUKLI-
DISCHEN Theorie wird ebenfalls ein Funktionalintegral zugeordnet:

Zg = / Dpe e (2.30)

Das Funktionalintegral (2.30) verfiigt dabei sowohl analytisch als auch fiir die
numerische Simulation im Vergleich zur urspriinglichen Theorie {iber groie Vor-
teile®. Wir werden von nun an ausschliellich diese Feldtheorien betrachten und

einen expliziten Bezeichner ”E” nicht ldnger notieren.

8Zum einen gelingt es bisher nur fiir diesen Fall auf den unendlich dimensionalen Funktio-
nenrdumen der Felder ein Mafl Dy einzufithren. Zum anderen ist es die damit einhergehen-
de statistische Interpretation, die die Anwendung von MONTE-CARLO-Methoden moglich
macht. Auf den ersten Punkt gehen wir nicht weiter ein, den zweiten werden wir in Kapitel

4.1 ausfiihrlicher darstellen.

12



2.3. Pfadintegral und Gitterregularisierung

Auch das Funktionalintegral (2.30) ist noch nicht ausreichend definiert, so dass
wir uns im néchsten Schritt einer moglichen Regularisierung zuwenden wollen.
Darunter wird eine Vorschrift verstanden, die auftretende Divergenzen in Ab-
héngigkeit eines 'cut-offs” A formalisiert und es im Sinne eines zunéchst "naiven”
Grenzprozesses erlaubt, die urspriingliche Form der Theorie zuriickzugewinnen.
Die eigentliche Bedeutung dieser Prozedur besteht jedoch darin, wahrend des
Grenzprozesses auch die "nackten” Parameter der Theorie abzuéndern, so dass
am Ende zunéchst divergierende Groflien endlich werden. Dieses umfangreiche bis
heute nicht vollstdndig verstandene Programm wird allgemein als Renormierung
bezeichnet und die vorausgehende Regularisierung ist in diesem Rahmen fiir die
Klassifizierung und Untersuchung der auftretenden Divergenzen von Bedeutung.
Eine mogliche Vorgehensweise besteht darin, das Raumzeit-Kontinuum — was die
auf ihm definierten Felder mit unendlich vielen Freiheitsgrade ausstattet — selbst
zu regularisieren, indem man dieses mit einem hyperkubischen Gitter A der Gitter-
konstanten a ausfiillt. Die Felder werden zu Funktionen auf diesen Gitterpunkten
reduziert, Ableitungen gehen in Differenzen und Integrale in diskrete Summen
iiber:

P0) = bas (@) = 5 (po—pona) s [ wla)d's =t S (23D

In (2.31) wurden dabei sdamtliche Diskretisierungsdetails unberiicksichtigt gelas-
sen?.

Die Freiheitsgrade der Theorie werden damit abzihlbar und im Falle eines end-
lichen Gitters A mit Volumen V = |A]a? ebenfalls endlich. Das Funktionalmaf}

Dy als "Summe iiber alle Feldkonfigurationen” wird zu

Dy = H dp, (2.32a)

TEA

9In Hinblick auf den Kontinuumslimes ist dies legitim, da dieser von den Details der Regu-
larisierung nicht abhéngen darf. Fiir konkrete Gitterrechnungen kann es in der Tat einen
Unterschied machen, ob man z.B. mit einer Links-, Rechts- oder symmetrischen Ableitung
arbeitet. Ein gravierender Unterschied zur Kontinuumstheorie féllt trotzdem sofort auf: Die
Brechung der LORENTZ-Invarianz auf eine diskrete Untergruppe. Tatséchlich werden auf dem
Gitter EUKLIDISCHE Feldtheorien betrachtet. Fiir diese enspricht der LORENTZ-Gruppe die
Gruppe der EUKLIDISCHEN Rotationen O(d), von der nur die endlichen Drehungen, fiir die
das Gitter auf sich selbst abgebildet wird, weiterhin Symmetrien bleiben. Fiir die bereits
besprochenen Eichsymmetrien stellt sich heraus, dass diese in ihrer Gesamtheit in die Git-

terformulierung iibertragen werden konnen (vgl. Kapitel 2.3.2).
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2. Gittereichfeldtheorien bei endlicher Temperatur

A ‘site’ 'link’
x4+ U \ /
/

‘plaquette’

le— (1 —>

L

Abbildung 2.2.: Gitterregularisierung der Kontinuumstheorie: Die Vektoren der Lénge a in Ko-

ordinatenrichtung p werden mit fi = ae,, bezeichnet.

und das Funktionalintegral (2.30) schlieBlich zu

z=1] / dipy e8¢l (2.32h)

zeEA

Der Anschluss an die Kontinuumsphysik geschieht im Limes a — 0 und V' — oo
und ist in der quantisierten Theorie, wie bereits angedeutet i.Allg. auf Renormie-
rungsmethoden und Universalithdtsargumente angewiesen.

Mit (2.32b) haben wir zunéchst einen wohldefinierten Ausdruck fiir (2.30) er-
halten, der fiir computergestiitzte MONTE-CARLO-Methoden sehr gut geeignet ist

und den wir nun auf die Eichtheorien iibertragen wollen.

2.3.2. Eichtheorie
Differentialformen auf dem Gitter

Die hier betrachtete Formulierung der gitterregularisierten Wirkung einer Eich-
theorie stammt von K.G. WILSON [63]. Zum besseren Versténdnis der darin auf-
tauchenden Groflen gehen wir zunéchst auf weitere im Zusammenhang mit der
Diskretisierung stehende Aspekte ein. Eichfeld A, und Feldstarke F},, sind von ih-

rer geometrischen Natur her die Komponenten von 1- resp. 2-Formen, die entlang

14



2.3. Pfadintegral und Gitterregularisierung

P
L4

F,

Y,

99
990¢

14 |_
1
Abbildung 2.3.: Funktionen (0-Formen) sind auf Gitterpunkten, 1-Formen auf ’links’ und 2-

Formen auf 'plaquettes’ definiert. Die ’links’ und 'plaquettes’ tragen eine Orientierung: Rich-
tung bzw. Umlaufsinn.

von Wegen bzw iiber Flachen integriert werden konnen. Es ist daher von Nutzen,
die im vorigen Abschnitt eingefiihrte Diskretisierung von Funktionen auf Diffe-
rentialformen beliebigen Grades auszudehnen!®. Die natiirlichsten Wege in einem
Gitter sind die Verbindungen zwischen zwei benachbarten Gitterpunkten entlang
der Koordinatenachsen. Sie sind auch die kiirzesten realisierbaren Wege, so dass es
natiirlich erscheint, in einer diskretisierten Theorie 1-Formen als Funktionen auf
diesen Verbindungen zu definieren. Allgemeinere Wege kénnen aus diesen ’links’
zusammengesetzt und Wegintegrale durch diskrete Summen ausgedriickt werden.
Analog sind 2-Formen als Funktionen auf den kleinsten realisierbaren Flachen, den
'plaquettes’, und Flichenintegrale als Summe iiber eine gewisse Anzahl derselben

gegeben. Tabelle 2.1 fasst die Uberlegungen zusammen.

10Tm Sinne der Mathematik entspricht dies Fragestellungen der algebraischen Topologie, genauer

der Frage nach der Homologie einer gegebenen Mannigfaltigkeit [37, 64].
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2. Gittereichfeldtheorien bei endlicher Temperatur

Objekt Kontinuum Gitter
Funktion () O
1-Form A, (z)d=H A, oder A,
2-Form F(x)do™ F, . oder F,

Integral / o(x)d a’ Z ox

Wegintegral / A, dz" a Z Ay
% leC

Fléchenintegral j{ F,do"™ a’ Z Fy
b)) peES

Tabelle 2.1.: Benutzte Notation und Diskretisierungsvorschrift beim Ubergang vom Kontinuum

zum Gitter

Gittereichfeld-Wirkung

Um das Funktionalintegral einer Eichtheorie

Z= / DA, e~ Sl (2.33a)
1
Sym = 7 / > FuFuda (2.33h)
w,v

zu diskretisieren, erweist es sich als vorteilhaft, anstatt der in (2.33a) eingehenden
Eichpotentiale A, die Paralleltransporter U(y, z) zu benutzen. Der Ausdruck fiir
die Gitterwirkung wird erwartungsgeméf eine von (2.33b) stark abweichende Ge-
stalt haben, deren endgiiltige Form (2.44a) wir im Folgenden motivieren werden!.
Dazu erinnern wir an (2.20b) und notieren fiir den Parelleltransport zwischen zwei

benachbarten ’sites’ (im Kontinuum)

U(z,z + ae,) = exp {—ig/ Aﬂdz“}
rtaey,

=exp{aigA,(T)} ~exp{aigA,(x)}
~ 1+ aigA,(x). (2.34)

Unsere Ableitung orientiert sich dabei stark an [58].
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2.3. Pfadintegral und Gitterregularisierung

In der zweiten Zeile wurde vom Mittelwertsatz Gebrauch gemacht und ferner
angenommen, dass sich das Eichfeld A, im betrachteten (sehr kleinen) Intervall

kaum &ndert. Wir definieren den diskretisierten Paralleltransporter:
Uswtac, = Upp = 1+ aigAy, . (2.35)

Der in der obigen Definition verwandte diskrete Ausdruck des Eichpotentials
i
A, = —(1-U, 2.36
b= (1= Usy) (2.36)
besitzt mit (2.34) den richtigen Kontinuumslimes. Das Transformationsverhalten

von U, , kann mit (2.21) ebenfalls aus (2.34) abgelesen werden:

Wi = WUsp QL (2.37)
Eine Moglichkeit die kovariante Ableitung zu diskretisieren ist mit
D,®(x) = lim é(U(x, o+ 20,)B(a + ee,) — () (2.38)
durch
Dy = (U o — 2) (2.30)

gegeben!'?. Um einen Ausdruck fiir die Feldstéirke zu erhalten, gehen wir von De-
finition (2.13) aus:

F. =D,A,—D,A,

Frw = ¢ s = A = (1= 1)
= e U1 = Vi) = (1= V) = (= )
= Ut = UnsUsi). (2.40)
Die diskretisierte Feldstarke transformiert demnach folgendermafien:
Uy = Wl Qs (2.41)

und eine eichinvariante Grofle ist wiederum die Spur iiber das Quadrat der Feld-

stéarke!3:

1
tr Fx,;u}FTx,/u/ = a4—g2 tr(2 -1 — 28% (Ux-i-;l,l/Ux,uUT:c,I/UTz-i-I),u))
2

2Dieser Ausdruck fithrt mit (2.34) gerade auf (2.2).
13ber doppelt auftretende Indizes wird dabei nicht summiert.
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2. Gittereichfeldtheorien bei endlicher Temperatur

T+ +U T+ i+ U
-5 — e
\ A \
—— ————
T T
(a) Fy . misst als Operator die Dif- (b) Das Quadrat der Feldstirke ent-
ferenz zwischen den eingezeichneten spricht einem WILSON-Loop und
Paralletransportern, wie es auch in wird im Text mit [, ,,, bezeichnet.

(2.9) zum Ausdruck kommt.

Die diskretisierte Gitterwirkung ergibt sich schliellich aus der EUKLIDISCHEN
YANG-MILLS-Wirkung 4

1
Svu =g / d%;trFWFW (2.43)

durch den bereits besprochenen Ubergang vom Integral zur diskreten Summe

1
7 / FuFu — a* ) tr FppwFiy

und fithrt nach einer kurzen Rechnung auf den folgenden Ausdruck:

1
Sw=> B,(1- ) (2.44a)
OeA ¢
N,

Gleichung (2.44a) ist die zu Beginn dieses Abschnittes erwihnte, erstmals von
WILSON [63] vorgeschlagene Wirkung. Die jiingere Forschung hat seitdem eine
Vielzahl von Erweiterungen hervorgegebracht, die z.B. neben der hier benutzten

fundamentalen auch weitere Darstellungen berticksichtigen [33]. Ein Vergleich von

4Unter Ausnutzung der Antisymmetrie von F v summieren wir dabei iiber jede 'plaquette’ nur

einmal geméif

DL DD DD B) B 971 fiir Py = £ P,
O r pu v

r pu<v
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2.3. Pfadintegral und Gitterregularisierung

WiLsoN-Wirkung und einer durch Hinzunahme der adjungierten Darstellung ver-
besserten Wirkung findet sich in [38]. Eine andere und hiufig in Zusammenhang
mit der Simulation von chiralen Fermionen auftauchende Verbesserung besteht in
der Hinzunahme grofierer Plaquetten [18], etwa vom Format 1x2 oder 2x2, welche
die Gitterartefakte reduzieren. Die gebrauchlichste Wirkung unter diesen 'impro-
ved "WILSON actions’ geht auf SYMANZIK [61] zuriick. In [17, 47] finden sich
weitere Vorschlidge, welche in [23, 44] miteinander verglichen werden. In dieser
Arbeit beschrénken wir uns auf die WILSON-Wirkung (2.44a), da zum einen keine
dynamischen Fermionen betrachten werden sollen und daher kaum ein Nutzen aus
den verbesserten Wirkungen zu ziehen ist. Zum anderen sind die fiir die WILSON-
Wirkung existierenden MONTE-CARLO-Methoden erprobt bzw. am einfachsten

zu implementieren.

Funktionalintegral

Im Funktionalintegral Z (2.30) iiber alle Feldkonfigurationen zu integrieren, heif3t
mit (2.44a) die gruppenwertigen U, , auf den ’links’ des Gitters mit einem zunéchst

noch unbestimmten Mafl du(U) zu integrieren:

z=]] / du(U,,,) e 5wl (2.45)

€T,

In der im Kontinuum benutzten Form des Funktionalintegrals (2.33a) wird iiber
die reellen Komponenten der Eichfelder'® A, (x) = A%(z)T, integriert. Da in diesen
zunéchst auch alle eichdquivalenten Konfigurationen enthalten sind und dies zu
nicht kontrollierbaren Divergenzen fiihrt, miissen — wie aus der Literatur bekannt
— weitere eichfixierende Terme zur Wirkung hinzugenommen werden (FADEEV-
Popov). Topologisch gesehen kommen diese Divergenzen von der Nichtkompakt-
heit der Lie-Algebra, entstehen aber fiir kompakte Eichgruppen nicht auf dem
Gitter, so dass eichfixierende Terme in dieser Formulierung nicht gebraucht werden
[58]. Jedoch wird auf der (nichtlinearen) Eichgruppe ebenfalls ein Mafl benétigt,
dass eichinvariant, d.h. invariant unter (2.37) ist:

Uy — U, dp(Q0,U, 00 ) = du(U,,,) .

T+ T+

15Wir haben bisher iiber die Gestalt der Matrizen A, nichts gesagt. Aus der Literatur ist aber
bekannt, dass das Eichfeld Werte in der Lie-Algebra g der Eichgruppe nimmt und die LIE-

Algebra ein reller Vektorraum ist, dessen Basis héufig mit T, bezeichnet wird.
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2. Gittereichfeldtheorien bei endlicher Temperatur

An jedem ’link’ entspricht dies einer gleichzeitigen Links- und Rechtsinvarianz des
Mafles dp. Fiir kompakte LIE-Gruppen erfiillt das HAAR-Maf} diese Anforderung-
en [36]:

dun(g) = dun(hgf),

also

/G dyim(g)elg) = /G dn(9)p(haf): f,h fest.

In Bezug auf (2.45) wird daher stets das HAAR-MaB gemeint sein. Damit haben wir

fiir reine Eichtheorien ein gitterregularisiertes Funktionalintegral (2.45) gefunden.

2.4. Feldtheorie bei endlicher Temperatur

2.4.1. Quantenmechanik

Um die einzelnen Schritte, die zur Formulierung einer Feldtheorie bei endlichen
Temperaturen fiihren, transparenter zu gestalten, beginnen wir mit einem einfa-
chen quantenmechanischen System. Unser Ziel ist ein Ausdruck fiir die Zustands-

summe, die als Spur des statistischen Operators definiert ist:
-B i 1
Z=tro, o=c¢e und 0=—=. (2.46)

In (2.46) haben wir dabei wie {iblich den HAMILTON-Operator mit H, die Tempe-
ratur mit 7" und die inverse Temperatur mit 3 (kg = 1) bezeichnet. Der Ausdruck
fiir o stimmt dabei streng genommen nur im thermodynamischen Gleichgewicht,

so dass wir im Folgenden auch nur an den Gleichgewichtserwartungswerten von
Observablen
df. tr oA

e (2.47)

interessiert sein werden. Fiir die Auswertung der Spur in (2.46) auszuwerten wir

in die Ortsdarstellung

zZ= /<Q\6_ﬁﬁIQ>dq7 (2.48)

wodurch das Problem auf die Bestimmung der Diagonalmatrixelemente des sta-

tistischen Operators reduziert wird. Um fiir diese einen Ausdruck zu erhalten,
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2.4. Feldtheorie bei endlicher Temperatur

erinnern wir an die Ubergangsamplitude vom Zustand |g,¢; = 0) in den Zustand
|, to = t), die mit Hilfe des Pfadintegrals durch

. A t
(dle”""|q) = / 02, D1 €, Sla] = / Llg,q.t') dt' (2.49)
d(0)=q
a)=q’ ’
gegeben ist. Dieser Ausdruck kann ebenfalls fiir positiv definite HAMILTON-Op-
eratoren analytisch zu imagindren Zeiten (vgl. (2.28)) fortgesetzt werden:
Wl ) = |

d(0)=q
a(r)=q

Dj e~ 5eld) (2.50)

Fiir ¢ = g und 7 = 3 ist dies der gesuchte Ausdruck (2.48). Die Randbedingungen
der rechten Seite bedeuten, dass im Pfadintegral nur iiber die S-periodischen Wege
¢(7) = ¢(7 + B) integriert wird, fiir die zusétzlich ¢(0) = ¢(3) = ¢ gilt. Wir setzen

(2.50) in die Zustandsumme ein:

Z = / dq / D e~ ld
4(0)=4(B8)=q

= RBDq e~Seld (2.51a)
P

wobei pRB jetzt darauf hinweist, alle f-periodischen Wege aufzusummieren. In der
Wirkung wird dadurch im Gegensatz zu (2.30) in der imaginéren Zeit 7 nur noch

iiber ein endliches Intervall [0, 3] anstatt iiber die ganze reelle Achse R integriert:

B
Seld] :/0 Lglq, ¢, 7)dT . (2.51Db)

Abgesehen von diesem Unterschied und den periodischen Randbedingen entspricht
(2.51a) dem Funktionalintegral aus Kapitel 2.3 fiir eine 0-dimensionale Feldtheorie,
und im Limes 7" — 0, also § — oo, kann man (2.26) zuriickgewinnen. Beide
Ausdriicke werden daher als Zustandssumme bezeichnet.

Das Ergebnis (2.51a) kann unmittelbar auf den Fall der skalaren Feldtheorie

verallgemeinert werden, wobei EUKLIDISCHE Wirkung und Zustandssumme durch

Sg = /05 dT/f(gp,@ugo,T) d*x (2.52a)
(2.52b)
und
Z5 = Dy e~ 5el¥] (2.52¢)
pRB
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2. Gittereichfeldtheorien bei endlicher Temperatur

gegeben sind. Die Periodizitédtsbedingung an das Feld ¢ lautet nunmehr ausge-

schrieben

(0, 7) = (0, 7). (2.52d)
Thermodynamische Erwartungwerte (2.47) konnen schlielich aus

prBDgo Ae 5k

A p—
< >B prB,Dgp e*SE

(2.53)
berechnet werden, was ebenfalls groe Ahnlichkeit mit(2.27b) hat.

2.4.2. Eichfeldtheorie

Die Zustandssumme fiir Eichtheorien bei endlicher Temperatur im Kontinuum
wird iiblicherweise in WEYL- (oder temporaler) Eichung diskutiert. Am Ende der
Konstruktion kénnen jedoch — wie im Fall des reellen skalaren Feldes — periodische
Randbedingungen angenommen werden [35], so dass die Zustandssumme erneut
die Gestalt

Zs= [ DA, e Smld] (2.54a)
pRB

annimmt. Die EUKLIDISCHE Wirkung ist durch

1 [P
Svu =7 / dr / trY  FuF,d (2.54b)
0 o
gegeben und die Periodizitatsbedingung an das Eichfeld lautet
A,0,7) = Au(B, 7). (2.54c¢)

Gleichung (2.54) lasst sich unmittelbar in die Gitterformulierung iibertragen:

N,
Zs =111 / AUz 27 ¢~ (2.55)

=0 Z,u

wobei die WILSON-Wirkung (2.52a) in folgender Weise modifiziert wird!®:

N,
Sw = a, Z a? Z tr 1736,,“,}796,,“,T ) (2.55b)
7=0 Z,p

16Zur Deutlichkeit haben wir die Gitterabsténde in Zeit- a, und Raumrichtung a, unterschieden.
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2.4. Feldtheorie bei endlicher Temperatur

Durch Vergleich von (2.54b) mit (2.55b) erhalten wir fiir die die inverse Tempe-

ratur
B =a,N,, (2.55¢)

und die WILSON-Wirkung reduziert sich wieder auf die Summe iiber die "plaquet-
tes” (vgl.(2.44a)). Ungliicklicherweise werden in der Literatur sowohl WILSON-
Kopplung als inverse Temperatur mit einem [ bezeichnet. Wir folgen der iiblichen
Notation, versehen aber die WILSON-Kopplung mit einem tiefgestellten g, um
anzudeuten, dass es eine Funktion der Kontinuumskopplung (2.44a) ist, also 3, =
N./g>.

Die Periodizitétsbedingung (2.54c) iibersetzt sich schlieflich in periodische Rand-
bedingungen der ’link’-Variablen in der EUKLIDISCHEN Zeitrichtung,

Uwo,2)0 = UaN, 3 » (2.55d)

welche zusammen mit der in dieser Richtung endlichen Ausdehnung des Gitters!”

den Unterschied zum fritheren fiir 7 = 0 gefundenen Ausdruck (2.45) ausmachen.

2.4.3. Zusammenhang zwischen 3 und g,

Um in Computersimulationen mit endlichen Temperaturen arbeiten zu konnen,
bendétigen wir eine endliche Ausdehnung des Gitters in der EUKLIDISCHEN Zeit
und eine Einstellmoglichkeit der Temperatur. Die erste Forderung erscheint zu-
néichst widersinnig, da in einem Computer grundsétzlich nur in allen Richtungen
endliche Gitter simuliert werden konnen. Die zweite ist nicht minder problema-
tisch, da wir aufler der Dimensionierung des Gitters und der WiLSON-Kopplung
keine weiteren Parameter fiir eine Simulation zur Verfiigung haben. In diesem
Abschnitt werden wir aufzeigen, wie unter Ausnutzung spezieller Eigenschaften
nicht ABELSCHER-Eichtheorien und Ergebnissen des Renormierungsprogrammes
die gegebenen Parameter geniigen, um die aufgeworfenen Fragen zu beantworten.
Wir beginnen die Diskussion mit dem Einstellen der endlichen Temperatur und

erinnern an (2.55¢):

6 =aN-.

17 Alle untersuchbaren Gitter sind in allen Richtungen endlich. Wenn wir die endliche Ausdeh-
nung in EUKLIDISCHER Zeit betonen, heiit das, dass wir diese Richtung vom thermodyna-
mischen Limes ausschlielen. Praktisch wird dies durch eine deutlich kleinere Ausdehnung
des Gitters in dieser Richtung (Faktor vier und mehr) realisiert. Wir kommen im néchsten

Abschnitt noch einmal auf diesen Punkt zuriick.
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2. Gittereichfeldtheorien bei endlicher Temperatur

Die einfachste Moglichkeit die Temperatur zu variieren is,t bei gegebenem Gitter-
abstand a die Anzahl der Gitterpunkte in 7-Richtung V. zu &ndern. Der Nachteil
daran ist jedoch offensichtlich: Die inverse Temperatur kann nur in Einheiten von
a gedndert werden, was, wie zu vermuten ist und durch praktische Rechnungen
bestitigt wird, viel zu grob ist, um etwas iiber die kritische Temperatur'® 3. aus-
zusagen oder den Phaseniibergang selbst zu studieren.

Eine zweite Moglichkeit erlaubt es hingegen, die physikalische Lénge des Git-
terabstandes a zu dndern. Dazu wenden wir uns dem Kontinuumslimes der bisher
betrachteten gitterregularisierten Theorie zu. Wie in der stoérungstheoretischen
Behandlung treten hier Unendlichkeiten auf, die durch ein Laufen der in der LA-
GRANGE-Dichte gegebenen Kopplungen kompensiert werden miissen. Wir wollen
dies am Beispiel des Quark-Antiquark-Potentials V(R) verdeutlichen: Auf dem
Gitter ist das Potential durch eine dimensionsbehaftete Grofle und einen nume-
rischen Faktor gegeben. Da, wie bereits erwéhnt, die einzige dimensionsbehaftete
GroBe auf dem Gitter der Gitterabstand a ist, folgt unter Beachtung der Dimen-

sion des Potentials im Kontinuum [V] = Masse = Lange ™ ':

1- R
V(CL, 9o, R) = EV (907 E) . (256>

Ohne im Detail auf die Renormierungsgleichung eingehen zu wollen, ist aus (2.56)
bereits klar, dass das Potential im Limes a — 0 nur dann gegen einen endlichen
Wert streben kann, wenn die 'nackte’ Kopplung g¢ derart von a abhéngt, dass sich

alle auftretenden Divergenzen kompensieren:
Vinys(R) = (llli% V(a, go(a), R). (2.57)

Das fiir uns entscheidende Resultat ist, dass die notwendige funktionale Beziehung
zwischen Gitterabstand und 'nackter’ Kopplung genutzt werden kann, um den

Gitterabstand als Funktion der Kopplung auszudriicken'® So findet man

1

a(go) ~e (2.58)
bzw. fiir die in der Gitterformulierung verwendete WILSON-Kopplung 3,

a(B,) ~ e . (2.59)

1BWir werden in Zukunft stets, wann immer dies aus dem Kontext hervorgeht, von der Tem-
peratur sprechen, gleichgiiltig ob im jeweiligen Fall die physikalische Temperatur oder das
Inverse gemeint ist.

YDer angegebene Ausdruck kann aus pertubativen Ergebnissen gewonnen werden. Dies wird
moglich, da die YANG-MILLS-Theorien asymptotisch frei sind, d.h. die Kopplung g im Limes

a — 0 ebenfalls verwschwindet [56].
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2.4. Feldtheorie bei endlicher Temperatur

Die Relation (2.59) besagt, dass fiir wachsende 3, der Gitterabstand immer kleiner
wird . Dies entspricht der gewiinschten Skalentransformation, denn wir erhalten
schlieBlich 8 = B(f3,). Wir bemerken noch, dass eine additive Anderung von By le-
diglich eine Reskalierung der Temperaturskala ermoglicht, man also noch eine von
auflen vorgegebene Referenztemperatur benotigt. Eine physikalisch ausgezeichnete
Temperatur ist die kritische Temperatur des Phaseniibergangs, welche prinzipiell
im Experiment bestimmt werden kénnte?.

Damit kommen wir zur ersten zu Beginn aufgeworfenen Frage zuriick. Wie ge-
lingt es nur in EUKLIDISCHER Zeitrichtung eine endliche Ausdehnung des Gitters
zu erhalten? Die Antwort kann auf das Nichtvorhandensein masseloser Moden in
der Theorie zuriickgefiihrt werden. Anders ausgedriickt: Alle Korrelationsldngen
¢ ~ 1/m sind endlich und wenn wir unter einem unendlich grofien ein gentigend
grofles Gitter verstehen wollen, so ist nach dieser Betrachtung ein Gitter gemeint,
das grof3 gegeniiber den auftretenden Korrelationslédngen ist. Betrdagt die tempo-
rale Ausdehnung des Gitters N, nur noch einen Bruchteil der rdumlichen Ausdeh-
nung N, und nédhert sich der Groéfenordnung der Korrelationsldngen, so ’spiirt’
das System die endliche Lange in temporaler Richtung und reagiert sensitiv auf
eine durch (3, induzierte Skalenénderung, wéhrend die rdumlichen Richtungen
‘geniigend’ grof} bleiben. Als Faustregel spricht man auf dem Gitter von endli-

chen Temperaturen ab einem Verhiltnis von Ng/N, = 4.

20Es gibt natiirlich noch weitere physikalische GroBen, die Referenzskalen setzen kénnen und

ferner experimentell bestimmt werden kénnen.
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3. Inverse Monte-Carlo-Methode
fiir effektive Wirkungen

In diesem Kapitel wenden wir uns der SU(2)-YANG-MILLS-Theorie bei endlicher
Temperatur zu. Genauer interessieren wir uns fiir den Confinement/Deconfine-
ment-Phaseniibergang bei endlicher Temperatur und werden zunéchst eine Ob-
servable auswihlen, die als Ordnungsparameter fiir diesen fungiert. Wir werden
sehen, dass mit dem als POLYAKOV-Loop bezeichneten Ordnungsparameter der
Phaseniibergang als spontane Brechung einer globalen Symmetrie verstanden wer-
den kann. Da wir vorrangig am Confinement/Deconfinement-Phéanomen interes-
siert sind, wird im Anschluss eine effektive Theorie fiir den POLYAKOV-Loop mo-
tiviert — die in ihrer Struktur einfacher als die YANG-MILLS-Theorie — ebenfalls
in einer symmetrischen oder gebrochenen Phase existieren kann. Die Symmetrien
der Ausgangstheorie werden die Moglichkeiten fiir eine effektive Wirkung ein-
schrinken, aber noch freie Parameter, die effektiven Kopplungen, offen lassen.
Mit Hilfe weiterer Symmetriebetrachtungen zum Funktionalintegral, die das Auf-
stellen von SCHWINGER-DYSON-Gleichungen ermoglichen, kann schliefllich eine
Methode angegeben werden, diese effektiven Kopplungen in einem numerischen

Verfahren zu bestimmen.

3.1. Der Polyakov-Loop als neuer Freiheitsgrad

Als Ausgangspunkt fiir alle weiteren Betrachtungen wéahlen wir den POLYAKOV-

Loop, der im Kontinuum wie folgt definiert wird:
P(@) L (I drito@n) (3.1a)

Zunéchst entspricht (3.1a) damit einem SCHWINGER-String, der aber aufgrund des
gewahlten Weges (vgl. Abbildung 3.1) und der vorausgesetzten endlichen Tempe-

ratur sowie den Ausfithrungen des vorangegangen Kapitels geschlossen und damit
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3. Inverse Monte-Carlo-Methode fiir effektive Wirkungen

T=N,
Bz
A
A
A
7=0 p Ag
\

Abbildung 3.1.: Die effektive Theorie reduziert die Dimension der Theorie um eins. Hier und im
Folgenden wird mit Ag das reduzierte raumliche Gitter bezeichnet, also A = Ag X N

ein spezieller WILSON-Loop! ist:

B
Ao(T) = Ao(T + 3) = /0 Ao(T)dr = jI{AO(T)dT

In der Gitterformulierung wird aus (3.1a)

Ny
df.
Bz = [ [ Vzano (3.1b)
T=1

und wir werden beide Formulierungen verwenden.

Bevor eine weitere direkt mit dem POLYAKOV-Loop im Zusammenhang stehen-
de Grofle definiert werden soll, bestimmen wir die Transformationseigenschaften
von (3.1a) bzw. (3.1b). Gleichung (2.54a) schrénkt die moglichen Eichtransforma-

tionen (7, 7) derart ein, dass mit
A%, 1) =A%, T+ B) (3.2a)

auch

QA7 T) = AT, T+ ) (3.2b)

'Speziell deshalb, weil er sich von dem in Kapitel 2.2 eingefithrten WILSON-Loop topologisch
unterscheidet. Die dort betrachteten Loops haben die Windungszahl Null, sind also kontra-
hierbar, wihrend die Geschlossenheit des POLYAKOV-Loops mit Windungszahl Eins durch
die Topologie S x R? gegeben ist[28].
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3.1. Der POLYAKOV-Loop als neuer Freiheitsgrad

gelten muss. Eine einfache Wahl féllt auf ebenfalls periodische Eichtransformatio-

nen:
Q& 7)=QZ, 74+ 0) (3.3a)
bzw.
Qzr=Qz.48. (3.3b)
Der transformierte POLYAKOV-Loop kann mit (3.1b) berechnet werden:

-1 —1
P = Qi1 Uz Q3 0%0Uz2 . Uz v, Q5

LL’,Nt-f—l

= QP05 (3.4)

wobei wir in der zweiten Zeile von (3.3b) Gebrauch machen und an den Eichtrans-
formationen kiinftig die Zeitkoordinate unterdriicken?. Gleichung (3.4) entspricht
der Konjugation von Pz mit einem Gruppenelement, woraus folgt, dass eichinva-
riante Groflen durch Produkte von Klassenfunktionen auf der Eichgruppe gegeben

sind:
op) =[] 0+(B=), Oz(g) = Oz(hgh™). (3.5)

Die einfachste Klassenfunktion einer Matrix ist ihre Spur, fiir welche wir einen
neuen Bezeichner einfiihren: )

L: & AR (3.6)
Unser Interesse an dieser Grofie begriindet sich damit, dass sie als ein Ordnungs-
parameter den Confinement /Deconfinement-Phaseniibergang der Theorie anzeigt.
Es kann gezeigt werden [28, 58], dass folgende Relation zwischen dem thermischen
Erwartungswert des POLYAKOV-Loops® (L), und der freien Energie eines stati-

schen Quarks Fy gilt:
(L)g ~ e Pla. (3.7)

Verschwindet der Erwartungswert, (L) = 0, ist mit (3.7) die freie Energie unend-
lich grof und es konnen keine isolierten Quarks auftreten (Confinement), wihrend

fiir nicht verschwindendes (L) # 0 freie Quarks (Deconfinement) realisierbar sind.

2Zunichst miisste in (3.4) statt Qz richtig Qz1 geschrieben werden.
3Korrekter miisste man von der Spur des POLYAKOV-Loops sprechen. Da wir jedoch nur an

eichinvarianten Observablen interessiert sind, bleibt die Sprachregelung bei direktem Bezug

auf Erwartungswerte konsistent.
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3. Inverse Monte-Carlo-Methode fiir effektive Wirkungen

Um den Phaseniibergang besser zu verstehen, kehren wir zu (3.3) zuriick und
behaupten, dass unter Hinzunahme eines global gewéahlten Elementes aus dem

Zentrum Zy der Gruppe
Q& 7)=2QF 74+ 0), 2€ Zn (3.8)

(3.2) immer noch erfiillt ist. Dazu betrachten wir erneut die Eichtransformation

von A,, die im Kontinuum durch (2.8) gegeben ist:
QA,(7, 1) = T, 7)AL(F, 7)QH(F, 7) +iUT, 70,07 T, 7). (3.9)
Wir setzen (3.2a) und (3.8) in (3.9) ein und erhalten wegen z € Zy und 9,z =0

QAM(f, T+ 3) =2 QZ, 7)AL(Z, T)Q_l(f, T)Z_l + iz Q(7, T)auQ_l(f, T)z_1
@), (3.10)

was unserer Behauptung entspricht.
Wihrend Plaquette und Wirkung unter (3.8) nach wie vor invariant bleiben,

transformiert der POLYAKOV-Loop nicht ldnger kovariant:
P = 2 QP! (3.11)
bzw.
Uy =2Lg. (3.12)

Wird dies in Bezug zum nicht verschwindenden Erwartungswert (L) # 0 gesetzt,
kann der Confinement/Deconfinement-Phaseniibergang bei endlicher Temperatur
als spontane Symmetriebrechung einer globalen Zy-Symmetrie interpretiert wer-
den. Im Fall von SU(2) gibt es damit direkte Parallelen zur spontanen Magnetisie-
rung im ISING-Modell. Numerische Untersuchungen haben gezeigt, dass die kriti-
schen Exponenten des Phaseniiberganges in beiden Theorien tibereinstimmen [27]
und die von SVETITSKY und YAFFE aufgestellte Vermutung [60] bestétigen, dass
die d 4 1—dimensionalen SU(N)—YANG-MIiLLS-Theorien mit einem Phaseniiber-
gang zweiter Ordnung in der Universalitétsklasse der d—dimensionalen verallgmei-
nerten Zy—Spinmodelle liegen. Allgemeiner lautet die Aussage der Vermutung,
dass es fiir das Versténdnis des Confinement /Deconfinement-Uberganges in d + 1
Dimensionen — unabhéngig von der Ordnung des Phaseniiberganges — geniigt, eine
skalare d—dimensionale Theorie mit einer globaler Zentrumssymmetrie zu unter-
suchen. Nach den vorausgegangenen Uberlegungen bietet sich als deren Feldinhalt
in diesem Fall der POLYAKOV-Loop unmittelbar an.
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3.2. SCHWINGER-DYSON-Gleichungen

Dies ist das Programm der effektiven Feldtheorien. Ausgehend von der Zu-
standssumme mit WILSON-Wirkung (2.54a) werden vom Ordnungsparameter ab-
gesehen alle Freiheitsgrade ausintegriert und das verbleibende Integral als Zu-
standssumme einer neuen, effektiven Theorie interpretiert [28, 53, 55]. Um dies
nachzuvollziehen, betrachten wir die Zustandssumme (2.54), in die wir eine Eins

einfiigen:

Z= / DU / DR (mw - ﬁlU> e=SwlU]
= / DY / DUS (mw - ﬁU) e=Swlv)

_ /D‘B e~ Se[¥] (3.13)

Gleichung (3.13) dient uns als formale Definition der effektiven Wirkung Seg. Die
Hoffnung bei diesem Ansatz besteht darin, dass die abgeleitete effektive Theo-
rie einfacher und leichter zu verstehen ist als die urspriingliche Theorie, da die
Freiheitsgrade erheblich reduziert wurden, ohne, wie an (3.13) deutlich wird, die
Erwartungswerte der relevanten Groflen zu éndern. Dennoch wird es i. Allg. keinen
analytisch exakten Ausdruck fiir die effektive Wirkung geben und weiterfiithrende
Ansiitze z.B. 'strong coupling expansion’ [5, 11] oder numerische Berechnungen
[21] sind nétig. In dieser Arbeit konzentrieren wir uns auf letztgenannten Aspekt
und werden in den verbleibenden beiden Abschnitten dieses Kapitels die hierfiir

von uns benutzte Methode ausfiihrlich vorstellen.

3.2. Schwinger-Dyson-Gleichungen

3.2.1. Die Zustandssumme in der effektiven Theorie

Damit (3.13) wohldefiniert ist, miissen sowohl Funktionalmafl D wie auch effekti-
ve Wirkung S.g eichinvariant sein*. Wiahrend die Variablen der WILSON-Wirkung
als Funktionen auf den ’links’ des ganzen d+1—dimensionalen Gitters A = N, xAg
definiert sind, ist der POLYAKOV-Loop, der die ’link’-Variablen entlang der ima-
gindren Zeitrichtung ausmultipliziert, eine Funktion auf den ’sites’ des verbleiben-
den d—dimensionale Gitters Ag (vgl. Abb. 3.1) und nach wie vor gruppenwer-

tig. Mit dem im vorigen Abschnitt besprochenen Transformationsverhalten (3.11)

4Streng genommen geniigt es, wenn das Produkt eichinvariant ist. Wir fordern aber stets die

stiarkere Bedingung, dass beide Faktoren einzeln invariant sind.

31



3. Inverse Monte-Carlo-Methode fiir effektive Wirkungen

kann im Funktionalmafl erneut das HAAR-Mafl benutzt werden,

DP = ][ du(¥), (3.14)

TEAg

denn dessen SU(N)p x SU(N)g—Symmetrie sichert insbesondere die geforderte
Invarianz (3.11).

Die effektive Wirkung ist genau dann eichinvariant, wenn sie, wie ebenfalls im
vorigen Abschnitt besprochen, in jedem Gitterpunkt konstant auf den Konjugati-

onsklassen ist:
Seff[gfp] = Seﬁ[ﬂm] = Seff[Qf’Bgil] ) (315)

also als ein Funktional der Spur des POLYAKOV-Loops und dessen Potenzen® ent-
wickelt werden kann. Eine solche Entwicklung respektiert aber per se noch nicht
die globale Zentrumssymmetrie (3.11), so dass diese explizit zu implementieren
ist.

Die verbleibende Aufgabe besteht darin, geeignete Entwicklungsfunktionen und
-koeffizienten in Abhéngigkeit von inverser Temperatur und WILSON-Kopplung

zu finden:

Ser = Y Aa(Bg)Sa - (3.16)

Mit (3.16) ist noch nichts iiber die konkrete Gestalt der S, oder die Gréfie und
Relevanz der )\, gesagt, was das eigentlich schwierige und interessante Problem
darstellt. An dieser Stelle legen wir jedoch noch keinen Wert auf eine mogliche
Entwicklung und verweisen auf Kapitel 5.2.1, wo wir einen allgemeinen Ansatz
motivieren, der als Grundlage fiir die in dieser Arbeit erzielten Resultate dient.
Im néchsten Abschnitt gehen wir zuvor der Frage nach, wie die effektiven Kopp-
lungen numerisch bestimmt werden kénnen. Es wird sich herausstellen, dass die

Symmetrien des Funktionalintegrals hierbei von entscheidender Bedeutung sind.

3.2.2. Symmetrien

Fiir jede Quantenfeldtheorie lassen sich unter Ausnutzung von Symmetrien des
Funktionalmafies Relationen zwischen den n—Punktfunktionen der Theorie ablei-

ten. Im Fall reeller Felder (¢, A,,...) fithrt die Translationsinvarianz des Mafes

D(p(z) +&(x)) = Dp(x) (3.17)

®Gleichbedeutend wiire eine Entwicklung nach den Eigenwerten von .
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3.2. SCHWINGER-DYSON-Gleichungen

z.B. fiir die p?—Theorie auf folgenden Ausdruck [25]:

<(5¢ix)5[w]> e(z1) - -s@(wn)> = En; (1) 0(x —23) - p(z)) . (3.18)

Definieren wir eine Observable F' zu F' = ¢p(z1)...¢(z,), geht (3.18) in die fol-

<(590(Z:r)8[90]> F> N <5¢(zx>F> : (3.19)

Fiir unsere Zwecke ist dabei von besonderem Interesse, dass in den so entstande-

gende Form {iber:

nen Gleichungen generisch Funktionalableitungen der Wirkung nach den Feldern

auftreten und mit (3.16) somit Abhéngigkeiten von den Kopplungen:

0Sut 55,
T, ;Aam. (3.20)

Allerdings sind weder POLYAKOV-Loop B noch dessen Spur L Felder auf R und die
Translationsinvarianz (3.17) ist durch die Symmetrie des HAAR-Mafles (3.18) zu

ersetzen. Diese ist durch Rechts- bzw. Linksmultiplikation gegeben und wird von
infinitesimalen Generatoren erzeugt, die gerade den links- bzw. rechtsinvarianten
Vektorfeldern auf der Gruppenmannigfaltigkeit entsprechen. Bezeichnen wir die
Generatoren mit L%, wobei « die 2.1k SU(N) Generatoren unterscheidet, so finden
wir (3.19) entsprechend die folgenden SCHWINGER-DYSON-Gleichungen fiir die
effektive Theorie®:

0= / DY L2 (Fe—seﬂ) - / DY (ﬁ;F - F(L%Seg)>e_ s (3.21)

Diese konnen als Erwartungswerte der enthaltenen Operatoren geschrieben wer-
den:

(LSF — F(L3Su)) = 0 (3.22)

und fiihren schliefilich mit (3.16) auf
D A (F(LES)) = (LEF) . (3.23)
a=1

Wiéhlen wir m verschiedene Operatoren F; aus, geht (3.23) in ein Gleichungssystem
von n Unbekannten A, in m Gleichungen (e =1...n,i=1...m) iiber und kann

fiir m = n nach den Kopplungen aufgelost werden.

5Die oben definierte Observable F ist in (3.21) entsprechend als Operator auf dem POLYAKOV-
Feld P gegeben.
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3.2.3. Schwinger-Dyson-Gleichungen fiir SU(2)

Um mit (3.23) arbeiten zu kénnen, ist es notwendig die Generatoren £$ genauer zu
beschreiben. Fiir den Fall von SU(2) gibt es eine einfache geometrische Interpre-
tation, die es erlaubt die Generatoren explizit anzugeben [21]7. Die Gruppe SU(2)
ist als Mannigfaltigkeit diffeomorph zur S3. Die Drehungen im R*, die die Grup-
pe SO(4) bilden, stellen Isometrien der S* dar und ihre infinitesimalen Erzeuger

kénnen mit den £¢ identifiziert werden . Wir wéhlen geeignete Koordinaten
P=Po'=PFP-1+P-id (3.24)
mit
PP=1 = P2+ P =1, (3.25)

was auch die erwihnte Diffeomorphie zur S® noch einmal zum Ausdruck bringt.

Die infinitesimalen Drehungen sind durch die entsprechende Drehimpulsalgebra

gegeben [21]:
po=pmwd i (prd _pr 9 (3.26)
- opPv opPr ) '
Da in den gewihlten Koordinaten die Spur durch Py gegeben ist, gilt mit (3.6)
L=F, (3.27)
und wir erwarten nur fiir £/ = L% = L% nichttriviale Ausdriicke in (3.23),

wofiir abschlieend noch geeignete Operatoren I’ gefunden werden miissen. Eine
mogliche Wahl [21] ist
— b df. b 0
F = F;[B] = P; G[P”] (3.28)
mit einem zunéchst unbestimmten Funktional G, das nur noch von der eichinva-

rianten Spur abhéngen soll. Wir setzen in (3.26) ein,
0= (L5Fy — Fy (L5Se))
= (L5P; G — Py G(L5Sex))

oG 5Seﬂ 5Seff
= (650" PYG — P2 Y 22 PG (P02 pa
- <5“’5 R R I (Px T 5P§)> ’

wahlen # = ¢ und nehmen die Spur:

0 = (3P2G — P¢ P (Gy—GSlz)

xT

= (3LsG — (1 — Lz)*(Gs — GSlz)) - (3.29)

"Fiir eine Verallgemeinerung auf SU(N) werden wir die Ergebnisse aus [8] benutzen.
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In der letzten Zeile haben wir (3.25) und (3.27) benutzt und die folgende Ableitung

nach Lz mit gestrichenen Groflen eingefiihrt:

0G

G, = T

Fiir den Fall SU(2) haben wir somit (3.23) auf die folgende Form gebracht:

> X (1= Lp)*GS, 5 = (1 - —3L:G) . (3.30)

In der obigen Gleichung sind letztlich Erwartungswerte von Operatoren verblie-
ben, die mit Hilfe von MONTE-CARLO-Simulationen numerisch bestimmt werden
kénnen. Dazu wurden alle verfiigharen Symmetrien ausgenutzt, so dass neben der
Wahl von G keine Freiheiten oder unbestimmte (bzw. formale) Terme tibrigblei-

ben.

3.3. Die Inverse Monte-Carlo-Methode

An dieser Stelle sind alle notwendigen Vorbetrachtungen abgeschlossen, um die
Inverse MONTE-CARLO-Methode [30, 34] (IMC), wie sie in diesem Kontext Ver-
wendung findet, vorstellen zu kénnen. Ausgehend von einer WILSON-Wirkung
(2.44a) mit gruppenwertigen 'link’-Variablen U, ,, suchen wir eine effektive Theo-
rie, deren dynamischer Feldinhalt der PoLyAkov-Loop (3.1b) ist. Die formale
Definition (3.13) lédsst eine exakte analytische Auswertung nicht zu, aber numeri-
sche Methoden kénnen ins Feld gefiihrt werden.

Die mit iiblichen MONTE-CARLO-Methoden [29, 45, 15] generierten Eichfeld-
konfigurationen {U/} sind geméB

1
PU) = Ee—sw[“} (3.31)

verteilt und werden mit (3.1b) auf Konfigurationen des POLYAKOV-Loops redu-

ziert. Dieses Ensemble von Konfigurationen {B} ist mit (3.14) bereits nach

P(P) = %e_ ot} (3.32)

verteilt, d.h. beliebige Momente® des MaBes DB e~ kénnen berechnet werden,
ohne dass seine explizite Gestalt bekannt ist. Wéhlen wir einen Ansatz fiir die
effektive Wirkung, erlaubt die Inverse MONTE-CARLO-Methode die Bestimmung

8Was gerade den n—Punktfunktionen (trB. ...%B,- ) entspricht.
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3. Inverse Monte-Carlo-Methode fiir effektive Wirkungen

DU =SWH5 (9 — T, Us,r)
WILSON-Wirkung effektiveWirkung
nicht geschlossen auswertbar

>

O[I8)) 9JUOIN
Inverse Monte Carlo

<€

] Auswertung P = ‘B[]
Konfigurationen U J Konfigurationen 3

Abbildung 3.2.: Verhiltnis von Monte Carlo zu Inverse Monte Carlo nach [19]. Wéhrend der
direkte Zugriff auf eine effektive Theorie analytisch unmoglich ist, ergénzt die IMC-Methode

bekannte numerische Verfahren zur indirekten Bestimmung.

der freien Parameter des Ansatzes, d.h. der effektiven Kopplungen A,, wobei in
jeder praktischen Rechnung sicherlich nur endlich viele Terme beriicksichtigt wer-
den koénnen und immer nur eine Approximation von S.g berechnet werden kann.
Um die IMC-Methode zu implementieren, benutzen wir die SCHWINGER-DYSON-
Gleichungen der effektiven Theorie (3.23), die in der Form von (3.30) eine li-
neare Relation zwischen den effektiven Kopplungen A, und Erwartungswerten
von Feldoperatoren darstellen. Um nach den A\, auflésen zu konnen, benétigen
wir genauso viele linear unabhéngige Gleichungen wie unbekannte Kopplungen
im gewdhlten Ansatz enthalten sind. Aus Griinden der numerischen Stabilitét
werden wir stets das bestimmte durch ein iiberbestimmtes Gleichungssystem er-
setzen und zum Losen ’least-square’-Methoden anwenden. Sind die Kopplungen
berechnet, konnen durch eine MONTE-CARLO-Simulation der effektiven Theorie
Observablen gemessen und die Qualitit der Approximation im Vergleich mit den
Messwerten der YANG-MILLS-Theorie diskutiert werden. Insbesondere wird da-
mit ein Vergleich der heute zahlreich in der Literatur vorhandenen Vorschlage fiir
eine effektive Wirkung untereinander und mit der YANG-MILLS-Theorie moglich
[20].
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3.3. Die Inverse Monte-Carlo-Methode

Konfigurationen

SD-Operatoren

P(P) ~ e FZ_

{

(O)ym = (O)err

SCHWINGER-DYSON-
Gleichungen

Konfigurationen

P(;B) ~ @ Seft <€

Abbildung 3.3.: Die IMC-Methode schematisch dargestellt: Das Verfahren erlaubt aus zuvor
generierten Konfigurationen {{/} und nach Auswahl von Operatoren F; sowie eines Ansat-
zes y ., Ao, die numerische Bestimmung der Kopplungen A,. In weiteren MONTE-CARLO-
Simulationen kénnen mit der erhaltenen effektiven Wirkung Observablen gemessen und mit
Erwartungswerten der YANG-MILLS-Theorie verglichen werden.
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4. Numerische Aspekte

4.1. Quantenfeldtheorie auf dem Computer

4.1.1. Grundlagen

Ziel der numerischen Methoden in der Quantenfeldtheorie ist die approximative
Bestimmung von GREEN-Funktionen in EUKLIDISCHER Zeit (vgl. (2.27b) und
(2.30)):

Glxy, ..., x0) = (By...D,) = %/Dcp eSO D(2y) ... D(x,) . (4.1)

Die Kenntnis dieser Funktionen erlaubt z.B. die numerische Bestimmung von Mas-
severhéltnissen gebundener Zustédnde der Theorie [14] oder ermoglicht Aussagen
iiber thermodynamische Groflen (Erwartungswerte), wie wir sie fiir die in Kapitel
3 gefundenen SCHWINGER-DYSON-Gleichungen benétigen. Im Gitterformalismus
entspricht (4.1) dem Losen des folgenden Integrals

(®y...®,) = Z—l/Hchi dy ... D, F (4.2)

bzw. fiir die hier ausschlieSlich betrachteten "reinen” Eichtheorien
Wi vy =TI / Aa(Us,) Uy .. Uy €59 . (4.3)
0

Die folgende Rechnung zeigt in iiberzeugender Weise, dass dies mit einfachen
Integrationsmethoden nicht zu bewerkstelligen ist. Fiir ein typisches zu simulieren-
des Gitter mit Ny = 16 Gitterpunkten pro Richtung ergibt sich fiir die Dimension
des Integrals im Fall der SU(N)—Eichtheorien:

|A| = N? = 16* = 65536
# links’ = d - |A| = 4 - 65536 = 262144
= dim(DU) = # ’links’ -tk SU(N) = 262144 - (N — 1).
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4. Numerische Aspekte

In Kapitel 2.3 wurde jedoch darauf hingewiesen, dass nur wenige der insgesamt
moglichen Feldkonfigurationen einen nennenswerten Beitrag liefern, d.h. durch
den BOLTZMANN-Faktor in (4.3) nicht unterdriickt sind!. Daher geniigt es in ei-
nem numerischen Verfahren nur diese relevanten Konfigurationen zu generieren
und aufzuaddieren. Das wohl wichtigste Verfahren hierfiir ist das MONTE-CARLO
‘importance sampling’, bei dem — ausgehend von einer zunéchst beliebig verteilten

Feldkonfiguration ¢ — Feldkonfigurationen gemé&fl dem statistischen Gewicht

e SUl quy

P = T sy

(4.4)

erzeugt werden. Die Grofle U ist als eine Zufallsvariable auf der Menge aller mogli-
chen Konfigurationen 4 zu verstehen und mit dif bezeichnen wir auf diesem Raum
das gleichverteilte Maf. Der Update-Algorithmus geht im Detail so vor, dass in
jedem MONTE-CARLO-Zeitschritt ¢ eine Konfiguration unter Zuhilfenahme der im

vorigen Schritt erzeugten generiert wird:
—UE-1) — U — UE+L) — ., (4.5)
die mit der Wahrscheinlichkeit
pU =U;) = p; = W (4.6)

der Konfiguration U; entspricht. Die (bedingte) Wahrscheinlichkeit in einem Update-
Schritt die Konfiguration U; zu erzeugen, wenn sich das System zuvor im Zustand
U; befand, wird mit P(U; — U;) = P,;; bezeichnet. Es ergeben sich zwei Bedin-
gungen an die P;;:

1. Damit die P;; Ubergangswahrscheinlichkeiten darstellen, miissen sie positiv

sein:

2. Die Wahrscheinlichkeit irgendeinen Zustand zu erreichen ist Eins:

> Py=1. (4.7b)

!Dies kann in unmittelbarer Analogie zur statistischen Physik verstanden werden. Dort sind
in der kanonischen Zustandssumme a priori alle Konfigurationen (mit beliebiger) Energie
zugelassen. Es kann jedoch gezeigt werden, dass sich ein scharf begrenzter Erwartungswert
fiir die Energie einstellt, d.h. fast alle relevanten Konfigurationen diesen Wert fiir die Energie

annehmen. Damit wird die Korrespondenz zur mikrokanonischen Gesamtheit gesichert.
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4.1. Quantenfeldtheorie auf dem Computer

o

" '16x16x16x4_ 5.5 raw.dat’ | +
"16x16x16x4_5.90 raw.dat"
-

-0.35

0.4 1 1 1 1 1 \|
0 200 400 600 800 1000 1200

Abbildung 4.1.: Thermalisierungszeit fiir SU(3)—Konfigurationen fiir 5 = 5.5 (rot) und 8 = 5.9
(griin). Uber der MONTE-CARLO-Zeit wurde R (L) aufgetragen. In beiden Féllen wurde mit
einer zufilligen Verteilung ("hot start’) begonnen und es ist fiir die gebrochene Phase deutlich

zu erkennen, dass sich das Gleichgewicht erst nach ungefihr 600 ’sweeps’ einstellt.

Mathematisch entspricht dies einem stochastischen Prozess; (4.5) wird als MAR-
KOV-Kette und P;; mit den in (4.7) beschriebenen Eigenschaften als stochasti-
sche Matrix bezeichnet. Weiter kénnen Bedingungen angegeben werden, unter
denen die MARKOV-Kette Konfigurationen mit dem geforderten Mafl (4.4) er-
zeugt [52, 16]:

1. Jeder Zustand U; kann in einer endlichen Anzahl von Schritten von jedem

Zustand U; aus erreicht werden, d.h. es existiert eine Zahl n, so dass gilt :

Z Pit,Priy - -Pr,; #0. (4.8)

Ko kin
2. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten erfiillen das detaillierte Gleichgewicht:

Die Aussage gilt dabei im strengeren Sinne nur fiir ¢ — oo, was in der Praxis
bedeutet, dass erst nach einer gewissen Zahl von Update-Schritten die erzeugten
Konfigurationen in der durch (4.4) gegebenen Verteilung vorliegen. Die Anzahl der

Schritte von einer Startkonfiguration ¢/(0) bis zu den ersten nach dem Gleichge-
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4. Numerische Aspekte

wicht verteilten Konfigurationen bezeichnet man als Thermalisierungszeit tinerm>.
Sie hangt i. Allg. von der Startkonfiguration, der Kopplungsstérke und dem kon-
kreten Update-Algorithmus ab.

Der bekannteste unter diesen ist der METROPOLIS-Algorithmus und wird in
unserer Arbeit bei der Simulation der effektiven Theorien verwendet. Fiir SU(N)-
Eichtheorien gibt es mit dem Wirmebad-Algorithmus [9] nach CREUTZ eine we-

sentlich effektivere Methode, die wir in Anhang A ausfiihrlich vorstellen.

4.1.2. Fehleranalyse

Sobald wir iiber eine Anzahl N von Konfigurationen U; verfiigen, konnen Erwar-

tungswerte von Operatoren durch

(A)y = 5 D_Alu] (4.10)

approximiert werden. Der Schétzwert (A), wird im Limes N — oo gegen den
wahren Erwartungswert (A) streben, so dass man in der Praxis an einer oberen

Schranke fiir die Abweichung
[(A) = (A)y [ < en (4.11)

interessiert ist. In diesem Abschnitt soll auf die verschiedenen Moglichkeiten bei

der Bestimmung dieser statistischen Fehler eingegangen werden.

Standardabweichung

Wie bereits gesagt, kann der wahre Erwartungswert in einer MONTE-CARLO-
Simulation nie berechnet werden, da hierzu unendlich viele Messungen notwendig
wéren. Jede reale Messung entspricht damit der Erhebung eines Schétzwertes auf
einem Ensemble vom Umfang N (vgl. (4.10)). Die Standardabweichung des er-
rechneten Mittelwertes (A), vom wahren Mittel (A) ergibt sich aus [52]

o(A) = \/ ﬁ (- 7). (4.12)

2Die in dieser Arbeit Verwendung findenden mikrokanonischen Update-Algorithmen #ndern

in jedem Schritte immer nur eine Variable U, ,. Als 'sweep’ bezeichnen wir das sukzessive
Anwenden des Update-Algorithmus auf alle Variablen. Sdmtliche MONTE-CARLO-Zeiten sind

in dieser Einheit angegeben.
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4.1. Quantenfeldtheorie auf dem Computer

woran unmittelbar ersichtlich wird, dass die Genauigkeit der Messung lediglich
mit N /2 wachsen kann. Hinzu kommt, dass (4.12) statistisch unabhingige Kon-
figurationen voraussetzt. Fiir Konfigurationen, die mit den im vorigen Abschnitt

besprochenen Update-Algorithmen erzeugt wurden, ist das i. Allg. nicht gegeben.

Autokorrelationszeit

Die meisten Update-Algorithmen arbeiten lokal, d.h. in jedem Update-Schritt wird
die gegebene Konfiguration U;(¢) nur in wenigen Freiheitsgraden geéndert, so dass
in der entstehenden Konfiguration ¢/;(¢+1) noch sehr viele Informationen iiber die
zuvor generierte enthalten sind. Ein Maf§ hierfiir ist die Autokorrelationsfunktion

[16]

) & ZA At +1) — A (4.13)

in der wir mit A(t') den Messwert der Observablen zur Zeit ¢’ bezeichnen. Fir
grofle Zeiten wird — wie fiir Korrelationsfunktionen {iiblich — ein exponentielles
Abklingen angenommen: Y 4(t) ~ e ¥™. Die damit verbundene Zeitskala heifit
Autokorrelationszeit 7.. Wird diese bei der Bestimmung der Standardabweichung
beriicksichtigt, so dndert sich (4.12) in der folgenden Weise [52]:

o(A) = % (A2 ZQ) . (4.14)

Die Autokorrelationszeit 7. hdngt von der betrachteten Observablen ab, was heu-
ristisch damit begriindet werden kann, dass weniger stark fluktuierende Groflen,
wie Mittelwerte iiber eine gegebene Konfiguration, sicherlich weit stéarker korreliert
sind als Messgroflen, die nur auf einer ’site’ ausgewertet werden.

Zur Quantifizierung dieses Effektes haben wir in der SU(3)-YANG-MILLS-Theo-
rie die Autokorrelationszeiten des POLYAKOV-Loops mit der des mittleren Wertes

pro Konfiguration

R — |As| ZL~ (4.15)

in der Néhe der kritischen Temperatur verglichen. In Abbildung 4.2 sind deutliche
Unterschiede zu erkennen, die sich auch in den errechneten Zeiten niederschlagen
(vgl. Tabelle 4.1.2). Mit (4.14) kann daraus die Anzahl 'sweeps’, die zwischen zwei
fiir die Messung relevanten Konfigurationen liegen muss, ermittelt werden. Nach

[16] sollte der Abstand gerade der zweifachen Autokorrelationszeit entsprechen.
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1 1
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(a) 3=5.6 (b) 6=5.9

Abbildung 4.2.: Vergleich der Korrelationszeiten von <f> und (Lz) fiir zwei Kopplungen in der

Néhe von f.. Ein ’sweep’ enspricht dem einmaligen Update aller ’links’.

Bisher wurden nur Observablen betrachtet, die auf jeder Konfiguration aus-
gewertet werden konnten. Sollen hingegen Observablen untersucht werden, die
Mittelwerte anderer GroBen enthalten (z.B. Suszeptibilitdten) oder solche die
von Schétzwerten mehrerer Observablen abhéngen, erweist sich die Bestimmung
von Autokorrelationszeiten und der Standardabweichung als zu aufwendig bzw.
unpraktikabel. In der Praxis finden in diesem Fall ’blocking’- und ’resampling’-

Methoden Anwendung.

Binning

Die 'binning-’ oder ’blocking’-Methode ist einfach zu implementieren und liefert
bereits verwertbare Ergebnisse. Die Idee dabei ist, die N Konfigurationen des En-
sembles in m Blocke b;, i = 1...m der Grofle n aufzuteilen. Die Observablen
werden dann zunéchst auf diesen Teilblocken b; ausgerechnet und das Endresultat
ensteht durch Mittelung iiber die im ersten Schritt erhaltenen m Werte. Die Stan-
dardabweichung wird mit (4.12) berechnet und von der ’bin-size’, also der Anzahl
Konfigurationen pro Block (oder ’bin’), abhéngen. Es kann aber gezeigt werden,
dass die mit diesem Verfahren errechnete Standardabweichung fiir grofier werdende
'bins’ gegen die um die Autokorrelationszeit korrigierte Form (4.14) strebt. Darin

liegt der Vorteil dieser Methode, denn 7. muss nicht explizit berechnet werden.
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4.2. IMC - Algorithmus und Implementation

Ny N | B | 7L, L
163 4 |55]16 8.9
163 4 |59]16 9.5
203 4 |55]16 5.6
203 4 15919 16.8
203 4 16215 9.7
202x24 | 4 |56 211266 (?)
202 x24 | 4 [6.0]22 11.7

Tabelle 4.1.: Autokorrelationszeiten fiir den PorLyAKov-Loop in der SU(3)-YANG-MILLS-
Theorie. Die erste Spalte gibt den Wert fiir Lz wieder, bei dem iiber 400 zufillig ausgewihl-
te Punkte gemittelt wurde. In einer fritheren Rechnung wurde die kritische Temperatur zu
Be = 5.70[4] (20% x 4) bestimmt. Diese Zahlen dienen uns ebenso als Orientierung fiir die
Untersuchungen der SU(2)—Theorie.

Bootstrap

Bei der ’bootstrap’-Methode werden aus den N in der Simulation berechneten
Messwerten fiir die Observable n, n < N, zufillig ausgewéhlt (Ziehen mit Zuriick-
legen), der Mittelwert gebildet und abgespeichert. Nach einer geniigend grofien
Anzahl von Wiederholungen entsteht so ein neues Ensemble aus diesen Mittelwer-
ten, wobei sich der endgiiltige Schétzwert wiederum aus deren Mittelwert ergibt.
Der statistische Fehler ist durch die Standardabweichung in der durch das be-

schriebene 'resampling’ erzeugten Verteilung gegeben [52]:

Auch hier ist es nicht unbedingt nétig, dass die Konfigurationen im Ausgangsen-
semble statistisch unabhéngig sind; beim 'resampling’ sind Duplikate ein und der-
selben Konfiguration ausdriicklich zugelassen und éndern das Ergebnis nicht, wenn

insgesamt geniigend statistisch unabhéngige Konfigurationen vorhanden sind.

4.2. IMC - Algorithmus und Implementation

4.2.1. Nomenklatur

Wir fiithren in diesem Abschnitt die fiir die weitere Diskussion bendtigten Be-
zeichner ein. Wir erinnern an die in Kapitel 3.3 gefundene Form der SCHWINGER-
DysoN-Gleichungen (3.30) fiir einen zunéchst unbestimmten Ansatz der effektiven
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4. Numerische Aspekte

Wirkung und einen Operator G,[L]:
D> X (1= Le)*GuS,) = ((1 = Ly)*Gy — 3L:Gy) -

Wir werden im Folgenden die Operatoren GGy, als SCHWINGER-DYSON-Operatoren
bezeichnen, um die Beziehung zu (3.30) auch im Namen zu betonen. Fiir B dieser
Operatoren G, und A unbekannten Kopplungen A, wird aus (3.30) ein lineares

Gleichungssystem, das wir in Matrixschreibweise wie folgt notieren:
M-X=7. (4.16a)
Die Komponenten von ¢ und M sind dabei durch
g ={((1—Lz)’G,) —3(LzG,), b=1...B (4.16b)
und
(M) = ((1 — Lz)’°GySy), a=1...A,b=1...B (4.16¢)

gegeben. Im Sinne einer systematischen Untersuchung ist es notwendig, die in ih-
rer Form immer noch sehr allgemeinen SCHWINGER-DYSON-Operatoren GG, weiter
einzuschranken. In dieser Arbeit werden wir nur lokale Operatoren betrachten, d.h.
solche, die im Gitter an einem Ort 3 lokalisiert werden kénnen. Das bedeutet, dass
sie nur vom Feld an den Orten Z abhiingen, fiir die gilt: | — Z] < 13. Betrachten
wir so einen bei ¢ lokalisierten SCHWINGER-DYSON-Operator Gy, 5, gewinnen wir
weitere Operatoren durch die Substitution i/ = g+ 2 fiir einen beliebigen Verschie-
bungsvektor Z. Da die SCHWINGER-DYSON-Gleichungen in einem zuvor fixierten
Punkt & ausgewertet werden, wire zu erwarten, dass dies fiir einen Operator G,
zu [Ag| Gleichungen fiihrt. Diese Zédhlweise ist jedoch zu naiv, wie die folgende
Uberlegung zeigt. Das Gitter Ag ist in alle Richtungen periodisch* und damit ho-
mogen, so dass alle GREEN-Funktionen (oder Korrelatoren) nur vom Abstand der

beteiligten Punkte abhéngen. So gilt z.B. fiir die Zweipunktfunktion:

GO, 5) = GO (7 — 1) £ (Lo}

3In der dadurch definierten Klasse wird spiter noch eine vor allen weiteren Operatoren aus-
gezeichnete Untermenge definiert, mit der schliellich die Rechnungen durchgefiihrt werden

koénnen.
4Wihrend die Periodizitit in EUKLIDISCHER-Zeitrichtung fiir das Einstellen einer endlichen

Temperatur wichtig ist, gibt es zunéchst keinerlei Einschrinkungen an die Randbedingungen
der Felder in den rdumlichen Richtungen, so dass diese ebenfalls periodisch gewé&hlt werden
konnen, was neben der angepsrochenen Translationsinvarianz einige algorithmische Details
der MONTE-CARLO-Simulation vereinfacht und die Rechengeschwindigkeit erhoht.
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4.2. IMC - Algorithmus und Implementation

Mit den von uns betrachteten SCHWINGER-DYSON-Operatoren entsprechen alle
Eintrage in M und ¢ solchen Korrelatoren und fiihren fiir ¢/ und ¢’ auf die selben
Koeffizienten, falls d = |¥ — y] = |7 — ¢’| gilt. Zusammen mit den periodischen
Randbedingungen, die als grofiten Abstand zweier Punkte die halbe Gitterlénge
N, /2 zulassen, fiihrt dies fiir jedes Gy, auf N,/2 Gleichungen®. Wir werden daher
auch von der Notation Gy 4 mit d =0, ..., Ny/2 Gebrauch machen.

4.2.2. Lineare iiberbestimmte Gleichungssysteme

Die Erfahrung, dass alle verfiigharen Informationen genutzt werden sollten, lehrt,
dass das iiberbestimmte dem bestimmten Gleichungssystem vorzuziehen ist. Da
aber iiberbestimmte Gleichungssysteme i.Allg. nicht 16sbar sind, kénnen nur (best-
mogliche) Ndherungslosungen gefunden werden. Wir wéhlen fiir unsere Zwecke die
"least-square’-Approximation aus, d.h. wir bezeichen fiir ein lineares iiberbestimm-

tes Gleichungssystem
MX = b, (4.17)

das X als (‘least-square’)-Losung, welches

& MX — b2 (4.18)

X ()
minimiert. Eine numerisch stabile Md&glichkeit eine Losung zu finden, nutzt die
Singuldrwertzerlegung einer Matrix M [62]. In der linearen Algebra wird gezeigt,
dass jede M x N—Matrix M, mit M > N in eine M x N Matrix U, eine Diago-
nalmatrix diag(sy, ..., sy) und eine N x N-Matrix VT zerlegt werden kann, wobei

die Spalten in den Matrizen U und V orthonormiert sind:

o1 Vi

M= (V| |um) | , (4.19)
SN Vi)

Uiy Ui = Vi Vi = i - (4.20)

Es ist zu beachten, dass die Uj;y M —komponentige und die V{;) N —komponentige
Vektoren sind. Mit der Orthogonalitétsrelation (4.20), 148t sich eine Losung von

5Streng genommen miissten geradzahlige und ungeradzahlige Gitterlingen unterschieden wer-
den und der Fall £ = § gesondert geziihlt werden. UbermiBige Genauigkeit zahlt sich in

dieser Frage aber nicht aus.
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(4.16a) aus (4.19) berechnen:

X:V-diag(i,...,i).UT-B. (4.21)
S1 SN

In [62] wird gezeigt, dass dieses A gerade die (4.18) minimierende ’least-square’-
Losung ist. Zu unserem Vorteil gibt es heute Programme bzw. Bibliotheken, die
sowohl die Singuldrwertzerlegung als auch das anschlieBende Losen der Gleichung
iitbernehmen. Wir haben bei den in dieser Arbeit erzielten Ergebnissen das frei

verfiighare Programm Octave [1] benutzt.

4.2.3. Wahl der Operatoren

Wir kommen schliellich auf die konkrete Gestalt der SCHWINGER-DYSON-Opera-
toren zu sprechen, wie sie in den MONTE-CARLO-Simulationen benutzt wurden.
Neben der Qualitédt und der Anzahl mitgefithrter Terme in der effektiven Wirkung
héngen die erhaltenen Ergebnisse entscheidend von der Auswahl der Operatoren
ab. Die Erfahrungen fritherer Arbeiten [21] haben gezeigt, dass als Erwartungs-
werte fiir die Eintrdge in My, und ¢, die zentrumssymmetrischen Operatoren
besonders gut geeignet sind. Fiir SU(2) sind das die Operatoren, welche durch
eine gerade Anzahl an Potenzen in L gegeben sind, also z.B. (LzLj). Betrachten

wir noch einmal
(M) = {(1 — Lz)*G,S,) (4.22)

SO muss GbS;j gerade sein. Beriicksichtigen wir, dass die Ableitung des geraden
Operators S, ungerade ist, folgt, dass (G, ebenfalls ungerade sein muss. Man {iber-

zeugt sich leicht, dass unter dieser Einschréinkung auch
g = (1= Lz)*G}) — 3(LzGy) (4.23)

gerade ist. Die SCHWINGER-DYSON-Operatoren sollen also lokal und ungerade
sein; eine Eigenschaft, die auch die Ableitungen der zu untersuchenden Entwick-
lungsterme in der effektiven Wirkung haben. Diese Ahnlichkeit ist uns fir die

folgende Festlegung Motivation genug:

at. 85,
Y 5[/3]

G, (4.24)

Fixieren wir den Punkt ¥ im Gitter, an dem die SCHWINGER-DYSON-Gleichungen

ausgewertet werden, erhalten wir — wie bereits ausgefiihrt — nur fiir verschiedene
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Absténde d = |Z — g] auch verschiedene Erwartungswerte und damit Koeffizienten

fiir das Gleichungssystem (4.17):

Gadd_f %

= d=1y— 2. 4.25
L d= - (4.2

4.2.4. Korrektheit der Implementation

Die Inverse MONTE-CARLO-Methode verlangt eine Vielzahl komplexer numeri-
scher Rechnungsschritte. Diese weisen meist mehrere und oft nicht leicht zu fin-
dende Fallstricke auf, die Ergebnisse verfalschen oder génzlich unbrauchbar werden
lassen. Wir versuchen, dem im Rahmen dieser Arbeit in zweierlei Weise zu begeg-
nen. Der erste Punkt bezieht sich direkt auf die Implementation der Algorithmen
und Programme und wird im Anhang B ausfiihrlich dargestellt. Die zweite Si-
cherung besteht in der Betrachtung von Konsistenzbedingungen und -tests, auf
welche wir an dieser Stelle ndher eingehen wollen.

Betrachten wir die Anforderungen genauer, so ergeben sich drei Programm-
blocke, die durch ihren zentralen Algorithmus charakterisiert werden kénnen. Im
Einzelnen sind dies der die YANG-MILLS-Theorie simulierende, der die effekti-
ve Theorie simulierende und der die IMC-Methode implementierende Block. Der
erste kann durch Vergleich erhaltener Messwerte mit in der Literatur verdoffent-
lichten Ergebnissen iiberpriift werden, was wir als ausreichend betrachten. Um
die beiden letztgenannten Blocke auf Korrektheit zu iiberpriifen, nutzen wir aus,
dass die SCHWINGER-DYSON-Gleichungen auch geeignet sind, die Kopplungen
aus Konfigurationen zu bestimmen, die mit einer effektiven Wirkung erzeugt wur-
den. Bei richtiger Implementation der Simulation und der IMC-Methode sollten
die vorgegebenen Werte fiir die Kopplungen reproduziert werden. Das beschrie-
bene Vorgehen hat sich als sehr zuverlédssig und hilfreich beim Auffinden von
Fehlern wihrend der Weiterentwicklung des Programmcodes, d.h. bei der Hin-
zunahme neuer SCHWINGER-DYSON-Operatoren oder Wirkungsterme erwiesen.
Des Weiteren kann auf diese Weise beobachtet werden, wie die Ergebnisse un-
ter Austausch oder Weglassen bestimmter Operatoren beeinflusst werden oder
in welchem Maf} sich Trunkierungen, d.h. Simulation in n Kopplungen und IMC
fir m < n Kopplungen auswirken. Schliellich bietet das Verfahren auch fiir die
aus der YANG-MILLS Theorie zu bestimmenden Kopplungen Anhaltspunkte zur
Genauigkeit der Ergebnisse.
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5. Ergebnisse fiir SU(2)-Eichtheorie

In diesem Kapitel prasentieren wir die Ergebnisse unserer numerischen Simulatio-
nen. Die meisten Rechnungen mit direktem Bezug zu der in Kapitel 3 ausfiihrlich
vorgestellten IMC-Methode wurden dabei fiir den einfacheren Fall SU(2) durch-
gefiithrt. Grofle Teile des hierfiir notwendig zu entwickelnden Programmcodes ste-
hen jetzt auch fiir die Untersuchungen der SU(3)—Theorie zur Verfiigung, Resulta-
te waren im Rahmen dieser Arbeit aber noch nicht zu erzielen. Bereits vorhandene

Zwischenergebnisse fiir SU(3) werden in Kapitel 6 dargestellt.

5.1. Simulation der Yang-Mills-Theorie

Kritische Temperatur

Wir beginnen mit der Untersuchung des Phaseniiberganges, um die kritische Tem-
peratur zu bestimmen. Der in Kapitel 2.4.3 besprochene Zusammenhang zwischen
WiLsON-Kopplung und inverser Temperatur, fiihrt iiblicherweise auf die Bestim-
mung der inversen Temperatur als GroBle der WILSON-Kopplung, d.h., dass im
Folgenden mit 3, die kritische Kopplung und nicht die inverse Temperatur gemeint
sein wird!. Wir haben fiir eine Reihe von verschiedenen Werten fiir 3 = 1.0...4.0
zwischen 5 000 und in der Ndhe des Phaseniiberganges 100 000 'sweeps’ zur sta-
tistischen Auswertung herangezogen. Als den Phaseniibergang anzeigenden Ord-
nungsparameter benutzen wir den rdumlich gemittelten POLYAKOV-Loop und des-

sen Suszeptibilitét:

— 1
L ™l <zx: Lf> (5.1)
\(I) = <z2> —(T)*. (5.2)

IDie physikalische Temperatur entzieht sich der unmittelbaren Beobachtung und eine Bestim-

mung ist auf zusétzliche Methoden angewiesen, auf die wir hier nicht eingehen.
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Abbildung 5.1.: Der Erwartungswert des POLYAKOV-Loops als Funktion
der Kopplung. Verschiedenfarbige Messpunkte geh6ren zu voneinan-

der unabhéngig durchgefithrten Simulationen.

Bei der in (5.1) gegebenen Definition von L ist jedoch zu beachten, dass das
mittlere Feld bei einer korrekt durchgefiihrten Simulation in jedem Fall einen
Erwartungswert von Null aufweisen wird, da das (endliche) System stets eine
endliche Tunnelwahrscheinlichkeit zwischen den beiden Minima L und —L haben

wird. Wir definieren daher zusétzlich zu (5.1)
I’ = lim G?(d). (5.3)

Die Aquivalenz von (5.1) und (5.3) ergibt sich mit Hilfe der aus der Statistik
bekannten Aussage

|z—y|—o0

(LzLg) ~ —  (Lz) (Ly) (5.4)

und der Translationsinvarianz des Gitters
— 1
L=— Lz) . 5.5
iy 2 e (55)

Von (5.3) machen wir vor allem in der Néhe des Phaseniiberganges Gebrauch,
da dort auch fiir ausgedehnte Gitter die Tunnelwahrscheinlichkeiten zwischen den
Minima grof§ werden. In einigem Abstand von der kritischen Kopplung erreichen
wir bei der von uns benutzten Gittergrofle Ny, = 20 durch eine Modifikation des
Update-Algorithmus?, dass sich das System praktisch nur in einem Minimum be-

findet und die Berechnung von L direkt mit (5.1) vorgenommen werden kann.

2Generell werden mikrokanonische Updateschritte, wie sie METROPOLIS- oder W drmebadalgo-
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Abbildung 5.2.: Suszeptibilitit als Funktion der Kopplung. Verschieden-
farbige Messpunkte gehoren zu voneinander unabhéngig durchgefiihr-

ten Simulationen.

Fit | kritische Kopplung (.

L 2.296[2]
x(L) 2.295(3]

Tabelle 5.1.: Aus den Kurvenfits gewonnene kritische Kopplung (.. Die Werte sind in guter
Ubereinstimmung mit [48, 49].

Die Abbildungen 5.1 und 5.2 zeigen unsere Ergebnisse. Die Kurvenfits haben die
Gestalt

_ . ﬂ
X = = h

und dienen uns nur zur Bestimmung des kritischen Punktes (vgl. Tabelle 5.1).

L=a(B—B.) bzw.

Zweipunktfunktion

Als eine mogliche Observable, an der ein Vergleich von YANG-MILLS- und effek-
tiver Theorie vorgenommen werden kann, untersuchen wir in beiden Fillen die

Zweipunktfunktion

GO (|l —y)) = (LeL}) | (5.6)

rithmen erzeugen, durch Uberrelaxationsschritte ergéinzt. In unserem Fall bedeutet dies, dass
aus einer Konfiguration in der Nihe von L eine Konfiguration in der Nihe von —L erzeugt

wird. Wir lassen diesen Schritt weg und beobachten fiir 8 > 2.35 kein Tunneln mehr.
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Abbildung 5.3.: Zweipunktsfunktion in gebrochener und ungebrochener Phase.
Der endliche Wert fiir groe Abstdnde in der gebrochenen Phase wird als
Deconfining-Signal in der YANG-MILLS-Theorie interpretiert.

aus der wir zwei Parameter £ und I gemaf
GO (|z — y|) = ce lo-ul/e 4 T (5.7)

bestimmen koénnen. Fiir die praktische Auswertung ist zu beachten, dass durch
die periodischen Randbedingungen der exponentielle Abfall (5.7) in einen um die
halbe Gitterausdehnung verschobenen cosh(z/§) tibergeht. Der Konvergenz im
Kurvenfit kommt dies aber entgegen, so dass die in (5.7) eingefiihrten Parameter
¢ und T” schlieBlich mit Hilfe von

2

GO(d=|v—y|)=c(e ¥ +dNIE) 4+ T (5.8)

bestimmt wurden.

5.2. Simulation der effektiven Theorie

5.2.1. Ansatz fiir die Wirkung

Wir haben bisher nur wenig iiber die mogliche Form einer effektive Wirkung ge-
sagt. Neben der bereits bestehenden Moglichkeit Ansétze aus der Literatur zu tes-
ten [20], wollen wir in diesem Abschnitt eine eigensténdige systematische Entwick-

lung motivieren. Zu diesem Zweck erinnern wir noch zunéchst an die Modellierung
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Abbildung 5.4.: £ und T? als Funktion von B, wie sie aus den Kurvenfits bestimmt wurden. Die
Werte finden sich in Anhang D.2.

"kinetischer” Kontinuumsterme auf dem Gitter. In einem zweiten Schritt werden
wir den dynamischen Inhalt der betrachteten Theorie von P auf das bereits ei-
chinvariante L reduzieren und schliefflich eine Entwicklung nach den Charakteren

der Gruppe angeben.

’hopping’-Terme

Wir betrachten fiir den Moment eine skalare Feldtheorie im Kontinuum. Die L A-
GRANGE-Dichte fiir EUKLIDISCHE Zeit lautet in diesem Fall (vgl. (2.29))

1 1
2 = S0up0"p + om0’ + V(). (5.9)
worauf wir die in Kapitel 2.3 eingefiihrten Diskretisierungsregeln anwenden. Wir
erhalten?:
1 2 1, 1
“w
1 2 2 L,
o

Indem wir die Masse geeignet umdefinieren, kann (5.10) in die folgende Form

gebracht werden:

1 1
L= [Z (Paposn) + 5 0 +V(ea) | (5.11)

2
I

3Um die angebene Form zu erreichen, ist es notwendig von Feld und Masse die Dimension
abzuspalten, was korrekterweise unterschieden werden miisste: ¢ = %@ und m = %m Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit bezeichen wir trotzdem das Feld wie auch seine numerische

Darstellung mit .
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5. Ergebnisse fiir SU(2)-Eichtheorie
mit

12

m'= =m?*+2d. (5.12)

Wir hétten den Term 2dgp? ebenso zum Potential hinzunehmen kénnen, einzig
wichtig an (5.11) ist die Beobachtung, dass kinetische Terme in Néchste-Nachbar-
Wechselwirkungsterme (‘hopping’-Terme) iibergehen und diese die richtigen Mo-
dellierungshilfen bei der Formulierung einer dynamischen Theorie auf dem Gitter
sind.

Zwischen der hier betrachteten skalaren Feldtheorie und der von uns unter-
suchten effektiven Theorie gibt es jedoch einen wesentlichen Unterschied. Das
skalare Feld ist eine dimensionsbehaftete Grofle. Seine Dimension entspricht der
einer Masse [p] = M, wodurch die Dimensionen aller Kopplungen festgelegt sind.
Betrachtet man die Operatoren, die eine hohere Massendimension haben, als re-
levanter, erhélt man bereits ein Ordnungsprinzip fiir eine systematische Entwick-
lung. Der POLYAKOV-Loop L hingegen ist eine dimensionslose Gréfie, so dass alle
Kopplungen die gleiche Dimension, [\,] = M* (im Kontinuum), haben und uns

ein solches Ordnungsprinzip nicht ldnger zur Verfiigung steht.

Reduziertes Haar-MaB

Als dynamische Grofie wihlen wir den (gespurten) Polyakov-Loop Lz = tr Pz, da
die effektive Wirkung nach zentrumssymmetrischen Klassenfunktionen entwickelt
werden kann. Das Funktionalma$ (3.14) reduziert sich in diesem Fall auf einen
Volumenfaktor entlang der Konjugationsklassen und ein 'reduziertes” HAAR-Maf3

transversal dazu:
DP = [[du(Bz) = V)™ [ [ dis(Lz) = (V)DL (5.13)

Da wir in der numerischen Simulation nur Erwartungswerte betrachten konnen,
ist es iiberfliissig den Faktor (N)*s mitzunehmen, da er sich stets kiirzen wird.
Im Fall von SU(2) lasst sich das reduzierte Maf3 dfi(Lz) sofort angeben:

dji(Lz) = \/1 — L2 dLz

_ 6%1n(1—L§)de
=e % dlg, Lyc[-1,1], (5.14)
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5.2. Simulation der effektiven Theorie

wovon man sich am leichtesten in den in Kapitel 3 gewihlten Koordinaten (3.24)
iiberzeugt*. Die eingefiihrte Schreibweise, den vom Maf herriihrenden geometri-
schen Faktor als additiven Term S, = —1/21n (1 — L2) zur weiter unten besproche-
nen eigentlichen effektiven Wirkung (5.20) zu betrachten, erweist sich im Hinblick

auf die Simulation als vorteilhaft.

Charakterentwicklung

Um eine Klassenfunktion zu entwickeln, benotigen wir ein vollsténdiges Funk-
tionensystem in diesem Funktionenraum. Die aus der Gruppentheorie bekann-
ten Charaktere bilden — iiber die notwendige Vollstéandigkeit hinaus — sogar ein
orthonormiertes Funktionensystem. Sie werden daher in der im Folgenden zu be-
sprechenden Entwicklung Verwendung finden. Die zusétzlich geforderte Zentrums-
symmetrie ist hierdurch jedoch noch nicht gesichert und wir betrachten dazu das

Verhalten der Charaktere unter einer solchen Transformation®:
Xp(2L) = 2"xp(L) - (5.15)
Produkte von Charakteren x,x, sind damit genau dann invariant, wenn gilt
p=¢q (mod 2). (5.16)

Beschrénken wir uns weiter auf Néchste-Nachbar Wechselwirkungen, wie sie im

vorangegangenen Abschnitt motiviert wurden, ist
Z Z ApaXp(L Z ApqSpq » (5.17)
) (Z9)

unter diesen Einschréankungen der allgemeinste Ansatz fiir die effektive Wirkung.
In (5.17) haben wir

(pg) Ep=q (mod?2)
als Kurzschreibweise eingefiihrt. Das in (5.17) angegebene Seg ist mit (5.15) offen-

sichtlich zentrumsinvariant. Fiir die weiteren Rechnungen ist es giinstig in (5.17)

4In diesen Koordinaten entsprechen Klassenfunktionen gerade Funktionen, die nur von Py = L
abhéngen.

5Zunichst sind die Charaktere eines Gruppenelementes als die Spur () = tr, 3 seiner r-
dimensionalen Darstellung definiert. Fiir SU(2) konnen alle hoheren Charaktere als Funktion
des Charakters der definierenden Darstellung, also L, geschrieben werden und das Transfor-

mationsverhalten ist durch das von L festgelegt.
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5. Ergebnisse fiir SU(2)-Eichtheorie

noch einige Termumformungen vorzunehmen. Dazu betrachten wir zunéchst

Spq = Z Xp(Lz)Xq(Lg) = Z Z Xp(Lz)Xq(Lzti)

()
- Z Z [xp(Lz)Xq(Liti) + xp(Lz)Xq(La—i)] , (5.18)

z >0

was sich durch Umbenennen von # — ¢ = ¢ und anschlieBende Umordnung wieder

auf

Spq = Z Z [Xp(Lf)Xq(Lﬂi) + Xq(Lf)Xp(Leri)} (5.19)

>0
reduzieren ldsst. Damit kénnen die \,, symmetrisch gewahlt und die Terme A5y,

6.
und Ay, S, zsammengefasst werden®:

Setr = Y ApgSpg - (5.20)
(pq)
p<q

Die obige Form der effektiven Wirkung zeigt, dass der friither verwendete Index a

nun die geordneten Paare
a€{(p,g) EN*:p=gq mod2,p<q}

durchlauft.
Die in dieser Arbeit explizit untersuchten effektiven Wirkungen bestehen aus
den ersten zwei, drei und fiinf Termen und wir fiihren fiir diese die folgenden

Bezeichner ein:

Se(? = )\11511 + )\22522 (521&)
S = AiSin + A28z + AaoSa (5.21b)
S = A1Sut + A22Saz + A20Szo + As3Sas + AsiSai - (5.21c)

5.2.2. Effektive Theorie mit zwei Kopplungen

Um einen Eindruck von den durch (5.21) beschriebenen effektiven Theorien zu er-
halten, simulierten wir diese zundchst ohne Bezug auf die YANG-MILLS-Theorie,
um so einen ersten Uberblick iiber die Phasenstruktur der Theorie zu gewinnen.

Wir beschriankten diese Diskussion auf Sé?, da hier die Ergebnisse iibersichtlich

6Zunsichst unterscheiden sich die in (5.20) benutzten Kopplungen durch einen Faktor 2 von den

vorherigen, was wir aber durch eine Neudefinition der Symbole nicht weiter beriicksichtigen.
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Abbildung 5.5.: Kritische Linie in der Abbildung 5.6.: Zur Illustration der Schwie-
Séﬂ)fTheorle. Die Punkte o und 3 bezie- rigkeiten bei der Thermalisierung in der
hen sich auf Abb. 5.6 MONTE-CARLO-Simulation.

dargestellt werden kénnen. Das Phasenportrait wurde durch systematisches Ab-
tasten der Kopplungen A1; und Aoy erstellt, wobei die Dichte in der Nahe der kri-
tischen Linie erhoht wurde. Aus den so erhaltenen und in Abb. 5.7 dargestellten
Daten, konnte schlieflich der genaue Verlauf der kritischen Linie bestimmt wer-
den. bestimmt werden. Die in der Simulation benutzten Parameter waren 5 000
Thermalisierungs- und 20 000 Mess-'sweeps, wobei zwischen den einzelnen Mes-
sungen 20 bis 50 'sweeps’ ausgelassen wurden. Wir machten dabei die Beobach-
tung, dass der von uns eingesetzte METROPOLIS-Algorithmus fiir diese konkrete
Klasse von Theorien nur sehr bedingt geeignet war und anfénglich ein vollig ande-
res Phasenportrait ergab. Erst eine genauere Untersuchung der Thermalisierungs-
zeiten gab Einblick in die mit dem Algorithmus verbundenen Probleme (vgl. Abb.
5.6). Insbesondere in der gebrochenen Phase der Theorie war das Einstellen des
Gleichgewichts mit einer zuféllig verteilten Startkonfiguration (‘hot-start’) nicht
zu erreichen. Interessanterweise konnte das System zwar langsam aus der gebro-
chenen in die symmetrische Phase gebracht werden, der gleiche Weg zuriick war
hingegen unmdéglich und verhinderte unsere urspriingliche Strategie mit geringeren

Thermalisierungszeiten auszukommen”.

Wir gehen davon aus, dass die gemachten Erfahrungen mit Algorithmus und
Implementation sinngemé&f auch fiir die erweiterten Wirkungen S éff) und S é?f) gel-

ten.

"Dazu wollten wir eine auf Xl = (A11,, A22,;) thermalisierte Konfiguration als Ausgangspunkt
fiir die Messung bei einem dicht benachbarten Datenpunkt Xl-+1 = (M1,; + A, Ag2 ;) nutzen.
Durch das im Text beschriebene Phdnomen war der Erfolg dieser Strategie aber abhingig

von der Richtung geworden, in der die kritische Linie iiberquert wurde.
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0.6

Abbildung 5.7.: Erwartungswert des rdumlich gemittelten POLYAKOV-Loops L in der durch S g_f)

beschriebenen Theorie als Funktion von Aj; und Aos.

5.3. Inverse Monte-Carlo

5.3.1. Bestimmung der Kopplungen

GeméaB Abschnitt (4.2.3) verwenden wir als SCHWINGER-DYSON-Operatoren
J
Gpg,z = 6—Lzqu = Z X;(LZ)Xq(LzH) + X;(Lz)Xp(Lz—l—i) . (5.22)

Zur Bestimmung der Kopplungen wurden dabei die acht Operatoren bis ¢ = 4
sowie der Operator G55 » benutzt®. Mit der bereits besprochenen moglichen Uber-
bestimmung durch Wahl verschieden grofier Abstédnde zwischen ¥ und 2’ ergeben

sich damit bei der gewéahlten Gittergrofie von Ny = 20 insgesamt 9-d,d =0... 10,

8In Anhang C findet sich die explizite Form aller eingesetzten Operatoren.
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5.3. Inverse MONTE-CARLO

also 99 Gleichungen in den zu bestimmenden zwei, drei oder fiinf Unbekannten.
Auf jeder Konfiguration {3;} wurden die Koeffizienten M, und g, durch raumli-
che Mittelung iiber das Gitter und anschlieBend daraus eine Losung XZ berechnet.
Das Endresultat wurde aus dem arithmetischen Mittel aller X; und die Genauig-
keit der gewonnenen Daten mit der "bootstrap’~-Methode bestimmt®. In Abbildung
5.8 haben wir die effektiven Kopplungen A,, als Funktion der WILSON-Kopplung
B, aufgetragen. In jedem Fall kann ein deutliches Signal in der Ndhe der kriti-
schen Temperatur beobachtet werden. Dies bedeutet jedoch nicht, dass die effek-
tiven Theorien ihrerseits an dieser Stelle durch einen Phaseniibergang gehen, wor-
auf wir weiter unten zuriickkommen. Ebenfalls bemerkenswert, ist die erkennbare
Ordnung der Kopplungen, die mit steigendem p um jeweils eine Groflenordnung
von —2 - 107! fiir p = 1 auf 4 - 1073 fiir p = 3 abnehmen. Streng genommen
gilt diese Aussage nur in der gebrochenen Phase, wahrend in der symmetrischen
alle Kopplungen bis auf \;; faktisch verschwinden. Ob die héheren Kopplungen
wirklich identisch Null sind, konnte mit der zur Verfiigung stehenden Statistik!'®
nicht zweifelsfrei festgestellt werden und ist Gegenstand weiterfiihrender Untersu-
chungen. Dennoch halten wir dies fiir ein deutliches Indiz, dass in diesem Sektor
der Theorie die effektive Theorie mit dem von uns vorgeschlagenen Ansatz (5.20)
bereits durch die fundamentale Darstellung des POLYAKOV-Loops x1(L) ausrei-
chend beschrieben wird. Die Daten fiir die Kopplungen A33 und A3; zeigen mit den
angegeben Fehlern auf, dass fiir die ndchste Ordnung p = 4 die Statistik ebenfalls
deutlich verbessert werden muss. Unter den Kapitel 4.1.2 diskutierten Gesichts-
punkten ist dabei eine signifikante Verbesserung der Ergebnisse nicht unter einem

Faktor 10 zu erwarten.

9Eine alternative Bestimmung der Genauigkeit besteht darin, bei der ’least-square’ Lésung von
MX = g, die Koeflizienten gemafl ihrer Genauigkeit zu wichten. Wir verzichten auf diese

Betrachtung, da wir die im Text beschriebene Methode fiir genauso aussagekriftig halten.
0Djiese hingt natiirlich stark von den gegebenen technischen Maglichkeiten ab. Mit bis zu 100

000 sweeps fiir ein 3, war unsere Hardware bis an ihre Grenzen ausgelastet.
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Abbildung 5.8.: Die effektiven Kopplungen als Funktion von §,. Die zugehorigen Werte finden
sich in Anhang D.1.
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5.3.2. Vergleich mit Yang-Mills

Der Grund fiir unsere Untersuchungen der effektiven Wirkungen (5.21) war, ihre
Vorhersagekraft fiir die urspriinglich formulierte YANG-MILLS-Theorie zu iiber-
priifen. Wir beschreiben im Folgenden unsere Kriterien dafiir und diskutieren die
gewonnen Ergebnisse.

Inwieweit die effektiven Theorien Observablen der Ausgangstheorie vorraussa-
gen konnen, héngt sicherlich von den zu untersuchenden Observablen ab. Im Sin-
ne einer Approximation wiirden wir sagen, dass die YANG-MILLS- und effektive
Theorien die gleiche Physik beschreiben, wenn sie fiir eine ausgewéhlte Klasse von
Observablen die gleichen Erwartungswerte vorhersagen. Eine fiir die Feldtheorie
besonders wichtige Observable ist dabei stets durch die Zweipunktfunktion (5.6)
gegeben, die gerade dem Propagator der Theorie entspricht. Wir haben bereits
in einem fritheren Abschnitt die fiir uns relevanten Parameter der Zweipunkt-
funktion eingefiihrt (vgl. (5.7)) und fiir die YANG-MILLS-Theorie bestimmt (vgl.
Abbildung 5.1). Indem wir fiir die erhaltenen Kopplungen die effektiven Theori-
en simulieren, kénnen diese erneut bestimmt und mit denen der urspriinglichen
Theorie verglichen werden. Dieser Vergleich erscheint uns besonders als Funktion
der WILSON-Kopplung 3, interessant. Anhand der Abbildungen 5.9 und 5.10 wird
deutlich, dass fiir kleine Kopplungen wie fiir grofe Kopplungen, g < 2.20 bzw.
By > 3.5, sowohl die Korrelationsldnge £ als auch das Quadrat des Erwartungs-
wertes des POLYAKOV-Loops % gut iibereinstimmen. Im weitaus interessanteren
Bereich, d.h. in der Ndhe der kritischen Kopplung £, = 2.296 (vgl. 5.1), sind
— nicht unerwartet — signifikante Unterschiede erkennbar. Zum einen wirkt sich
die vorgenommene Trunkierung nach hdéchstens fiinf Termen trotz der gefunde-
nen Hierarchie der Kopplungen nach wie vor auf das erhaltene Ergebnis aus und
zum anderen beriicksichtigt der untersuchte Ansatz nur die einfachsten Wech-
selwirkungsterme. So wurden mit der in [21] vorgeschlagenen und insgesamt aus
14 Operatoren bestehenden effektiven Wirkung, die auch Uberniichste-Nachbar-
Wechselwirkungen beriicksichtigt, bereits bessere Ergebnisse gefunden. Dennoch
kann besonders in der symmetrischen Phase der YANG-MILLS-Theorie diese zu-
mindest anhand der vorgegebenen Kriterien sehr gut durch eine effektive Theorie
in nur einem Term Sy, beschrieben werden. Dies folgt aus dem (numerischen) Ver-
schwinden der hoheren Kopplungen (vgl. Abbildung 5.8) und der ausgezeichneten
Ubereinstimmung der Zweipunktfunktion in diesem Sektor (vgl. Abbildung 5.11).
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Abbildung 5.9.: £ als Funktion von 3, (zur besseren Orientierung wurden
die YANG-MILLS-Punkte verbunden). Wieder ist der Phaseniibergang
deutlich zu erkennen, obwohl der Verlauf fiir die effektiven Theorien

zu groferen Kopplungen verschoben ist.
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Abbildung 5.10.: T” als Funktion von Bg. Wie auch schon fiir  in Abbil-
dung 5.9 beobachtet, sind die grofiten Abweichungen in der Néhe der
kritischen Kopplung zu beobachten, wihrend in der symmetrischen
Phase, bzw. fiir hinreichend grofle 3, die Vorhersagen der effektiven
Theorien mit denen der YANG-MILLS-Theorie iibereinstimmen.
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Abbildung 5.11.: Zweipunktfunktion G (d) fiir 3, = 2.20.
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Abbildung 5.12.: Zweipunktfunktion G (d) fiir 3, = 3.00.

65



5. Ergebnisse fiir SU(2)-Eichtheorie
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Abbildung 5.13.: Trajektorie der YANG-MILLS-Theorie im Parameterraum von S é?. Die kritische
Line wurde bereits in Abbildung 5.5 gezeigt. In der Vergroferung sind die Punkte fiir § = 2.29,
also in unmittelbarer Nihe der kritischen YANG-MILLS-Kopplung hervorgehoben.

5.3.3. Yang-Mills-Trajektorie

An dieser Stelle interessieren wir uns fiir die Bereiche im Parameterraum der effek-
tiven Theorien, in denen die aus der YANG-MILLS-Theorie gewonnenen Kopplun-
gen liegen. Wir greifen hierzu auf das bereits in Kapitel 5.2.2 gewonnene Phasen-
portrait der durch S, gf) beschriebenen Theorie zuriick und fiigen die Kopplungen
als Trajektorie hinzu (vgl. Abbildung 5.13). Dieses Vorgehen ist fiir die tatsdchlich
in dieser Theorie gefundenen Werte korrekt, und wir gehen davon aus, dass fiir die
ebenfalls hinzugefiigten Trajektorien von Ség’f) und Sé? die kritische Linie immer
noch eine gute Naherung darstellt. Eingehender betrachtet sind diese zwei Kurven
als Projektionen auf die \j;-Aoo-Ebene zu verstehen, wobei Effekte der hoheren
Kopplungen im Nachhinein wieder vernachléssigt werden. Der Fluss der Trajekto-
rien verlauft — wie zu erwarten — fiir anwachsende Kopplung 3, von Links (aus der
symmetrischen) nach Rechts (in die gebrochene Phase). Die kritische Kopplung
B, liegt in allen Féllen noch deutlich in der symmetrischen Phase, ein Resultat
was auch anhand der Zweipunktfunktion deutlich wird. Die effektiven Theorien
durchlaufen ihren jeweiligen Phaseniibergang fiir etwas groere 3, als dies fiir die
YANG-MILLS-Theorie der Fall ist. Bisher wurde von uns noch keine Begriindung
fiir dieses Verhalten gefunden. Eine erste Vermutung koénnte diese Verschiebung je-
doch mit der Abwesenheit von weitergehenden Wechselwirkungstermen der Form

wie sie in [21] diskutiert wurden in Verbindung bringen.
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5.4. Zusammenfassung

Die erhaltenen Ergebnisse zeigen, dass mit der vorgestellten Inverse-MONTE-
CARLO-Methode die freien Parameter oder Kopplungen von effektiven Theorien
numerisch fixiert werden kénnen. Somit wird ein direkter Vergleich von urspriing-
licher und effektiver Theorie auf Ebene der beiden Theorien gemeinsamen Obser-
vablen moglich. Die so gewonnenen Informationen kénnen dazu genutzt werden,
vorgeschlagene Ansétze nach ihrer Relevanz fiir die zu approximierende Theorie
zu ordnen, bevor weitere analytische Anstrengungen (‘mean-field’, o.4.) unter-
nommen werden. Wir betrachten diese Moglichkeit als sehr hilfreich, da effektive
Theorien von ihrer Form her zwar einfacher angelegt sein sollen als die urspriing-
liche Theorie, aber auf der anderen Seite natiirlich auch deren im jeweiligen Kon-
text interessanten Merkmale aufweisen miissen. Anhand der beschriebenen und
auf einen einfachen Ansatz (5.20) angewandten Methode kann sehr friih festge-
stellt werden, inwieweit dieser Ansatz den vorgegebenen Vergleichskriterien (in
dieser Arbeit die Zweipunktfunktion) geniigt. Durch die vorgestellten Resultate
ermutigt, wurde der Ansatz inzwischen auch analytisch eingehender untersucht.
Die dabei gewonnenen Erkenntnisse sind jedoch nicht mehr Teil dieser Arbeit und
werden in [20] verdffentlicht. Das mit hoher Datendichte untersuchte Verhalten
der Kopplungen wie der Parameter der Zweipunktfunktion als Funktion von (,
hat ein interessantes Bild ergeben. Die Kopplungsfunktionen weisen alle ein aus-
gepréagtes Signal bei der kritischen Kopplung 3. auf, was jedoch nicht direkt zum
kritischen Verhalten der effektiven Theorien fiihrt. Der Phaseniibergang findet in
diesen erst fiir 8, ~ 2.6 statt, was einer prozentualen Abweichung von 13% ent-
spricht. Uber die Griinde fiir diese Abweichungen gibt es im Moment noch keine
gesicherten Aussagen. Einen ersten Hinweis bietet der Vergleich zu [21, 19], auf
den wir weiter unten noch einmal ausfiihrlicher zuriickkommen werden. Anhand
der Parameter der Zweipunktfunktion kénnen Aussagen iiber den Giiltigkeitsbe-
reich der untersuchten effektiven Theorien gemacht werden. Aus den Ergebnissen
wird deutlich, dass das Verhalten der Zweipunktfunktion in der symmetrischen
Phase bereits durch Sy; — einer ISING-artigen Wirkung — sehr gut beschrieben
wird. In der gebrochenen Phase kommt es erst ab § = 3.5 wieder zu einer Uber-
einstimmung zwischen YANG-MILLS- und den betrachteten effektiven Theorien.
In dieser Phase gewinnen die hoheren Darstellungen an Bedeutung und verbessern
signifikant die Approximation.

Ein zweites wichtiges Ergebnis dieser Arbeit ergibt sich im Vergleich zu der in

[21] vorgeschlagenen Wirkung. Der dort gemachte Ansatz beriicksichtigt neben der
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hier benutzten NN-Wechselwirkung zusétzlich UNN-Wechselwirkungsterme und
koppelt auch mehr als zwei ’sites’ miteinander. Mit unserem Ansatz gemein ist
hingegen die Entwicklung der Kopplungsterme nach Charakteren. Dabei werden in
[21] jedoch nur gleiche Darstellungen gekoppelt, d.h. es galt stets p = ¢. Die vorlie-
gende Arbeit ergédnzt die bisherigen Resultate, indem wir — unter Einschrinkung
auf NN-Wechselwirkung — den Einfluss von Kopplungen unterschiedlicher Dar-
stellungen aneinander, wie sie in den Termen Sy und S3; zum Ausdruck kommt,
eingehend studiert haben. Der Vergleich der Ergebnisse zeigt, dass mit dem Ansatz
aus [21] bessere Vorhersagen gemacht werden kénnen, wenn auch zum Preis einer
komplizierteren, d.h. aus 14 statt 5 Termen bestehenden Wirkung. Insbesondere
in der Nahe der kritischen Kopplung (. &~ 2.29 stimmen die Zweipunktfunktionen
besser iiberein. Dies ldsst uns zu dem Schluss kommen, dass in diesem Bereich
der Theorie die hier betrachteten Wirkungsterme, die in ihrer Gestalt einfache
"hopping’-Terme sind, nicht ausreichen. Wir erwarten daher von qualitativ neuen
Termen und weit weniger von héheren Darstellungen Verbesserungen der Appro-
ximation.

Der fiir die Simulation der Theorien und Berechnung der gewonnenen Daten ge-
schriebene Programmcode ist schliellich das dritte wesentliche Resultat, dass im
Rahmen dieser Arbeit erzielt wurde. Entwurf und Programmierung des in Anhang
B ausfiihrlich vorgestellten Paketes jenLaTT beanspruchten einen grofien Teil der
eingesetzten Arbeitszeit. Die enthaltenen Programmbibliotheken stellen eine In-
frastruktur zur Verfiigung, welche die Programmierung zukiinftiger Anwendungen
erheblich erleichtern wird. Noch ausstehende Ergebnisse fiir den Fall SU(3) sind
daher in kurzer Zeit zu realisierenn. Die fiir das Paket entworfene Implementation
der IMC-Methode erlaubt dariiber hinaus Aussagen iiber die statistische Genau-
igkeit der errechneten Kopplungen, die in fritheren Implementationen in diesem
Umfang nicht zur Verfiigung standen.
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Nachdem die IMC Methode ausfiihrlich am einfacheren und iibersichtlicheren Fall
SU(2) untersucht wurde, stellt sich im néchsten Schritt die Frage nach der Verall-
gemeinerung auf hohere SU(N) und dabei insbesondere auf die die starke Wech-
selwirkung beschreibende SU(3)-YANG-MILLS-Theorie. Im Rahmen dieser Arbeit
konnen, wie bereits angedeutet, noch keine Ergebnisse préasentiert werden. Den-
noch wollen wir die bisher unternommenen Vorbetrachtungen und Ansétze zusam-
menfassen, um aufzuzeigen, welche Probleme bereits als gelost angesehen werden
konnen und was sich im Vergleich zur bisherigen Arbeit dndert. Dieses Kapitel
umfasst unsere bisherigen Simulationsergebnisse fiir die YANG-MILLS-Theorie,
d.h. unsere Untersuchungen zur kritischen Temperatur bzw. Kopplung (.. Des
Weiteren werden die fiir diesen Kontext relevanten Ergebnisse aus [8] vorgestellt.
Schliefllich werden wir eine Verallgemeinerung des Ansatzes (5.20) fiir eine effek-
tive Wirkung fiir SU(3) angeben.

6.1. Simulation der Yang-Mills-Theorie

Wie schon fiir die SU(2)-Theorie bestimmen wir zunéchst die kritische Kopp-
lung 3.. Dazu haben wir auf Gittern mit unterschiedlichen Léngen N, zunéchst
den Erwartungswert des POLYAKOV-Loops als Funktion der Kopplung gemessen.
Abbildung 6.1 illustriert die Uberlegungen aus Abschnitt 2.4.3, die zusammen mit
(2.55¢) das beobachtbare Verhalten erklédren. Da die kritische Temperatur 7. phy-
sikalisch stets die gleiche ist, muss sich aus den unterschiedlichen Gitterlangen
N, auch jeweils eine andere Gitterkonstante a ergeben, an denen 7T, = alN, gilt.
Kleine N, bedingen ein gréferes a(f,) und aus Abbildung 6.1 wird ersichtlich,
dass dies fiir kleinere ( realisiert ist. Anders ausgedriickt ist der Kontinuumsli-
mes — wie nach (2.59) erwartet — durch 5, — oo gegeben. Die unterschiedlichen
Amplituden fiir die gezeigte Observable | (L) | sind mit der Feldrenormierung des
PoLyakov-Loops verbunden. Wir gehen hier nicht ndher darauf ein und verwei-

sen auf [22]. Stattdessen wenden wir uns der Natur des Phaseniiberganges zu.
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6x6x6x2 [+ N

6x6x8x2 ---o--

8x8x10x3 ----+---
10x10x10x3 — —x- -
12x12x16x3 —=—
12x12x16x4 --+-- _|
16x16x16x4 ----o----
20x20x20x4 - -=— —

2.5 -

Abbildung 6.1.: Die kritische Temperatur héngt vom Produkt 8 = a(8,) - N~ ab (vgl. Abschnitt
2.4.3). Unterschiedliche rdumliche Ausdehnungen machen sich erst fir N, = 4 bemerkbar,
so dass im Umkehrschluss fiir kleinere Werte der thermodynamische Limes V' — oo fiir die

gewahlten Gittergroflen Ny, = 12..20 qualitativ realisiert ist.

Im Fall der SU(2)-Theorie liegt ein Phaseniibergang 2. Ordnung vor [48], d.h.
der Ordnungsparameter ist eine stetige Funktion der Temperatur. Fiir die hier
betrachtete SU(3)-Theorie ist hingegen ein Phaseniibergang (schwacher) erster
Ordnung zu beobachten [65], was wir genauer untersuchen wollen. Als Ordnungs-
parameter wahlen wir erneut den rdumlich gemittelten POLyAKOV-Loop, den wir
jetzt bweichend von unserer bisherigen Notation mit einem fett gesetzten L notie-

ren werden:
1

Im Folgenden werden wir unter L das komplex Konjugierte von L verstehen.
Eine in der Simulation unmittelbar zugéngliche Grofle ist die Verteilung einer
Observablen, in unserem Fall des POLYAKOV-Loops p(L). Diese Verteilung steht
im direkten Bezug zum ’constrained effective potential’, wie es in [32] fiir das reelle

skalare Feld eingefiihrt wurde. Dazu betrachten wir

z - /’D‘B e~ Sest[L] — /DL e~ Set[L]

1
= [ dL /DL(S L—— ) Ly | el
J (- mz)
:/ JL oAU @) (6.2)
D

In der zweiten Zeile wurde benutzt, dass die Wirkung als Klassenfunktional kon-

stant auf Konjugationsklassen ist und diese demnach ausintegriert werden koénnen.
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Das anschliefende Einschieben einer 1 reduziert das Funktionalintegral auf ein
gewoOhnliches Integral. Im letzten Schritt haben wir einen Volumenfaktor abge-
spalten, um der verbleibenden Groéfle einen sinnvollen thermodynamischen Limes

zuordnen zu kénnen. Mit den Uberlegungen aus 4.1.1 lesen wir somit aus (6.2)
p(L) ~ 67|A‘Ue(1ff)(L) (63)

ab. Eventuell vom Mafl herrithrende geometrische Faktoren wurden dabei un-
beriicksichtigt gelassen. Die entscheidende Aussage von (6.3) ist vielmehr, dass die
Maxima der Verteilung p(L) gerade den Minima des Potentials U élff)(L) entspre-
chen. Indem wir MONTE-CARLO-Simulationen mit sehr grofier Statistik (100 000
'sweeps’) durchgefiihrt haben, konnte diese Verteilung bestimmt werden, was in
Abbildung 6.2 dargstellt ist. Fiir 8 = 5.690 sind deutlich vier Maxima der Ver-
teilung zu unterscheiden, und was physikalisch der Koexistenz von symmetrischer
und gebrochener Phase entspricht. Anhand des zuvor eingefiihrten ’constrained
effective potentials’ bedeutet dies, dass sich, neben dem Minimum fiir L = 0, wei-
tere Minima fiir L # 0 gebildet haben, die bei der kritischen Temperatur alle den
gleichen Wert annehmen U(L = 0) = U(L;)'. Die zusitzlichen Minima entste-
hen dabei von Anfang an in einem endlichen Abstand von L = 0, wie deutlich an
6.2(b) zu erkennen ist. Dies enspricht genau den Charakteristika eines Phaseniiber-
ganges 1. Ordnung, der dadurch ausgezeichnet ist, dass der Erwartungswert des
Ordnungsparameters (das absolute Minima des ’constrained effective potentials’)

unstetig einen von Null verschiedenen Wert annimmt.

INatiirlich sind die Minima L; durch die Zentrumssymmetrie miteinander verbunden. Bei der
Auswertung wurde dies ausgenutzt, um jedes gemessene Datum L durch diese Symmetrier-
transformationen zu verdreifachen, was die Statistik verbesserte. Zuvor waren aber auch ohne

diese nachtrigliche Symmetrisierung die wiedergegebenen Strukturen erkennbar.
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72



6.1. Simulation der YANG-MILLS-Theorie
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(e) 3 = 5.800

Abbildung 6.2.: Der Phaseniibergang in der SU(3)-YANG-MILLs-Theorie auf einem 123 x 4-
Gitter. Die Nebenmaxima in der Verteilung enstehen von Anfang an in endlichem Abstand
zum Ursprung und weisen damit auf einen Phaseniibergang 1. Ordnung hin. Die Abbildungen
6.2(a), 6.2(b) und 6.2(c) erlauben es uns, die kritische Kopplung mit 8, = 5.690[2] anzugeben.
Dieser Wert stimmt hervorragend mit den in [7, 22, 49] gefundenen Werten iiberein.
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6.2. Ansatz fiir die Wirkung

Da der PoLyAkOVv-Loop (3.1b) in diesem Kontext ein Element der Gruppe SU(3)
ist, werden Spur L und alle weiteren Klassenfunktionen nun i. Allg. komplexe

Werte annehmen und von den beiden unabhéngigen Eigenphasen 6, und 6, geméfl

1 ] et 0 0
L=gtuP=cir| 0 ei02 (6.4)
0 0 e 040

abhingen. Diesen zwei Freiheitsgraden ist die Betrachtung von L und L #quiva-
lent. Die fiir SU(2) geltende einfache Relation L = cos 6 wird durch ein analytisch
nicht mehr auflosbares Gleichungssystem ersetzt, so dass, um die Eigenphasen 6,
und 6y aus einer Messung zu erhalten, die Wurzeln des charakteristische Poly-
noms numerisch bestimmt werden miissen. Das Zentrum der Gruppe SU(3) ist

die Menge der dritten Einheitswurzeln
27 2mi
Z:{l,z:eT,E:e’T}, (6.5)

wobei die Gruppenmultiplikation auf die folgenden niitzlichen Relation fiihrt: 22 =
27t =7% 2z = 1 sowie 2¢ = z7% Die Charaktere fiir SU(3) werden durch zwei
Zahlen, die wir p und ¢ nennen werden, klassifiziert. Da sie Klassenfunktionen sind,
werden wir sie im Folgenden als Funktion von L und L auffassen: x,, = Xpq(L, L).
Ihr Transformationsverhalten verallgemeinert sich ausgehend von der fiir SU(2)

gefundenen Form (5.15) auf
Xpa(L, L) — 2P 2% (L, L) . (6.6)
Damit existieren neben ygo eine ganze Klasse von invarianten Charakteren, denn
2Fzl=1<p—q=0 mod3. (6.7)
Fiir die in Kapitel 5.2.1 betrachteten "hopping’-Terme finden wir
XoaXoraw = 27 7 XX - (6.8)

Damit lautet die (5.16) entsprechende Bedingung fiir einen zentrumssymmetri-

schen Term nunmehr

(p—1)—(¢—¢)=0 mod 3. (6.9)
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Ein systematischer Ansatz wird diese Terme allesamt zu beriicksichtigen haben,
wobei in [8] gezeigt werden konnte, dass tatséchlich alle Terme in natiirlicher
Weise aus einer Stérungsentwicklung fiir starke Kopplung hervorgehen?. Ebenfalls
in [8] findet sich ein Vorschlag fiir eine moglichst effiziente Zusammenfassung der
Terme und Beriicksichtigung weiterer Symmetrien in den Indizes p, q,p’,¢. Fiir
die SCHWINGER-DYSON-Operatoren kénnen analog zu (4.24) die Ableitungen der

Wirkungsterme verwendet werden.

6.3. Schwinger-Dyson-Gleichungen fiir SU(N)

An dieser Stelle soll kurz auf die in [8] gefundene Moglichkeit eingegangen werden,

wie ausgehend von den SCHWINGER-DYSON-Gleichungen (3.23)
ZA F(L£2S,)) = (LSF)

die fiir SU(2) gefundene Form (3.30)

D X (1= Lp)GS, ;) = ((1 - Lz)°G’ — 3L:G)

auf beliebige SU(N) verallgemeinert werden kann. Die Ableitung der zweiten
Gleichung war dadurch gelungen, dass die infinitesimalen Erzeuger der Links-
bzw. Rechtsmultiplikation mit der Drehimpulsalgebra der SO(4) identifiziert wer-
den konnten® Diese einfache geometrische Interpretation geht jedoch bereits beim
Ubergang zur nichstgroferen Gruppe, der SU(3), verloren. Wir betrachten fiir

den Moment das Integral einer Klassenfunktion f iiber eine Gruppe G:

/G aul9)f(g). (6.10)

Da f eine Klassenfunktion ist, d.h. f(g) = f(hgh™'), zerfillt das Integral (6.10) in

das Produkt der Integrale entlang der Konjugationsklassen und transversal dazu:

/G d(9)f(g) = /G N /G g0 (90, (6.11)

2In diesem zunichst paradox anmutenden Ansatz wird sich auf die Kontinuumskopplung be-

zogen, so dass starke Kopplung kleinen 3, entspricht. Dennoch ist dies gerade der fiir die
normale Storungstheorie unzugéngliche Infrarotsektor der Theorie und einmal mehr ein Bei-

spiel fiir die Stérken der Gitterformulierung.
3Die eigentlichen Erzeuger der Links- bzw. Rechtsmultiplikation sind dabei Linearkombinatio-

nen der angegebenen Operatoren [21].
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6. Ausblick auf SU(3)

Das erste Integral ist fiir die betrachtete Funktion ein Volumenfaktor und kann in
der Definition des reduzierten HAAR-Mafles untergebracht werden. Das Integral
iitber G léasst sich nun wesentlich einfacher parametrisieren als das urspriingli-
che Integral {iber die ganze Gruppe. Die bevorzugten Parameter hierzu sind die
Eigenphasen 6, ...60xy_1. Das reduzierte HAAR-Maf3 ldsst sich in der kompakten

Form

dii(g) = dby - dOn—1 p(bs,...,0n-1) (6.12)

schreiben. Damit kann das Integral (6.11) wie folgt geschrieben werden:

2w 27
/ d/i(g)f(g) :/ d‘gl/ deN—l u(@l,...,HN_l)f(Hl,...,QN_l). (613)
e 0 0
Die rechte Seite von (6.13) kann auch als Integral der Funktion

(Hff)(eh e 70]\[—1)

iiber den flachen Torus

TV '=8"x... xS (6.14)
~—_———
N-1

verstanden werden. Wichtig ist, dass sie ebenso wie p und f periodisch in allen

Variablen ist:

(BF) (o0t 2m, ) = (uf)( .. 0. (6.15)

Mit dieser Figenschaft folgt fiir jeden Differentialoperator 0* der Gestalt

N—-1 P
o — ; ai&% , @ = const. (6.16)
unmittelbar
27 2r
0 0

Damit gelingt die Realisierung der Symmetriegeneratoren erst auf dem von den
Eigenphasen 6; aufgespannten eichinvarianten Torus T, was die numerischen Aus-
wertung jedoch nicht beintrichtigt, da die Funktion p fiir SU(N) bekannt ist. In
Kapitel 3.2.3 wurde durch die Einschrinkung der Generatoren auf £% letztlich
analog verfahren, d.h. die A% sind von der Gestalt (6.16).
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A. Warmebad-Algorithmus

Neben dem immer existierenden METROPOLIS-Algorithmus gibt es fiir die YANG-
MirLLs-Eichtheorien einen weiteren mikrokanonischen Update-Algorithmus, der
erstmals von CREUTZ [12] fiir SU(2) vorgeschlagen und von CABIBBO und MARI-
NARI [9] spéter auf SU(N) verallgemeinert wurde. Wir betrachten im Folgendem
den Update-Algorithmus fiir SU(2).

Allen mikrokanonischen Update-Algorithmen gemein ist das Vorgehen in einem
Update-Schritt jeweils nur einen Freiheitsgrad zu éndern. Da fiir dessen Vertei-
lung nur der von ihm abhéngige Anteil der Wirkung von Bedeutung ist, reduziert
sich das gestellte Problem erheblich. Wir bezeichnen die fiir einen Update-Schritt
ausgewdhlte ‘link’-Variable mit U, , und spalten in der WILSON-Wirkung (2.44a)
den von U, , abhéngigen Anteil ab:

Sw=0 Y (1—%trUp)+S’. (A1)

P
Uz, €0P

Damit besteht die Aufgabe darin, fiir den ausgewéhlten ’link’ ein neues Element
U" aus SU(N) zu finden, das mit

AP(U") ~ e2PatrUp (A.2)

verteilt ist'. In (A.2) wurden alle fiir die ’link’-Variable konstanten Terme nicht
linger berticksichtigt, da sie in der Normierung verschwinden. Indem der Algo-
rithmus aus der ganzen Gruppe ein Element auswéhlt, das mit (A.2) verteilt ist,
bringt er den ’link’ anschaulich in Kontakt mit einem Wéarmebad, da die Aus-
wahl eines neuen Elementes der Thermalisierung des ’links” mit seiner unmittelba-
ren Umgebung entspricht. Dies erkldart den Namen Wirmebad- oder 'heatbath’-
Algorithmus. Wir betrachten (A.1) genauer:

Yo trUp=Uppy Us=Us,U, (A.3)

P
Uz, €OP

'Fiir Up € SU(2) ist die Spur stets reell.
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A. Wiérmebad-Algorithmus

wobei die U, fiir das Produkt der drei verbleibenden Seiten der 'plaquette stehen:

U e I_,_||+_|4»/r>7 . (A.4)

Fiir U fithren wir die auch schon in Kapitel 3.2.2 verwendete Parametrisierung

ein:
U=ay-1+a-id a?=ai+a =1 (A.5)

und nutzen eine interessante Eigenschaft der SU(2)—Matrizen aus, die es erlaubt,
die Summe zweier Matrizen als Vielfaches einer dritten SU(2)—Matrix zu schrei-

ben:

—

U+V =(ag+by) -1+ (@+b)-ic =k-(co-1+¢-i7). (A.6)

Um die Proportionalidtskonstante k£ zu bestimmen, berechnen wir auf beiden Sei-

ten die Determinante:
k= |det(U 4+ V)| = (ag + bo)> + (@ + b)?. (A7)
Wir setzen in (A.3) ein und erhalten
U, U = kU, , U (A.8)

mit k = | det U| und U € SU(2).
Dies Ergebnis vereinfacht die in (A.2) angegebene Verteilung, wenn wir zusétz-

lich die Rechtsinvarianz des HAAR-Mafles ausnutzen:

AP(U') ~ e2% = Urqy
N eéﬁgk trU'UdU/

AP(U'T ) ~ e2fok el qry/
~ e%ﬁgkaoé(a2 —1)d*a. (A.9)

Im letzten Schritt haben wir noch einmal von der gewihlten Parametrisierung Ge-
brauch gemacht, in der die Spur durch ag und das HAAR-Maf} durch das Integral
iiber die S? gegeben ist. Gleichung (A.9) bedeutet, dass nur in der ao—Richtung
ein von der Gleichverteilung abweichendes Wahrscheinlichkeitsmafl fiir U’ T ge-

fordert wird, aus dem sich schlieflich durch Multiplikation mit U von rechts das
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neue U’ ergibt?. Zuniichst kann in (A.9) weiter vereinfacht werden, da das Gewicht

exp {%ﬂgkao} nicht von @ abhangt:
1
ePokaos(g? — 1)d*a = 56’691““0 1 — a2 dagdS. (A.10)

Das Differential dQ) bezeichnet die Gleichverteilung auf der S?, also die Richtung
von @, wihrend die Linge mit (A.5) durch |@] = y/1 — a3 gegeben ist. Die verblei-
bende Aufgabe besteht in der Auswahl eines ag € [—1, 1] das nach

dP(ag) ~ e’ /1 — a2 (A.11)

verteilt ist. Da dieser Ausdruck analytisch nicht invertierbar ist, kann nicht ohne
Weiteres von einer Gleichverteilung zuriickgerechnet werden. Daher wird meist in
zwei Schritten vorgegangen. Als Erstes wird eine gleichverteilte Zufallszahl x aus

dem Intervall [e=2%* 1] und daraus ein Vorschlag

1
ag =1+ @ Inzx
fir den zweiten Schritt bestimmt3. Im zweiten Schritt wird dieser nur mit einer
Wabhrscheinlichkeit \/1—76% akzeptiert und anderenfalls wieder zum ersten Schritt
zuriickgekehrt. Man kann sich leicht iiberzeugen, dass die schliellich akzeptierten
ag der gewiinschten Verteilung (A.11) geniigen. Die obigen Ausfiihrungen fassen
wir abschlieBend noch einmal in einer Ubersicht zusammen:

Fiir die Erweiterung auf SU (V) betrachtet man die blockdiagonalen 2 x2—Untermatrizen
und wendet in einem iterativen Schema den obigen Algorithmus an. Fiir Details
sei auf [9] verwiesen. Eine insbesondere fiir grofie 3, nicht unwesentliche Verbesse-
rung des Algorithmus ergibt sich durch die von KENNEDY und PENDLETON [45]

2Der gleiche Trick wird auch angewandt, wenn eine G AUSS-Verteilung mit Mittelwert zo erzeugt
werden soll

dP(x) ~ e~ (@=20)* gy
dP(z + x¢) ~ e_zzd(x + )
~e " dp

und man zun#chst eine Verteilung um Null erzeugt, die entsprechend verschoben wird. Die
Translationsinvarianz des Mafles dx entspricht hier die Rechtsinvarianz des HAAR-Mafes.

3Das ist gerade der invertierbare Faktor in (A.11), fiir den von einer Gleichverteilung zuriick-
gerechnet werden kann. Die Intervallgrenzen werden nur aufgrund numerischer Belange ver-
schoben.
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A. Wiérmebad-Algorithmus

Input : 3, Summe der 'staples’ (das Wérmebad) S, ,
Output: neue Belegung U, ,

Berechne k = det S,

Berechne ag wie im Text.

Berechne @ wie im Text. Damit ist U'U  bestimmt.
Berechne U = £S5,

Berechne das Inverse von U (fiir die Quaternionendar-

A

stellung (A.5) entspricht dies der Konjugation)

6. Gib U'T " zuriick.

Tabelle A.1.: heatbath’-Algorithmus fiir SU(2)

eingefiithrten Modifikationen bei der Bestimmung von ag. Die hierfiir ausschlagge-
bende Beobachtung ist, dass sich fiir eine grofie Kopplungsstirke die Verteilung
immer stiarker bei ag = 1 konzentriert. Dies fiithrt wihrend der Bestimmung von
ag zu einem schlechten Akzeptanzverhalten im zweiten Schritt und kann durch
eine zusédtzliche Koordinatentransformation verbessert werden. Fiir die Details

verweisen wir ebenfalls auf die Originalarbeit [45].
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B. IMC mit dem Softwarepaket
jenLaTT

B.1. Objektorientierter Softwareentwurf in der

numerischen Simulation

Fiir das in diesem Anhang zusammgestellte Material wird vorausgesetzt, dass
der Leser mit Syntax und Sprachumfang der Programmiersprache C++ vertraut
ist. Zu den Standardreferenzen gehoren [59] und [54]. Insbesondere werden auch
fortgeschrittene Aspekte wie generische Programmierung (‘templates’) oder der
Umgang mit der Standard Template Library (STL) zur Sprache kommen, die in
[26, 4, 42, 3] ausfiihrlich dargestellt sind. Wir geben zunéchst eine Begriindung
fiir den von uns gewéhlten objektorientierten Ansatz und stellen im Anschluss die
durch diese Entscheidung verfiigharen und fiir den Entwurf der Software benutz-
ten Entwurfsmuster ("design patterns’) vor. Der zweite Abschnitt dieses Anhangs
geht ausfiihrlicher auf Aufbau und Organisation des von uns entwickelten Pro-

grammcodes ein.

Grundlagen

Numerische Simulationen sind bis heute Aufgabe von Hochleistungsrechnern. Obers-
te Devise lautet dabei nach wie vor: Geschwindigkeit vor Flexibilitéit vor Asthe-
tik. Sieht man sich jedoch die Anforderungen genauer an, wird schnell klar, dass,
obwohl schnelle Algorithmen und schnelle maschinennahe Implementationen! un-
abdingbar bleiben, diese zeitkritischen Programmteile nur einen kleinen Teil der
insgesamt bendtigten Software ausmachen. Dariiber hinaus sind moderne Com-
pilersuiten lédngst in der Lage Bindrkompilate unterschiedlicher Hoch- und Ma-

schinensprachen in einem Programm zusammenzubinden (‘linken’), so dass es

I Aus mehrerlei Hinsicht ist die Optimierung eines Algorithmus dabei stets der Optimierung

der Implementation vorzuziehen.
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B. IMC mit dem Softwarepaket jenLaTT

nicht langer sinnvoll erscheint, aufgrund benétigter zeitkritischer Komponenten
ein ganzes Programm in nur einer Sprache zu verfassen®. Fiir weniger zeitkriti-
sche Aufgaben wie die Handhabung von Dateien (’file-i0”), die Speicherverwaltung
(‘'memory-management’), die Programmablaufsteuerung (‘execution control’) und
den Betriebssystemschnittstellen (‘os-interfaces’) kénnen damit sehr wohl objek-
torientierte Losungen eingesetzt werden, was bei minimalen Laufzeitverzégerun-
gen grofle Vorteile zur Folge hat. Da im objektorientierten Entwurfsmodell Daten
und Methoden aufgabenspezifisch gekapselt sind, ist objektorientierter Code ro-
buster und einfacher zu warten (‘'maintenance’) und die Einarbeitungszeit sowie
Benutzung durch am Projekt beteiligter Entwickler verkiirzt bzw. vereinfacht sich
('usability’). Nicht zuletzt profitiert von dieser Art der Programmierung auch die
Fehlersuche (’debugging’). Die Sprache C++ stellt des Weiteren generische Da-
tentypen (‘templates’) bereit und erlaubt damit die Implementation generischer
Algorithmen (z.B. fiir 'file-io” oder 'memory-management’). Die jiingere Entwick-
lung im Softwareentwurf hat zudem eine ganze Reihe von immer wiederkehrenden
Problemen abstrahiert und Losungen in Form von Entwurfsmustern bereitgestellt
[24], die in ihrer Komplexitat und Vielschichtigkeit in prozeduralen Sprachen nur

schwer bis gar nicht umzusetzen waren. Wir gehen im Folgenden kurz darauf ein.

Entwurfsmuster

Entwurfsmuster sind allgemeinsprachlich verfasste Losungen fiir hdufig und an
vielen Stellen des Softwareentwurfs auftretende Fragen. Diese umfassen z.B. die
Darstellung von Daten, auf diesen wirkende Operationen, die Speicherverwaltung
oder auch die Umsetzung von Schnittstellen zwischen verschiedenen Programm-
teilen, zu Drittbibliotheken oder dem Betriebssystem. Wenngleich es neben den
genannten noch eine Vielzahl weiterer Beispiele gibt, tauchen die genannten in der
von uns entwickelten Software auf. Das im Zusammenhang mit der Darstellung
von Daten stehende Entwurfsmuster findet man in der Literatur unter dem Namen
VISITOR [24, 4]. Dieses ermoglicht es zu einer gegebenen Klassenhierarchie (den
Daten) eine weitere anzulegen, die vollig transparent auf der ersten arbeitet (die
VISITORS). Zu den Aufgaben dieser Objekte gehort es zum Beispiel, gesammelte

Daten aufzuarbeiten und in verschiedenen Formaten (Gnuplot, Maple, ASCII, etc.

2Ein schones — wenn auch sehr verschiedenes — Beispiel sind die Mathematikprogramme Matlab
und Maple. Wihrend die Kernel sicherlich maschinennah programmiert sind, présentieren
sich Benutzerschnittstelle und Dateiverwaltung in modernem graphischem Gewand und sind

in Java implementiert.

82



B.2. jenLaTT - Eine Ubersicht

) auszugeben oder fiir nachfolgende Objekte innerhalb der Software aufzuberei-
ten. Das eingesetzte Entwurfsmuster trennt dadurch sauber die Représentation der
Daten von den darauf definierten Operationen sowie zusétzlich diese auch unter-
einander. Die sich dadurch im Quelltext niederschlagende Transparenz ermoglicht
eine ziigige und fehlerresistente Weiterentwicklung, ohne bereits funktionierende
Programmteile modifizieren oder in ihrer Einsatzfihigkeit beschranken zu miissen.
Das zweite Entwurfsmuster, auf das kurz eingegangen werden soll, vermittelt die
Schnittstelle zwischen Datenerfassung (als Ergebniss des Messprozesses) und Wei-
terverarbeitung (Losen des Gleichungssystems). Der ADAPTER [24] erlaubt es,
eine abstrakt formulierte Aufgabe von deren konkreter Realisierung zu trennen,
ohne dass andere Bestandteile der Software von dieser Zweiteilung Notiz nehmen
miissen. Das Programm benoétigt z.B. fiir die Weiterverarbeitung im Statistikmo-
dul die Losung in einem bestimmten Datenformat®, welche von einem als AD-
APTER entworfenen Objekt zur Verfiigung gestellt wird. Wie dieses die Losung
generiert ist einzig und allein seine Aufgabe und nach auflen nicht sichtbar. Die
Trennung von Schnittstelle und Implementation erméglicht es u.a. verschiedene
Losungsstrategien durch verschiedene Realisierungen eines einzigen ADAPTERS
zu testen und zu vergleichen. Von dieser Moglichkeit wird aber zur Zeit noch kein
Gebrauch gemacht, da bisher die Lésung nur durch die Bibliotheksfunktionen von
Octave berechnet werden kann. Das dritte Entwurfsmuster ist mit der Speicher-
verwaltung verbunden und wird héufig als SMARTPOINTER (3, 4] bezeichnet. Wir

werden hier nicht ndher darauf eingehen.

B.2. jenLaTT - Eine Ubersicht

Die Software jenLaTT ist eine Sammlung von grofitenteils unabhéngigen Bibliothe-
ken, die zum einen Dienste fiir ‘'memory-management’ oder file-io’ zur Verfiigung
stellen und andererseits den ”Messprozess” auf eine Klassenhierarchie abbilden.
Diese ist unabhéngig von der konkret betrachteten Theorie (z.B. SU(2), SU(3)
oder effektive Theorien) und realisiert elementare Aufgaben wie die Darstellung
einer Konfiguration im Speicher und auf der Festplatte. Diesen Teil der Software
bezeichnen wir als Infrastruktur. Darauf aufbauend kann sowohl die Simulation
als auch die Auswertung realisiert werden. Die folgenden drei kurzen Abschnitte

gehen ndher auf die einzelnen Blocke ein.

3An dieser Stelle sollte korrekter von Datentyp gesprochen werden.
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B. IMC mit dem Softwarepaket jenLaTT

Infrastruktur

Die Infrastruktur ist in einem eigenen 'namespace’ JenLatt untergebracht und stellt

das 'template’ Lattice zur Verfiigung:

namespace Jenlatt

{

template<class Site, class Link, int DIMENSION, class Param>

class Lattice;

}s

Die ’template’-Parameter bezeichnen in dieser Reihenfolge den mit den ’sites’
assozierten Datentyp, den mit den ’links’ assozierten Datentyp, die Dimension des
Gitters und eine Klasse, die fiir die jeweilige Theorie relevante Parameter (Grofie
des Gitters, Kopplung (,, ...) aufnimmt. Fir die SU(2)-Theorie werden damit in

einem separaten namespace’ SU2 die relevanten Gittertypen definiert:

namespace SU2

{

using namespace Jenlatt;

typedef Lattice <TEmpty,matSU2,4 ,SU2:: Parameter> Gaugefield ;
typedef Lattice <TComplex, TEmpty,3,SU2:: Parameter> trPolyakovfield;
}s

Mit den von Lattice <> bereitgestellten Methoden konnen Speicherfelder fiir die

Gitter verwaltet und die Elemente auf dem Gitter angesprochen werden:

//reserviere Speicher fuer ein 20x20x20x4 FEichfeld
Gaugefield*x U= new Gaugefield (20,4 ,new SU2:: Parameter());

for (int pos=0;pos<gauge—>Volume (); pos++)
for(dir=0;dir <4;dir++){

//und initialisiere alle Linkvariablen
//mit der FEinheitsmatrix;
(xU)(pos,dir)=matSU2:: one;

}

Gaugefield:: N_Tupel coord={10,0,0,0};
matSU2 PLoop_x=matSU2::one;

for (coord [3]=0;coord [3] <U—>Geometry ()[3]; coord [3]++){
//berechne den Polyakovloop bei (10,0,0)
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B.2. jenLaTT - Eine Ubersicht

//durch Ausmultiplizieren der ”Zeit”—Richtung
PLoop_x *= (*U)(coord ,3);

Des Weiteren gibt es ein 'template’ LatticeContainer, das Konfiguration entge-
gennimmt, auf Festplatte speichert und sie zu einem spéteren Zeitpunkt von dort
wieder laden kann. Die Serialisierung ist vollig transparent implementiert und kann
in jedem konkreten Anwendungsfall ohne weitere Anpassungen eingesetzt werden.

Das folgende Beispiel zeigt die notwendigen Anweisungen fiir ein Eichfeld:

GaugefieldContainer box=new GaugefieldContainer;

bool Simulation;

box—>set_FileName (" somefile.txt")
while (Simulation){

//FEichfeld bereits frueher definiert.
update (U);

box—>append (U);

}s

delete box;

//zu einem spaeteren Zeitpunkt
box = new GaugefieldContainer(”somefile.txt"”);
GaugefieldContainer:: Iterator it=box—>begin ();

while (it ){

//lade die Konfigurationen einzeln wvon der Festplatte
U=it —data ();

//hier steht in U die Konfiguration zur Verfuegung

//schalte auf den naechsten FEintrag weiter
it=it—>next ();

}

Die restlichen zur Infrastruktur zdhlenden Klassen abstrahieren das eigentliche

file-handling” und sind fiir den internen Gebrauch bestimmt.

Simulation

Die Flexibilitat der Architektur erlaubt es, in die bestehende Infrastruktur andere

Module einzubinden. Ein solches Modul ist auch der von uns fiir die Simulation
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B. IMC mit dem Softwarepaket jenLaTT

der YANG-MILLS-Theorie benutzte Sourcecode. Die in C geschriebenen Routinen
implementieren den von uns in Anhang A vorgestellten Algorithmus und kénnen
von [51] bezogen werden. Wir haben diese um einen C++-Wrapper ergéinzt und
fithren damit die YANG-MILLS-Simulationen durch. Fiir die effektiven Theorien
wurde in dhnlicher Weise auf — diesmal selbstgeschriebene — hoch optimierte C-

Routinen zuriickgegriffen.

Messung & Auswertung

Eine ausfiihrliche Darstellung aller an Messung und Auswertung beteiligten Klas-
sen wiirde den Rahmen dieses Anhangs sprengen. Wir miissen an dieser Stelle
auf eine spétere Veroffentlichung des Quelltextes und seiner Dokumentation ver-
weisen. Dennoch wollen wir hier kurz die umgesetzte Idee skizzieren. FEine Ob-
servable wird durch eine Klasse JenLatt:: Observable représentiert. Die fiir die IMC
zentrale Observable ist dabei SU2:M.I, welche das Gleichungssystem (4.16a) re-
préasentiert. Dazu verwaltet dieses Objekte fiir jede Zeile des Gleichungssystems,
also fiir jeden SCHWINGER-DYSON-Operator Gy 4 (vgl. (4.25)) eine weitere Ob-
servable SU2::M_l_b. In diese kann nun ein beliebiger Operator G 4, der ebenfalls
als ein JenLatt:Observable dargestellt wird, eingesetzt werden. Die fiir das spéte-
re Auflosen des Gleichungssystems relevante Klasse bleibt aber stets SU2:M.I,
die auf Anfrage eine Ergebnissklasse* JenLatt:: SD_Eqn_Collection zuriickgibt. Die-
ses Objekt kann einem JenLatt::ISD_Eqn_Solver iibergeben werden, das abhéngig
von seiner Konfiguration die Losung z.B. mittels Octave bestimmt und in ei-
nem JenLatt:: SD_Solution an seinen Aufrufer zuriickgibt. Die erhaltenen Losungen
werden in einer JenlLat:: TResultCollection gesammelt und, nachdem alle Konfigu-
rationen abgearbeitet wurden, statistisch ausgewertet (Mittelwert, 'boot-strap’,
Ausgabe,...). Diese sehr knapp gehaltene Darstellung lasst selbstredend viele Fra-
gen offen. Ein wesentlicher Punkt wird dennoch deutlich: Die drei an der Be-
stimmung der Losung beteiligten Module kommunizieren nur iiber zwei definierte
Schnittstellen und kénnen ansonsten beliebig ausgetauscht, optimiert und erwei-
tert werden. Die Simulation als erster Block generiert Konfigurationen vom Typ
JenlLatt :: Lattice (die erste Schnittstelle). Auf diesen kénnen Observablen SU2:M .|
ausgewertet werden und unabhéngig, welche Operatoren zum Einsatz kommen ist
die zweite Schnittstelle stets durch die Klasse JenLatt:: SD_Eqn_Collection gegeben

und dient als Input fiir das Losen des Gleichungssystems. Ob die zu simulierende

4Diese wird von JenlLatt: TResult abgeleitet und ist Teil der schon mehrfach erwihnten Da-
tentyphierarchie.
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Theorie dabei eine SU(2)—, SU(3)— oder SU(4)— Theorie sein soll, ist nur fiir
die Simulation relevant. Welche Operatoren betrachtet werden, wird einzig bei der
Auswertung der Konfigurationen im zweiten Block spezifiziert. Wie schlieflich das

Gleichungssystem gelost wird, ist alleinige Aufgabe des dritten und letzten Blocks.
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C. SU(2)-Wirkungsterme und
IMC-Operatoren

Charaktere fiir SU(2)

Die explizite Gestalt der Charaktere kann z.B. mit Hilfe der WEYL-Formel be-
rechnet werden und liefert fiir den Fall SU(2) zunéchst

_sin ((p +1) 0)

sin 0

Das Argument 6 bezeichnet das Argument des Eigenwertes von 3, so dass der

folgende Zusammenhang zu L besteht:

1 1 w0
L:§tr‘~B:§tr (eo ew):COSQ

Fiir die im Programm verwendeteten Charaktere sind untenstehend die expliziten

Ausdriicke aufgefiihrt:

X1 =2L
Yo =4L* -1
X3 = 8L3 — 4L

o= 16L* — 1207 + 1
X5 = 32L° — 32L° 4 6L
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Schwinger-Dyson Operatoren

Um (5.22) zu rechtfertigen, berechnen wir!

5
(5L q 5L Z Xp -T‘H) _'_ XP(LI+Z)XQ(LI)
z,1>0
) )

= ﬁXp(Lx)(sxz Xq(L:rJri) + Xp(L:r) qu(Leri)axH,z +[p « q
x,i>0 z e

= ZXp(L IXq(Lzyi) + Xp(szi)X;(LZ) + X;(LZ)XP(LZH) + Xq(szi)X;(LZ)
>0

= > XL XaLati) + Xy (L) xpl( L)

AufBlerdem benétigen wir fiir die SCHWINGER-DYSON-Gleichungen (3.30) noch die
Ableitungen der Operatoren:

52 P 5L, Z Xp(L2)Xa (L) + X (L) Xp(Lzt)
= Oz (Xg([/z) Z Xq(Lzsi) + x5 (L) Z Xp(LzJﬂ-))

+ piz (X;J(LZ)X;<Lz+i) + XZJ(LZ)X;(LZ“I’i)) :

Dieser Term triagt nur bei, wenn fiir den Abstand der Punkte ¥, und ¥, wo die
SCHWINGER-DYSON-Gleichungen ausgewertet werden bzw. der Operator lokali-
siert ist, gilt: d = |Z—y] < 1. Die im Programm Verwendung findenden Operatoren
und ihre Ableitungen sind in den Tabellen C.1 und C.2 angegeben:

I Abweichend von der in der ganzen Arbeit einheitlichen Konvention, Dreiervektoren mit einem

Pfeil auszuzeichnen, also & zu schreiben, verzichten wir in diesem Anhang darauf.
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Gi:=4) L.y
G =32L. Y (L2, —0.25)

Goo,. = 48L,
s = 192(L2 = 1/6) Y (L., = 0.5L.;)
Gre =48(L2 = 1/6) ) (Leyi) +16 ) (L2, —0.5L.1;)

G = 1024(L3 — 0.375L.) > (L%, — 0.75L2,, + 0.0625)

7

Gup. = T68(L3 — 0.125L.) Y (L2, —0.25) + 128L. Y (L%, — 0.75L2,, + 0.0625)

(2

G, = 384(L? — 0.375L.)
Giss,. = 5120(L — 0.6125L + 0.0375) > (L2, — L%, + 0.1875L.;)

i

Tabelle C.1.: SCHWINGER-DYSON-Operatoren fiir die niedrigsten Ordnungen.
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C. SU(2)-Wirkungsterme und IMC-Operatoren

0 0
Gl

0L, 1, 4

5 325°.(L2,, — 0.25)
(SL G22,z

. 16(L2,, — 0.25)(L2 — 0.25)

0 48
= Gy
3L, 20, 0

384L, Zi(Lngi - 0'5Lz+i)
5T6(L2 — 1/6)(L2,, — 1/6)

>,
~|
8
0
&
IS
Il I I I I I I I
—

5 96L. Y ; Lo
C7Y31,z
0L, A8(L? —1/6 + L%, —1/6)
S 3072(L2 — 0.125) 32, (L, — 0.75L2,, + 0.0625)
44,z
0L, 4096(L3 — 0.375L.)(L3,; — 0.375L, ;)
S T68(L% — 0.125) 32, (L2, — 0.25) + 128 32, (L4,, — 0.75L2,, + 0.0625)
o7 Y42z
0L, 512(L% — 0.37L.) (L3, , — 0.375L, ;)
5 1152(L2 — 0.125)
G40,z
oL, 0
0 20480(L3 — 0.30625L.) 3°,(L2,, — L3, + 0.1875L..;)
55,2 —
0L, 256000(L* — 0.6125L2 + 0.0375)(L%,, — 0.6125L2,, + 0.0375)

Tabelle C.2.: Ableitungen der SCHWINGER-DYSON-Operatoren fiir die niedrigsten Ordnungen.
In der ersten Zeile findet sich der Ausdruck fiir z = z, in der zweiten fiir z = x + 4. Fiir alle
anderen Absténde d = |z — z| ist die Ableitung identisch Null.
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D. Zusammenfassung der

Messdaten

Um den Haupttext iibersichtlich zu halten, sind alle aus den Messungen direkt

oder durch 'fits’ bzw. IMC gewonnenen Daten hier aufgefiihrt.

D.1. IMC

Kopplungen fiir ng), Sé?f) und Sé?f) als Funktion der Wilson-Kopplung g,

/6 )\22 )\20 )\33 )\31
-0.001[1]
1.10 0.000[1] -0.0012[2]
0.000[1] -0.0011[2] 0.000[1] 0.0003[6]
-0.001[1]
1.70 -0.001[1] | -0.0007[2]
0.000[1] -0.0006[2] 0.0001[8] 0.0000[6]
-0.0019[7]
2.20 0.000[1] 0.0064[2]
0.000[1] 0.0064[2] 0.0015[7] 0.0000[6]
0.000[1]
2.28 0.0029[9] | 0.0101[2]
0.002[1] 0.0102[3] 0.0015(8] 0.0002[6]
0.002[1]
2.29 0.004[1] 0.0108[2]
0.003[1] 0.0108[3] 0.0015(8] 0.0000[6]

Tabelle D.1.: Die durch IMC bestimmten Kopplungen fiir Sc(ff) (jeweils 1. Zeile), Sé? (jeweils
2. Zeile) und Sc(ff) (jeweils 3. Zeile) (vgl. auch Abbildung 5.8). In eckigen Klammern ist der
Fehler der letzten Stelle angegeben.
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D. Zusammenfassung der Messdaten

-0.2227(8 0.040[1] 0.0176[5] -0.005]1] -0.0041[4]

B A1l A2z A20 A33 A3t
-0.135[1] 0.006[1]
2.30 | -0.156[1] 0.006[1] 0.0114[2]
-0.156[1] 0.006[1] 0.0115(3] 0.001[1] 0.0000]6]
-0.1598[9)] 0.023[1]
2.32 | -0.1787[9] 0.017[1] 0.0125[2]
-0.179[1] 0.019[1] 0.0129[3] -0.0006[9)] -0.0004]5]
-0.1697]6] 0.030]1]
2.34 | -0.1873[6] 0.022[1] 0.0130[3]
-0.1892[8] 0.026[1] 0.0138[3] -0.0014[8] -0.0014[6]
-0.1799[4] 0.037[1]
2.38 | -0.1958[5] 0.026[1] 0.0130[3]
-0.1999]6] 0.035[1] 0.0148[4] -0.0032[9)] -0.0026[5]
-0.1989[4] | 0.03828]
2.60 | -0.2123[7] | 0.0260[9] | 0.0130[5]
8]
[5]
8]

-0.2103[5] | 0.0350]8]

2.80 | -0.2242[8] | 0.0229[9] | 0.0143[5]
-0.236[1] 0.035[1] 0.0202[8] -0.0041[9)] -0.0040[4]
-0.2206[6] | 0.0319]8]

3.00 | -0.2361[9] | 0.0193[8] | 0.0164[7]
-0.250[1] 0.031[1] 0.0235[8] -0.0034[8] -0.0039[4]
-0.2446[6] | 0.0264]6]

3.50 | -0.267[1] 0.0107[7] | 0.0255[8]
-0.283[1] 0.020[1] 0.032[1] -0.002[1] -0.0032[6]
-0.2670[9] | 0.02256]

4.00 | -0.299]1] 0.0030[8] 0.037[1]
-0.291[3] 0.003[1] 0.029[2] -0.0033[9)] 0.0029[8]

Tabelle D.1.: Die durch IMC bestimmten Kopplungen fiir S7 (jeweils 1. Zeile), S'2 (jeweils
2. Zeile) und S Sf) (jeweils 3. Zeile) (vgl. auch Abbildung 5.8). In eckigen Klammern ist der
Fehler der letzten Stelle angegeben.
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D.2. Zweipunktfunktion

D.2. Zweipunktfunktion

Der Zusammenhang der angegebenen Werte zur Zweipunktfunktion G®(z,y)

wird durch (5.7) gegeben:

Alle Fits wurden mit einem nichtlinearen "least-squares’- Verfahren (MARQUARDT-

GO (ja — yl) = ce I T,

LEVENBERG) wie es in der frei verfiigbaren Software GNUPIlot [2] implementiert

ist, durchgefiihrt. Die aufgefithrten Fehler ergeben sich dabie aus den statistischen

Gewichten der fiir den Fit verwendeten Datenpunkte.

Korrelationsldnge ¢ fiir Yang-Mills- und effektive Theorien

3 | YaNa-MiLs | S % S
1.00 | 0.1778[3]
110 | 0.1885[3] | 0.1861[2] | 0.1858[2] | 0.1853[3]
130 | 0.2162[3]
170 | 0.2881[2] | 0.28720[4] | 0.28632[7] | 0.28530[8]
1.80 | 0.31302]
220 | 0.510[8] | 0.4559[3] | 0.4775[4] | 0.4763[4]
227 | 0.56[1]
228 | 0.56[1] 0.5054[7] | 0.539[1] | 0.539[1]
229 | 0.571] 0.5149[8] | 0.550[1] | 0.550[1]
230 | 0.56[1] 0.5341] | 0.570[1] | 0.570[1]
232 | 05319 | 0.602[2] | 0.63804] | 0.6384]
234 | 05147 | 0.634[4] | 06705 | 0.672[3]
235 | 0.502[6]
238 |  0488[5] | 0.672[5] | 0.708[8] | 0.713[3]
240 | 0.481[4]
260 |  0.459[3] 0.78[1] | 0811] | 0.81[1]
280 | 0.453[3]
3.00| 04593 | 0.585[3] | 0.576[2) | 0.547[2]
320 | 0.448[3]
350 | 0.446[3] | 0.4623[8] | 0.4832[7] | 0.4698[6]

Tabelle D.2.: Die durch Kurvenfits erhaltenen Werte fiir & (vgl. Abbildung 5.9). In eckigen

Klammern ist der Fehler der letzten Stelle angegeben.

95



D. Zusammenfassung der Messdaten

B | YANG-MILLS Sé? Sé;?? Séff)

400 | 0.445[3] 0.4071[3] | 0.4486[3] | 0.4435[3]

Tabelle D.2.: Die durch Kurvenfits erhaltenen Werte fiir £ (vgl. Abbildung 5.9). In eckigen

Klammern ist der Fehler der letzten Stelle angegeben.

Quadrat des Erwartungswertes des Polyakov-Loops I’

B | YANG-MILLS Sé? Sé?f) Séff)

1.00 | 0.000013(3
1.10 | 0.000005[4] | 0.000001[1] | 0.000001[1] | 0.000001[1]
1.30 | 0.000000[5
1.70 | 0.000002[7

[

1.80 | 0.0000048

]
]
]
] | 0.000000[1] | 0.000000[1] | 0.000000[1]
]

2.20 0.0008|3
2.27 0.0035|6
2.28 0.0060{7
2.29 0.0076|8
2.30 0.01158
2.32 0.0316
2.34 0.0442
2.35 0.0519]3
2.38 0.0661 2
2.40 0.0747|2
2.60 0.1351]1

0.00002[2] | 0.00003[2] | 0.00003[2]

]

]

] | 0.00006[3] | 0.00011[5] | 0.00010[5]
| | 0.00006[3] | 0.00013[6] | 0.00012[5]
| | 0.00009[5] | 0.00017[8] | 0.00017[7]
] 0.0002[1] | 0.0004[1] | 0.0004[1]
] 0.0004[1] | 0.0006[2] | 0.0006[2]
]

]

]

]

]

0.0007[2] | 0.0010[3] | 0.0011[3]

0.00350[7] | 0.0059[9] | 0.013[1]

2.80 | 0.1820[1
3.00 | 0.22386[9] | 0.1593[1] | 0.1770[1] | 0.19346[7]
3.20 | 0.26144][7]

3.50 | 0.311386] | 0.28808[2] | 0.29635[1] | 0.30326[1]
400 | 0.38129(5] | 0.371727[5] | 0.3762965] | 0.375873(5]

Tabelle D.3.: Die durch Kurvenfits erhaltenen Werte fiir - (vgl. Abbildung 5.10). In eckigen

Klammern ist der Fehler der letzten Stelle angegeben.
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E. Konventionen

Wir arbeiten in natiirlichen Einheiten h = ¢ = 1. Zusétzlich setzen wir auch
die BoLrzMANN-Konstante kg gleich Eins. Alle physikalischen Dimensionen las-
sen sich dann als Potenzen der Lénge oder Masse (inverser Lénge) ausdriicken.
Langen werden grundsétzlich in Einheiten von a, der Gitterkonstanten gemessen.
Ddie Einheit anderer physikalischer Grofien ergibt sich nach einer Dimensions-
betrachtung der betrachteten Grofle im Kontinuum als eine Potenz des Gitter-
abstandes. Die benutzte LORENTZ-Metrik 7;; besitzt die Signatur (—1,1,1,1),
was den Ubergang zur EUKLIDISCHEN-Metrik d;; einfacher macht. Alle weiteren
Bezeichner fasst Tabelle E.1 zusammen.
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. Konventionen

2.2

T %

2.2

Z 1>0

Gitterkonstante

Gitter als Gesamtheit

Anzahl Gitterpunkte

Anzahl Gitterpunkte in rdumlicher Richtung
Anzahl Gitterpunkte in EUKLIDISCHER Zeitrichtung
rdumliches Untergitter, es gilt A = N, x Ag

Anzahl Gitterpunkte des rdumlichen Gitters
EUKLIDISCHER Vierervektor

EUKLIDISCHER Dreiervektor

Summe iiber alle nachste Nachbarn. Fiir ein Gitter mit
N, Gitterpunkten pro Raumrichtung entspricht dies 2-d

Termen!

Summe iiber alle Gitterpunkte und Richtungen. Es wer-
den pro Richtung Vorwérts- und Riickwértsrichtung auf-

addiert. Dies entspricht der Summe {iiber alle néchste
Nachbarn.

Summe iiber alle Gitterpunkte und positive Richtungen.
Es wird pro Richtung nur die Vorwértsrichtung aufad-
diert.

Tabelle E.1.: Gebriuchliche Bezeichner




Literaturverzeichnis

Gnu octave. www.octave.org.

Gnuplot. www.gnuplot.info.

B. E. Moo A. Koenig. Ruminations on C++. Addison-Wesley, 1996.
A. Alexandrescu. Modern C++ Design. Addison-Wesley, 2001.

M. Billo, M. Caselle, A. D’Adda, and S. Panzeri. Toward an analytic de-
termination of the deconfinement temperature in SU(2) L.G.T. Nucl. Phys.,
B472:163-193, 1996.

D. Bleecker. Gauge theories and Variational Principles. Addison-Wesley,
1981.

G. Boyd et al. Thermodynamics of SU(3) Lattice Gauge Theory. Nucl. Phys.,
B469:419-444, 1996.

Guy Buss. Analytische Aspekte effektiver SU(N)-Gittereichtheorien. Master’s
thesis, FSU Jena, 2004.

N. Cabibbo and E. Marinari. A new Method for updating SU(N) Matrices in
Computer Simulations of Gauge Theories. Phys. Lett., B119:387-390, 1982.

Caroll. Spacetime and Geometry. Addison-Wesley, 2003.

M. Caselle. Recent results in high-temperature lattice gauge theories. 1995.
M. Creutz. Monte Carlo Algorithms for Lattice Gauge Theory. BNL-39747.
M. Creutz. Quarks, gluons and lattices. Cambridge University Press, 1985.

M. Creutz, editor. Quantum Fields on the Computer, volume 11 of Advanced
Series on Directions in High Energy Physics. World Scientific, 1998.

99



Literaturverzeichnis

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

100

Michael Creutz. Overrelaxation and Monte Carlo Simulation. Phys. Rev.,
D36:515, 1987.

Kurt Binder David P. Landau. Monte Carlo Simulations in Statistical Phy-
sics. Cambridge University Press, 2000.

P. de Forcrand et al. Renormalization group flow of SU(3) lattice gauge
theory: Numerical studies in a two coupling space. Nucl. Phys., B577:263—
278, 2000.

Thomas DeGrand, Anna Hasenfratz, and Tamas G. Kovacs. Improving the
chiral properties of lattice fermions. Phys. Rev., D67:054501, 2003.

Leander Dittman. Effective Models for Confining Gauge Theories: Analytical
and Numerical Tests. PhD thesis, FSU Jena, 2004.

Leander Dittmann, Thomas Heinzl, Tobias Késtner, and Andreas Wipf. Ef-
fective Actions for the SU(2) Confinement-Deconfinement Phase Transition.
Preprint HEP-TPI1/04-09, 2004.

Leander Dittmann, Thomas Heinzl, and Andreas Wipf. An effective lattice
theory for Polyakov loops. JHEP, 06:005, 2004.

Adrian Dumitru, Yoshitaka Hatta, Jonathan Lenaghan, Kostas Orginos, and
Robert D. Pisarski. Deconfining phase transition as a matrix model of renor-
malized Polyakov loops. Phys. Rev., D70:034511, 2004.

Stephan Durr. Gauge action improvement and smearing. 2004.

R. Johnson J. Vlissides E. Gamma, R. Helm. Design Patterns. Elements of
reusable Object-Oriented Software. Addison-Wesley, 1997.

D. Schroeder E. Peskin. An Introduction to Quantum Field Theory. Perseus
Books, 1995.

B. Eckel. Thinking in C++ Vol. 1 and 2. Prentice Hall, 2003.

J. Engels, J. Fingberg, and M. Weber. Finite Size Scaling Analysis of SU(2)
Lattuce Gauge Theory in (3+1)-Dimensions. Nucl. Phys., B332:737, 1990.

D. Stoll F. Lenz, H. GrieBhammer, editor. Lectures on QCD - Foundations.
Lecture Notes in Physics. Springer, 1997.



[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[43]

[44]

Literaturverzeichnis

K. Fabricius and O. Haan. Heat Bath Method for the twistd Eguchi-Kawai
Model. Phys. Lett., B143:459, 1984.

M. Falcioni, G. Martinelli, M. L. Paciello, G. Parisi, and B. Taglienti. A new
Proposal for the Deternubatuib of the Renormalization Group Trajcetories by
Monte Carlo Renormalization Group Method. Nucl. Phys., B265:187, 1986.

T. Frankel. The Geometry of Physics. Cambridge University Press, 2001.

Yasushi Fujimoto, Andreas Wipf, and Hiroshi Yoneyama. Symmetry Resto-
ration of scalar Models at finite Temperature. Phys. Rev., D38:2625, 1988.

A. Gonzalez-Arroyo and C. P. Korthals-Altes. Asymptotic Freedom scales
for any Lattice Action. Nucl. Phys., B205:46-76, 1982.

A. Gonzalez-Arroyo and M. Okawa. From Block Spin Expectation Values to
Renormalized Couplings. Phys. Rev., B35:2108, 1987.

David J. Gross, Robert D. Pisarski, and Laurence G. Yaffe. QCD and In-
stantons at finite Temperature. Rev. Mod. Phys., 53:43, 1981.

K. Haberland. Darstellungstheorie von Liegruppen.
K. Haberland. Vorlesungen iiber Algebraische Topologie.

M. Hasenbusch and S. Necco. SU(3) lattice gauge theory with a mixed funda-
mental and adjoint plaquette action: Lattice artefacts. JHEP, 08:005, 2004.

T. Heinzl. Topics in quantum gauge theories, lecture notes. unpublished.
K. Huang. From Operators to Path integrals. John Wiley & Sons, inc., 1998.

G. Muenster I. Montvay. Quantum Fields on a Lattice. Cambridge monogra-

phs on mathematical physics. Cambridge University Press, 1994.

N. M. Josuttis. The C++ Standard Library: A Tutorial and Reference.
Addison-Wesley, 1999.

Joseph 1. Kapusta. Finite-temperature field theory. Cambridge monographs
on mathematical physics. Cambridge University Press, 1993.

F. Karsch et al. QCD thermodynamics with improved actions. Nucl. Phys.
Proc. Suppl., 53:413-416, 1997.

101



Literaturverzeichnis

[45]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

102

A. D. Kennedy and B. J. Pendleton. Improved Heat Bath Method for Monte
Carlo Calculations in Lattice Gauge Theories. Phys. Lett., B156:393-399,
1985.

John B. Kogut. A Review of the Lattice Gauge Theory Approach to Quantum
Chromodynamics. Rev. Mod. Phys., 55:775, 1983.

G. Peter Lepage, Lorenzo Magnea, Charles Nakhleh, Ulrika Magnea, and
Kent Hornbostel. Improved nonrelativistic QCD for heavy quark physics.
Phys. Rev., D46:4052-4067, 1992.

B. Lucini, M. Teper, and U. Wenger. The deconfining phase transition in
SU(N(c)) gauge theories. Nucl. Phys. Proc. Suppl., 119:532-534, 2003.

Biagio Lucini, Michael Teper, and Urs Wenger. The high temperature phase
transition in SU(N) gauge theories. JHEP, 01:061, 2004.

T. Schiicker M. Gockeler. Differential Geometry, Gauge Theories and Gravity.
Cambridge University Press, 1987.

T. Miller. Source Code for Monte Carlo Simulations in SU(2) and SU(3)
Yang-Mills Theories. http://hbar.wustl.edu/ miller/su3c.html.

M. E. J. Newman and G. T. Barkema. Monte Carlo Methods in Statistical
Physics. Clarendon Press Oxford, 1999.

Michael Ogilvie. An effective Spin Model for finite Temperature QCD. Phys.
Rev. Lett., 52:1369, 1984.

U. Kirch-Prinz P. Prinz. C++ lernen und professionell anwenden. mitp,

2001.

Robert D. Pisarski. Quark-gluon plasma as a condensate of SU(3) Wilson
lines. Phys. Rev., D62:111501, 2000.

Heinz J. Rothe. Lattice Gauge Theories, volume 43 of Lecture Notes in Phy-
sics. World Scientific, 1992.

L. H. Ryder. Quantum Field Theory. Cambridge University Press, 1996.

Jan Smit. Introduction to Quantum Fields on a Lattice. Number 15 in Cam-

bridge lecture notes in physics. Cambridge University Press, 2002.



Literaturverzeichnis

[59] B. Stroustrup. The C++ Programming Language, Special Edition. Addison-
Wesley, 2000.

[60] Benjamin Svetitsky and Laurence G. Yaffe. Critical Behavior at finite Tem-
perature Confinement Transitions. Nucl. Phys., B210:423, 1982.

[61] K. Symanzik. Continuum Limit and improved Action in Lattice Theories. 1.
Principles and phi**4 Theory. Nucl. Phys., B226:187, 1983.

[62] W.T. Vetterling B.P.Flannery W.H. Press, S.A. Teukolsky. Numerical Recipes
in C. Cambridge University Press, 1994.

[63] Kenneth G. Wilson. Confinement of Quarks. Phys. Rev., D10:2445-2459,
1974.

[64] A. Wipf. QFT2 lecture notes. unpublished, 2003.

[65] L. G. Yaffe and B. Svetitsky. First Order Phase Transition in the SU(3)
Gauge Theory at Finite Temperature. Phys. Rev., D26:963, 1982.

103



Literaturverzeichnis

104



Danksagung

Ich bedanke mich herzlich bei Prof. Dr. Andreas Wipf fiir die ausgezeichnete
Betreuung. Das geduldige Beantworten all meiner Fragen, die mir Orientierung
gebenden Impulse und die fachliche Unterstiitzung trugen entscheidend zum Ge-
lingen dieser Arbeit bei. Mein Dank gebiihrt in gleicher Weise Dr. habil. Tom
Heinzl, der mir nicht nur die fiir diese Arbeit wichtigen Grundlagen wieder und
wieder erklédrte, sondern mir auch mit seiner in vielen Jahren gesammelten Er-
fahrung beiseite stand. Fiir die Einarbeitung in die vielschichtigen numerischen
Aspekte mochte ich mich bei Leander Dittmann bedanken, der immer ein offe-
nes Ohr fiir meine Fragen hatte. Ich bedanke mich ebenso bei allen Mitarbeitern
der Arbeitsgruppe Quantenfeldtheorie fiir die stets angenehme und motivierende
Arbeitsatmosphére. Fiir die vielen interessanten Diskussionen gilt hierbei mein
besonderer Dank Thomas Mohaupt, Jean Dominique Linge und Guy Buss. Unse-
rem Systemadministrator Herr Dr. Martin Weif3 danke ich fiir seine fortwahrend
zligige und freundliche Unterstiitzung bei allen technischen Belangen.

Meine liebe Frau Anja hat mir durch ihren Zuspruch und ihrem immerwéahren-
den Verstandnis die Kraft und Zuversicht geschenkt, ohne die ein solches Unter-

nehmen nicht hétte gelingen kénnen. Dafiir danke ich Dir!

105






Erklarung

Ich erklére, dass ich die vorliegende Arbeit selbststédndig verfasst und keine anderen

als die angegebenen Hilfsmittel verwendet habe.

Tobias Késtner Jena, den 7. November 2004



