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Die Himmel erzihlen die Herrlichkeit Gottes,

und das Himmelsgewdlbe verkiindet seiner Hinde Werk.
FEin Tag sprudelt dem anderen Kunde zu,

und eine Nacht meldet der anderen Kenntnis —

ohne Rede und ohne Worte, mit unhdorbarer Stimme.
Ihr Schall geht aus tber die ganze Erde

und bis an das Ende der Welt ihre Sprache.

Die Bibel in Psalm 19






1 Einleitung

Als Max Planck im Jahre 1900 das nach ihm benannte Strahlungsgesetz herleiten konnte,
unter der Annahme, dass ein schwarzer Strahler Energie nur in Form unteilbarer Elemente
emittiert [Pla01], ahnte wohl niemand, welche Auswirkungen diese Entdeckung in der Folge
auf die Wissenschaft, die Technik und sogar die ganze Gesellschaft haben wiirde. Knapp
fiinf Jahre spéter erklirte Albert Einstein mit Hilfe der Quantenhypothese den Photoeffekt
[Ein05] und durch die Arbeiten zur Quantenmechanik von Heisenberg [Hei25] und Schrédin-
ger [Sch26] wurde die Grundlage fiir ein systematisches Versténdnis des Aufbaus der Materie
gelegt. Ohne ein solches Verstdndnis wéren viele moderne Entwicklungen nicht vorstellbar.
In seiner Ansprache anlisslich des 100-jahrigen Jubiliums der Entdeckung der Rontgenstrah-
len machte der damalige Bundespriisident Roman Herzog darauf aufmerksam: ,,Okonomen
haben nachgewiesen, dass in den USA rund 23% des Bruttosozialproduktes auf den wissen-
schaftlichen Durchbruch zur Quantenmechanik in der Physik zuriickgehen. Bei uns diirfte
die Zahl dhnlich hoch liegen. Transistoren, Computer, Laser und nukleare Energien beruhen
zwar nicht nur auf der Quantenmechanik, aber sie sind ohne sie nicht denkbar.fl In die-
sem Sinne wollen wir mit dieser Arbeit zu einem grundlegenden Verstindnis unserer Welt
beitragen, auf dem bedeutende Entwicklungen in mittel- oder langfristiger Zukunft beruhen
werden.

Seit der Entdeckung des Neutrons [Cha32] und der Formulierung der Theorie des (3-Zerfalls
[Eer34] kennen wir neben der Gravitation und dem Elektromagnetismus auch noch die star-
ke und die schwache Wechselwirkung. Wichtige Schritte zum Verstéindnis dieser vier funda-
mentalen Wechselwirkungen waren die Arbeiten zur Quantenelektrodynamik [Sch48| [Fey49],
zur Yang-Mills-Theorie [YM54], zur Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung [GIa6Tl,
SW64, Wei67] und zur Quantenchromodynamik [EGML73]. Im Standardmodell der Ele-
mentarteilchenphysik werden bis auf die Gravitation alle Wechselwirkungen zu einer Eich-
theorie mit der Symmetriegruppe SU(3) x SU(2) x U(1) zusammengefasst. Die Vorhersagen
des Standardmodells stimmen bis zu einer Energieskala von einigen hundert GeV hervorra-
gend mit den experimentellen Ergebnissen {iberein: Mit Ausnahme des Higgs-Bosons konnten
bei Experimenten am CERN in Genf und am Fermilab in Chicago alle vom Standardmo-
dell vorhergesagten Elementarteilchen nachgewiesen werden [AT94], und wir erwarten, dass
z. B. mithilfe des neuen LHC-Beschleunigers am CERN in den néchsten Jahren auch das
Higgs-Boson beobachtet wird [EI07].

Trotz dieser groflen Erfolge ist die Beschreibung der Elementarteilchenphysik durch das
Standardmodell unvollstdndig und I&sst noch einige fundamentale Fragen offen. Beispielswei-
se mochte man den Ursprung der Massen der Elementarteilchen verstehen oder ergriinden,
weshalb in der Natur Materie gegeniiber Antimaterie bevorzugt ist. Offen ist auch, ob alle
vier fundamentalen Wechselwirkungen in einer Theorie vereinigt werden koénnen. Auflerdem
liefert das Standardmodell keine Erkldrung fiir die groflen Rétsel der modernen Kosmo-
logie, wie die Frage nach dem Wesen der dunklen Materie und der dunklen Energie. Die

'Bundespriisident a.D. Roman Herzog, Ansprache anlisslich des Jubildums der Entdeckung der Réntgen-
strahlen in der Universitdt Wiirzburg, 8.11.1995



1 FEinleitung

Hoffnung ist deshalb grof}, dass bereits bei der vom LHC erreichten TeV-Energieskala iiber
das Standardmodell hinausgehende, neue Physik beobachtet werden kann. Diese Hoffnung
griindet sich unter anderem auf das sogenannte Hierarchie-Problem: Allgemein wird davon
ausgegangen, dass das Higgs-Boson des Standardmodells als fundamentales Teilchen nicht
isoliert existieren kann. Schwierigkeiten treten insbesondere dann auf, wenn man die Masse
des Higgs-Bosons infolge des Austauschs von virtuellen Teilchen berechnet. Diese divergen-
ten Quantenkorrekturen kénnen nur dadurch kontrolliert werden, dass man die Theorie bei
einem ,, Ultraviolett-Cutoff* Ayy abschneidet. Falls das Standard-Modell in eine komplizier-
tere, auch fiir hohe Energien 2> Ayy giiltige Theorie (wie z. B. eine ,,Grand Unified Theory*
oder eine Quantengravitation) eingebettet wire, so wiirde die Masse des Higgs-Bosons sehr
empfindlich von den Details dieser Hochenergie-Theorie abhéngen. Damit wére es nur sehr
schwer versténdlich, weshalb das Higgs-Boson eine (im Verhiltnis) derart geringe Masse hat,
wie es die derzeitigen experimentellen Hinweise vermuten lassen.

Der zurzeit aussichtsreichste Kandidat fiir die Losung dieses sogenannten Hierarchie-Pro-
blems ist die Supersymmetrie [WZ74]. Eine Supersymmetrietransformation vermittelt zwi-
schen Teilchen mit halbzahligem Spin (Fermionen) und Teilchen mit ganzzahligem Spin
(Bosonen). Fiir jedes Boson muss deshalb ein Fermion als supersymmetrischer Partner und
umgekehrt fiir jedes Fermion ein Boson in die Theorie eingefithrt werden. Die minimale
supersymmetrische Erweiterung des Standardmodells (MSSM) enthilt deshalb z. B. neben
dem Elektron mit Spin 1/2 das Selektron mit Spin 0 oder neben einem Gluon mit Spin 1 ein
Gluino mit Spin 1/2. In einer supersymmetrischen Theorie werden divergente Quantenkor-
rekturen durch die Paarung von virtuellen Fermionen und Bosonen systematisch ausgeléscht
[ETZ74]. Somit wire ein leichtes Higgs-Boson nicht mehr unnatiirlich [Wit&T]. Die verblei-
benden Quantenkorrekturen der Higgs-Masse wéren klein, wenn die Differenzen der Massen
supersymmetrischer Partner kleiner als 1 TeV sind, sodass bereits bei den Experimenten am
LHC erste Hinweise auf supersymmetrische Teilchen gefunden werden kénnten [EII0T].

Das Studium supersymmetrischer Modelle ist auch noch aus einem anderen Grund at-
traktiv. Das Theorem von Coleman und Mandula macht eine Aussage iiber die allgemeinst
mogliche Symmetrie-Lie-Algebra der Streumatrix einer relativistischen Quantenfeldtheorie:
Falls diese gewisse physikalisch sinnvolle Vorraussetzungen erfiillt, so sind neben inneren
Symmetrien und der Poincaré-Symmetrie keine weiteren Symmetrien moglich J[CMG67]. In
supersymmetrischen Modellen wird diese Einschrinkung umgangen, indem man graduierte
Lie-Algebren zulisst, die neben den Kommutatoren einer gewohnlichen Lie-Algebra zusétz-
lich Antikommutatoren enthalten. Haag, Lopuszanski und Sohnius zeigten 1975, dass die
Supersymmetriealgebra die einzige mit relativistischer Quantenfeldtheorie vereinbare, gra-
duierte Lie-Algebra von Symmetrien der S-Matrix ist [HLS75]. In diesem Sinne haben su-
persymmetrische Quantenfeldtheorien die hochstmogliche Symmetrie und sind deshalb auch
per se interessante und elegante Modelle, die es sich lohnt zu erforschen. Es existiert die
Auffassung, dass die Schonheit dieser Modelle derart beeindruckend sei, dass man versucht
wére ,,zu argumentieren, dass eine Theorie mit solch einzigartigen Eigenschaften irgendwo in
der Natur eine Relevanz haben muss‘f. Aufgrund dieser Vorziige sind derzeit praktisch alle
ernstzunehmenden iiber das Standardmodell hinausgehenden Theorien supersymmetrisch.

Um gewisse Effekte komplizierterer Theorien zu untersuchen, bedient man sich oft soge-
nannter Spielzeugmodelle. Dies sind Modelle, die die Theorie in gewissen Aspekten simulie-

2Qriginal: “One is tempted to argue that a theory with such unique properties must have some relevance
somewhere for nature.“ [Nil84]



ren, aber vergleichsweise einfach handhabbar sind und damit Einblicke in bislang unverstan-
dene Sachverhalte der komplizierten Theorie bieten. Ein Beispiel fiir ein solches Spielzeug-
modell ist das zweidimensionale CPY-Modell. Dieses Modell teilt qualitativ wesentliche Ei-
genschaften mit vierdimensionaler QCD: Es ist wie die QCD renormierbar und bei beliebigen
Temperaturen asymptotisch frei [Wit79]. Es zeigt Confinement bei T' = 0 und Deconfinement
fiir T' > 0, wihrend in der QCD verschiedene Ansétze einen Confinement-Deconfinement-
Phaseniibergang bei einer kritischen Temperatur im Bereich von 150-200 MeV vorhersagen
[Act85)]. Der genaue Mechanismus ist dort allerdings bis heute nicht vollstéindig verstan-
den [Gre03]. Durch Renormierung wird im CP™-Modell eine nichtverschwindende Masse
erzeugt (,Dimensional Transmutation®). Eine weitverbreitete Annahme ist, dass derselbe
Effekt auch in der QCD auftritt. Wie in der QCD existieren auch im CPY-Modell fiir al-
le N Instantonlosungen, die durch ganzzahlige topologische Ladungen charakterisiert sind.
Instantonen sind lokalisierte Losungen der euklidischen Bewegungsgleichungen und kénnen
in vielen Modellen (einschlieBlich QCD und CP"-Modell) in exakter analytischer Form be-
rechnet werden. Sie fithren zu Tunneleffekten im Vakuumzustand und beeinflussen dadurch
viele andere Eigenschaften der Theorie, die i. Allg. mithilfe gewthnlicher Stérungsrechnung
allein nicht verstanden werden kénnen. Beispielsweise sind Instantoneffekte fiir Confinement
im CP™-Modell verantwortlich [DLDV79]. In der QCD haben sich zwar friihere Hoffnun-
gen, dass Instantoneffekte auch hier den Confinement-Mechanismus erkliren kénnten, nicht
bestétigt, jedoch liefern Instantonen auch in diesem Modell bedeutende Beitriage zur Quark-
Quark-Wechselwirkung [Raj82].

Ziel dieser Arbeit ist es, Instantonlosungen des CPY-Modells zu untersuchen und die fer-
mionischen Nullmoden des Dirac-Operators im Hintergrund dieser Losungen fiir den Fall
minimaler sowie supersymmetrischer Kopplung zu diskutieren. Es ist die Hoffnung des Ver-
fassers, dass dadurch ein Beitrag zum Verstdndnis dieses Modells und seiner supersymme-
trischen Erweiterung geleistet werden kann, sodass die hier erhaltenen Erkenntnisse Hil-
festellung zur Erforschung realistischerer Theorien sein kénnen, die vielleicht einmal das
Standardmodell ablésen kénnten.

Dazu fithren wir zunéchst in Kapitel Bl den N' = (2,2)-Superraum ein und diskutieren
mogliche invariante Wirkungen. Darauf aufbauend behandeln wir in Kapitel Bl supersym-
metrische Sigma-Modelle und konstruieren das supersymmetrische O(N)-Modell sowie das
supersymmetrische CPV-Modell, jeweils in Minkowski-Raumzeit und in euklidischer Raum-
zeit. In Kapitel Bl betrachten wir die Instantonlésungen des bosonischen CPY-Modells bei
Temperatur T' = 0 und bei endlicher Temperatur T' > 0. Insbesondere untersuchen wir dabei
den Fall getwisteter Randbedingungen, in dem sich die topologische Dichte in Konstituenten
mit gebrochener Ladung aufspaltet. In Kapitel Bl beziehen wir schrittweise wieder Fermionen
in die Untersuchung ein und berechnen die Losungen der Dirac-Gleichung fiir minimale so-
wie supersymmetrische Fermionenkopplung im Instanton-Hintergrund. Den Abschluss bildet
schliefllich die Diskussion einer speziellen supersymmetrisch gekoppelten Nullmode, welche
direkt ohne Losung der Dirac-Gleichung mithilfe der Supersymmetrietransformationen er-
halten werden kann.
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2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

2.1 N = (2,2)-Superraumformalismus in Minkowski-Raumzeit

2.1.1 Dirac-Matrizen und Spinoren

Wir wollen supersymmetrische Feldtheorien mit vier reellen Superladungen diskutieren, zwei
mit positiver Chiralitdt und zwei mit negativer Chiralitit. Dazu fithren wir den N = (2, 2)-
Superraum ein, angepasst an die zweidimensionale Minkowski-Ramzeit mit der Metri

1 0
LA —
== (g 2 (2.
Wir verwenden die chirale Darstellung der Clifford-Algebra

{7 =29, (2.2)

0 1 0 -1
0 1 _
v = <1 0> =01, v = <1 0 > = —ioy, (2.3)

und den Pauli—MatrizenH o;. Die Matrix

-1 0

mit

ist niitzlich zur Untersuchung chiraler Symmetrienﬁ. Sie quadriert zu eins und antivertauscht
mit den Dirac-Matrizen,

{7:,7"} =0. (2.5)
Spinoren haben in unserer zweidimensionalen Raumzeit 2[4/2 = 2 Komponenten. Wir be-
zeichnen die Komponenten mit
)
= , 2.6
o= (. (26)

und die Komponenten des adjungierten Spinors mit
=9 = () (o)) = (0 o). (2.7)

Y1 bedeutet also komplexe Konjugation, 1)+ = (14 )*. Lorentztransformationen wirken auf
Vektoren iiber

Al (z) > A, A (A1) (2.8)

!Die hier verwendeten Konventionen sind im Wesentlichen dem Buch ,,Mirror Symmetry“ von Hori et al.
[H™03] entnommen, nach dem wir uns in diesem Kapitel zumeist richten. Sie wurden auch in der Vorlesung
von S. Uhlmann [UhI07| verwendet.

o) ={98), (9351, (6 21)} mit oioj = ;5 +13, €iju0k und g5, total antisymmetrisch, e123 = 1.

i
3Unter einer chiralen Transformation verstehen wir ( Y~ ) s ( ¢° 0 , v,
by 0 ei? by

11



2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

und auf Spinoren iiber

W(x) — Sy (A_lx) , P(x) — 1) (A_lzc) S (2.9)

wobeil wir die 2 x 2-Matrizen

__ [cosh~y sinhvy L e/2 0
A= (sinh’y cosh’y)’ S'_< 0 e/2) (2.10)

eingefiihrt haben. Die links- und rechtshéndigen Projektoren

1 1
Pp = 5(1—7*), Pp = 5(1 + %), (2.11)
erfiillen die Projektoralgebra
Phi=Prr, PrP = PLPr =0, Pr+ P =1. (2.12)

Mithilfe von P;, und Pg kann v in die links- und rechtshindigen Komponenten v und ¥g
zerlegt werden,

Y, = Py = <¢0—> ; YR = Pry = <¢0+> . (2.13)

Da die Matrix S mit P, und Pg vertauscht, mischen die Komponenten von v unter Lorentz-
transformationen nicht. Die Héndigkeit bleibt unter Lorentztransformationen also erhalten.

2.1.2 Superraum und Supersymmetriealgebra

Wir wollen die Lichtkegelkoordinaten
ot =20+ ot (2.14)

verwenden. Die Ableitungen nach diesen Koordinaten sind
0 1/ 0 0
. — i - 4+ ). 2.15
£ orE T 2 <8m0 8x1> (2.15)

Zusétzlich zu den gewohnlichen Raumzeit-Dimensionen besteht der (2,2)-Superraum aus
vier GraBmann-Richtungen mit den komplexen fermionischen Koordinaten

0t,07,0".6-, (2.16)

die B
(6)" =0+ (2.17)
erfiillen. Sie antikommutieren untereinander und mit anderen Grafimann-Zahlen (Gramann-
Eigenschaft). Eine auf diesem Raum definierte Funktion héingt dann nicht nur von zt ab,
sondern auch von 6* und 6*. Eine solche Funktion heifit Superfeld. Sie kann in ein Polynom

in % und % entwickelt werden,

F(@*,0%,0%) = fo(@™®) + 01 f1 (%) + 07 (&%) + 07 fL(a™) + 07 fL (=)

+ OO f () + .. (2:18)

12



2.1 N = (2,2)-Superraumformalismus in Minkowski-Raumzeit

Da jede Grafmann-Koordinate wegen der Antikommutationseigenschaft zu null quadriert,
(6%)% = (§*)? = 0, gibt es hochstens 16 nichtverschwindene Terme in der Entwicklung.
Die Supersymmetriealgebra ist ohne zentrale Ladungen von der Form

{Qm@ﬁ} = (7“)043 P}M
{Qa,Qs} = {Qa, Qs} =0,
[Pquoz] = [Pquoz] =0,

[Puv PV] =0,

(2.19)

wobei o, 6 = 1,2 und p,v = 0,1. In unserer Schreibweise mit den Indizes + ist der einzige
nichtverschwindende Antikommutator

{Q+,Q+}=H=£P, (2.20)

mit H := Py und P := P;. Alle anderen Kommutatoren und Antikommutatoren verschwin-
den,

Q=0 =071 =0 =0,
{Q-HQ—} - {Q-HQ—} = 07 (221)
{Q-,Q+} ={Q+,.Q-} =0,

und
[Py, Q<] = [Py, Q<] = [Py, P)] = 0. (2.22)

Im dem Fall, dass zentrale Ladungen auftreten, werden die Bedingungen ([Z2Ib) und ([Z2ZIk)
abgeschwécht zu

{Q“F’Q*} :Z’ {QJraQ*}:Z*a

{Q-,Q+} =2, (Q4,QY =27, (2.23)

Die zentralen Ladungen Z und Z kommutieren mit allen anderen Operatoren der Theorie.
Die Supersymmetriegeneratoren Q+ und Q4 kénnen durch Differentialoperatoren auf dem
Superraum dargestellt werden,

0

Q:l: =7+ iéiaﬂ:a
aeia (2.24)
QR+ = 50 1070
Mit
P, = —id, (2.25)

erfiillen sie die Supersymmetriealgebra ohne zentrale Ladungen. Die superkovarianten Ab-
leitungen

0 .
D:t 30? — laiaj:,
i 5 (2.26)
D:t = _(%ﬁ + i0 3i,

13



2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

antikommutieren mit Q4+ und Q4,
(D:,Qs}=0, {D_.Qs}=0,
{D4+,Q+} =0, {D-,Q+}=0.

Untereinander erfiillen sie bis auf das Vorzeichen die gleichen Antikommutationsregeln wie

die @Q’s,

(2.27)

{Di,D4} =2i0., (2.28)

alle anderen Antikommutatoren verschwinden.

2.1.3 Superfelder

Wir kénnen an die Superfelder Bedingungen stellen, wodurch jeweils gewisse Komponenten-
felder eliminiert werden. Dabei miissen wir allerdings darauf Acht haben, dass die Bedin-
gungen keine Einschriankungen an die z-Abhéngigkeiten der Felder darstellen.

Fin chirales Superfeld ® ist ein komplexes Superfeld, welches die Chiralitatsbedingung

Di®=0 (2.29)

erfiillt. Sind ®; und P, chirale Superfelder, dann ist auch die Summe ®; + ®2 und das
Produkt &P, ein chirales Superfeld. Ein allgemeines chirales Superfeld hat die Form

O(2*,0%,0%) = ¢(y™) + 0Ty (yF) + 07— (y) + 070 F(y*), (2.30)

wobei y* = 2t — i#TA*. Dass Superfelder dieser Form die Chiralititsbedingung (Z29)
erfiillen, ist offensichtlich, da D+6% = 0 und Dyy® = 0 gilt. Das Abzihlen der Freiheits-
grade legt nahe, dass sich auch jedes chirale Superfeld derart darstellen ldsst, dies also die
allgemeine Form ist: Ein chirales Superfeld hat 4 Freiheitsgrade (6 Superraum-Koordinaten
xF, 0%, 6%, Chiralititsbedingung liefert zwei Gleichungen). Dies entspricht den 4 freien Ko-
ordinaten (y*, %) des Superfeldes der Form ([30). Ein chirales Superfeld kann in Koeffizi-
entenfunktionen, die nur noch von z* abhingen, geschrieben werden,

O(zF,0%,05) =9 —i070 0,0 —i070"0_¢p— 0100 010,0_¢

+ 0Ty —i0 070 0_py + 0 —i0 0T O+ 0T F. (231)
Das komplex konjugierte Superfeld ® eines chiralen Superfeldes erfiillt die Bedingung
Di® =0 (2.32)
und heifit antichirales Superfeld. Es hat die Entwicklung
P=0¢+i0T070,0+i07070_¢p—070"07070,0_¢ (2.33)

— 0T, —i0T07070_ Yy — 0 Y- —i0 070 0, +0 0T F,

wobei wir verwendet haben, dass die komplexe Konjugation des Produktes zweier Gramann-
Zahlen durch (¢1192)* = ¥31)] definiert ist.
Superfelder U, die die Bedingung

D.U=D_U=0 (2.34)

14



2.1 N = (2,2)-Superraumformalismus in Minkowski-Raumzeit

erfiillen, werden getwistet chirale Superfelder genannt. Sie haben analog zu ([Z30) die Ent-
wicklung
U@, 0%,0%) = u(@®) + 0 x4.(57) + 0 x-(77) + 0707 B(FY) (2.35)

mit §* = 2% Fi6+6*. Das komplex konjugierte Superfeld U erfiillt dann die Bedingung
D, U=D_U=0 (2.36)
und heifit getwistet antichirales Superfeld. Superfelder V, fiir die die Realitdtsbedingung
V=V (2.37)
gilt, heiflen Vektorsuperfelder. Sie haben die Entwicklung

V(05,05 =C+0Tx  +0x_ -0 -0 x_+60T0" (M +iN)+607(M —iN)
— 070 (vg—vy) — 00 (vg +v1) —0 0t — 010G
+i070T (O A+ 0N +i0T0 (0" A+ 0N )+ 0707070 D.
(2.38)

C,D, M, N sind reelle Skalarfelder, o ist ein komplexes Skalarfeld, und Ay, y+ definieren
Dirac-Fermionenfelder. Das reelle Vektorfeld v, verleiht dem Vektorsuperfeld seinen Namen.
Vektorsuperfelder sind relevant fiir die Konstruktion supersymmetrischer Eichtheorien. Im
Abschnitt wird gezeigt, dass durch eine geeignete Eichtransformation die niedrigeren
f-Komponenten eliminiert werden kénnen, sodass wir V' in der Wess-Zumino-Eichung

Vg = —6=6~ (vp —v1) — 9+(§+(U0 +vy) — 0 0T -0 (2.39)
00T B A + BTN, L0 (0" A+ 67A,) + 0-0701 0D |

erhalten.

2.1.4 Supersymmetrietransformationen und invariante Wirkungen

Supersymmetrietransformationen sind Translationen im Superraum. Aus diesem Grund sind
supersymmetrische Feldtheorien elegant mit Hilfe von Superfeldern konstruierbar, dhnlich
wie relativistisch invariante Theorien in lorentzkovarianter Schreibweise konstruierbar sind.
Wie gewohnliche Translationen im Minkowski-Raum vom Ableitungsoperator 9, generiert
werden, so erzeugen die Supersymmetriegeneratoren (+ und @+ die Supersymmetrietrans-
formationen im Superraum. Eine Supersymmetrietransformation wirkt auf ein Superfeld F
durch F +— F + 6F mitH]

§i=6Q —e Qp—6Q +eQy, (2.40)
mit den komplexen Graimann-Parametern e4. Mit

SF=erfo+e frteflreforor(.)+... (2.41)

“Dabei ergeben sich die Vorzeichen in der Definition von ¢ durch die Forderung der Lorentzinvarianz und
Realitiit. Eine sinnvolle Kombination ist deshalb § := €*Qq —&€*Q4. Schreiben wir dies mit unteren Indizes,
so ergibt sich genau unsere Definition ([ZZ40), wenn wir die Spinorindizes mit dem total antisymmetrischen
Tensor (saﬁ) = (5 §) ziehen, z.B. ¢ = e*Pep.
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2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

ist dann z. B. die Variation von 4 fy und 0 f1 aus Gleichung (IR

Sfo=erfve frrefl+ef., ofy=0(..), etc (2.42)

Da die Supersymmetriegeneratoren Q4+ und @+ mit D+ und Dy vertauschen, ist die Va-
riation eines chiralen (antichiralen, getwistet (anti-)chiralen) Superfeldes wieder ein chirales
(antichirales, getwistet (anti-)chirales) Superfeld. Da § = ' gilt, bildet § Vektorsuperfelder
wieder auf Vektorsuperfelder ab. Die Supersymmetrievariation § ist damit auch fiir einge-
schrinkte Superfelder sinnvoll definiert.

Schauen wir uns die Supersymmetrietransformationen eines chiralen Superfeldes ® mit

der Entwicklung (231))

d=¢—10T0T0,0—i0"00_¢p—0T0"00T0,0_¢

- - 2.43
F Ot — 10000y + 0 Y — 00T + 0T F (2.43)

an. Mit
Qi® =1y —i0T0 0 py —10700_tpr — 070707070, 0_vs £ 0TF +107070F 0, F,
Q+® = 210509 F20707070,0_¢ F 21070 011,
(2.44)

erhalten wir

0 = exh— — ey,
0Py = e F £ 21€¢ai¢, (2.45)
6F — —2iE,6+¢, - 2i€+a,”¢)+.

Auf die gleiche Weise ergeben sich die Supersymmetrietransformationen der Komponenten
eines Vektorsuperfeldes V' mit der Entwicklung (Z35]),

Vet 0565 =C+ 0"y, +0 x_ -0 %y —0 x_+60T0" (M +iN)+6- 67 (M —iN)
— 070 (vg—v1) — 0 0T (vg+v1) -0 0 o — 010 &
+1070T (0N +0TAL) +i0TOT (0T A+ 0N+ 070700 D.

(2.46)
Durch Koeffizientenvergleich von V' mit V' ergibt sich
0C =4 x— —€-X4 + € X4 — €4X—,
Ox+ =€+(M +iN) +i€_0,C — €10 + é_(vg + v1),
Ox— =€ (M +iN) —ie;0_-C +é_o — éx(vg — v1),
6(M + IN) = i€,5\+ — i€,8+X, — i€+5\, — i€+87X+,
8(vo +v1) = —le_Dyxy —ieg Ay —ie Oy xy — ey Ay, (2.47)

S(vg — 1) =ie;0_x_ —ie_A_ +ie 0_x_ —ie_\_,
S0 = —ie_ Ay —ie Oy x_ —ie A +ie 0 Yy,
0Ny =€_010+€e40_(vo+v1) —€_04(M —iN) +ie4 D,
0N =€40_0+€_04(vo —v1) +€40_(M —iN) +1ie_D,
0D =€ Oy d_ +e 0 Ny —€ 0: A —€,.0_\y.
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2.1 N = (2,2)-Superraumformalismus in Minkowski-Raumzeit

In Wess-Zumino-Eichung miissen diese Transformationen abgedndert werden, siche dazu
Abschnitt

Wir wollen Wirkungen konstruieren, die invariant unter den Supersymmetrietransforma-
tionen sind. Diese konnen als Superraum-Integrale iiber Superfelder geschrieben werden.
Betrachten wir dazu als erstes ein Integral der For

/ A2z dO K(F;) = / d*zdftde—do—do K(F;), (2.48)

wobei K eine beliebige differenzierbare Funktion der Superfelder F; ist. Dieses ist invariant
unter der Supersymmetrievariation 9§, siehe z. B. den Term proportional zu €

oK

/ded496+QK = /ded49€+(Q}‘i)8_ﬂ

P (2.49)

= /d2x d*0e, (— + 19_6> K(F;).

00

Der erste Term ist null, da im Integranden wegen der Ableitung 9/90~ kein §~ mehr steht
und die Integration iiber d*f nur dann von null verschieden ist, wenn alle fermionischen
Koordinaten #76~610~ im Integranden genau einmal vorkommen. Der zweite Term ist eine
totale Ableitung und verschwindet deshalb nach der Integration iiber d?z. Auf die gleiche
Weise verschwinden auch die Koeflizienten von e_ und €1. Terme dieser Form koénnen also
zur Konstruktion supersymmetrischer Wirkungen benutzt werden. Sie heiflen D-Terme in
Anlehnung an die oft D genannte #*-Komponente in der Entwicklung eines Superfeldes, wie

z.B. in (Z39).

Betrachten wir als Néchstes das Integral {iber die chiralen Superfelder ®;
/d% A2OW () = /d2x do—dot W (®;), (2.50)

wobei W (®;) eine holomorphe Funktion der ®;’s ist. W heifit Superpotential. Auch dieses
Funktional ist invariant unter der Variation §. Schauen wir uns zuerst den Term proportional
ZU €4 an,
0 _
2, 12 .

Der erste Term verschwindet bei Integration iiber d24. Der zweite Term ist eine totale Ab-
leitung. Betrachten wir den Term proportional zu é+. Wegen Q4+ = D4 — 21070, ist die
Variation

T /d% d?0 €4 (Dx — 2i0F02)W (®;). (2.52)

Der erste Term im Integranden DLW (®;) ist null, da ®; chirale Superfelder sind und W
holomorph ist. Der zweite Term verschwindet wieder nach der Integration iiber z. Damit kann
auch dieses Funktional zur Konstruktion supersymmetrischer Wirkungen benutzt werden.
Terme dieser Art heiflen F-Terme, da die hochste Komponente eines chiralen Superfeldes oft
mit F' bezeichnet wird, so z. B. in (Z3T]).

®Dabei wird die Integration iiber die GraBmannvariablen, wie sie erstmals von Berezin [Ber66)] eingefiihrt
wurde, durch [df = 0 und [d#6 = 1 definiert. Fiir Integrale iiber mehrere Grafimannvariablen gilt
fd@n . .d9191 .. Gn =1 und {d@hdﬂj} = {9,,(19]} = 0.
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2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

Betrachten wir schliellich noch das Integral der Form
/d% 2OW (U;) := /d% d6-dot W (U;), (2.53)

wobei /I/I\?(UZ) eine holomorphe Funktion der getwistet chiralen Superfelder U; ist. Mithilfe
eines analogen Arguments wie im Falle des F-Terms kann man sehen, dass auch dieses
Integral invariant unter ¢ ist. Solche Terme heiflen dann getwistete F-Terme.

Damit haben wir verschiedene Bausteine an der Hand, mit denen wir auf einfache Wei-
se unter Supersymmetrietransformationen invariante Wirkungen konstruieren kénnen. Um
reelle Wirkungen zu erhalten, addieren wir gegebenenfalls die komplex konjugierten Terme
hinzu.

2.1.5 Das Wess-Zumino-Modell

Das Wess-Zumino-Modell wurde 1974 von J. Wess und B. Zumino [WZ74] eingefiihrt und war
eines der ersten Beispiele fiir eine wechselwirkende supersymmetrische Quantenfeldtheorie.
Die zweidimensionale Version des Modells kann auf direktem Wege mit Hilfe unseres N' =
(2, 2)-Superraumformalismus konstruiert werden. Wir betrachten dazu als erstes den D-Term

Skin = / A’z d*0 0o, (2.54)

wobel @ ein chirales Superfeld mit der Entwicklung (31 ist. Die Integration [ d*6 oo
liefert den #*-Koeffizienten von ®®,

oP o —$010_¢p+ 01 GO_¢p + O_pD1p — 0, 0_

- - - - (2.55)
i 0y — 10 Py +ip 0y — 104 Y+ |FP

Mithilfe partieller Integration erhalten wir damit den kinetischen Teil der Wess-Zumino-
Wirkung in der Form

Siin = /d% (401 00_¢ + 2ip_ 04 p_ + 21 O_1py + |F|?)
(2.56)
= [ @ @ 30,0+ 0700 + | F).

Er besteht aus den iiblichen kinetischen Termen fiir das komplexe Skalarfeld ¢ und fiir das
Dirac-Fermionenfeld i sowie aus einem quadratischen Term im dufleren Feld F'. Als Néchstes
berechnen wir den F-Term

SI:/d%dQHW(q))‘i +c.c., (2.57)

wobei das Superpotential W (®) eine holomorphe Funktion von ® ist. Durch die Integration

iiber d20 erhalten wir den Koeffizienten von 62 = §+0~ in der #-Entwicklung von W (®) { gt —0

W@)| =W +9°‘iw<q>)( +9+ie*iW(<b)‘

00~ 9=0 00+ 00— (2.58)
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2.1 N = (2,2)-Superraumformalismus in Minkowski-Raumzeit

und somit
W(@)‘ = —iiW(¢+6w+ + 6079 +0+9*F)‘
0£=0,02 00+ 00— 6=0 (2.59)
= W/($)F — W' ()4 to—.
Die Wechselwirkungen zwischen den Feldern werden damit durch
Si= [ @ (WO - W@wsi + W@OF - W@i0s)  (260)

beschrieben. Sy, und S7 zusammen ergeben die off-shell-Formulierung der Wess-Zumino-
Wirkung

Swz = Skin + ST
— [ 0 {40,60_6 + 2600 + 26004 W @Yo~ W@y (201
— W (@) +|F + W)}

Der letzte Term |F + W’(¢)|? kann durch Losen der Bewegungsgleichung fiir F eliminiert
werden,

F=-W'(). (2.62)

Wir gelangen damit zur on-shell-Formulierung der Wess-Zumino-Wirkung,

Swa = [ @ {40,606 + 2004 + 2000t — W(@)br v — W/(E)I_is
W)}

Das Wess-Zumino-Modell besteht also aus einem komplexen Skalarfeld ¢ mit dem Potential
|W'(¢)|?> und einem Dirac-Fermionfeld 1), welches per Yukawa-Wechselwirkung W” (¢)t, 1)_
an das Skalarfeld koppelt.

(2.63)

2.1.6 Supersymmetrische Eichtheorien

Um supersymmetrische Theorien zu konstruieren, die invariant unter U (1)-Eichtransforma-
tionen sind, geht man analog zum nichtsupersymmetrischen Fall vor. Lokale U (1)-Eichtrans-
formationen wirken z. B. auf ein komplexes Skalarfeld ¢ in der Form

$(x) = @ o(x), (2.64)

mit der reellen Funktion «a(z). Eichinvariante Wirkungen werden dadurch konstruiert, dass
man anstatt der gewohnlichen Ableitung 0, die kovariante Ableitung

Dy, := 0y — vy (2.65)
verwendet. Dabei ist v, ein reelles Vektorfeld, welches unter der Eichtransformation nach
vy — Uy + O (2.66)

transformiert. Somit sind z. B. kinetische Terme der Form |D,,¢|? eichinvariant.
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2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen
Wir erweitern nun unsere U(1)-Eichtransformationen, indem wir das Skalarfeld ¢ durch
ein chirales Superfeld ® und « durch ein chirales Superfeld A ersetzen,
P — 4. (2.67)

Eine solche supersymmetrische U (1)-Eichtransformation bildet chirale Superfelder wieder
auf chirale Superfelder ab und ist deshalb sinnvoll definiert. Die einzelnen Komponenten von

® in der f-Entwicklung E3T]),
P=0¢—10T0T0,6—10"0"0_¢p— 0700 0T0,0_¢

L O — 100070y + 0 Y — 00T Db + 0O F, (2.68)
transformieren dann unter infinitesimalen Eichtransformationen §4® = ie A® nach
00 = iead,
Sathy = icats + iepi o, (2.60)

SuF =icaF —iep?p_ +iep oy +ieF Ao,

wobei wir die Komponenten des chiralen Superfeldes A zur Unterscheidung von den Kom-
ponenten von ® mit a, ¥4 und F4 bezeichnet haben. Ein Vektorsuperfeld V transformiert
unter supersymmetrischen Eichtransformationen nach

ViV 4i(A - A). (2.70)
V hat die §-Entwicklung (Z35),
V=C+0tx; +0 x_ -0 —0 x-+070" (M +iN)+606"(M —iN)
— 070 (vo—v1) =00 (vo+v1) =0 0Tc—0T0" 5 (2.71)
+1070T (0N +0TA) +i0TOT (0 A+ 0N+ 070700 D,

mit den reellen Skalarfeldern C, D, M und N, dem komplexen Skalarfeld o, dem reellen
Vektorfeld v, und den Dirac-Fermionen Ay, x+. Die Entwicklung von i(A — A) ist

(A—-A)=i@—a) =10y + 0Ty + 079 +079y)
—0"0T0,(@a+a)—0" 0 0_(a+a)+i(0 OTF—-0T0"F)
+OT07 (070 — 010y ) + 0T (070, — 07 D40)
—i6%6-6-6%0,0_(a—a).

(2.72)

Damit transformieren die Komponenten von V' unter der Eichtransformation ZZ0) nach

C—C+i(a—a),
X+ X+ — Wy,
M +iN — M +iN —iF,
1
Uy v+ 5(9“(& +a), (2.73)
o — 0,

At = Ay Fi04,
D — D — i8+8_(d — a).
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2.1 N = (2,2)-Superraumformalismus in Minkowski-Raumzeit

Die Transformationen nehmen eine einfachere Form an, wenn wir die Umbenennungen D ~~
D —0;0_-C und Ay ~ Ay + 01X+ in ) durchfithren, weil dann neben o auch Ay und
D eichinvariant sind [WB92],

Cw— C+i(a—a),

X+ X+ — i+,
M +iN — M +iN — iF,

1
Uy v+ 5(9“(& +a), (2.74)
o0,

)‘:I:H)‘:I:a
D w— D.

Wir sehen, dass eine spezielle Eichung existiert, in der a, ¥ und F' derart gewahlt sind, dass
C, x+ und M +1iN alle null sind. Diese Eichung heift Wess-Zumino-Eichung (WZ-Eichung).
In der Wess-Zumino-Eichung hat V' die bereits in Abschnitt angekiindigte Form (Z39),

Vg = —9_5_(?}0 — 1)1) — 9+§+(Uo +uvy) — 0 0 o —0T0 (2.75)
00BN + BTN, 40T (0N + 07 A,) + 0-0 810 D. '

Dadurch ist die Eichung allerdings nicht vollstéindig fixiert, denn es sind weiterhin gewohnli-
che lokale U (1)-Eichtransformationen mit reellem () erlaubt, unter denen v,, transformiert
wird nach

vu(x) = vu(x) + Opa(x), (2.76)

und alle anderen Komponenten unveréindert bleiben. In der Wess-Zumino-Eichung ist es sehr
einfach, Potenzen von V' zu berechnen,

Vi, = 20107070 (v —vi — 50) = 20707070 (vV'v, — G0),
5 (2.77)
VWZ =0.

Allerdings wird die Wess-Zumino-Eichung i. Allg. durch die Supersymmetrietransformatio-
nen verlassen, d.h. V + §V ist nicht mehr notwendigerweise in Wess-Zumino-Eichung. Wir
miissen deshalb die Supersymmetrietransformationen um eine Eichtransformation ergénzen,
welche V 4 0V jeweils wieder zuriick in WZ-Eichung bringt. Dies leistet die Eichtransforma-
tion, die von dem chiralen Superfeld A mit den Komponenten

a =0,
Wy =140 —ie_(vo + v1),
Yo = —ie_o+ i€+(?}0 - 1)1),
F=e X —€ph,

(2.78)

erzeugt wird, wie man durch Vergleich der allgemeinen Eichtransformation (Z73]) mit den
Supersymmetrietransformationen des Vektorsuperfeldes (47) einsieht. Die Supersymme-
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2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

trietransformationen fiir ein Vektorsuperfeld in Wess-Zumino-Eichung sind damit

Ov4 = —lex Ay — ieij\i,
50 = —ig+)\7 — i€75\+,
5D = —EJFa,)\Jr — E,(?Jr)\, + €+675\+ + e,6+5\,, (279)

0Ny = i€y (D —ivgy) + 26047,
OA_ =1ie_(D +ivg1) + 2e40_0,
wobei wir v4 := vy &= v1 abgekiirzt haben und mit vy; die Feldstédrke von v,
vo1 1= Ogv1 — O, (2.80)

bezeichnen. Auch die Supersymmetrietransformationen des chiralen Superfeldes ([Z4H) &n-
dern sich dadurch. Mit der Eichtransformation (Z69) ergibt sich

0 = epth— — ey,
0y =2i€_DVop+ e  F —€L00, (2.81)
§ip_ = —2ie, D" ¢+ e F+é oo,
6F = —2ie; D¢, — 2ie_D%yp_ +€.5¢9_ + e_ohy +i(E_Ay — €xA_)8,
mit der kovarianten Ableitung beziiglich v,
DY = % (Dy + DY), Dy, := 0y — vy, (2.82)

Wir wollen mégliche supersymmetrische und eichinvariante Lagrangedichten diskutieren.
Die entsprechende Verallgemeinerung des kinetischen Terms in der Wess-Zumino-Wirkung
ist

Lin = /d49<I>eV<I>, (2.83)
welche nach Konstruktion supersymmetrisch (D-Term) und offensichtlich auch eichinvariant
(vgl. (Z67) und ([ZT0)) ist. Er enthilt die kinetischen Terme fiir die Komponenten von ®.

Die kinetischen Terme fiir die Komponenten des Vektorsuperfeldes V' kénnen mithilfe der
Superfeldstirke 3 konstruiert werden,

Y:=DyD_V. (2.84)
Diese ist invariant unter der Eichtransformation V +— V +i(4A— A), da A und A chirale bzw.
antichirale Superfelder sind. X selber ist ein getwistet chirales Superfeld,
D> =D_¥ =0. (2.85)
Mit V in WZ-Eichung erhalten wir die Entwicklung
DV =0 (g—v1)— 0o +i0 (6 A +G2,) +i6H6 A+ 01670 D
00 (O_vo + O_vy) +i0-0-G10_ o+ 6-0-01 00X,
D,DV=0+4+i0" Ay —i0"A_ 4010 D —i0 0T (0_vg + O v1) —i0 0 0_c
O 00O N, — 0100 O N — 016 (Dyvp — Davy) — 06 D0
000,00
00— 0T Do+ 000 0.0 0 +i0F (As +i000_A)
—i07(A_ —i0T0TO, A_) +1i070 (Ogvy — 1) + 010D,
(2.86)
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2.1 N = (2,2)-Superraumformalismus in Minkowski-Raumzeit

wobei die Komponentenfelder o, Ay, Ay, vy, und D bei x* auszuwerten sind. Wie jedes getwis-
tet chirale Superfeld kann ¥ in Abhéingigkeit der Koordinate §= = % F i*0% geschrieben
werden. In dieser Form ist

S = o) + 10734 (5) — 1A () + 07 (D(G) + ivou (7)) - (2.87)

welches man riickwérts durch Taylor-Entwicklung und Vergleich mit (Z80) einsieht. Die
Wirkung
1 45
Egauge - _2_62 /d 922 (288)
ist eichinvariant (da ¥ eichinvariant) und supersymmetrisch (D-Term). Die Eichkopplungs-

konstante e hat dabei die Dimension einer Masse. Wir kénnen auch getwistete F-Terme fiir
getwistete Superpotentiale W (X) angeben, z. B. das lineare getwistete Superpotential

vaFI,@ =5 (2.89)

wobei der dimensionslose komplexe Parameter ¢ aus dem sog. Fayet-Iliopoulos-Parameter r
und dem Theta-Winkel 6 zusammengesetzt ist,

t=r+if. (2.90)

Der dazugehorige getwistete F-Term ist der Fayet-Iliopoulos-Term,
t .
EFLQ = —5 /d29 Y+c.c.=—rD+ Ovgy, (291)
wobei D die hochste Komponente in der 6-Entwicklung von V ist.

2.1.7 N = (1, 1)-Supersymmetrie

Der N = (2,2)-Superraum kann auf einen Unterraum eingeschriinkt werden, um Supersym-
metrien mit weniger Superladungen zu erhalten. Wir diskutieren dies fiir die Einschrankung
auf den N/ = (1, 1)-Unterraum. Dort haben wir zwei reelle Superladungen, eine mit positiver
Chiralitdt und die andere mit negativer Chiralitdt. Dieser Unterraum kann dadurch definiert
werden, dass die Koordinaten % und 6~ reell bis auf feste Phasen sind,

0" =ie o7,

) 2.92
0~ =ie-0y, ( )

mit ()" = 6. Statt 6F kénnen wir in diesem Unterraum auch die reellen 67 als Ko-
ordinaten ansehen. Wir kombinieren die (2,2)-Supersymmetriegeneratoren Q4+ und Q4 zu
(1,1)-Supersymmetriegeneratoren Q1 , welche Translationen im (1,1)-Unterraum erzeugen,

. L o
QL =" Qi +eVEQL = —io 2050, . (2.93)
1
Auf die selbe Weise kénnen wir auch (1, 1)-superkovariante Ableitungen DL definieren,

. - d
Dl =" Dy e D, = —iop - 200, . (2.94)
1
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2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

Sie erfiillen die Antikommutationsrelationen

{QL, QL) = —4i0,,  {DL,DL}=4io,, (2.95)

alle anderen Antikommutatoren verschwinden. Die §-Entwicklung eines (1, 1)-Superfeldes @
hat die Form

B(a*, 0F) = o(a%) + 107 1y (%) + 107 ¥ (F) + 16707 F(a). (2.96)
Die (1,1)-Supersymmetrietransformationen lauten
P iel,Q}r - ie}rQl,, (2.97)

mit den reellen Grafmann-Parametern €. Die Komponenten von @ transformieren dann
wegen

QLD = Yy + 07 f + 200,16 + 210707 0ip (2.98)
nach
§to =ietapy —ielap_,
5y = —€el f F 21040, (2.99)
SUf = 2iel 9y1p_ + 2i€l O_1b.

Invariante Wirkungen kénnen in der Form
/d% d%0, F(®;, D1&;,...) = /d% do d6; F(®;, D1&;,...), (2.100)

mit einer beliebigen Funktion F' = F(®;, D1 ®;,...) konstruiert werden. Zum Beispiel ist
durch

1
Swz = / d%z d?6, <§D£@Di¢ + ih(@)) (2.101)
die Wirkung des N' = (1,1)-Wess-Zumino-Modells gegeben. Derart kann jede (2,2)-super-
symmetrische Theorie als eine (1, 1)-supersymmetrische Theorie angesehen werden und ins-

besondere kann eine Wirkung auf dem (2,2)-Superraum als ein Ausdruck auf dem (1,1)-
Unterraum geschrieben werden.

2.2 N = (2,2)-Superraumformalismus in euklidischer Raumzeit

Im vorigen Abschnitt haben wir den an die Minkowskische Signatur angepassten Superraum
eingefithrt. Wir wollen unsere Diskussion nun fiir die euklidische Raumzeit verallgemeinern.

2.2.1 Dirac-Matrizen und Spinoren

Die Dirac-Matrizen,

i_ (01 o _ (0 i i (10

(2.102)
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2.2 N = (2,2)-Superraumformalismus in euklidischer Raumzeit

bilden eine Darstellung der Clifford-Algebra,
{y", 7"} = 20", (2.103)

mit der euklidischen Metrik

(5) = (Bu) = (3 ?) . (2.104)

Die zwei Komponenten eines Spinors ¢ bezeichnen wir wieder mit

= <¢+> , (2.105)

und die Komponenten des adjungierten Spinors 1) mit
b=y = () 0)) = W+ ¥). (2.106)
Im Gegensatz zum Minkowski-Fall gilt nun 4 = (1)*. Mithilfe der links- und rechtshéndi-

gen Projektoren

1 1
Py = 5(1 - Ys), Pr = 5(1 + Yx)s (2.107)

kann v in die links- und rechtshédndigen Komponenten v, und 9 zerlegt werden,

_ 0
Y =P = (1/1 ) ; Yr = Pry = ( > : (2.108)
0 Uy
Wir verwenden die komplexen Koordinaten x mit
ot =gt +ig? ai:izl(a T iy) (2.109)
. 9 axi 2 1 2 ). .

2.2.2 Der euklidische Superraum

Der euklidische N/ = (2,2)-Superraum wird ebenso durch die Koordinaten z*,6% % be-
schrieben, wobei jetzt

(5 =T, (5 =6F, (#H)* =67T. (2.110)

Wir wihlen die Supersymmetriegeneratoren )+ wieder derart, dass sie die Antikommutati-
onsrelationen

{Qa,Qp} = (") 0p Pu (2.111)
mit P, = —i0, erfiillen, d.h.
{Q+,Q+} = —2i04. (2.112)

Alle anderen Antikommutatoren zwischen @’s sollen wieder verschwinden. Analog (Z24))
wéhlen wir

o
Qj: - aoﬁ + 19i3i,

) 9 (2.113)
Qj: — —aaﬁ - ieiai.
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2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

Wir fiithren wieder superkovariante Ableitungen ein,

0

Dy = — —ift9,,
892 (2.114)
_— .
D:t = —aoﬁ + 16 3i,
die
{Di,Dy} = 2i0, (2.115)

erfiillen und mit den Supersymmetriegeneratoren antikommutieren. Wie oben verschwinden
auch wieder alle anderen Antikommutatoren zwischen D’s.

2.2.3 Superfelder
Ein chirales Superfeld mit D+ ® = 0 kann in der Form
O™, 0%,0%) = o(y™) + 0Ty (y") + 0 P (yT) +i0T0 F(yh), (2.116)

+

mit y* = 2+ — i00*F geschrieben werden. Entwickelt man in Koeffizientenfunktionen bei

xt, so gilt

O(zE,05,05) =90 —1010 0,0 —i070"0_¢p— 010 0 670,0_¢

_ _ 2.117
+ 0, —i0T07070 Yy +0 o —i07 0T O +i0TOTF. ( )
Das komplex konjugierte (antichirale) Superfeld ® hat die Entwicklung
O=¢p+i0T0T0, 0 +1070 0_6— 07070 0T0,0_¢
p+i Lo+ ¢ O ¢ (2.118)

G — YOO Py — G h —iG 6 GO D +i0 G

Beide Entwicklungen unterscheiden sich nur um den Faktor i im 76~ - bzw. §~6+-Term vom
Minkowski-Fall (Z31]) bzw. ([233)). Unter der infinitesimalen Eichtransformation 049 = ie A®
transformiert das chirale Superfeld ® nach

049 = iead,
Saths = ieas + o, (2.119)
SaF =iecaF — ey + epipy +ieFAg.
Ein Vektorsuperfeld mit V1 = V hat die Entwicklung
V(@ 05,05 =C+ 0Ty +0 x_ — 0T, —0 x_ +i0T0~ (M +iN) +i0- 0 (M —iN)
— Hiéf(vl + i?)g) — 9+(§+(U1 — ivg) —0 0Tc—0T0" 1
O 0T A BTN+ 070 (0 A+ 0N ) + 07070707 D,
(2.120)

mit den reellen Komponentenfeldern C, D, M, N, o, 7 und v, und den Dirac-Fermionen-
feldern AL, x+. Unter der Eichtransformation mit dem chiralen Superfeld A,

ViV +i(A-A), (2.121)
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2.2 N = (2,2)-Superraumformalismus in euklidischer Raumzeit

transformieren die Komponenten damit nach
C—C+i(a—a),
X+ = X+ — 4,
M +iN — M +iN —iF,
1,
Uy = vy, + 5(9“(& +a), (2.122)
o 0,
T T,
At — Ap Fi049,
D— D — 184,87((_1 — CL).
Fiihren wir wieder die Umbenennungen D ~» D —0,0_C und At ~» A +i0+ x5 durch, dann
konnen wir, wie im Minkowski-Fall, die Eichung so wéhlen, dass C =0, x4 =0, M +iN =0
ist. Damit erhalten wir V' in Wess-Zumino-Eichung,
Vivz = =070~ (v) +ive) — 0701 (vy —ivg) —0 0 o — 010 1
FOT0TO A+ OTAN)H 00O A+ OTN)+ 070700 D.
Das euklidische Vektorsuperfeld stimmt formal mit dem Ergebnis im Minkowski-Fall (23]
iiberein, wenn wir die Ersetzungen

(2.123)

M £iN ~ i(M £iN), vodvy ~ vy Five, G~ 7T, Ix~ —idg, Ap~ —idg, (2.124)

durchfithren. Wir wollen uns dies bei der Konstruktion von invarianten euklidischen Wir-
kungen zunutze machen: Haben wir eine bestimmte Wirkung bereits in Minkowski-Raumzeit
berechnet, so erhalten wir die entsprechende euklidische Wirkung durch die formalen Erset-
zungen (ZI24) der Komponenten eines Vektorsuperfeldes sowie durch die Ersetzungen

F ~ iF, F ~ iF, (2.125)

der Komponenten eines chiralen Superfeldes ®.

2.2.4 Supersymmetrietransformationen

Die euklidischen Supersymmetrietransformationen sind durch

§:=e1Q-—e- Qi +&Q- —E- Q4 (2.126)
gegeben, wobei €4 ein komplexer Grassmann-Parameter mit (e+)* = € ist. Damit gilt wieder
die Relation 8" = §. Schauen wir uns die Transformation eines chiralen Superfeldes ® an.
Mit

Q+® =1y — 10070 )y — 1070 0_tps — 0707001 0L0_1py +10TF — 010760, F,
Q+® = —2i0%0Lp F20707070,0_¢ F 21070 0sth=,
(2.127)
ergibt sich
00 = exth- — ey,
04 = iex F F 2i€x 01 9, (2.128)
OF =2€_04¢_ + 2€,.0_1).
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2 Superraumformalismus in zwei Dimensionen

Wenn wir in unseren bereits durchgefiihrten Rechnungen im Minkowski-Raum jeweils die
formalen Ersetzungen
€4 ~ €4, €4 ~ —E4, (2.129)

machen, so erhalten wir zusammen mit den Ersetzungen der Superfeldkomponenten (ZI241-
E125) die euklidischen Supersymmetrietransformationen. Damit ergibt sich fiir die Trans-
formationen der Komponenten von V analog (247

00 = €4 X~ — €-X4 — €-X+ + €4 X,
Ox4+ =lex (M +iN) —ie_0,C +éfm —€e_vyg,
Ox— =ie-(M +iN) +ie;0_C —é_o + é;v_,
S(M +iN) =ie_ Ay +€_01x— —iex A +€40_X+,
vy = —ie_ i x4 — €4 Ay + 1604 Xt +Ex A,
Sv_ =ie 0 x_ —e A —ie 0_x_ +eE A, (2.130)
b0 = —€_ Ay —ie_Opx_ + &4 A —ie,0_X4,
0T =€ Ay +iE_0yx_ —e A +ierd xo,
0Ny = i€ 047 +ie;0_vy —€e_ 04 (M —iN) — €4 D,
0N =iey0_0+ie_0yv_ +éL0_(M —iN) —e_D,
0D = —ie_ Oy A —ie 0Ny —ie_ 0.\ —ie 0_Ay,
wobei wir vy := v; F ivg abgekiirzt haben. In Wess-Zumino-Eichung miissen die Supersym-

metrietransformationen um die Eichtransformation mit dem erzeugenden chiralen Superfeld
A mit den Komponenten

a=0,
= —i€y T +i€_vy,
Vo = ey Iy (2.131)
Y =i€_o —iejv_,
F — €,5\+ - €+5\7,
erweitert werden. Die Supersymmetrietransformationen des chiralen Superfeldes ® sind dann
in WZ-Eichung

00 = exth— — ey,
iy = iy F — 2ie_DY ¢+ e 70,

. . _ (2.132)
0Y_ =ie_F +2ie, D% ¢ — e_oo,
6F =26_DYtp_ + 26, D oy +ie Ty +ic_oppy +i(E-Ap — ExA)9,
wobei 1
DY = 5(Dg FiDY), Dy, = 8, — iv,. (2.133)

2.2.5 N = (1,1)-Supersymmetrie

Um zu euklidischen A/ = (1, 1)-supersymmetrischen Feldtheorien zu gelangen, schrinken wir
wieder die Koordinaten des (2, 2)-Superraums ein,

0% = ie"t0, (2.134)
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2.2 N = (2,2)-Superraumformalismus in euklidischer Raumzeit
mit
(05)" =60F, vi=vg. (2.135)

Wir fithren analog zum Minkowski-Fall (1, 1)-Supersymmetriegeneratoren und superkovari-
ante Ableitungen ein,

. L )
QL =" Qy +e Q) = _iaaT + 20 0s,
_ . al (2.136)
Dli =Y+ Dy + efwiDi = _i—i — 29%@,
007
welche die Antikommutationsrelationen
{QL. QLY =—40L,  {DL,DL} =4ios, (2.137)

erfiillen, alle anderen Antikommutatoren verschwinden wieder. Wir definieren die (1,1)-
Supersymmetrievariation iiber
st =il QL +iel QL. (2.138)

Mit (eli)* = 61¢ gilt die Relation (51)Jr = §'. Die Entwicklung eines (1,1)-Superfeldes ¢ hat
die Form
= ¢+i0 Py + 10, v + 6707 f. (2.139)

Im Gegensatz zum Minkowski-Fall tritt hier kein Faktor i im Hf' 61 -Term auf. Die (1,1)-
Supersymmetrietransformationen ergeben sich mit

QLP = Yy Fi0F f + 20704 ¢ + 2107 07 01+ (2.140)

zu

§'¢ =ity +icky_,
6y = Fiel f — 22040, (2.141)
SUf =2eL0_1hy —2eL 040

Falls wir eine invariante Wirkung bereits im Minkowski-Superraum konstruiert haben, kon-
nen wir die dort erhaltenen Ergebnisse direkt iibertragen, wenn wir formal ersetzen

[~ —if, fw —if, €4 ~ Feq. (2.142)
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3 Supersymmetrische Sigma-Modelle in zwei
Dimensionen

Supersymmetrische Sigma-Modelle sind Feldtheorien mit verschwindendem Superpotential
W. Im Falle von N/ = (2, 2)-supersymmetrischen Sigma-Modellen ist die Wirkung allgemein
von der Form

S = /d%d% K(®', 0%, (3.1)

Die Komponenten von ®! bilden von der Raumzeit in eine Mannigfaltigkeit M ab. Falls M
ein linearer Raum ist, so heifit die Theorie lineares Sigma-Modell, ist M ein gekriimmter
Raum, so spricht man von nichtlinearen Sigma-Modellen [Wip00]. Um (2, 2)-supersymmetri-
sche Sigma-Modelle konstruieren zu kénnen, miissen wir Bedingungen an diese Mannigfal-
tigkeit stellen. Wie Zumino 1979 gezeigt hat [Zum79], existiert die (2, 2)-supersymmetrische
Erweiterung eines zweidimensionalen Sigma-Modells genau dann, wenn M eine Kéihler-
Mannigfaltigkeit mit der Kahler-Metrik

o 0?K (9¢, ®Y)
2 = ’
ds® = g;;dz'd?’, gij = ~5oiaei (3.2)
auf CN = {zl, 2N } ist. Falls M diese Bedingung nicht erfiillt, kénnen wir nur eine

(1,1)-supersymmetrische Erweiterung des jeweiligen Modells konstruieren [FT8T].

3.1 Supersymmetrisches O(N)-Modell in Minkowski-Raumzeit

Das wohl einfachste nichtlineare supersymmetrische Sigma-Modell wurde erstmals von Di
Vecchia und Ferrara [DVETT], sowie unabhéngig davon von Witten [Wit77], im Jahre 1977
diskutiert. Die Mannigfaltigkeit M, in die die Felder abbilden, ist in diesem Modell die
(N — 1)-dimensionale Sphére

N
SNt = {(452‘) € RY mit Y &P = 1} : (3.3)

i=1

Im Allgemeinen ist S™V~! keine Kéihler—Mannigfaltigkei. Wir konstruieren das Modell des-
halb im A = (1, 1)-Superraum und beginnen mit der Version in Minkowski-Raumzeit. Spéter
werden wir dies auf die euklidische Raumzeit verallgemeinern. Die Wirkung unseres Modells
ist von der Form

N
1 ) )
§=5 / d’zd%0, > D! &' Dl &, (3.4)
=1

! Allerdings ist S? eine Kahler-Mannigfaltigkeit.
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3 Supersymmetrische Sigma-Modelle in zwei Dimensionen

mit den (1, 1)-superkovarianten Ableitungen D,

)
D! = —i— — 2070, 3.5
+ 136? 10+ (3.5)

und den reellen (1, 1)-Superfeldern &*(z*, #¥) mit der -Entwicklung
' =n' +i0] P +i0 ¢t +i07 07 FY, i=1,...,N. (3.6)

Damit miissen auch nf, % und F' reell sein. Anstatt im gekriimmten Raum zu rechnen,
kénnen wir die Sphiire S™V~! in den RY einbetten und die Nebenbedingung

N . .
Y =1 (3.7)
=1

fordern. Durch die Nebenbedingung werden Wechselwirkungen zwischen den Feldern indu-
ziert. Unser Modell ist invariant unter orthogonalen Transformationen der Superfelder @*
und wird deshalb O(N)-Modell genanntE. Nach Konstruktion es auflerdem invariant unter
den (1,1)-Supersymmetrietransformationen

st =1l QY —iel QL. (3.8)
Wir setzen die Entwicklung von @° in die Nebenbedingung (B7) ein,
n'n’ + 2i07 n'Yt + 2107 iyt 4 207 07 YLl + 21070 n' F =1, (3.9)
und erhalten Bedingungen fiir die Komponentenfelder,
nin® =1, niw; =0, 1/111/11 +in'Ft =0, (3.10)

wobei wir der Einfachheit halber jeweils das Summenzeichen Zf\il unterdriickt haben. Wir
wollen die Wirkung in den Komponentenfeldern ausdriicken. Dazu berechnen wir

DLo' = —2070_n' — 21070 0_vL + ot — 0 F,

A A ) . . 3.11
Di¢' = 200, n" — 2107 07 049" + ' + 67 F". (3.11)
Nach der Integration iiber d26; = df; dd; bleibt nur der 6] 6 -Term iibrig,
D ®'D} &' =00 (40_n'0 n" — 210_y' ', + 21’ O, + F'F). (3.12)
Damit ist die Wirkung von der Form
S = 3 /d2m {3“nlaunl + 2it O_ly + 2’ 049" + (FZ)2} . (3.13)

Sie ist invariant unter den (1, 1)-Supersymmetrietransformationen (2399
ont = ieJ,Z)f'F —ie
51¢§: = —EiFi F 26;0:|:ni, (3.14)
§'F = 2ie_ 0 " + 2ie;0_1,.

2Die orthogonale Gruppe O(N) besteht aus den orthogonalen N x N-Matrizen und beschreibt die Isometrien
im RY, die den Ursprung invariant lassen.
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3.2 O(N)-Modell in euklidischer Raumzeit

Wir gelangen zur on-shell-Formulierung, indem wir das duflere Feld F* ausintegrieren. Da-
zu variieren wir die Wirkung unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen mithilfe des
Lagrange-Multiplikators A,

(F' +1iXn’) 6F" =0, (3.15)

und erhalten damit fiir F eine rein algebraische Bewegungsgleichung, da Ableitungen von F'
weder in der Wirkung noch in den Nebenbedingungen vorkommen,

Fi= i< 11/;{) n'. (3.16)
Die on-shell-Wirkung ist damit
1 2 woi i - i - i i i \2
S = 3 d“z {(9 n'oun' + 2, O_Y' + 2’ 04t — (Q,Z)JFQ/L) } , (3.17)

wobei die Felder den Nebenbedingungen
nint =1, nil =0, (3.18)

unterliegen. In der Tat ist dieses Modell eine supersymmetrische Erweiterung des gewohnli-
chen bosonischen O(N)-Modells: Ohne die fermionischen Felder ¢* in der Wirkung und in
den Nebenbedingungen ergibt sich genau die Wirkung und die Nebenbedingung des boso-
nischen Modells. Im Anhang [BJ] vergleichen wir unser Ergebnis mit der Originalarbeit von
Witten [Wit77].

3.2 Supersymmetrisches O(N)-Modell in euklidischer Raumzeit

Wir verallgemeinern unsere Ergebnisse fiir die euklidische Raumzeit. Die euklidische Wirkung
in (1, 1)-Superfeldsprache ist

1 . 4
S=3 / d?z d*6, DL ¢' D} &', (3.19)
mit der Nebenbedingung
PP = 1. (3.20)
Das reelle (1, 1)-Superfeld @° hat die Entwicklung
' =n' +i07Y, +i07y" + 0707 F°. (3.21)

Im Gegensatz zum Minkowski-Fall (Bf]) enthélt diese keinen Faktor i im 676, -Term. Damit
gelten die Realitdtsbedingungen

(n) =n',  (F) =F, (vi) =vi. (3.22)

Die Rechnungen sind demnach formal analog, wenn wir im Minkowski-Fall das duflere Feld
F' durch —iF"? ersetzen. So ergeben sich die Nebenbedingungen fiir die Komponentenfelder
zZu

nint =1, n'yl =0, YLt +n'F =0, (3.23)
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3 Supersymmetrische Sigma-Modelle in zwei Dimensionen

und wir erhalten die Wirkung des supersymmetrischen euklidischen O(N)-Modells,

S = % / d?x {H“niauni + 2i% O_vpy + it 04 pt — (Fi)Q} . (3.24)
Mithilfe der Bewegungsgleichung fiir das duflere Feld,
Fie— (zpizp{ ) ', (3.25)
erhalten wir die on-shell-Wirkung
S = % / d*x {aﬂnia“ni + 2ip, O_9, + 21’ 90" — (¢i¢i)2} , (3.26)
mit den Nebenbedingungen o o
n'n' =1, n'yy = 0. (3.27)

Das Modell ist invariant unter den Supersymmetrietransformationen (ZI41])
oint = i€£¢i + ieii/)if,
S\l = FieL F' — 2¢L0.n’, (3.28)
SUFT =2 0_yl —2¢t o,

Das supersymmetrische O(N)-Modell wurde in euklidischer Raumzeit bereits von Di Vec-
chia und Ferrara [DVET7|] konstruiert. Im Anhang zeigen wir, dass unsere Ergebnisse
dquivalent zu den dortigen sind.

Im Falle N = 3 hat das O(N)-Modell einige interessante Eigenschaften, die erstaunlich
dhnlich zu Yang-Mills-Theorien in vier Dimensionen sind. Beispielsweise liefern beide Sys-
teme Instantonen, die durch ganzzahlige topologische Ladungen charakterisiert sind. Beide
sind renormierbar und asymptotisch fred] [Wit77]. Allerdings ist das O(3)-Modell vergleichs-
weise einfach und damit ein niitzliches Spielzeugmodell, mit dessen Hilfe weitere Einblicke in
die komplizierteren nichtabelschen Eichtheorien gewonnen werden kénnen. Ein in gewissem
Sinne unbefriedigender Aspekt dieser Analogie ist jedoch das Fehlen von stabilen Instanto-
nen in den O(N)-Modellen fiir N > 3, wihrenddessen man SU (2)-Yang-Mills-Systeme in
hohere SU(N)-Eichtheorien einbetten kann und fiir beliebiges N Instantonlosungen existie-
ren. Dies erlaubt, Quanten-Instantoneffekte mit der 1/N-Entwicklung zu vergleichen. Vor
diesem Hintergrund ist es also sinnvoll, eine alternative Verallgemeinerung des O(3)-Modells
anzugeben, welche die oben genannten Eigenschaften mit den O(N)-Modellen teilen, je-
doch Instantonlésungen fiir beliebige N liefern. Dies erfiillen die CPY-Modelle, die 1978
von Eichenherr [Eic78], Golo und Perelomov [GPT]], sowie Zakharov und Mikhailov [ZMT7S)]
vorgeschlagen wurden. Fiir N = 1 ist das CP¥-Modell dquivalent zum O(3)-Modell, fiir
N > 1 ist es eine angemessene Verallgemeinerung, in dem Sinne, dass (im Gegensatz zu den
O(N)-Modellen) weiterhin Instantonlosungen existieren [Raj82].

3.3 N = (1, 1)-supersymmetrisches CP"Y-Modell in
Minkowski-Raumzeit

Die supersymmetrische Erweiterung des CPY-Modells wurde erstmals von D’Adda, Di Vec-
chia und Liischer [DLDVTY], Witten [Wit79], sowie im Kontext der Supergravitation von

3Dies gilt auch fiir N # 3.
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3.3 (1,1)-CPY-Modell in Minkowski-Raumzeit

Cremmer und Scherk [CS7]]|, diskutiert. In diesem Modell bilden die Felder in den komplex
projektiven Raum CPY ab. CP¥ ist der Raum der Ursprungsgeraden im CN*!, d.h. er wird
durch die komplexen (N + 1)-Tupel

z=(20,...,2y) € CNTL, z # 0, (3.29)

beschrieben, wobei wir zwei Tupel, die durch Multiplikation mit einer von null verschiedenen
komplexen Zahl A\ miteinander verbunden sind, als dquivalent auffassen,

z~ Az, AeC, A # 0. (3.30)
CP¥ kann mit einem homogenen Raum G/H identifiziert werden [GP78, [DLDV78], wobei
G =SU(N +1), H=S5{U1)xU(N)) ~U(N). (3.31)

Anstatt der Aquivalenzklassen [z](z) koénnen wir auch nur die Repriisentanten z(z) mit
Einheitslénge,
2(x)]? = 1, (3.32)

betrachten, und Felder, die iiber eine U(1)-Eichtransformation miteinander in Beziehung
stehen, _
2(z) — AP (1), (3.33)

als #quivalent auffassen. In diesem Sinne kann CP"V mit dem Quotientenraum der (2N + 1)-
dimensionalen Sphire im CV*! unter der Wirkung von U(1) identifiziert werden,

CPYN ~ §2N+L (1), (3.34)

Das supersymmetrische CP"V-Modell kann damit analog zum O(N)-Modell im (1,1)-Su-
perraum mit den reellen Gramann-Koordinaten #* konstruiert werdent}. Die Wirkung be-
steht dann nur aus dem kinetischen Term in den N + 1 komplexen (1, 1)-Superfeldern @' =
Pl (z*, 07%)
S = /de 20 (V_o') v &, (3.35)
wobel wir die eichkovariante Ableitung
Vi:=Di —iAy (3.36)

mit dem reellen fermionischen Superfeld A1 und der (1, 1)-superkovarianten Ableitung

Dy = —iao% —20% 0. (3.37)

verwendet haben. Fiir die Superfelder fordern wir die Nebenbedingung
PPt =1, (3.38)
Das Modell ist damit invariant unter den lokalen U(1)-Eichtransformationen

P s IO il (3.39)

4Um die folgenden Rechnungen iibersichtlich zu gestalten, lassen wir den Index 1, der die Koordinaten im
(1, 1)-Superraum bezeichnete, weg.
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3 Supersymmetrische Sigma-Modelle in zwei Dimensionen

wobei A ein reelles bosonisches Superfeld ist. Das fermionische Superfeld A4 transformiert
wie ein abelsches Eichfeld,
Ay — Ay + DA (3.40)

In Minkowski-Raumzeit haben die Superfelder ¢* die Entwicklung
P =2 it +i0 X +i0T0 i=0,...,N, (3.41)

mit den komplexen bosonischen Komponentenfeldern z* und F* und dem Dirac-Fermionen-
feld x%.. In Anlehnung an die Analogie zur QCD heiBt der Index i Farbindex. Wir wollen ihn
der Einfachheit halber soweit als méglich unterdriicken und z, x und F als (N 4+ 1)-Vektoren
im Farbraum betrachten. Da weder die Wirkung noch die Nebenbedingung Ableitungen des
Eichfeldes AL enthilt, konnen wir AL ausintegrieren. Unter Benutzung der Nebenbedingung
erhalten wir die Bewegungsgleichung

Ay = —id' D, d. (3.42)

Damit kann A4 aus der Wirkung eliminiert werden,
S = / 2z d2% {(D_QS)T (D4 ) + (@TD_<1>> (@TD+¢)} . (3.43)

Wir entwickeln die Nebenbedingung

PP = (2410 vy +i07x_ +10T07F) (2 +10T x4 +i0 x_ +i070F)
=Zz+i0T (a2 +2xe) +10 (X2 + 2x ) + 0707 (X x- — X_xu +iFz +izF)

(3.44)
und erhalten durch Koeflizientenvergleich Bedingungen an die Komponentenfeldelﬁ,
zZz =1, X+2z + Zx+ =0, Fz+ ZF =iy x_— —ixY_Xx4- (3.45)
Mit
. a — . + o n— . + —
D& = (—iz= =207 ) (z+10" x4 +i6 X +i070"F)
=x_ —0TF —2070_2z— 2070 0_x,
X 5 X (3.46)
D, & = <—137+ — 29+a+> (z+i0" x4 +i07x— +i0767F)
=Xy +0F—2070,24+2i07070, x_,
erhalten wir fiir den ersten Term in der Wirkung
(D_®)! D+¢‘02 — 40_70, 2 + 204 x— — 20_¥4 x4 + FF, (3.47)

®Dabei verstehen wir unter dem Uberstrich komplexe Konjugation bzw. Dirac-Adjunktion (Spinor) und
* 1

o . . - T _ N i
Transposition im Farbraum, also z.B. zz = 2"z = >,_ ,(2°)"2".
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3.3 (1,1)-CPY-Modell in Minkowski-Raumzeit

wobel wir unter ( den 6~ 0" -Koeffizienten von (... ) verstehen. Fiir den zweiten Term

ergibt sich mit
P'D_¢ = (z2+i0%xy +i0 x_ +i0T0 F) (x- —0TF —2070_2 — 210" 070_x)
=Zx_ +i0 X x_ —0TEF —20720_2 +i0" y_x_ +i0T0" Fy_
— 10T _F 4210707 X, 0_2 + 210707 20_x 4,
P'D P = (Z+i0Tx +i0 X— +i0T0F) (x4 + 0" F — 2070, 2 + 207070, x_)
=Zxy +i0T v xy — 20720, 2+ 07 ZF +i0” x_x. +i0T07 Fx,
— 1070 Y F — 210707 x_ 042 — 21070720, x_,

g

(3.48)

und unter Verwendung der Nebenbedingungen

(#'D_@) (¢7D10)| | = —i(ex-) (Fxs) +i(ox-) (0 F) +i(x) (Fx-) = i(oxa ) (- F)

— 2i(x-012)(2x—) — 2i(204x- ) (2x—) — 2i(X+0-2)(2x+)
— 21(20-x+)(Zx+) — 21(5 )(X+X+) —2i(2042)(X-x-)
+4(20-2)(204.2) — (F2)(ZF) = (X-x-) (X+X+)

+ (XX =) (X=X+)-

(3.49)
Damit ldsst sich die Wirkung in der Form
S = /d2x {43_23+z + 2ip_ Oy p_ + 2ip Oty +4(20_2)(2042)
HG i =P p )G ptby — pyyr) — 202 (Bywy) PO
—21(2012)(Y_1p-) — (Y by ) (P-1p-) + (p—tby ) (yrp-) }
schreiben, wobei wir die neuen Felder
Yy = (1 — 22)x4, i = x+(1 - 22), (3.51)
G = (1-2z2)F, G =F(-22), (3.52)
p+ = —iZx+, Pt =ix+2z = p=, (3.53)

eingefiihrt haben. Dies sieht man wie folgt ein: Die in der Wirkung ([B20) auftretenden Terme
sind
(G +0ip- = pi )(G+ p-tps — pstp-) = GG + p_(Gpy) — p+(GY-) + (V1.G)p-
= (-G)pt — (W44-)p—p1 — (V-4 )p1p-,
(3.54)

in den alten Feldern geschrieben,

GG = FF — (Fz)(zF),

p—(Gipy) = —i(zx—) (Fx+) +i(zx-) (zx+) (Fz),

—p+ (Gyo) = i(zx ) (Fx-) +i(zx-) (Zx4) (F2),

(4 G)p- = i(2x- ) (X+ F) +1(2x-) (2x4) (2F), (3.55)
—(-G)py = —ilzZx1) (X F) +i(zx-) (X+2) (ZF),

Y )p—p+ = (Zx-)(Zx+) (X4 X-),

(i

— (¥4
Y )prp- = —(Zx-)(Ex+) (X-x+),

—(
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3 Supersymmetrische Sigma-Modelle in zwei Dimensionen

sowie
(V) (hyp-) = (X=x+) (Xx=) + (Zx=) (Ex) (X4 X= — X=X+);
(- ) (W1 4) = —(X=x-) (X+-X+)-
Setzen wir diese Terme unter Benutzung der Nebenbedingung (B25k) in die Wirkung (B50)
ein, so erhalten wir genau die Terme in (B47) und BZ9).

Wir kénnen das duflere Feld G ausintegrieren, indem wir die Bewegungsgleichung einset-
zen. Dabei verschwindet auch pi und wir erhalten

(3.56)

S = /dZ:n {40_20, 2 + 2ip_041p_ + 20, 0_1py + 4 (20-2) (204 2)
—2i(20_z) (Y4904) = 21(2012) (Vo) = (vyoy) (V-v-) + (v-t1) (Pyp-) },
= [ {12y Do)+ 107D+ 1 [(80) = () = (Br0) (Bt)] .

(3.57)
mit der kovarianten Ableitung
D, =0, — z0,x. (3.58)
Dabei unterliegen die Felder den Nebenbedingungen
Zz =1, Z) =)z = 0. (3.59)

Nach Konstruktion ist das Modell invariant unter den (1, 1)-Supersymmetrietransformatio-
nen

0z =ie_y —iep_,

Sy = —ie_ (Yyrby) 2z +ieq (Y-1py) 2 — 2e_D7 2, (3.60)
0 = —ie_ (1Z+¢,) z +ieg (154,[),) z+2e,. D%z,
wobei 1
Di = 5 (DQ + Dl) =04 — 2042, (361)
sowie unter den U (1)-Eichtransformationen
iA(z)
z(z) — ™M z(x),
(x) (x) .

() = AN(a),

mit der reellen Funktion A(x).

Die Wirkung kann auch noch in einer anderen Form, ohne 4-Fermi-Terme, geschrieben
werden [Wit79]. Dazu fithren wir die reellen bosonischen Hilfsfelder 7, 7 und o* ein und
schreiben

S = /dzx {(D“z)Jr (Dyz) + iy Dy — % (r? — 7 — oto},)

(3.63)
1 _ _ _ _
75 L@9) 7+ () w4 (99"0) o] + A2z = 1) + 20 + w,bZ} ,
wobei A\, it und p Lagrange’sche Multiplikatoren sind, die die Nebenbedingungen
zZz =1, Z) = 1hz = 0, (3.64)

erzwingen. Werden die Hilfsfelder ausintegriert, so erhalten wir die Wirkung (B:27) mit den
4-Fermi-Wechselwirkungen zuriick.
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3.4 (1,1)-CPY-Modell in euklidischer Raumzeit

3.4 N = (1,1)-supersymmetrisches CP"Y-Modell in euklidischer
Raumzeit

Um die Wirkung, die Nebenbedingungen und die dazugehorigen Supersymmetrietransforma-
tionen des euklidischen Modells zu erhalten, fithren wir lediglich die formalen Ersetzungen

F ~~ —iF, F ~ —iF, €+ ~> Fey, (3.65)

durch. Damit ergibt sich fiir die Wirkung

5 / 2 {40_70, 7 + 200_ 04— + 24 0_1hy + A(20_2) (20, 2)

—(G+ipyp. —ih_p ) (G +ip_ty —ippep) — 21(20_2)(Pyapy)
—2i(2042)(Y—tp-) — (hypb ) (p—th_) + (p_1py) (Yy1p-) },

bzw. nach der Ausintegration von G,

(3.66)

S = / A2 {40 20, 2 + 2ip_0yp_ + 2ip, 0_1b, + 4 (20_2) (20, 2)
21 (50_2) (B4 04) — 2 (2042) (B6-) — (Byibe) (5-) + (1) (By0)}
= [ @2 { (D89 (D2) #1609 Dt 3 [(0) = () = (B0) ()]}
(3.67)

mit den Nebenbedingungen

zZz =1, Zp =1z = 0. (3.68)

Die (1,1)-Supersymmetrietransformationen lauten

0z =ie_y +iep_,
o4 = —ieq (Y-vy) z —ie_ (Yyrpy) 2 — 2e_D7 2, (3.69)
Sy = —ie_ (Yy_) z —ieq (Y-tp_) z — 24 D7 2,
wobei 1
DZ .= 3 (Dy FiDy) = 0+ — 20+ 2. (3.70)

Im Anhang wird gezeigt, dass diese Ergebnisse dquivalent zu denen von D’Adda et. al.
[DLDOV7Y] sind.

3.5 Aquivalenz von CP'-Modell und O(3)-Modell

Wir wollen nachweisen, dass das CP!-Modell #quivalent zum O(3)-Modell ist und damit
die CPV-Modelle eine geeignete Verallgemeinerung des O(3)-Modells darstellenfl. Der Zu-
sammenhang zwischen den zwei komplexen CP!-Superfeldern ¥°, &', und den drei reellen
O(3)-Superfeldern &%, i = 1,2, 3, ist durch

o =viotw (3.71)

In dem Sinne, dass in CP™-Modellen fiir beliebiges N Instantonldsungen existieren. Die Instantonldsungen
werden in Kapitel B diskutiert.
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3 Supersymmetrische Sigma-Modelle in zwei Dimensionen

gegeben, wobei o’ die Pauli-Matrizen bezeichnen. Damit ist die Wirkung des O(3)-Modells
von der Form

Lo = L / d%¢ d%0 D_&' D &
@ (3.72)
_ % / 42z d20 [(D,w ) o'W + o (D,W)} [(Dmf ) oW + wlet (D W)] .

Mit der Identitéitﬁ
1 1 L
ool = + [iwgu‘/l +5 (%Tahpl) U]} , (3.73)

wobei das untere Vorzeichen fiir den Fall gilt, dass ¥; und W5 Grafimanngrofien sind, erhalten
wir

4 . 3 1 S .
(D_vNo'w (D o'W = Z(D_whw (D, whw + i(D,WT yololo'w (D wh)olw

T2
= (W D_w) (¥ D W),

Uil (D_w) (D vt o' = —;(Dmf)(p,gp) - %(DJT)JJ(DJ)@TJZ‘UJ‘U@
= (D (D_) + (D (D)

1 . . 3.74
+ Z(D+EI7T)UJUkUJ!l7WTUk(D_W) (3.74)

= —2(Dw")(D_¥) — (¥ D, w) (W D_w),

(D_ oMo' Wil (D W) = 2(D_ W (D, W) + (W D_w) (WD, w),

Uio(D_W)Wio (D, W) = _;w (DLW (D_Ww) + %ww (D_W)¥ioiaio! (D, W)
= —(w'D,w) (¥ D_w),

wobei wir jeweils den auf der rechten Seite auftretenden Term, der bis auf einen Vorfak-
tor identisch mit der linken Seite ist, wieder subtrahiert haben. Wir haben auflerdem die
Eigenschaften fiir die Produkte aus den Pauli-Matrizen

sowie die Nebenbedingung ¥ = 1 und deren Ableitungen benutzt. Damit ergibt sich bis
auf den in unserer Diskussion nicht bedeutsamen Faktor 2 die Wirkung des CPY-Modells,

1 o
So@) = 5 / d*zd*0 D_&'D &'

=2 / 2z d%0 {(D,@)T (D, &) + (qSTD,cp) <qu D +<p)} (3.76)

- 2S(CP1 .

"Diese Identitéit folgt daraus, dass sich jede 2 x 2-Matrix in Pauli-Matrizen und Einheitsmatrix entwickeln
lisst. Die Koeffizienten a* des dyadischen Produkts ¥, ¥ = Ei:o a*o" ergeben sich nach Multiplikation

mit ¢ von rechts und Spurbildung unter Benutzung von tr (wlwgg#) = +Wio"W¥; und tr(o"0") = 20"

zu at = :t%@g o"W;, wobei das untere Vorzeichen fiir den Fall gilt, dass ¥; und ¥> Grafimanngroéfien sind.
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3.6 (2,2)-CPYN-Modell in Minkowski-Raumzeit

Auflerdem gilt

P'Pt = wlotwwtsiy

3 1. :
= “uly — —wielwwieip

2 2 (3.77)
=414

=1.

Wirkung und Nebenbedingung von O(3)-Modell und CP!-Modell stimmen also iiberein und
die Modelle sind demnach dquivalent.

3.6 N = (2,2)-supersymmetrisches CP"-Modell in
Minkowski-Raumzeit

Das supersymmetrische CPY-Modell besitzt eine weitere Supersymmetrie, welche in unserem
(1,1)-Superraumformalismus nicht direkt offensichtlich ist. Wir wollen das Modell deshalb
derart schreiben, dass die volle (2,2)-Supersymmetriealgebra manifest ist. Dies ist moglich,
da CP" eine Kihlermannigfaltigkeit ist. Betrachten wir die Funktion

N
=> oo - (/ d?0% + c. c.> , (3.78)
1=0

mit den chiralen bzw. antichiralen Superfeldern ®* und ®*,i = 0, ..., N, dem Vektorsuperfeld
V und der dazugehorigen Superfeldstérke

S =D,D_V. (3.79)

K ist dann invariant unter supersymmetrischen Eichtransformationen mit einem chiralen
Superfeld A,
Vi V4i(Ad—A4), o 4ol (3.80)

Die zu K gehorige Wirkung hat die Form
S = /d% 40 K (o', @)

- (3.81)
= / d*zd*e (d%eVd' - V),

wie wir in Abschnitt gezeigt haben. Sie ist invariant unter Eichtransformationen und
den (2, 2)-Supersymmetrietransformationen im Minkowski-Raum,

S=e1Q_ —e Qy —6,Q_+e Q.. (3.82)
Das Vektorsuperfeld V' kann mithilfe der Bewegungsgleichung
dlVe! —1=0 (3.83)
ausintegriert werden. Damit lautet die Wirkung

S = / d*zd*0 In (¢'®"), (3.84)
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3 Supersymmetrische Sigma-Modelle in zwei Dimensionen

wobei wir benutzt haben, dass konstante Terme im Integranden keinen Beitrag zur Wirkung
liefern, da sie nach der Integration iiber d* verschwinden. Falls die Eichung derart gewihlt
wird, dass ®° = 1 ist, so ist das dazugehorige Kiahlerpotential gerade die Fubini-Study-Metrik
fir CPY,

N

K(®,®) =1In (1 +)° <I>aq>a> : (3.85)
a=1

Damit ist durch EXI) die gesuchte Wirkung des CPV-Modells im (2, 2)-Superraumforma-

lismus gegeben.

Wir wollen die Wirkung in den Komponentenfeldern schreiben. Um die Schreibweise so
iibersichtlich wie moglich zu gestalten, werden wir im Folgenden wieder die Indizes i =
0,..., N so weit als moglich unterdriicken. Das chirale Superfeld ® hat im Minkowski-Raum
die #-Entwicklung

O=2—-i01070,2—-10"0"0_2—-0T0"0070,0_z

+ 0T —i0T07 070 A + 0 Y —i00TOTO Y + 0T F, (3.86)
und fiir das Vektorsuperfeld V' gilt in Wess-Zumino-Eichung
V=-00 (vo—v1)—00 (vg+v1) -0 0tc—0"0"¢
+i070T (O A+ 0N +i0TOT (O A+ 0T +070T0TOD. (3.87)
Die Entwicklung der linken Seite der Bewegungsgleichung
PP =c" (3.88)

ist von der Form

PP =22+ 02y +0 2 — O — 0 Y_z
— 076 (iz0_2 —i0_zz + p_tp_) — 010" (12042 — 10422 + P9y
— 00Ty — 0 O Y + 070 ZF + 00T F2
—1070707 (—20_v4 + 0_zpy +1Y_F) —i07 070" (=0 20— + 2040_ + i, F)
—1010707 (=0_thyz+ Y 0_2z —iFp_) —i0T07 0% (040_2 — p 012 — iFYy)
+ 0707070 (—20,0_2 —0_042z+0,20_z +0_20, 2

i D_hy —10_Py ) + i Db — Db - + FF).
(3.89)

Wir vergleichen die Koeffizienten mit denen der Entwicklung der rechten Seite der Gleichung,

eV =1-V+ %VQ
=146070 (vg—v)+0 0T (vg+v))+0 0 c+6"0" G
—i070T (O A+ 0T AL) =100 (0" A + 0T A )+ 076017070 (—D + v, — 5o),
(3.90)
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3.6 (2,2)-CPYN-Modell in Minkowski-Raumzeit

und erhalten damit Bedingungen an die Komponentenfelder,

zz =1,
P4 = leiz =0,
vg v = —1204+2 + 10422 — &iwi,

A (3.91)

ZF=Fz=0,

A = 204z FopgOriz — iFpy,

—D + v, — 00 = —204,0_2 — 0_01 722 + 04Z0_2 + 0_Z0+ 2
+ it Oy —i0_Pytp + i 0y —i0yp_tp_ + FF.
Die Wirkung kann mit der Bewegungsgleichung in der einfachen Form

S = / Pz d*0 (PP -V) = - / d*x D (3.92)

geschrieben werden. Fiir die Komponenten v* und o des Vektorsuperfeldes gilt nach (BXII)

—vkv, = —(vo + v1)(vo — v1)
= — (212012 + ¥y1b1 ) (2i20_z +P_1p_) (3.93)
— 4(30,.2)(50_2) — 2i(304 ) (o) — H(EO_)(WGaths) — (Do) (v),
5o = (Y-1hy ) (Y11p-).
Damit erhalten wir fiir die Wirkung
S=- / d?z D
— / A% {40, 20_z + b, O_tp + 2A_0,p_ + FF + 4(20,.2)(20_z) (3.94)
—21(201.2)(p_1p_) = 2i(20_z) (ypy) — (pby ) (P-p-) + (p—oy ) (hyrpo) }
mit den Nebenbedingungen
Zz =1, 2y =Pz =0, ZF = Fz=0. (3.95)

Wir gelangen zur on-shell-Formulierung, indem wir das duflere Feld F' ausintegrieren. Die
entsprechende Bewegungsgleichung ist einfach F' = 0. Damit lautet die Wirkung

S = / A%z {404 20_z + 2ith O_thy + 2ith_O41p_ + 4(2042)(20_2)
—2i(204 2) (Y1) = 21(20_2) (Vs ) — (Vo) (V) + (Y-t ) (Pr-) }

= [ @ { 0221 (D) 4 167D, + 1 [(B0)° = (rew)? = (9#0) ()]}
(3.96)

mit

D, = 8, — 20,2. (3.97)
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3 Supersymmetrische Sigma-Modelle in zwei Dimensionen

Die Felder unterliegen den Nebenbedingungen
zZz =1, 2y =1Pyz = 0. (3.98)
Das Modell ist invariant unter den (2, 2)-Supersymmetrietransformationen (XTl)
0z = €4 — ey,

Sy = 2i€_Diz — e (Pythi)z + &4 (V-_1py)z, (3.99)
S = =2iey D2z + ey (Y )z — e (Py9)z,

mit der kovarianten Ableitung
Di =04 — 2042, (3.100)

sowie unter den U (1)-Eichtransformationen
2(z) — ) 2(2),
() = Ny(a),

mit der reellen Funktion A(x). Wie wir sehen, stimmen Wirkung und Nebenbedingungen ge-
nau mit unseren im (1, 1)-Superraumformalismus berechneten Ergebnissen (B21) und (B53])
iiberein. Die (1,1)-Supersymmetrietransformationen (B60) ergeben sich gerade, wenn wir
die Supersymmetrieparameter e+ als rein imaginir annehmen und

(3.101)

€r = —iel, Er = iel, (3.102)

identifizieren.

3.7 N = (2,2)-supersymmetrisches CP"¥-Modell in euklidischer
Raumzeit

Die Wirkung und die Nebenbedingungen des euklidischen CPY¥-Modells erhalten wir durch
die formalen Ersetzungen F ~ iF und F ~ iF (vgl. Abschnitt ZZZ)). Die on-shell-Wirkung
ist damit von der gleichen Form wie im Minkowski-Fall,

S = / d*z {40, 20_2 + 2ithy O_tpy + 2i_0,9p_ + 4(2042)(20_2)
—21(201.2)(p_1p-) — 2i(20_2) (yby) — (Ypby ) (P-tp_) + (V-toy ) (hytp_) }
- [ {(D“Z)T (Dy2) + 1 Dy + 7 [(30)7 = (F300)” — (F7) ()] } ,
(3.103)

mit den Nebenbedingungen
zZz =1, Zihy = Prz = 0. (3.104)
Das Modell ist invariant unter den euklidischen (2,2)-Supersymmetrietransformationen

0z = 6+1/}— - 6—1/}-{-7
0y = —21€_Diz+ e (P4i4)z — e (d-thy)2, (3.105)
0 = 261 D 2 — € (Y-t )z + E- (Y1),
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3.7 (2,2)-CPY-Modell in euklidischer Raumzeit

wobei wir in den Supersymmetrietransformationen des Minkowski-Modells formal
€4 ~ €4, €+ ~> —€4, (3.106)

ersetzt haben (vgl. Abschnitt ZZZ4). Die euklidischen (2,2)-Supersymmetrietransformatio-
nen entsprechen den bereits im (1, 1)-Superraumformalismus erhaltenen Transformationen

B5d), wenn wir

er = +iel, & = 4iel, (3.107)

identifizieren, d.h. wenn die Supersymmetrieparameter €+ = e4 erfiillen.
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4 Instantonlésungen des bosonischen
CP"-Modells

Instantonen wurden 1975 von Polyakov entdeckt, der zeigen konnte, wie diese fiir iiberra-
schende Effekte verantwortlich sind [Pol75l [Pol77]. Die erste Instantonlésung der Yang-Mills-
Gleichungen wurde von Belavin, Polyakov, Schwartz und Tyupkin gefunden [BPST75]. Wir
wollen die Instantonlésungen unseres CPY-Modells berechnen und insbesondere den Fall
endlicher Temperaturen diskutieren. Dazu betrachten wir vorerst das rein bosonische Mo-
dell, d.h. wir lassen die Fermionen, die in unserem supersymmetrischen Modell auftraten,
erst einmal auflen vor. In Kapitel Bl nehmen wir dann schrittweise Fermionen hinzu und
berechnen die Nullmoden des Dirac-Operators im Hintergrund der Instantonlosungen.

4.1 Das bosonische CP"-Modell auf R?

4.1.1 Aquivalente Beschreibungen des Modells

Das rein bosonische CPY-Modell in zwei Dimensionen wird durch N + 1 komplexe Skalar-
felder

z0()
)= | Ex) eCN, R, (4.1)
Zn ()
mit der Wirkung
S = / 4%z {auzfauz + (zTauz)(zJ@uz)} (4.2)
und der Nebenbedingung
Zz=1 (4.3)

beschrieben [Eic78, (GPT8, [ZMT78]. Die Instantonlosungen dieses Modells wurden erstmals
von D’Adda, Liischer und Di Vecchia [DLDV78] sowie Witten [Wit79] berechnet. Das CP*V-
Modell ist invariant unter lokalen U(1)-Eichtransformationen,

2(x) — AP (1), (4.4)

mit einer beliebigen reellen Funktion A(z). Um diese Eichinvarianz direkt offensichtlich zu
machen, fithren wir das reelle Eichfeld A, ein und schreiben

S = /de (D,2) Dz, (4.5)
mit der kovarianten Ableitung

D, =8, —iA,. (4.6)
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4 Instantonlésungen des bosonischen CP™N-Modells

Diese Formulierung der Wirkung ist dquivalent zu ([@2), denn wir kénnen () in der Form
g — / 2w {0,210,z + 214,210,z + A2} (4.7)

schreiben, welche keine Ableitungen von A, enthélt. Damit kann A, mithilfe der Bewegungs-
gleichung aus der Wirkung eliminiert werden,

1
A, = % (zTBMZ - (8MZT)Z> = —izfauz, (4.8)

i
wobei wir die Nebenbedingung benutzt haben. Unter der Eichtransformation ([4) transfor-
miert A, wie ein abelsches Eichfeld,

Ay Ay + 9,A. (4.9)

Somit ist die Wirkung offensichtlich U(1)-eichinvariant. Das Modell ist auflerdem invariant
unter globalen SU(N + 1)-Transformationen,

z— Uz mit Ue€SU(N +1). (4.10)

Deshalb spricht man manchmal auch vom SU(N + 1)-Sigma-Modell [Wit79]. Wegen der
Nebenbedingung 2z = 1 lisst sich z in der Form

_ wi(x)
jw ()|’

zi(x) i=0,...,N, (4.11)
mit einer geeigneten Funktion w schreiben. w ist dadurch natiirlich nicht eindeutig bestimmt:
Wir konnen jede Komponente von w mit einer fiir alle  von null verschiedenen (aber fiir alle
Komponenten gleichen) komplexen Funktion A(z) multiplizieren und erhalten ein dquivalen-
tes z(z): Der Betrag von A kiirzt sich in der Definition (@) direkt heraus, die Anderung
der Phase von z entspricht einer Eichtransformation. Somit identifizieren wir fiir alle x € R?

wi(x) ~ Ax)w;(x), wobei A(z)e C\{0}. (4.12)

Dadurch ist eine Aquivalenzrelation definiert. Die Transformation @IT]) ist dann eindeutig
bis auf diese Identifikation. Die Aquivalenzklassen [w(x)] sind Ursprungsgeraden im CNV+!
und wir kénnen somit den Représentanten w(x) fiir jedes = genauso gut direkt mit der
entsprechenden Gerade identifizieren. Damit ist w(x) ein Element im Raum der komplexen
Ursprungsgeraden im CV*1. Dies ist der komplex projektive Raum CP¥ | welcher unserem
Modell seinen Namen verleiht.

Eine weitere dquivalente Beschreibung erhélt man in den eichinvarianten u-Koordinaten
[Raj82]. Wegen 27z = 1 muss an jedem Punkt 2 eini = 0,..., N existieren, sodass z;(z) # 0
ist. Betrachten wir das Gebiet Uy € R?, in dem, sagen wir, zo(z) # 0 fiir alle x € Uy ist. In
Uy definieren wir @

2\ T .
ul(x)—m, i=0,...,N. (4.13)
Da bei einer Eichtransformation im Zahler und im Nenner der gleiche Faktor auftritt, sind die
u-Koordinaten eichinvariant. Entfernen wir uns vom Gebiet Uy, so konnte zy verschwinden
und unsere Definition fiir u wird sinnlos. Wegen z'z = 1 muss es aber ein angrenzendes
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4.1 Das bosonische CPYN-Modell auf R?

Gebiet U; geben, in dem eine andere Komponente, sagen wir zi, nichtverschwindend ist.
Dort kénnen wir dann definieren

/ o z,(m) i =
w;(z) = @) =0,..., V. (4.14)

Up und U; iiberlappen dann in einem Gebiet, in dem weder zy noch z; verschwindet. Dort
hiingen dann v und u’ iiber

v (z) = u(x) 20(2) (4.15)

zusammen. In diesem Sinne kénnen wir u (bzw. u/, u”, etc.) gebietsweise definieren, indem
wir den R? in jeweils iiberlappende Gebiete unterteilen und die Definition von einem zum
anderen Gebiet analog (ELIH) analytisch fortsetzen.

4.1.2 Die topologische Ladung
Die topologische Ladung ist durch

1
Q= /deq(m) = %/deawauAy (4.16)

deﬁniertﬂ. Als Integral iiber eine totale Divergenz ist sie invariant unter stetigen Felddeforma-
tionen. Der Integrand ¢(z) heifit die topologische Ladungsdichte. Q muss auf dem klassischen
Niveau ganzzahlig sein, wie folgende Uberlegung zeigt: Damit die Wirkung (BH) endlich ist,
muss D,z fiir [x| — oo verschwinden, d.h. z muss in eine reine Eichung iibergehen,

lim z(z) = ¢; M) i=0,...,N, (4.17)
|x|—o00
mit der Konstanten ¢; und einer beliebigen reellen Funktion A(x). @ kann als Oberfléchen-
integral {iber den Kreis B, mit dem Radius r — oo und dem Normaleneinheitsvektor n,
geschrieben werden,

1 1 i
— LA, = — A, =—— 19,2. 4.1
Q 5 jéBr dsnyue, 5 7{5; dz, A, 5 ér dz, 210,z (4.18)

.I.

Wegen c;c; = 1 erhalten wir fiir r — oo,

1
Q: %}{dxuaﬂA

= iAA.
2

(4.19)

Dabei gibt AA gerade die Anderung von A(z) an, wenn man einmal entlang des Integrations-
kreises geht. Diese Anderung muss ein ganzzahliges Vielfaches von 27 sein,

AN =27k, ke€Z. (4.20)
Die topologische Ladung ist damit ganzzahlig,

Q=keZ. (4.21)

e, ist der total antisymmetrische Tensor mit €12 = 1.
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‘e .-

Abbildung 4.1: Veranschaulichung der Windungszahl fiir Abbildungen von S; nach S
[Bru07]. Von links nach rechts ist die Windungszahl fiir die ersten beiden Abbildungen null
(konstante Abbildung und Deformation davon), fiir die anderen Abbildungen 1, -1 und 2.

Wenn man Quantenkorrekturen betrachtet, gilt dies allerdings i. Allg. nicht mehr [Wif79].

Betrachten wir die Funktion e nur auf dem Integrationskreis B,, so erhalten wir eine
Funktion von S! nach S'. Beim Entlanggehen der Kurve ¢'*(S!) umrunden wir den Werte-
bereich S! k-mal, wobei wir Umrundungen gegen den Uhrzeigersinn (d. h. im mathematisch
positiven Sinne) positiv zéhlen und Umrundungen im Uhrzeigersinn davon abziehen wollen.
k heifit dann Windungszahl oder Grad der Abbildung e'?,

k = deg (eiA) €Z. (4.22)

Damit haben wir eine anschauliche Bedeutung der topologischen Ladung @: Sie entspricht
gerade der Windungzahl der Abbildung e'?,

Q = deg (eiA) , wobei e:s!— gl (4.23)

In Abbildung BTl ist dies veranschaulicht.

4.1.3 Bogomolny-Schranke und Selbstdualitatsgleichungen

Betrachten wir die topologische Dichte g(x) etwas genauer. Sie kann mithilfe unseres Feldes
z ausgedriickt werden durch

1
q = %8“1,6“141/

1
= %6ﬂy8ﬂ(zTﬁyz)

1
= %gwaﬂﬂaﬂ (4.24)

1
= 5w (O + i4,)21(9, —iA,)z

1
= Q—ﬂﬁuy(DMZ)T(DVZ).

Nun gilt
0 < (Dyuz +iguwDy2)' (D2 +ie,,D,2) = 2L + 2ie,,(D,2) (D, 2), (4.25)

und damit
L > Fieu (D,2)'(Dy2) = +2mq. (4.26)
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4.1 Das bosonische CPYN-Modell auf R?

Nach Integration iiber den R? erhalten wir somit eine untere Schranke fiir die Wirkung, die
Bogomolny-Schranke,
S > +27Q. (4.27)

Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn das Feld z(x) die Selbstdualititsgleichungen
oder Bogomolny-Gleichungen
D,z = FieDyz (4.28)

erfiillt. Diese sind offensichtlich Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Lésungen heiflen
im Falle des oberen Vorzeichens Instantonen und im Falle des unteren Vorzeichens Anti-In-
stantonen. Wegen S > 0 gilt dann

(4.29)

Qe Np fiir Instantonen,
—N fiir Anti-Instantonen.

Da sie die Wirkung in einem Sektor mit definierter topologischer Ladung () minimieren, sind
(Anti-)Instantonen automatisch Losungen der Bewegungsgleichung

DDz + ((Du2) (Dy2)) 2 =0, mit 2f2=1. (4.30)

Um Losungen der Bewegungsgleichung zu finden, kénnen wir also erst einmal nach Losun-
gen der Selbstdualititsgleichungen suchen. Allerdings finden wir dadurch i. Allg. nicht alle
Losungen. In der Tat existieren im CP™-Modell mit N > 1 Losungen der Bewegungsglei-
chung, die weder Instantonen noch Anti-Instantonen sindE. Wie Din et. al. [DZ80] gezeigt
haben, sind solche Nicht-Instantonlosungen instabil gegen kleine Fluktuationen, d.h. an die-
ser Stelle liegt ein Sattelpunkt der Wirkung vor. Abbildung L2 veranschaulicht schematisch
diesen Sachverhalt.

4.1.4 Instantonlésungen des CP"V-Modells

Die Selbstdualititsgleichungen lassen sich im CPY-Modell eindeutig lésen. Dazu beschreiben
wir die Felder in den u-Koordinaten. Da die Selbstdualitidtsgleichungen lokal sind, kénnen
wir sie in einem beliebigen Gebiet, sagen wir Up, l6sen. In diesem Gebiet lautet die Definition
fiir u ..

u:Z—O 29 # 0, i=0,...,N. (4.31)

Damit sind die Selbstdualitétsgleichungen
D, (uzo) = Fiew Dy (uz), (4.32)

bzw.
uDyz0 + 200u = Fie (uDy 20 + 200,u) . (4.33)

Die jeweils ersten Terme auf der linken und rechten Seite sind gleich, da 2y die Selbstdualitéts-
gleichungen erfiillt. Mit zg # 0 ergeben sich somit die linearen Selbstdualitéitsgleichungen
[Rajs2]

Oyu = Fiew Oyu & (01 £102) u = 0. (4.34)

*Eine Ausnahme bildet der Fall N = 1. Fiir dieses Modell zeigte Woo [Woa77], dass alle klassischen Lésungen
Instantonen oder Anti-Instantonen sind.
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4 Instantonlésungen des bosonischen CP™N-Modells

Wirkung

Nicht-Instantonlsg. Instantonlsg.
Konfigurationen

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung der Wirkung im (@ = 1)-Sektor des Konfigu-
rationsraumes fiir das CPV-Modell mit N > 1. Bei der Instantonkonfiguration nimmt die
Wirkung ein absolutes Minimum in diesem Sektor an, S = 27. Die Nicht-Instantonlosung 16st
die Bewegungsgleichung 45 = 0, jedoch nicht die Selbstdualitdtsgleichungen. Die Wirkung
hat an dieser Stelle einen Sattelpunkt.

Definieren wir die komplexen Variablen x4 := 1 £ irs und verstehen wir v als Funktion
dieser Variablen, so sind die Selbstdualitétsgleichungen gerade die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen beziiglich dieser Variablen. Losungen der Selbstdualitétsgleichungen
fiir u sind also meromorphe Funktionen] der komplexen Koordinate z; (fiir Instantonlgsun-
gen) bzw. x_ (fiir Anti-Instantonlésungen),

o_u=0 = u=u(xy) fiir Instantonlésungen, (4.35)
dru=0 = u=u(z_) fiir Anti-Instantonlésungen, '
wobei
1 .
ai = 5(61 F 162). (4.36)
In den w-Koordinaten haben die Instantonlésungen die Form
1
uy(z4)
w = . " wp. (4.37)
un (z4)

3Unter einer meromorphen Funktion verstehen wir eine bis auf isolierte Pole holomorphe Funktion. Eine
meromorphe Funktion kann stets als Quotient zweier holomorpher Funktionen geschrieben werden.
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4.1 Das bosonische CPYN-Modell auf R?

Da wir w ~ Aw identifizieren, ist dies dquivalent zu

fz4)

ul(£+?f($+) , (4.38)

UN(CU+.)f($+)

mit einer beliebigen holomorphen Funktion f(zy). Eine Instantonlésung ist also durch me-
romorphe w-Felder beziiglich der Koordinate xy = x1 + izo gegeben,

Dyz=—ieyDyz & 2z) = w(zs) (4.39)

Anti-Instantonen sind mit dem gleichen Argument durch meromorphe w-Felder beziiglich x_
gegeben. Im Folgenden wollen wir die Instantonlosungen weiter untersuchenl. Dazu geniigt
es, fiir w Polynome in x zu betrachten [DZ&0],

wi(ry) = a) + ajzy +aird + - —{—afix{f, i=0,...,N. (4.40)

Um die topologische Ladung dieser Losung zu berechnen, betrachten wir das Feld z im Limes
|z4| — oco. Sei k das Maximum aller k;,

k= Orgnizgv{k:i}, (4.41)

wobei k; der Grad des Polynoms w; ist. Dann gilt im Limes |z | — oo fiir alle ¢ mit k; < k

w;
i=— —0 4.42
ZZ |'LU| - Y ( )
und fiir alle ¢ mit k; = k
w; ab [ x\F ;
%= Wi 2 < + ) _ cielkarg(:v+). (443)
wl af] \|+]
Vergleichen wir mit [I7), so lesen wir ab
A = karg(zy). (4.44)

Die topologische Ladung @ héngt nach (I3 iiber
1
=—AA 4.4
Q= (1.45)

mit A zusammen, wobei AA die Anderung von A beim einmaligen Entlanggehen des Kreises
B, mit dem Radius r — oo in der komplexen z;-Ebene ist. Dabei dndert sich arg(z4) um
27 und damit gilt

Q==k. (4.46)

Die topologische Ladung unseres Instantons ist also gleich dem maximalen Grad der Po-
lynome w;(x4). Eine Instantonlosung mit topologischer Ladung @ wird demnach durch

4Fiir Anti-Instantonen ergeben sich jeweils analoge Ergebnisse durch Ersetzung von x4 durch z_.
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4 Instantonlésungen des bosonischen CP™N-Modells

die (Q + 1)(N + 1) komplexen Parameter a,...,a¥ mit i = 0,..., N beschrieben. Ver-
schiedene dieser Parameter fiihren jedoch nicht zwingend auf indquivalente Felder, da wir
w(x) ~ Aw(z) identifizierenl. Die minimale Anzahl komplexer Parameter, die eine Aquiva-
lenzklasse von Feldern eindeutig festlegt, ist somit (Q + 1)(N + 1) — 1. Die dazugehérigen
Parameter heiflen Moduli-Parameter. Alle Parameterkonfigurationen, die zu indquivalenten
Feldern fiihren, bilden zusammen den Moduli-Raum M. Die komplexe Dimension von M

ist gleich der Anzahl unabhéngiger komplexer Parameter und damit
dimge M = (Q+1)(N+1) — 1. (4.47)

Die allgemeine 1-Instantonlosung (d. h. die Instantonlosung mit = 1) ist linear in x4 und
hat die Form
wi(z) = b9 + bl (zy +ix9), i=0,...,N, (4.48)

mit den komplexen Parametern b? und b}. In Ubereinstimmung mit der allgemeinen Formel
sind nur 2N + 1 davon Moduli-Parameter, da w € CP¥ ist. Die Losung kann auch noch
etwas anschaulicher geschrieben werden: Dazu zerlegen wir den Vektor 5° in einen zu b'
senkrechten und einen parallelen Antei]ﬁ,

w="b +ba,
b0 bt

e T e
—~

=:v

b pfpd vip0 (4.49)
TRl ey T
N———— S~
=:\u =:—a1—las
=+ [(x1 — aq) + i(x2 — a2)] v,
mit
A >0, lul? = |v|* =1, ulv = 0. (4.50)
Das Feld z kann so in der Form
A — i —
o) = et [l man) Tz —a)lv (4.51)

[)\2 + (1 — a1)2 + (DUQ — a2)2]1/2
geschrieben werden. Nun kénnen wir unseren Parametern eine anschauliche Bedeutung ge-
ben: a, ist die Position des Instantons und kann beliebig im Raum verschoben werden. a,
und z, werden in Einheiten von A > 0 gemessen. Die beiden zueinander senkrecht stehenden
Einheitsvektoren v und v charakterisieren die Orientierung des Instantons. Fiir x — oo gilt

o(w) = 2112 |+|1x2v +0 <i> =y O <i> ; (4.52)
X

|| ]

mit A(z, ) = arg(z ). Die Windungszahl von ¢'? ist damit wie erwartet gleich 1. Das Vakuum
weitab der Instantonposition wird demnach durch v beschrieben. Wegen der Eichfreiheit

SWir wollen uns auf konstante A € C beschrianken, damit w weiterhin ein Polynom vom Grade k = Q ist.
Senkrecht und parallel beziehen sich auf das Skalarprodukt im CN*1: (z,y) := zTy.
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4.2 Instantonen auf dem Zylinder R x S!

und der Nebenbedingung |v| = 1 entspricht dies 2N unabhiingigen reellen Parametern.
Die verbleibenden 2(N + 1) reellen Parameter a,, A und u; kénnen dann als unabhéngige
Freiheitsgrade relativ zum asymptotischen Vakuum interpretiert werden [DLDVTS].

Das Eichfeld A, und die topologische Dichte ¢ lassen sich fiir Instantonlésungen mithilfe
der w-Felder noch einfacher darstellen. Mithilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen,

Oyw = —ig, 0w, (4.53)

ergibt sich fiir das Eichfeld

A, = % [zfauz — (8MzT)z}

1 [wf w wl w
=3 o (o) 2 (o) o)
1 wmﬂw - (8ﬂwT) w
% |w|?

_ Gw t T
= T3P [w Oyw + (8,,10 )w}

1 ol
2 1224 |w|2

(4.54)

= —§€HV8V In [wl|?.
Fiir die topologische Dichte von Instantonlésungen erhalten wir somit

1
q= %eSWBMAV

7 (4.55)
_ 2 2
= Eau In |wl|”.

4.2 Instantonen auf dem Zylinder R x S!

Wir wollen die Instantonlésungen des CPY-Modells bei endlichen Temperaturen diskutie-
renfl. Dazu schrinken wir die xo-Richtung unserer Raumzeit auf ein endliches Intervall [0, (]
mit periodischen Randbedingungen ein, d. h. wir identifizieren

x9 ~ x2 + & Ty ~xg +1i0. (4.56)

Wir betrachten das Modell also auf dem Zylinder R x Sé, wobei die Periode 8 > 0 gerade

die inverse Temperatur ist,
1

ﬁ = k?B—T,
mit der endlichen Temperatur 7' > 0 und der Boltzmann-Konstanten kg = 8.62-107° eV /K.

Instantonlésungen bei endlichen Temperaturen werden auch Caloronsﬁ genannt. Damit sie
die Selbstdualitdtsgleichungen

(4.57)

D,z = —ieu D,z (4.58)

"Zur Erlduterung des Begriffs einer Quantenfeldtheorie bei endlichen Temperaturen sieche Anhang [C1
8Der Begriff des Calorons ist aus dem Englischen iibernommen. Er lisst sich zuriickfithren auf den lateini-
schen Begriff fiir Warme, calor.
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4 Instantonlésungen des bosonischen CP™N-Modells

erfiillen, haben sie analog zum Fall T' = 0 die Form

wi(x . .
zi(z1,22) = |wl((x:))|’ Ty = x1 + ixg, 1=0,...,N. (4.59)

Entsprechendes gilt fiir Anti-Instantonen, wenn man z durch x_ ersetzt.

4.2.1 Instantonlosungen mit periodischen Randbedingungen

Wir wollen fordern, dass die topologische Dichte ¢ periodisch in x5 ist,

q(z1, 22 + B) = q(z1,22). (4.60)

Ublicherweise wird dies durch periodische Instantonlésungen w(x ) implementiert. w;(z)
muss dann eine Funktion von e2™#+/# sein. Analog zum Fall T = 0 kénnen wir uns auf Polyno-
me in e2™+/8 beschrinken. Solche periodischen Losungen und die damit zusammenhéingen-
den Effekte wurden bereits von Lazarides [Laz79], Affleck [Aff80al, [AffRODL [Aff80c| sowie
Gava, Jengo und Omero [GJOS0, [GIOK?)] diskutiert. Die allgemeine k-Instanton-Losung ist
durch

w(z) =10 4+ b1 e H/0 p p? et et /B e N =0, E,
(4.61)
gegeben. Fiir b°,b% # 0 hat sie in der Tat die topologische Ladung @Q = k, denn unter
Verwendung von (EL54)) erhalten wir

1
Q=— [ d% €Oy

2m
1 ﬂdx [Ao(z1,20)] 0 27— h da1[A1 (21, @ )]362:6
2\, 2(A2(T1,22) ] . 1 AT, 22) | g
1 ﬁ 27 T1=00
L[ ] e
47T 0 ’U)’ T1=—00
1 [P Ak
=— d — =0
47 0 w2 < ﬁ >
=k.

Die Dimension des Moduli-Raumes M fiir die Instantonlésung mit der topologischen Ladung
@ ist demnach fiir endliche Temperaturen T" > 0 genauso grofl wie fiir T' = 0,

dimcM = (Q+1)(N+1)—1. (4.63)
Die allgemeine 1-Instanton-Losung kann auch in der anschaulichen Form
w =" 4 bt > /B
b0 0] (

P 1 2r(ry—aq)/B

[BT00 o] ©
N———

=0 +b'

::627ra+/5

po0 pt pifpt
~ o T o] ©
~

27r[(x1—a1)+i(x2—a2)]/5’

(4.64)
2n(z4—a4)/B

=u-+ve

ay = ai + iag,
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4.2 Instantonen auf dem Zylinder R x S!

mit

lul?* = |v|* =1, Im(u'v) = 0, (4.65)
analog zu Gleichung ({L29) geschrieben werden. Der dort auftretende Mafistab A ist hier ver-
schwunden, da die Multiplikation von v mit einer Konstanten dquivalent zu einer Anderung
von a. ist. Dafiir darf nun Re(ufv) ungleich null sein. Der einzige nichtkompakte Parameter
ist damit die Instanton-Position a,, die beliebig innerhalb der Raumzeit verschoben werden
kann. In Ubereinstimmung mit der allgemeinen Formel wird die 1-Instanton-Lésung dem-

nach wie bei T'= 0 durch 2N + 1 Parameter beschrieben [AffS0c]. Die topologische Dichte
q(r) hingt nur von dem Betragsquadrat |w|? ab. Fiir die allgemeine 1-Instantonldsung ist

jw|? = etr@=a/B 4 oy ty 27 (@1701)/8 cog (27 (29 — ag) /6] + 1. (4.66)

Die topologische Dichte ist damit allein durch die drei reellen Parameter ufv, a; und as
eindeutig bestimmt. Im Folgenden wollen wir die spezielle Orientierung des Instantons

v; = 0;0, 1=0,...,N = ug € R, (467)
wéhlen. Die Instantonlésung ist dann

wo = ug + 627T(x+—a+)//37

(4.68)
W = Uk,
mit k= 1,..., N, und wir erhalten fiir das Betragsquadrat unserer speziellen 1-Instantonlo-
sung
jw|? = etm@1=a0)/B 1 9y e2m@1=01)/8 cos (27 (29 — ag) /6] + 1. (4.69)

Vergleichen wir dies mit dem Betragsquadrat fiir die allgemeine Losung (260, so sehen wir,
dass trotz unserer Spezialisierung jede beliebige topologische Dichte ¢(z) generiert wird. Dies
ist nicht verwunderlich, denn wir kénnen eine beliebige Instantonlésung w immer mit einer
unitdren Matrix U transformieren,

w =Uw mit UeU(N+1), (4.70)
sodass die transformierte Losung unsere spezielle Orientierung hat,

W =+ o e2rl@i—an)ti(za—a)l/8 it Ug = 8,0 (4.71)

Die topologische Dichte ist darunter invariant,
W=l = d=q (4.72)

Fiir die Diskussion von ¢(z) geniigt es also, nur diese speziellen Losungen zu betrachten.
Unter der Annahme ug # 0 kénnen wir auch dquivalent formuliere

wo =14 Ay e +/B

4.73
Wi = A, (4.73)

mit £ =1,..., N und den neuen Parametern \; := uy/ug, An+1 := e_zm”/ﬁ/uo. Diese sind
frei wahlbar und i. Allg. komplex. Um unsere Diskussion moglichst tibersichtlich zu gestalten,
wollen wir jedoch annehmen, dass sie reell sind. Dies ist keine wesentliche Einschrinkung,
da unsere Ergebnisse in dieser Hinsicht leicht verallgemeinert werden kénnen.

Falls ug = 0 ist, so existiert mindestens ein anderes von null verschiedenes u;, in dessen Richtung wir v
drehen kénnen und durch welches wir dann teilen konnen.
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4 Instantonlésungen des bosonischen CP™N-Modells

4.2.2 Instantonen mit getwisteten Randbedingungen

Da fiir Instantonen das Eichfeld A, () und somit auch die topologische Dichte ¢(x) nur von
|w|? abhingt, kénnen wir erlauben, dass w; lediglich periodisch bis auf eine Phase e?™wi
mit w; € (0,1) is@. Die topologische Dichte bleibt dann periodisch. Eine solche getwistete
Instanton-Losung mit Ladung 1 ist

wo =14 Any1e™+/7,

(4.74)
Wy = A 627"ka+/,6’

mit k£ = 1,...,N. Es ist nicht notwendig, fiir wg einen Twist einzufiihren, da dieser durch
die Twists in den wy’s absorbiert werden kann. Dies sieht man insbesondere in den wu-
Koordinaten, z. B. in dem Gebiet Uy mit wqg # 0,

A, €2mok /0

2 Wk
== =—= k=1,...,N. 4.75
Uk % wo 1+ AN+1 627T$+/5, ) ) ( )
Wir wollen bestétigen, dass es sich wirklich um eine Losung mit Q = 1 handelt. Dazu
berechnen wir
N
lw* = A% 4 AmT/B L 9NNy 2™ cos (2maa [ B) + Z A2 ghmwri/B 4 (4.76)
k=1
Mit
. dfwf?
pim w2
' ) (4.77)
81’11)’ N 47
£1—00 "U}‘Q - /3 )
gilt wie in (62
1
Q= / 22,0, A,
_ 1y ; [&IwIQ]“:C>o (4.78)
=1.

Im zum CP!-Modell dquivalenten O(3)-Modell wurde diese Lésung erstmals von Bruckmann
[Bru08§] untersucht.

Wir koénnen auch getwistete Instantonlésungen fiir beliebige Ladungen Q = k£ € N ange-
ben. Dazu drehen wir unsere ungetwistete allgemeine Losung (BLG1]) wieder mit einer unitéren
Matrix derart, dass der Koeffizient von e2™%#+/8 in 0-Richtung des Farbraumes liegt und
twisten die anderen Komponenten w;, i = 1, ..., N, durch Multiplikation mit e2™i%+/8_ Die
allgemeine getwistete Instantonlésung mit der topologischen Ladung ) = k ist dann

B0 4 b 62 /B o 4yl @2n(b—Das/B y ph 2eko /8
b(l) eQﬂw1x+/ﬁ + b% eZ7r(1+w1)J:+/ﬁ NN blffl eZw(k—1+w1)x+/ﬁ
w(ry) = . . (4.79)

0 2nwnzy/0 1 27r(1+wN)a:+./ﬁ k=1 2m(k—1+wn)z4+/B
by e +bye +--+by e

0Man spricht gewdhnlich von getwisteten Randbedingungen, da man eine Drehung der Phase von w; zulésst.
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4.2 Instantonen auf dem Zylinder R x S!

4.2.3 1-Instantonkonstituenten im CP!-Modell

Wir wollen die explizite Form der topologischen Dichte ¢(z) untersuchen. Dazu betrachten
wir zunéchst den Fall N = 1, sodass wir unsere Ergebnisse mit denen von Bruckmann [Bru0S]
vergleichen kénnen. Das Betragsquadrat unserer getwisteten Losung ([B74) ist in diesem Fall

|w|? = A3 ™1 /B ox, ™1/ cos (2mmy /B) + N2 et m/B 41 (4.80)

Die topologische Dichte ist

1

2 2
4%6“ In |w|

q:

T 4r |w|4
1 [wf? (8w} + 83lwf?) — (r]w]?)® = (Bs]w]?)*

47 Jw|?

Wir betrachten zuniichst In |w|?. Dies hat die Form

2
In jw* = In (Z ePr(@1) 4 9 gP(@1) cos(27mc2/ﬁ)> (4.81)

k=0

mit
(4.82)

Falls nun der Exponent p(x;) stets wesentlich kleiner als mindestens einer der Exponenten
pr(x1) ist, so kann p in der Summe in ([T vernachléssigt werder[H. An einer beliebigen
Stelle 1 wird dann der wesentliche Beitrag zu In |w(x)|? vom gréfiten py(x1) geliefert, d. h.
eine gute Nédherung an dieser Stelle ist

In |w(wy,29)]? = mgx{pk(xl)} (4.83)

Diese Niherung ist auch giiltig, wenn wir Ableitungen von In |w|? betrachten, da die Ablei-
tungen der einzelnen Summanden in ([L8I]) bis auf Vorfaktoren gleich den jeweiligen Sum-
manden selber sind. In |w|? ist dann in x;-Richtung stiickweise linear und in zo-Richtung
konstant. Die Ndherung gilt allerdings natiirlich nicht mehr an Stellen, an denen das zweit-
groBite pg in der gleichen Groflenordnung wie das grofite py ist, also insbesondere an deren
Schnittstellen. Dies ist in Abbildung B3 veranschaulicht. Seien a(*) und a(? die Schnittstellen
zwischen pg und p; bzw. zwischen p; und po,
1) In )\1 (2) 1n()\2/)\1)

W _ _ M)
e L e g & (4.84)

1Da es sich bei p und den pi’s um logarithmische Grofen handelt, sagen wir, px (z1) sei wesentlich grofier
als p(x1), wenn lediglich eP+(®1) > eP(*1) gi]t,
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—
z1

Abbildung 4.3: Logarithmus von |w|? mit den Exponenten pj und p nach Gleichung (EXT]),
aufgetragen iiber z1. Die Anstiege m der Geraden py, sind geordnet, m(pg) < m(p1) < m(pa).
Die Geraden pg, p2 und p schneiden sich in genau einem Punkt. Dies ist der einzig mogliche
Punkt, an dem der p-Term beitragen konnte. In diesem Beispiel tut er dies nicht, da der
Schnittpunkt hier unterhalb p; liegt. Damit gilt niherungsweise In |w(x)|? ~ max; {pk(z1)}.
Die Néhrerung ist allerdings nicht mehr giiltig an Stellen, an denen grofites und zweitgrofites
pr(z1) in der gleichen Groflenordnung liegen, hier in der Umgebung der Schnittstellen aW
und a?.
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Fiir Ay > A5* liegt der Schnittpunkt a) bei sehr viel kleineren x; als der Schnittpunkt
a®). Der von x5 abhingige Term Ao e>™1 cos(27x2//3) in [@X) ist dann sehr klein gegen die
Summe der anderen Terme, denn fiir z; < o) ist in diesem Fall

Ag 27T < Ny T ImA/wr — A2 1, (4.85)
1/0.}1
A
fiir aM) < 27 < a® ist
17
Ao €271 — o2r(1—2wi)z1+In A2 —2In X (A3'/A) T <1, falls wy < %’ (4.86)
)\% edmwiz - )\2/)\}/“1 <1, falls wy > %,
und fiir @@ < 2y ist
A 627r:1:1 I _
o = €T = 08 ) < (487)

Die topologische Dichte ¢(z) ist dann statisch, d. h. nicht mehr von der euklidischen Zeit x
abhingig, da

Dlwf < dlw?,  Bw* < & |w|?, (4.88)
und damit )
1 |w|*0FJw]* — (91]w|?) 1 2
~ = —071 4.89
Am lw[4 4 1 n fwl, (4.89)
mit
jw|? ~ AZetm@1/B 4 \2 ghrwrer/B (4.90)

Wir kénnen dies auch anhand von Abbildung verstehen: Die drei Geraden pg, p und
p2 schneiden sich alle in dem einem Punkt (b(l),O). Der zeitabhéingige p-Term kann damit
hochstens in der Umgebung dieses Schnittpunktes zur Summe in (XIl) beitragen, da fir
21 < b der Term ePo(#1) wesentlich grofer ist und fir x; > b() der Term eP2(21) dies tut.
Falls nun aber der Schnittpunkt a(*) zwischen py und p; wie in der Abbildung links vom
Schnittpunkt a(® zwischen p; und py liegt, so ist py (b)) > p(b(M)). Der zeitabhingige Term
trigt dann nicht bei, d. h. |w|? und damit auch die topologische Dichte g(x) werden statisch.

Wir haben bereits diskutiert, dass In|w|? in z1-Richtung stiickweise linear ist. Deshalb
erwarten wir, dass die topologische Dichte ¢(z) fiir aW < a® nur in der Nihe von o) und
von a® wesentlich von null verschieden ist, d.h. in zwei Konstituenten aufspaltet, die bei
a™ und a® lokalisiert sind. Um dies zu sehen, néhern wir |w|? fiir z; ~ a(Y) bzw. 21 ~ a(?.
Fiir

In A InA\; —wiln A
xr1=—p0 oA, brp mit 6z < aP —aV) = ﬂw (4.91)
27w 27(1 — wy)wy
gilt fiir das Betragsquadrat unserer Losung
’w’2 ~ ten)\g—an)\l/w1+47r6x1/ﬁ +e47rw16m1/6 +1 102
2647“0151.1/6—’-1. ( 9 )
Wir erhalten damit ein exponentiell lokalisiertes Profil der topologischen Dichte,
47 w% e47rw15:v1/6
QConst(x) = 22 2
/3 (e4mu15ml/6 + 1)
- rw? (4.93)
(32 cosh? <%’Tw15x1)
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Fiir
ln()\g/)\l) . 2 In )\1 — W1 In )\2
_ 5 £ s _((>_(1)): —Al T2 4.94
1 627'('(1—(4)1) +dx1 mi 1> a a 8 (1l — i) ( )
erhalten wir analog
|w|2 ~ 2022202 /A1)/(1—wn)+dmba1 /B | e2lnA1—21n(>\2/A1)1f—i1+47rw16a:1/6 11
~ AT0T1/B | Amwide1/B 4 o =2(In Ar—wi Inh2)/(1—w1) (4.95)

~ e47r(5x1/6 + e47rw16m1/6’

wobei wir im vorletzten Schritt ausgenutzt haben, dass wir das Produkt von w mit einem
von null verschiedenen Faktor mit w selbst identifizieren wollen. Damit ergibt sich ebenso

(1 —wp)?
QConst(x) ~ 5 (2 1) .
(32 cosh (F’T(l - w1)5m1>

(4.96)

Die topologische Dichte ¢(z) ist damit fiir beliebige (x1,22) € R x Spls’ in der Naherung
AL > A5

Tw? (1 — w)?

" o T (4 S| ot [0 -n) (1 EEED)]

(4.97)

Wie erwartet, spaltet sie in zwei Konstituenten auf, die mit w; und 1 — w; zur Gesamtla-
dung @ = 1 beitragen. Dies entspricht den Ergebnissen, die Bruckmann im O(3)-Modell
erhalten hat [Bru0f]. Die exakte topologische Dichte ist fiir verschiedene A-Parameter und
verschiedene Twists wy in Abbildung B4 dargestellt.

4.2.4 1-Instantonkonstituenten im CP"~-Modell

Wir wollen unsere Ergebnisse auf CPV-Modelle mit N > 1 verallgemeinern und insbe-
sondere das Auftreten der Instantonkonstituenten untersuchen. Betrachten wir dazu unsere
1-Instanton-Losung w mit

N
‘w‘Q _ )\N+1e47r:v1/,8 + 2AN41 e27r:1:1/6 cos (277-%'2/6) + Z )\z e47rwk:v1/,3 +1. (4.98)
k=1

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die Twists wy geordnet sin,

O<w <wp < - <wy <L (4.99)
Wir fithren
Ao =1, wo := 0, WN+1 = 1, (4.100)
ein und kénnen damit schreiben
N+1
lw|* = Z A2 ehmwrei/B 4 oy g €™/ cos (2my /) . (4.101)
k=0

12 . . . . . . . . .
Falls dies nicht von vornherein bereits der Fall ist, kénnen wir die Komponenten von w einfach umordnen.
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Abbildung 4.4: Logarithmus der exakten topologischen Dichte fiir die 1-Instantonlésung
des CP'-Modells, aufgetragen iiber (x1, z2) in Einheiten von 3. Von oben nach unten und von
links nach rechts mit (Ag, Ao) = (1,1), (e7,1), (e27,1), (1,1), (e*7/3,e27/3), (e7/3 e=47/3),
in den ersten drei Abbildungen mit Twist w3 = 1/2 (symmetrische Konstituenten) sowie
in der vierten, fiinften und sechsten Abbildung mit w; = 1/3. In der letzten Zeile ist zum
Vergleich die topologische Dichte der periodischen Lésung aufgetragen, welche nicht in Kon-
stituenten aufspaltet, mit wy = 0, (A, \2) = (1,1), (e*",1).
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Mit
N+1 A
o |w* = Z —wk)\2 elmonza/B ?)\NH 2™ /B cos(2my / B),

(4.102)

47‘(‘ .
Byl w|? = _F)‘NH62”1/ﬁ8m(2m€2/5)7

gilt

(47T) N+1 2
(8H|w|2)2 7 <Z Wi )\2 47rwkml/,3> + A?VH o1/
= (4.103)

N+1
+2An 41 €218 cos (2w ) B) Z WEAZ e4m"kml/ﬁ] ,
k=0

und

2 2 - 2 47ka plrwrT /B
(Flw)wl* = Z A K

N+1
X <Z A2 edmem/B 4 9) 2™ 1/B Cos(27rx2/ﬁ)>
=0

4 2 | N+1
_ (%) S WA el e /9
LE=0 (4.104)

N+1
+2AN 11 o2ma1/p cos(2mxa/3) Z wi)\% e47rwka:1/5] )
k=0

Damit erhalten wir eine allgemeine, exakte Formel fiir die topologische Dichte der 1-Instan-
tonlésung,

] 02 w|? — (9|w]?)?

q($1,$2) 47T|w|4
47 sy )\2)\ 2 47r(wk+wl)az1/ﬁ )\2 47TJ:1/6
RS kz ek =)
<! (4.105)
N+1
—2An 41 €™/ cos(2ma /) Z Mwp(1 — wy) etmera/f
k=0

Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen die topologische Dichte statisch wird.

Dazu kiirzen wir ab,
N+1

w|? = Z PR 49 6P(1) cog (2 /), (4.106)
k=0
mit
pr(x1) = drwizy /6 + 21n Ay,

4.107
p(x1) := 2721 /0 + In Ay ( )
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Als lineare Funktionen in z; konnen die Exponenten p; und p als Geraden interpretiert
werden. Der Schnittpunkt zwischen py1 und p liegt auf der z1-Achse,

ﬁ(—ﬁln )\N+1/(27T)) =0= PN+1 (—ﬁln )\N+1/(27T)) . (4108)

Zeitabhingigkeit von In |w|? (und damit auch der topologischen Dichte) kann also héchstens
in der Umgebung dieser Schnittstelle auftreten, da fiir kleinere z1 die Gerade pg wesentlich
iiber p liegt und fiir groBere x; die Gerade py1 dies tut. Wir erhalten Zeitabhéingigkeit also
genau dann, wenn alle anderen Geraden pi,...,py an dieser Stelle kleiner oder ungefihr
gleich null sind. Fiir kleinere z; ist in diesem Fall dann pg stets grofler als alle diese anderen
Exponenten, fiir groflere x; ist dies pyy1. Analog zur Diskussion in Abschnitt (verglei-
che Abbildung B3) ist In |w|? in x;1-Richtung stiickweise linear, auBer an Stellen, an denen
groBtes und zweitgrofites pr in der gleichen Gréflenordnung liegen. Wir erwarten demnach,
dass die topologische Dichte ¢ 82 In |w|? in Konstituenten aufspaltet, die an diesen Stel-
len lokalisiert sind. Zeitabhéngigkeit der topologischen Dichte tritt nur dann auf, wenn alle
Konstituenten zum vollen Instanton zusammengesetzt werden.
Da die Anstiege m der Geraden pj, geordnet sind,

m(pr—1) = %wkl < %wk = m(pr), (4.109)

erhalten wir die maximale Anzahl an Konstituenten genau dann, wenn
aV <a? < <oV (4.110)
is, wobei a*) die Schnittstelle zwischen den Geraden p;_; und py, ist,

a<k>:—w, k=1,...,N+1. (4.111)
21 (wp — wk—1)
Wir erwarten damit also maximal N + 1 Konstituenten, die an den Schnittstellen a(*) loka-
lisiert sind. Dies ist schematisch in Abbildung L0 verdeutlicht. Die Positionen der Konstitu-
enten konnen dabei beliebig vorgegeben werden. Die entsprechenden A-Parameter ergeben
sich ndmlich gerade iiber

k
7'(' .
In A\ = 5 Ezj —wj_1)aV) (4.112)

aus a® und Wi
Wir wollen die explizite Form der Konstituenten diskutieren. Fiir wohlseparierte Konsti-

tuenten ist
N+1

w]? ~ YA etmenm/B (4.113)
k=0
Betrachten wir |w|? in der Umgebung einer Schnittstelle a®), bei der sich die Geraden p;_;
und p; schneiden. In diesem Bereich tragen dann nur p;_; und p; bei,

Jw|? ~ NP efmwi-1wt/B o \2 e /B ]l E (a(l_l) + a(l)) <z < 1 ( O 4 a(l+1))
2 2
(4.114)

Dabei wollen wir die Bedingung a®* 1 « o™ nicht allzu wortwértlich nehmen: Es geniigt, wenn PAGRE)

nicht mehr in der Nihe von a® ist, wobei der notwendige Abstand durch die Anstiege von py — pr—1 und
von pr—1 — Pr—2 bestimmt wird.
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I
WN —WN-1
W — W1
w3 — Wy
w1
1-— WN

L L L )) L | >
—In)\; —In(A1/X2) —1In(A2/X3) q¢ —InAN/AN_1) In Ay 2
2nw1 2n(wa—w1)  2m(wa—ws) 2m(wN —wN_1) 2n(1—wn) 1

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung der topologischen Dichte ¢ tiber z; fiir die 1-In-
stantonlosung des CPY-Modells mit getwisteten Randbedingungen. Bei geeigneter Wahl der

Parameter hingt ¢ nicht mehr von x5 ab und es treten genau N + 1 Konstituenten auf. Sie
tragen die Ladung wy, — wi_1.
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Fir I = 0 (I = N + 1) verstehen wir dabei unter der linken (rechten) Begrenzung des
x1-Intervalls —oo (+00). In der Umgebung von a(!) ist dann

|w(m)|2 ~ )\l2_1 e47rwz—1x1/ﬁ + )\12 e47rwlx1/ﬁ

_ HFema(oa®) @) | o orma®) ) (4115)

%’wl,l(:vlfa(l)) gwl(mlfa(l))

+ef ,

~ €

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass w in CPV liegt. Wir erhalten damit
einen bei a¥) exponentiell lokalisierten Konstituenten der topologischen Dichte,

Geonst (7)) = %aﬁ In |w|?
1 [P wf - (9 fw]?)’
C 4n E
A (i +of — 2w aw) eArwirtw) (z1—a®) /8 (4.116)
T 32 <e4wl_1($1_a(l))/5 " e47rwz(x1—a<l))/ﬁ)2

m(wp — wl_l)z

N (32 cosh? [%”(wl —wi—1) (=1 — a(l))} 7

der mit Qeonst = w; — w1 zur topologischen Ladung beitrigt, denn mit |w|? aus @ITH) gilt

i 209
im = -
e1——c0  |w|? 1 B o w2 r1=00
2 = Qconst = 7— dxo 2 =W — Wi—1-
61|’U)| _ 4_7T(w —w ) am 0 ‘w‘ T1=—00
(4.117)
Da wir diese Néherung fiir alle [ = 1,..., N 4+ 1 machen konnen, erhalten wir damit fiir
beliebige (z1,z2) € R X Sé die topologische Dichte
N+1 . 2
q(z1, 9) ~ (Wi = Wk-1) , (4.118)
=1 (32 cosh? [%’T(u)k —Wk_1) (xl — a(k))]
in der Ndherung
In( Mg/ Ax—
o < a® <. a™ ) it o @ = gt/ ) (4.119)
Wg — Wg—1
wobei wir angenommen haben, dass die Twists geordnet sind,
O<w <wgp < -+ <wy <1 (4.120)

Die topologische Dichte spaltet also wie erwartet in maximal N + 1 Konstituenten auf,
wobei der k-te Konstituent bei a®) exponentiell lokalisiert ist und die Ladung wp — wi_1
tragt. Beispiele fiir verschiedene Parameterkombinationen sind in Abbildung FL6] anhand des
CP?-Modells dargestellt.
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Abbildung 4.6: Logarithmus der exakten topologischen Dichte fiir die 1-Instantonlésung
des CP2-Modells mit symmetrischen Konstituenten, w; = 1/3, wy = 2/3, aufgetragen iiber
(1, x2) in Einheiten von . Die \-Parameter sind nach Gl. @I12) derart gewéhlt, dass die
Konstituenten von oben nach unten von links nach rechts bei (a®),a® a®) = (=5,0,5),
(—5,1,4), (-5,2,3), (-5,2.5,2.5), (-2,1,1), (—1,0.5,0.5), (0,0,0), (1, —0.5,—0.5) lokalisiert
sind. Fiir a® ~ 4 fiigen sich der zweite und dritte Konstituent zu einem gemeinsamen
Konstituenten mit der Ladung 2/3 zusammen. Erst wenn alle Konstituenten zum vollen
Instanton zusammengesetzt werden, wird die topologische Dichte zeitabhéngig. Insbesondere
ist das dann der Fall, wenn a®) grofer als a(® und a® ist. In der letzten Zeile ist zum
Vergleich die topologische Dichte im periodischen Fall wy = wy = 0 mit (A1, A2, A3) = (1,0,1),
(e®7,0,1) aufgetragen.
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4.2.5 2-Instantonkonstituenten im CP"-Modell
Wir wollen auch Instantonen mit héheren topologischen Ladungen diskutieren und untersu-
chen dazu insbesondere Losungen mit Ladung @) = 2. Die allgemeine 2-Instantonlésung mit
periodischen Randbedingungen ist
w = b0 4 bl 2T /B 4 p2 e4m+/ﬁ, (4.121)
mit den komplexen (N + 1)-Vektoren
W0, ot b e CNTL, (4.122)

Die Losung kann auch in der vielleicht etwas anschaulicheren Form

2711 VARNE
w = bO + <b1 . l’)bll’; b2> ewa+/ﬁ + l‘)bll‘)g ewa+/ﬁ + b2 e47rac+/ﬁ7
=:d! _. 2r(—af +2al)/p
O dY0 gt b b2T0 b2 1 2 (4.123)
~ Y 2m(ry— 8 I dn(zy+—al)/B 2n(z4—at) /B .
B0+ e ar © (2+=b4)/B | Tt <e (@+—=a})/B 4 o2m(ws +/)
= =l =2

— 4 ol =b)/B 4 2 (647r(w+—al+)/ﬁ i e2w(m+—ai)/ﬁ>

)

mit
uwlu = 1,
(W)l =69, Q=12 (4.124)
Im(uv’) = 0,

geschrieben werden. Die 2-Instantonlésung wird also entsprechend unserer allgemeinen For-
mel durch 3N + 2 komplexe Parameter beschrieben. Mithilfe der unitdren Matrix U €
U(N + 1) kénnen wir die Orientierung von w derart drehen, dass

vi =0k, k=0,...,N = v =0, wuy€R. (4.125)

Die topologische Dichte ist unter dieser Transformation invariant. Nehmen wir ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit ug # 0 a und fiithren die neuen Parameter

A 1= Z_];7
AN+1 = uioe_%ai/ﬁ,
AN 14k = % o= 2mbi /B (4.126)
AoN+2 1= uioe%al/ﬁ,

14 . 2 . . . . . .
Ansonsten drehen wir v~ in eine Richtung, in welcher u nicht verschwindet.

69



4 Instantonlésungen des bosonischen CP™N-Modells

mit k= 1,..., N ein, so kénnen wir dquivalent formulieren

wo = 1+ Any1 7™+ 4 Non g e?™0+/B (4.127)
wy, = Mg + Anp14k 2750, .

Wie im 1-Instanton-Fall schrinkt die spezielle Orientierung unserer Instantonlésung die to-
pologische Dichte nicht ein. Um die Rechnungen iibersichtlich zu halten, wollen wir wie-
der die A-Parameter reell wihlen. In den Ergebnissen ist diese Vereinfachung leicht wieder
riickgingig machbar. Analog zum 1-Instanton-Fall lassen wir getwistete Randbedingungen
zu, sodass wy nur periodisch bis auf eine Phase e*™“* mit w;, € (0,1) ist. Ein moglicher
Twist von wy kann wieder durch die Twists in den wy’s absorbiert werden. Die getwistete
2-Instantonlésung ist damit

wo =14+ Ayi1 e2me+/B | AaN42 e4m+/ﬁ,

4.128
Wk = <)‘k + AN 11k e%um) QAT k=1,...,N. ( )

Wir berechnen das Betragsquadrat unserer Losung,

N N
|’U)|2 =1+ Z )\z e47rwka:1/ﬁ + )‘%\7—1—1 e47ra:1/6 + Z)‘%\/}LlJrk e47r(1+wk)x1/ﬂ + A%N—FQ eSﬂa:l/ﬁ

k=1 k=1
N
2Nt o271/ cos(2mza /) + Z AEAN 1k o2 (2w +1)z1/8 cos(2may /)
k=1
+ 2)\N+1)\2N+2 erml/ﬁ COS(QT('I'Q//B) + 2)\2]\[4.2 e47rm1/ﬁ COS(47T1‘2/ﬁ).
(4.129)
Mit
Ao =1, wo =0, Wk+N+1 = 1 + wg, k=0,...,N+1, (4130)
und
pr(z1) == dnwix1 /B + 21n Ay, k=0,...,2N + 2,
Pr(x1) = 2m(1 + 2wi)x1 /B + In( A AN+14k)s k=0,...,N+1, (4.131)
Cjo(xl) = 47T$1/ﬁ + In )\2N+2,
kann |w|? in der Form
2N+2 N+l )
lw|* = Z ePr(@1) 4 9 Z P cos(2mag /B) + 2P cos(dmzy /) (4.132)
k=0 k=0

geschrieben werden. An einer beliebigen Stelle x1 tragt nur jeweils der grofite Exponent zur
Summe in ([EI32) bei, zumindest solange der zweitgroBte Exponent nicht in der gleichen
Grofenordnung liegt. In |w|? ist damit wieder stiickweise linear und wir erwarten, dass die
topologische Dichte nur in der Ndhe von Schnittstellen zwischen dem jeweils gréfiten und
zweitgrofiten Exponenten merklich von null verschieden ist. Die topologische Dichte spaltet
also auch hier in Konstituenten auf. Wir nehmen wieder an, dass die Twists geordnet sind,

Wi < wp,  k=1,...,2N +2, (4.133)
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und untersuchen wie oben die Geraden pg, pr und §y. Deren Anstiege m sind dann auch
geordnet,

m(pr—1) < m(pr), kE=1,...,2N +2. (4.134)

Die Geraden pg, pr und pyii11x schneiden sich fiir alle £k = 0,..., N 4+ 1 in jeweils genau
einem Punkt,

_ In (A A In (A A In (A A
5 |- ( N-+2-1+k/ k)} o [_ (ANt14k/ k)} S [_ (ANt14%/ k) (4.135)
m 27 27
Da fiir die Anstiege
m(pr) < m(pr) < m(PN+1+k), k=0,...,N+1, (4.136)

gilt, kann der Exponent pj hochstens bei —5- In(Ant14+%/Ag) zur Summe in EI32) beitra-
gen, und das auch nur dann, wenn alle anderen Exponenten an dieser Stelle kleiner oder
ungefiahr gleich py sind. In diesem Fall wiirden dann wegen

m(pk?) < m(pk;-H) < m(pN-i—l-i—k‘)’ l= 15 s aNa (4137)

die Exponenten pgy1,...,pp+n gar nicht mehr beitragen: Die entsprechenden N + 1 Kon-
stituenten wéren zu einem vollen Instanton mit der Ladung 1 zusammengesetzt. Auch ¢y
schneidet sich mit pg und pay 9 in genau einem Punkt,

Go[—In Aan2/(47)] = po[—In Aon2/(47)] = pan-yo[— In Aon2/(47)], (4.138)

und es gilt
m(po) < m(qo) < m(pan+2)- (4.139)
Damit trégt der go-Term nur genau dann bei, wenn keiner der Exponenten p1,...,pan+1

wesentlich zur Summe in [I32)) beitriagt, d.h. nur genau dann, wenn alle Konstituenten
zu einem vollen Instanton mit der Ladung 2 zusammengesetzt sind. Betrachten wir den
Schnittpunkt a®) zwischen pj_1 und py,

o0 = W Ne) oy (4.140)
27T(wk —wkfl)

Wegen der Ordnung der Anstiege m(pg_1) < m(pg) tritt die maximale Anzahl an Konstitu-
enten auf, wenn

aV < a? <« < a2 (4.141)

gilt. Die maximale Anzahl an Konstituenten ist damit 2(N +1). Zeitabhéngigkeit tritt genau
dann auf, wenn mindestens N + 1 Konstituenten zusammengesetzt sind. Der zeitabhéngige
Term mit der doppelten Frequenz e%(*1) cos(47wxo /) trigt nur dann bei, wenn alle 2(N + 1)
Konstituenten zum vollen 2-Instanton zusammengesetzt sind.

Untersuchen wir den Fall, dass die ersten N + 1 Konstituenten links von einer Zwischen-
stelle a liegen und wohlsepariert von den zweiten N + 1 Konstituenten sind, die rechts von
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4 Instantonlésungen des bosonischen CP™N-Modells

a liegenlg. Untereinander miissen die Konstituenten jeweils nicht notwendigerweise wohlse-
pariert sein. Fir z1 < a gilt dann

N+1
lw|* ~ Z Pr(@1) 4 9 ePo(@1) cog(279 /)
k=0
N+1
= Z A2 dmonai/By ox 1y €2 01/B cos(2may /).
k=0

(4.142)

Damit erhalten wir in diesem Bereich gerade unsere 1-Instantonlésung aus Abschnitt EEZ4]
und kénnen die dort erhaltenen Ergebnisse iibernehmen. Fiir x1 > a gilt

2N+2
lw|? ~ Z PR 4 9 PN+ cog(27m5 /5)
k=N+1
N+1
- Z Ay €TEFORTUB L oXN L A2 €571/P cos(2mma / B),
k=0

(4.143)

und damit

N+1
(95 In |w|? = (95 In (Z A2 Nt AL/ B L 9N N1 Aoy o €271/ P Cos(27m:2/ﬁ)>
k=0

+ 32 (/) (4.144)

N+1
= 0n (Z Aty 1 €T L 2NN f 1 Ao g €2T71/B COS@“Z/@) )
k=0

d. h. auch in diesem Bereich erhalten wir die topologische Dichte der 1-Instantonlésung. Falls
diese geniigend separiert sind, ist die topologische Dichte der 2-Instantonlésung also gerade
die Summe der Dichten zweier 1-Instantonlosungen. Fiir wohlseparierte Konstituenten gilt
dann

2N+2 (W — wp1)?
q(z1,22) =~ T3 , (4.145)
=1 2cosh [Fw(wk —wg—1) (@1 — a(k))}
wobei
)\0 = 1, wo = O, WN4+1+k ‘= 1+ W, k= 07 .. ,N + 1, (4146)
und O /A
a® =_p B /A1) k=1,...,2N +2. (4.147)

27 (wp — wr—1)’

Die exakte topologische Dichte der 2-Instantonlésung ist am Beispiel des CP2-Modells fiir
verschiedene Parameterkombinationen in Abbildung 7 fiir symmetrische Konstituenten und
in Abbildung fiir nichtsymmetrische Konstituenten dargestellt.

k)

5 Unter ,,links bzw. ,rechts* von & verstehen wir, dass die Konstituenten an Orten a® mit o™ < & bzw.

a® > & lokalisiert sind.
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Abbildung 4.7: Logarithmus der exakten topologischen Dichte fiir die 2-Instantonlésung
des CP2-Modells mit symmetrischen Konstituenten, w; = 1/3, we = 2/3, aufgetragen iiber
(z1,x2) in Einheiten von 3. Die A\-Parameter sind derart gew#hlt, dass die sechs Konstituen-
ten von oben nach unten von links nach rechts an den Stellen (a(l), a@ aB q@® q6) a(G)) =
(—10,-6,-2,2,6,10), (—-10,—4,—4,2,6,10), (-7,—5.5,-5.5,2,6,10), (-6, —6,—6,2,6,10),
(-10,—4,-2,0,6,10), (-10,-2,-2,-2,6,10), (-10,-3,-1,1,3,10), (-10,0,0,0,0,10),
(-2,0,0,0,0,2), (0,0,0,0,0,0) lokalisiert sind. Zeitabhéngigkeit tritt erst dann auf, wenn
mindestens drei Konstituenten zu einem vollen 1-Instanton zusammengefiigt werden. Der
Go-Term mit der doppelten Frequenz trégt erst dann bei, wenn alle sechs Konstituenten zum
einem vollen 2-Instanton zusammengefiigt werden.
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Abbildung 4.8: Logarithmus der exakten topologischen Dichte fiir die 2-Instantonlésung
des CP2-Modells mit nichtsymmetrischen Konstituenten mit den Ladungen w; = 0.55,
wo —wy = 0.15, 1 — wy = 0.3, aufgetragen iiber (z;,z2) in Einheiten von (. Die Konstitu-
enten sind bei (a),a®,a®, 0@ a®) a0)) = (-10,-6,-2,2,6,10), (—10,—4, —4, 2,6, 10),
(—6,-6,-6,2,6,10), (—-10,—4,-2,0,6,10), (-10,-2,—2,-2,6,10), (0,0,0,0,0,0) lokali-
siert.
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4.2.6 Hohere Instanton-Ladungen

Wir wollen noch ein paar Anmerkungen zum allgemeinen Fall beliebiger topologischer La-
dung machen. Die allgemeine getwistete Instantonlésung mit der Ladung @ ist durch

o e2mwor/f +AN41 e2mwN1z+/B L +)‘Q(N+1) 2TwQ(N+1)T+/ B

A e2mrz /By o 2Nt /B FAQ-1)(N4+1)+1 2™V (Q-1)(N+1)+12+ /D
w(zry) = )

AN GQWWNGC+/5+)\2N+1 e2mwan 1z /B . FAQN+1)-1 2TWQ(N+1)—17+/8
(4.148)
gegeben, wobei wir
wp =0, Ws(N+41)+k i= 8 + W, (4.149)

firs=1,...,00 —1und k£ = 0,..., N + 1 geschrieben haben. Nehmen wir wieder reelle
A-Parameter an, dann ist |w|? von der Form

QN+1) Q (Q—s)(N+1)
lw|? = Z A2 ghmworai /By 22 Z AN kts(N+1) 2 Quts)L/B cog(2msa / B)
k=0 s=1 k=0
QN+1) Q (Q—s)(N+1)
=: Z ePr@) 4o Z Z P cos(2msaa /3).
k=0 s=1 k=0

(4.150)

Die topologische Dichte g(z) spaltet damit in maximal Q(N + 1) Konstituenten auf. Fiir
wohlseparierte Konstituenten trégt keiner der zeitabhéngigen pj-Terme bei. Diese Konsti-
tuenten sind dann statisch und die Losung kann als Summe von ) Instantonlésungen mit
Ladung 1 betrachtet werden. Der zeitabhéngige pj-Term trégt genau dann zur Summe in
(ET50) bei, wenn der (k+1)-te bis (k+ s(IN +1))-te Konstituent zu einem vollen s-Instanton
zusammengefiigt werden. Zeitabhéngigkeit tritt also erst auf, wenn mindestens s(N + 1)
(s = 1,...,Q) Konstituenten zusammengefiigt werden. Die hochste beitragende Frequenz
ist dann 27s/(3. Erst wenn alle Q(N + 1) zum vollen Q-Instanton zusammengefiigt werden,
trigt die maximale Frequenz 27Q /(3 bei.
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5 Fermionische Nullmoden im
Instanton-Hintergrund

5.1 Minimal gekoppelte fermionische Nullmoden

Wir wollen unser bosonisches Modell um ein masseloses Dirac-Fermionenfeld ¢ erweitern
und die Nullmoden des Dirac-Operators im Hintergrund des getwisteten Instantonfeldes
berechnen. Im ersten Schritt fithren wir dies fiir ein minimal gekoppeltes Fermionenfeld
durch. Die Lagrangedichte ist dann

L= (D,2)'Dyz+ipy"Dyp, D, =0, —iA,, (5.1)

wobei wir die chirale Darstellung der Dirac-Matrizen v* wéhlen,

L (01 o (0 i e (10
Y =01= 1 07 Y= 02 = —i 07 VY = VY = —03 = 0 1 .

Wir bezeichnen die zwei Komponenten des Spinors ¢ mit 14,
P = <¢> . (5.3)
+

1 1
PL:i(l_rV*)’ PR:§(1+7*)’ (5.4)

in die links- und rechtshéndigen Komponenten ¢;, und g zerlegt werden,

1 kann mit Hilfe von

Y =Py = <¢0> , Yr = Pryp = <¢0+> : (5.5)

Wir sind auf der Suche nach Eigenfunktionen des Dirac-Operators mit Eigenwert nul]ﬂ, d. h.
Funktionen v, die

YWD =440, —1A,)Y =0 (5.6)

v = <Z+> . Y= <_Hf¢+> : (5.7)

!Solche Eigenfunktionen heiBen auch Nullmoden.

2Wir koénnen uns die fermionische Grifle 1+ zusammengesetzt denken aus einer gewshnlichen bosonischen
Funktion und einem konstanten fermionischen Parameter, welcher in die Dirac-Gleichung nicht mehr
eingeht. In diesem Sinne wollen wir in diesem Kapitel der Einfachheit halber 1+ direkt als gewohnliche
bosonische Funktion interpretieren.

erfﬁllenﬁ. Mit
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5 Fermionische Nullmoden im Instanton-Hintergrund

erhalten wir

(81 + 182)1,Z)+ — I(Al + 1A2)¢+ =0

<01—iaz>w_—i<A1—iA2)w_:o} = (Ox —ide)yz =0, (5.8)

wobel 04 = %(81 Fidy) und Ay = %(Al FiAs). Fiir Instantonlosungen gilt

1

Ay = =520y In lw|?, (5.9)

und damit )
As = +50:In lw|?. (5.10)

i

Die Dirac-Gleichung lautet somit
1 2

0+ F 5 (0x In|w|*) | ¥ =0, (5.11)

und die Nullmoden sind von der Form

Yo = flam)er P = fa ),

—lln\w|2 o g(x'i‘)
w|

(5.12)

wobei f(z_) und g(x4) holomorphe Funktionen von z_ bzw. x sind. ¥ soll quasiperiodische
Randbedingungen erfiillen,

(a1, 9+ B) = €T(x1, 1), mit 0< (<1, (5.13)
d.h.
fla—+i8) = ¢ f(a-), (5.14)
gy —i8) = ¥ g(ay). |
Damit sind f und g in eine Fourierreihe entwickelbar,
fr)= 3 apernte0m s,
S (5.15)
glzy) = Z by e27r(k+C)w+/ﬁ7
k=—o00

mit den komplexen Fourierkoeffizienten aj und bg. Wir verlangen, dass ¢ normierbar ist,

/d2x s ()] < o0, (5.16)

und werten diese Bedingung erst einmal fiir unsere 1-Instantonlésung aus Abschnitt B2
aus.
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5.1 Minimal gekoppelte fermionische Nullmoden

5.1.1 Nullmoden im 1-Instanton-Hintergrund
Die 1-Instantonlésung mit

N+1
lw|? = Z A2 etmerei/B oy 2™/ cos(2ma / B) (5.17)
k=0

hat das asymptotische Verhalten

1 fiir 1 — —o0,
w| = ) (5.18)
)‘N+1 € mz1/8 fiir Ir1 — OQ.
Fiir die Koeffizienten a; und b der Fourierentwicklung muss deshalb gelten
ar =0, b = Adyo, (5.19)

wobei A eine Normierungskonstante ist. Es existieren also keine normierbaren linkshéndigen
Nullmoden des Dirac—Operatoraﬁ. Die rechtshéndigen Nullmoden haben die Form

o (2) = — A (5.20)

VIl

Fiir wohlseparierte Instantonkonstituenten mit

N+1

4
lw|? ~ Z Pr(@1) pr(x1) = —ﬂwkwl +21In Mg, (5.21)
k=0 B
wobei O /2
a* D « a(k), mit a® = ——B n(Ak/ M) s Ao=1, (5.22)
2m(wg — wk—1)
und
wrp—1 <wg, mit wop=0, wny1 =1, (5.23)
ergibt sich
N+1 ) -1 amC
[y (2)? = |A]? (Z epk(xl)pg(ml)> ,omit pC(x) = —a. (5.24)
k=0 ﬁ
Betrachten wir als erstes den Spezialfall, dass fiir ein k=1,...,N +1
1
(= §(wk_1 + wy) (5.25)

gilt. Wir wollen uns ein anschauliches Bild von den Gréfenordnungen der Exponenten p;
und p¢ verschaffen. In Abbildung 51l ist ein Beispiel veranschaulicht. Entscheidend fiir das
Betragsquadrat [ (x)[? an einer Stelle z; ist der jeweils grofite Exponent max;{p;(z1) —

3Fiir ¢ = 0 (d.h. 9 periodisch) wiirden sogar auch keine normierbaren rechtshiindigen Nullmoden existie-
ren. Die Forderung der Normierbarkeit kann abgeschwécht werden, indem man lediglich Normierbarkeit
bei Projektion auf die Sphére fordert, sodass dann auch fiir periodische Randbedingungen normierbare
Nullmoden existieren [DLDVTS|.
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\ \
ak=1) o) o+ 1) 1

Abbildung 5.1: Exponenten p; und p¢ fiir den Fall ¢ = %(wk_l + wyg), aufgetragen iiber
x1. Die Anstiege der Geraden sind geordnet, m(px_2) < m(pr—1) < m(px) < m(pgy1). Der
Wert fiir |1, |2 ergibt sich aus dem Abstand der jeweils obersten Gerade p; (durchgezogene
Linien) zur Gerade p¢ (gestrichelte Linie).

p¢(x1)}. Da dieser im Nenner auftritt, ist |1, |> allerdings genau dann maximal, wenn die
Differenz max;{p;j(z1) — p*(21)} minimal wird. Fiir die Anstiege m der Geraden p; — p° gilt
in diesem Fall

m(po—p°) < m(p1—p°) < --- < m(pr_1—p%) <0 < mpp—p°) < -+ < m(pn1—7°). (5.26)

Das Minimum von max;{p;(z1) —p¢(21)} liegt damit an der Schnittstelle a*) zwischen py_;
und py. [¢4|? ist also bei a*) maximal. Fiir 21 < a®*=Y oder 21 > a*+1) ist max;{p;(z1) —
p¢(z1)} wesentlich gréBer als max;{p;(a'?)) — p¢(a®)} und damit ist dann |14 (z)> ~ 0.
Eine gute Naherung ist deshalb

()] ~ | A2 <epk71($1)*ﬁg(rl) + epk(r1)*ﬁ<(x1))7

x (e—27r(wk—wk_1)(m1—a(k))/ﬁ—l—QlnAk_l—Zwa(k)(wk—wk_l)/ﬁ
+ eQﬂ(wk—wk_l)(xl—a(k))/ﬁ-l—Q In )\k+27ra(k)(wk—wk_1)/ﬁ) -1 (527)

2(wg — wr—1)
ﬁ? cosh [%T(wk — wk*l)(xl - a(k))] )

1
o fir ¢ = 5 (w1 +wr),

wobei wir im letzten Schritt das Feld auf eins normiert haben. Im Spezialfall { = %(wk,l—i—wk)
erhalten wir also ein Fermionenfeld, welches symmetrisch um den k-ten Instantonkonstitu-
enten lokalisiert ist und die Form 1/ cosh(z) hat.

Sei nun

1 1
§(wk—1 —{—Wk) <(< §(wk + wk-l—l)a k=1,...,N+1, (528)
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wobei wir fiir k = 0 (k = N + 1) unter der linken (rechten) Grenze null (eins) verstehen. Fiir
die Anstiege m der Geraden p;, — p¢ gilt dann

m(po —p°) < - <m(pr—1 — %) <0 < m(py — %) < -+ < m(py41 —p°), falls ¢ < wy,
m(pg —p°) < - <mpp_1 —p°) <0 =m(pp —p°) < --- <m(pny1 —p°), falls ¢ = wy,

m(po —]54) <o <m(pg—1 —]54) < m(pg —ﬁc) <0< -~ <m(pNnt+1 —154), falls ¢ > wg.
(5.29)

Damit liegt das Maximum von [t | (entspricht der Minimalstelle von max;{p;(x1)—p(z1)})
bei

a(k), falls ¢ < wg,

a® 1) falls ¢ > wg. (5.30)
Falls fiir den Twist gerade ¢ = wy, gilt, so ist |4 |? im Bereich (a*), a(**1)) niherungsweise
konstant. Fiir 21 < a®) oder 1 > a1 steigt max;{p;(21) —p (1)} stark an, sodass [t |2
gegen null geht. Anschaulich gesprochen erstreckt sich also das Fermionenfeld vom k-ten bis
zum (k + 1)-ten Instantonkonstituenten. Da in diesem Bereich nur fiir £k — 1 < j < k+1
wesentliche Beitriige zur Summe in |1 |? geliefert werden, gilt die Niherung

-1

k+1
: —D T .. 1 1
s ()P = JAP [ ] ers() e | i 5 @ro1twp) < ¢ < S (@rtwri)- (5:31)
j=k-1

Eine Bemerkung wollen wir noch zu dem Fall machen, in dem die Instantonkonstituen-
ten nicht (wie in unserer Rechnung angenommen) wohlsepariert sind. Falls nur einige und
nicht alle Konstituenten zusammengesetzt werden (und damit die topologische Dichte immer
noch statisch ist), ist unsere Argumentation genauso giiltig und wir erhalten ebenso wieder
Nullmoden, die sich von einem Instantonkonstituenten zum Néchsten erstrecken, oder sym-
metrisch um einen Konstituenten lokalisiert sind. Werden alle Konstituenten zum vollen 1-
Instanton zusammengesetzt, so wird auch unsere Nullmode zeitabhéngig. Analog zu unserer
Argumentation gilt dann, dass eine solche Nullmode bei der Instantonposition lokalisiert ist.
Ein paar Beispiele fiir fermionische Nullmoden im Hintergrund von 1-Instantonkonstituenten
sind in Abbildung fiir das CP2-Modell dargestellt.

5.1.2 Nullmoden im 2-Instanton-Hintergrund

Wir wollen unser Ergebnis verallgemeinern, indem wir die Nullmoden im Hintergrund der
2-Instantonlésung betrachten. Falls die Konstituenten wohlsepariert sind, ist diese durch

2N+2
lw|* ~ Z ePr(@1) (5.32)
k=0
mit
pr(x1) = dnwrx1 /B + 21n Ay, k=0,...,2N +2, (5.33)
und
Ao =1, wg =0, Wr+N+1 = 1 + wg, k=0,...,N+1, (5.34)
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Abbildung 5.2: Fermionische Nullmoden (gelb) im Hintergrund von 1-Instantonkonstitu-
enten (blau) am Beispiel des CP2-Modells, in logarithmischer Darstellung iiber (x1,x2) in
Einheiten von (§ aufgetragen. Die symmetrischen Konstituenten tragen in allen Féllen die
Ladung 1/3. In den ersten drei Zeilen sind sie bei aV = -5, 4@ =0, a® = 5 lokalisiert.

Der fermionische Twist ist von oben nach unten von links nach rechts { = 0.01, %, %, 3
%, % In der vierten Zeile sind der erste und zweite Konstituent bei ¢V = a® = —2.5

zusammengefiigt, wobei { =
zeitabhiéingigen 1-Instanton zusammengesetzt, wobei ¢ = 1 %. Auch die Nullmode wird dann

%, %. In der letzten Zeile sind alle Konstituenten zum vollen

92

(leicht) zeitabhéngig.
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5.1 Minimal gekoppelte fermionische Nullmoden

gegeben (vgl. Abschnitt EEZT]). Sie hat das asymptotische Verhalten
1 i B
w| ~ , T e, (5.35)
)\2N+2 (S 721/ fiir Ir1 — OQ.
Fiir die Koeffizienten aj und by der Fourierentwicklung (EI0) muss deshalb gelten
a =0, by, = Ador. + Bdyp, (5.36)

wobei A und B Normierungskonstanten sind. Wie im 1-Instanton-Fall existieren keine links-
hiindigen Nullmoden. Dafiir existieren in Ubereinstimmung mit dem Index-Theorerll nun
zwei rechtshindige Nullmoden.

Betrachten wir zunéchst die Mode mit A # 0, B = 0. Diese hat die Form

A 2 |*’4|2 Sy
[ ()| = | g
2IN+2 . -1 4 (5.37)
= ’A‘Z <;} epk($1)_p ($1)> 9 ]5{(1'1) = 7.%'1.
Da fiir den Anstieg m der Geraden p¢
m(p*) < m(pn41) < -+ < m(pan+2) (5.38)

gilt, kann ‘1/)_’;“2 fiir alle ¢ € (0,1) nur im Bereich 1 < a™N+2) wesentlich von null verschieden
sein, d. h. ndherungsweise gilt

Ar N2 2 - pr(x1)—p¢ (z1) B
(@) = AP D e . (5.39)
k=0

Dies entspricht aber gerade der Nullmode im Hintergrund der 1-Instantonlésung, sodass wir
die dort erhaltenen Ergebnisse iibertragen koénnen. Analoges gilt fiir die zweite Mode mit
A =0, B # 0. Fiir diese ist

2N 42 -1
w7 ()" ~ |BP (Z e”k@”ﬁ“(xl)) C ) =T ()
k=0 s
und wegen
m(H) > mpys1) > - > mipo) (5.41)

2 . . . . .
kann WE ‘ nur im Bereich z; > a1 wesentlich von null verschieden sein, sodass

IN+2 -1
{TJZ)E(IE)F ~ |B|2 ( Z )\% e47rwkl‘1/ﬁ—47r(f+1)x1/ﬁ>

=N (5.42)

N+1 -1
= ’B‘Q (Z )‘%—f—N—f—l e47fwk$1/ﬁ47rCl“1/ﬁ> ’
k=0

“Nach dem Atiyah-Singer-Index-Theorem [AS68, [NS77] muss die Anzahl der rechtshindigen Nullmoden
minus der Anzahl der linkshéndigen Nullmoden gleich der topologischen Ladung sein.
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5 Fermionische Nullmoden im Instanton-Hintergrund

d.h. auch die zweite Nullmode entspricht der Losung im 1-Instanton-Hintergrund, sie ist
jedoch im Bereich der zweiten N + 1 Instantonkonstituenten lokalisiert.

Wir fassen also zusammen: Im Hintergrund der 2-Instantonlésung erhalten wir zwei rechts-
héndige Nullmoden, wobei eine davon im Bereich der ersten N +1 Instantonkonstituenten lo-
kalisiert ist und die andere im Bereich der zweiten N +1 Konstituenten. Fiir { = %(wk,l +w)
ist die erste (zweite) Mode symmetrisch um den k-ten ((k+ N + 1)-ten) Konstituenten loka-
lisiert und hat die Form 1/ cosh[2m(wy — wi—1)z1/8)]. Fiir & (wp—1 +wi) < ¢ < $(wp +wpt1)
erstreckt sich die erste (zweite) Nullmode vom k-ten (k + N + 1-ten) zum (k + 1)-ten
((k + N + 2)-ten) Konstituenten. Fiir ¢ < wy, ist sie bei a® (a#+N+D) fiir ¢ > wy, ist
sie bei a® 1) (a*+N+2)) maximal. Fiir ¢ = wy, ist sie zwischen diesen beiden Stellen néhe-
rungsweise konstant und fallt auflerhalb dieses Bereiches auf null ab. Ein paar Beispiele sind
in Abbildung fiir das CP2-Modell dargestellt. Fiir nicht mehr wohlseparierte Instanton-
konstituenten gilt unsere Argumentation in Abschnitt BTl analog.

5.1.3 Nullmoden im Instanton-Hintergrund hoherer Ladungen

Unsere Ergebnisse fiir die Nullmoden im Instanton-Hintergrund mit () = 1,2, kénnen nun
leicht auf den Fall hoherer Ladungen @ > 2 iibertragen werden. In Ubereinstimmung mit
dem Index-Theorem erhalten wir dann @) rechtshéindige Nullmoden, wobei deren Positionen
mithilfe des fermionischen Twists ( eingestellt werden koénnen. Sind alle Q(N + 1) Konstitu-
enten wohlsepariert, so ist die s-te Nullmode, s =1,2,...,Q, fiir { = %(wk_l +wy) mit einem
k=1,..., N+1 genau symmetrisch um den (k+(s—1)(N +1))-ten Konstituenten lokalisiert.
Fiir $(wp—1 4+ wi) < ¢ < 3(wg + wit1) erstreckt sie sich gerade vom (k + (s — 1)(N + 1))-
ten zum (k + 1+ (s — 1)(N + 1))-ten Konstituenten. Fiir ( = wy, ist sie in diesem Bereich

naherungsweise konstant.

5.2 Supersymmetrisch gekoppelte fermionische Nullmoden

Wir kommen nun wieder zuriick zum Ausgangspunkt unserer Arbeit. In diesem letzten Ab-
schnitt diskutieren wir die fermionischen Nullmoden des supersymmetrischen Dirac-Opera-
tors im Hintergrund der getwisteten Instantonlosungen. In Abschnitt B haben wir die
euklidische Wirkung des supersymmetrischen CPY-Modells konstruiert,

S = / &z {(D“z)T (Dy2) + iy Dytp + i [(W)2 — (70)” = (99") (1%1/1)} } :

(5.43)
mit den Nebenbedingungen
2z=1, Zpy =iz =0, (5.44)
und der kovarianten Ableitung
D, =0, — 210, (5.45)

Das Modell ist invariant unter den (2, 2)-Supersymmetrietransformationen

0z = 6+1/}— - 6—1/}-{-7
0y = —2ie_Dyz + e (s )z — (s )z, (5.46)
oY =20 D_z — & (p-tp- )z + E-(Y1p-)z,
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Abbildung 5.3: Fermionische Nullmoden (gelb und rot) im Hintergrund von 2-Instan-
tonkonstituenten (blau) am Beispiel des CP2-Modells, in logarithmischer Darstellung iiber
(z1,72) in Einheiten von [ aufgetragen. Die symmetrischen Instantonkonstituenten sind
jeweils bei (aM),a®,a®), a® a®) a0)) = (-15,-9,-3,3,9,15) lokalisiert und tragen alle
die Ladung 1/3. In der ersten Zeile ist der fermionische Twist von links nach rechts ¢ = 0.01,
&. Zweite Zeile: ¢ = I, . Dritte Zeile: ¢ = 35, 3. Vierte Zeile: ( = 2, 2. Fiinfte Zeile: ( = 13,
0.99.
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5 Fermionische Nullmoden im Instanton-Hintergrund
mit
Dy =0y — 2102 (5.47)

Wir variieren die Wirkung unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen nach v und ver-
nachléssigen die 4-Fermi-Wechselwirkungen,

W'Dy + Az =0, (5.48)

wobei wir den Lagrange’schen Multiplikator A eingefithrt haben. Nach Multiplikation mit 2
von links erhalten wir
A = —izly" Dy (5.49)

Die linearisierte Dirac-Gleichung ist damit
(1 - zzT> VD, = 0, (5.50)
wobei die N + 1 Dirac-Fermionen ¢ der Nebenbedingung
2l =0 (5.51)

unterliegenﬁ. Mit den links- und rechtshidndigen Komponenten von 1,

= (Z;) , (5.52)

konnen wir auch

(1 —22")Diypx =0 (5.53)
schreiben. Die getwistete Instantonlésung mit der topologischen Ladung @ ist
2 = —o, w; = wi(x4) = be e2rtwi)e+ /B it biQ = bggéio. (5.54)

Fiir Instantonlésungen gilt (s. Abschnitt BT
21012 = £04 In|wl, (5.55)

sodass die Dirac-Gleichung damit von der Form

’U)'LUT
(1- 122 ) ox = Qs mlul] s =0 (5.56)

jw]?

ist. Mit der Substitution ¢ := 11 |w|*! erhalten wir die diquivalenten Eigenwertgleichungen
mit den Eigenwerten Ay

’l,U’LUT
mit der Nebenbedingung
wipsL = 0. (5.58)
5Der Einfachheit halber wollen wir wieder soweit als méglich die Farbindizes ¢ = 0, ..., N unterdriicken und

z und ¢ jeweils als (N + 1)-Vektor im Farbraum betrachten.
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5.2 Supersymmetrisch gekoppelte fermionische Nullmoden

Betrachten wir zuerst die linkshindige Losung. Dazu multiplizieren wir Gleichung (B57)) mit
w' von links und erhalten unter Verwendung der Nebenbedingung

wT3+¢_
whw
(0-w)Tp- (5.59)

wiw

A =

:07

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass w eine holomorphe Funktion von x4 ist.
Damit gilt
dpp_=0 = o= flz), (5.60)

wobei f ein beliebiger zu w senkrechter Vektor von holomorphen Funktionen von z_ ist. Die
allgemeine linkshéndige Losung der Dirac-Gleichung ist also

Y_(z) =|w|f(x=) mit f L w. (5.61)
Da w nicht von z_ abhéngt, muss fiir die rechtshéindigen Nullmoden gelten
¢4 (z) = Ap(@)w(zy) + g(z4), mit O_Ay = Ay, (5.62)

wobei g ein beliebiger Vektor von holomorphen Funktionen von x, ist. Wir multiplizieren
wieder beide Seiten mit w! von links und erhalten unter Verwendung der Nebenbedingung

.I.
w'g
AL = 5.63
+ ZUT’U) ( )
Die allgemeine rechtshindige Losung der Dirac-Gleichung ist damit

1 ww!
vute) = o (12 155 ) oo, (5.64)

|w] |w|?

Damit die Supersymmetrie erhalten bleibt, muss ¢ dieselben getwisteten Randbedingungen
wie w erfiillen, d. h.

¢i($1,£€2 + ) = e%i“’i?pi(ml,xg), 1=0,...,N. (5.65)

Dies ist genau dann erfiillt, wenn auch die Funktionen f und ¢ diese Randbedingungen
erfiillen,

filzr, 20+ B) = ™ fi(a1,22),

(5:66)
gi(z1, 22 + B) = e gi(21, 72).
Damit sind sie in eine Fourierreihe entwickelbar,
Z ck: 27 (k+w;) :v+/ﬁ
“;“ (5.67)
sl )= 3 dhnnaa
k=—o00
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5 Fermionische Nullmoden im Instanton-Hintergrund

wobei die Vektoren c¢* senkrecht auf w stehen. Wir verlangen, dass die Lésungen normierbar
sind,

/ 2z s () < oo (5.68)

Die allgemeine Instantonlosung mit der topologischen Ladung @) hat die Asymptotik

w ~ 4t Hir 2y — oo, (5.69)
w| >~ .
>‘Q(N+1) e2mQe1/B fijy T — 0.

Somit muss fiir die Koeffizienten in der Fourierentwicklung

=0 firallekeZ,

i {0 fiir k < 0 oder k > Q, (5.70)

(2

d26;  fiir k = Q,

gelten. Damit existieren wie im Fall 7' = 0 [DLDVTS8] keine normierbaren linkshéndigen
Nullmoden und Q(N + 1) normierbare rechtshindige Nullmoden.

5.2.1 Supersymmetrische Nullmoden im 1-Instanton-Hintergrund

Betrachten wir die Nullmoden im 1-Instanton-Hintergrund mit

Ao + Ay e¥me+/B
A\ 627rw11+/,8
w(ry) = : . (5.71)

AN e2rwNnTy/B

Damit die Losungen normierbar sind und die geforderten Randbedingungen erfiillen, muss
g die Form

po + p 1 €2 +/0
i e2m.u1:v+/6

glws) = | (5.72)

LN e2m,uNm+/ﬁ

mit den komplexen Koeffizienten pp annehmen. g ist also von der gleichen Form wie w. Wie
bei w wollen wir auch die Koeffizienten von ¢ der Einfachheit halber als reell annehmen.
Dies stellt keine wesentliche Einschréinkung dar, da in unseren Ergebnissen diese Annahme
leicht wieder riickgingig machbar ist. Wir wollen das Betragsquadrat |+ |> diskutieren.
Unabhéngig von der topologischen Ladung des Hintergrundes gilt

|w[?|g]* = |gTw]>

[y ? = (5.73)

|w[*
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5.2 Supersymmetrisch gekoppelte fermionische Nullmoden

Im Hintergrund der 1-Instantonlésung (1)) erhalten wir

N+1
lg|* = Z g edmonmi/B 90y @28 cos(2may /), (5.74)
k=0
N+1
|91 |w]? = D pp A7 TR TB gy Mo €T cos? (2 /B)
k,1=0
+ 2™ /B cos (2w / B) (MOMNH Z Af et /B Ao AN 41 Z i, 647“%“/6) ;
1 k
(5.75)
N+1
glw = Z pu g B X 27 /B 4 g Ay €27/ B, (5.76)
k=0
N+1 2
lgtw|? = (Z pup Ay, et/ ﬁ) + i1 A5 € 4 AR et /P
k=0
Nt (5.77)
+ 2(un 4100 + poAn41) €278 cos(2may /6) Z pip Ay e ¥morzL/B
k=0

+ 2UoUN L1 AOAN 1 et/ cos(4rxa /),

sodass fiir den Zihler in |4 |? gilt

N+1

g1 w]® = [glw]* = Z(Mk)\l puAy)? @Rtz B (AN — iAo )? et /B
k<l

N
+ 221/ cos (20 / B) Z f1oMe — BEA0) (N1 Ak — fir A1) €4 TT/B
k=1

(5.78)
Wir erhalten damit die exakte Formel
A ) N
el = o (Z ePri(er) — o) 19 o525 /) S eq’““”) L B9)
|w| k<l k=1
mit
. 4m 9
pk,l(xl) = ?(wk + wl)xl + In [(,uk)\l — ,ul)\k) ] s
A 1 (5.80)
Gr(21) = Kl (wk + 5) z1 + I [(HoAk — ko) (EN+1 Ak — pEAN+1)] 5
und
N—+1 3
|w|2 — Z epk(ZBl) + 2€q($1) COS(27T$2/6), (581)
k=0
mit
pk(.%'l) = 47kax1/ﬁ 4+ 21n )\Im (5,82)

(j(.%'l) = 27‘(’1‘1/ﬁ + ln()\o)\N+1).
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5 Fermionische Nullmoden im Instanton-Hintergrund

1 | | - .
a(l) a(z) a(g) I

Abbildung 5.4: Zshler Zé\gl Pkt und Nenner Zévjll ePk = |w[* von |14 |? nach Gleichung
(&), in einfach logarithmischer Skala aufgetragen iiber z1, fiir x5 = (3/4. |, |? hat lokale
Maxima genau an den Stellen, fiir die der Wert der durchgezogenen Linie (Nenner) minus
der gestrichelte Linie (Z&hler) minimal wird. Dies ist genau dort der Fall, wo der Nenner
eine nichtverschindende zweite Ableitung hat: An den Stellen a(!), a® und a(®.

Wir diskutieren die Exponenten py; und ¢, und koénnen diese wieder als Geraden interpre-

tieren. Die Geraden pg , pr,n+1 und g schneiden sich fiir alle k = 1,..., N in genau einem
Punkt, und zwar bei
MO ( HOAk — kAo > . (5.83)
2m KUN+1Ak — HEAN+1

Fiir 21 < b®) ist damit Do, groBer als g, fir z; > bk) st Dr,N+1 groBer als . Der
zeitabhiingige §z-Term kann also hochstens in der Nihe von b*) zur Summe im Zéhler von
|14 |? beitragen, und zwar auch nur dann, wenn die anderen py, ;- Terme an dieser Stelle nicht
wesentlich iiber g, (b*)) liegen.

Nehmen wir nun erst einmal an, dass die zeitabhéngigen Beitrdge vernachlissigbar sind,
bzw. diskutieren wir den Schnitt x5 = 3/4. Dann ist der Zihler von |1, |? in logarithmischer
Darstellung stiickweise linear in x1-Richtung und streng monoton wachsend. Auch seine Stei-
gung ist monton wachsend, die Funktion wird also fiir grofier werdende z1 immer steiler. Der
Nenner |w|* ist ebenfalls monoton wachsend und in logarithmischer Darstellung stiickweise
linear und hat nur in der Nihe der Schnittstellen a(®) von groftem und zweitgroftem Expo-
nenten in |w|? eine nichtverschwindende zweite Ableitunﬁ. Auch fiir |w|* gilt, dass die erste
Ableitung monoton steigend ist, d. h. auch In |w|* wird fiir gréer werdende z; immer steiler.
Der Wert fiir In |t |? entspricht der Differenz von In (|g|?|w|? — |g'w[?) und In |w|*. Damit
konnen lokale Maxima von [¢4|?> nur dort auftreten, wo In|w|? eine nichtverschwindende
zweite Ableitung hat. In Abbildung B4 ist dies veranschaulicht. Mogliche Maximalstellen

Dieser Sachverhalt war gerade der Grund fiir das Auftreten der Instantonkonstituenten, wie wir in Abschnitt
2 diskutiert haben.
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5.2 Supersymmetrisch gekoppelte fermionische Nullmoden

von |14 |? sind also genau die Stellen, an denen die Instantonkonstituenten lokalisiert sind.
Falls die zeitabhéngigen Beitrage nicht vernachlissigbar sind, tritt an der entsprechenden
Stelle eine leichte Verschiebung der Maxima auf. Das Betragsquadrat supersymmetrisch ge-
koppelter fermionischer Nullmoden im Hintergrund der 1-Instantonlosung spaltet also wie
die topologische Dichte in Konstituenten auf, die genau dort lokalisiert sind, wo auch die
Instantonkonstituenten liegen.

Der Funktionswert dieser Maxima kann mit den Parametern py eingestellt werden. Neh-
men wir dazu an, dass die Instantonkonstituenten wohlsepariert sind und an den Stellen

k) — _ P/ A1) (5.84)

2w (wk — wkfl)
lokalisiert sind (vergleiche Abschnitt EEZ4). Falls die Geraden pj; so liegen, dass an den
Stellen a*) jeweils Dr—1,k den wesentlichen Beitrag liefert, dann ist |44 |? an diesen Stellen,
genau wie die Instantonkonstituenten, von der Form cosh™? [27(wy — wy—1)(21 — a®))/3].

Der Wert von |14 |2 an der Stelle a(®) ist dann

‘1/14_ (a(k)) ‘2 = e(ﬁkflyk*Q(Pkflerk))(a(k))
1 </‘k—1>‘k - Mk>\k—1>2
Ak—1Ak

4
Umgekehrt kénnen wir fiir vorgegebene Werte A®*) eine Parameterkombination py finden,
sodass |14 |? bei a®) den Wert A*) annimmt, nimlich

(5.85)

o = 0,

Mk:)\)\k ,Uk—l_Q)\kVA(k), k=1,...,N+1.
k-1

(5.86)

Verschiedene Beispiele sind in Abbildung veranschaulicht. Fiir A®) = 7(wy, — wp_1)?
ist der Wert von |1, |? bei a®) gleich dem Wert der topologischen Ladungsdichte ¢ an
dieser Stelle. Die p-Parameter von ¢, koénnen also derart geschickt gew#hlt werden, dass
|44 |? die topologische Dichte q(z) imitiert. Wie sich herausstellen wird, gilt fiir die Wahl
der p-Parameter in der Tat sogar, dass |1, |? exakt gleich g ist. Wir wollen dies direkt ganz
allgemein fiir einen Instanton-Hintergrund mit beliebiger topologischer Ladung @ > 1 zeigen
und betrachten dazu die Nullmoden in diesem Hintergrund.

5.2.2 Supersymmetrische Nullmoden im Instanton-Hintergrund héherer
Ladungen

Die rechtshéndigen Losungen der Dirac-Gleichung im Instanton-Hintergrund mit der Ladung
Q sind von der Form

1 ww!
Vi(x) = T (1 - W) 9(@+4), (5.87)
mit
Lo e2mwor/fB + N1 2y /B QN 2w (N+1)T+/B
g(as) = puy @2 /B g ePrensat /B g HQ-1)(N+1)+1 e2mTW(Q-1)(N+1)+12+/B
+) = .

o €2TONTH/Bp o ) e2mwan ey /B HUQN+1)-1 e2TwQ(N+1)—17+/B
(5.88)
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Abbildung 5.5: Betragsquadrat supersymmetrisch gekoppelter fermionischer Nullmoden
(gelb) im Hintergrund von 1-Instantonkonstituenten (blau) am Beispiel des CP2-Modells, in
logarithmischer Darstellung iiber (x1,z2) in Einheiten von 3 aufgetragen. Die Instantonkon-
stituenten tragen in jedem der Fille die Ladung 1/3. Sie sind in den ersten beiden Zeilen
bei (e, a®,a®)) = (=5,0,5) und in der letzten Zeile bei (—5,2,3), (0,0,0) lokalisiert. Die
fermionischen Parameter pj sind derart gewéhlt, dass die Integrale {iber die drei Nullmoden-
Konstituenten von oben nach unten von links nach rechts in den ersten drei Beispielen gleich
(0.98,0.01,0.01), (0.495,0.495,0.01), (0.8,0.1,0.1) sind und im vierten bis sechsten Beispiel
gleich dem Integral iiber die Instantonkonstituenten sind, (%, %, %) In diesem Fall ist [t/ |2
exakt gleich der topologischen Dichte g(x). Dies gilt auch dann noch, wenn alle Konstituenten
zum vollen zeitabhéngigen 1-Instanton zusammengefiigt werden.
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5.2 Supersymmetrisch gekoppelte fermionische Nullmoden

Der Einfachheit halber nehmen wir wieder reelle Koeffizienten uj an. g ist von derselben
Form wie die Instantonlésung w. Wir wollen untersuchen, ob es eine Parameterkombination
gibt, bei der das Betragsquadrat

lwl?|g|? — Jwig]?

et = (5.89)
mit der topologischen Dichte
_ 1 [Pl — (9ulwl)’ (5.90)
 4n |w|4 ’
iibereinstimmt. Dazu schreiben wir ¢ in einer zu |¢|? analogen Form. Mit
33\11}\2 = 40,0_(w'w)
= 4|a+w|25
o 2 ) ) (5.91)
(Bplwf?)? = 40, w]20_ |w]
= 4wy wl|?,
erhalten wir
m |w[*
Wiéhlen wir nun
12
Tk e k=0,...,Q(N +1), (5.93)

so gilt fiir die entsprechende Nullmode

1 T
o= o (1 o ) 2o (5.94

die Relation
¥+ (@)]” = q(=). (5.95)

Wir erhalten damit das folgende allgemeine Ergebnis: Fiir eine beliebige getwistete Instan-
tonlosung w kann eine supersymmetrisch gekoppelte rechtshindige Nullmode 1 angegeben
werden, deren Betragsquadrat |1, |? gleich der topologischen Dichte ¢ der Instantonlésung
ist. Dieses erstaunliche Resultat gilt vollkommen exakt fiir jeden Instanton-Hintergrund,
da wir in unserer Rechnung von keiner Néherung ausgegangen sind. Insbesondere gilt un-
ser Ergebnis z. B. auch fiir Losungen, bei denen mehrere Instantonkonstituenten zu einem
gemeinsamen Konstituenten zusammengefiigt sind, oder fiir Losungen mit zeitabhéngiger
topologischer Dichte.

5.2.3 Supersymmetrische Nullmoden und Half-BPS-Zustinde

Die spezielle rechtshidndige Nullmode v, deren Betragsquadrat gleich der topologischen
Dichte ¢ ist, kann auch durch eine allgemeine Betrachtung, ohne die Dirac-Gleichung l6sen
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5 Fermionische Nullmoden im Instanton-Hintergrund

zu miissen, erhalten werden. Diese Nullmode wird nédmlich gerade durch die gebrochene
Supersymmetrie erzeugt. Betrachten wir die (2, 2)-Supersymmetrietransformationen

0z = 6+1/}— - 6—1/}-{-7
0y = =208 Diz+ e (P4i4)z — e (14 )2, (5.96)
0 = 2ie D_z — & (h_tp- )z + e (Yrp-)z.

Transformiert man den Instantonzustand

o w(zy)
Zinst = 7 7 o
lw(z4)| (5.97)
T;Z)inst = 0,
S0 muss 0t eine Nullmode des Dirac-Operators sein, da die Wirkung
S =2nQ (5.98)

und wegen tinsy = 0 auch das Feld z unter den Supersymmetrietransformationen (B90)
invariant sind. Da z die Selbstdualitatsgleichungen erfiillt,

D,z = —ie,,Dyz & D_z=0, (5.99)
verschwindet die linkshdndige Komponente der so erzeugten Nullmode,
Syimst = 0. (5.100)
Mit
Diz=08.2—(210,2)2

0w wTBerﬂ
 Jwl [wl* |w| (5.101)

1 ww!
=—(1-—)a
\w\( er) i

erhalten wir aber fiir die rechtshéindige Komponente

SYISt = —2ie_D, 2

— 9T [ﬁ (1 _ %) 0+w] _ (5.102)

Bis auf Vorfaktoren entspricht die so erzeugte Nullmode damit gerade der von uns im vorigen
Abschnitt erhaltenen speziellen Nullmode, deren Betragsquadrat gleich der topologischen
Dichte ¢(z) ist.
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6 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit untersuchten wir Instantonlésungen des CPV-Modells sowie fer-
mionische Nullmoden im Instanton-Hintergrund fiir den Fall minimaler und supersymmetri-
scher Kopplung. Wie in der vierdimensionalen SU (N )-Yang-Mills-Theorie [KvB98| spaltet
sich auch im CP™-Modell bei endlichen Temperaturen die topologische Ladungsdichte fiir
Instantonen mit getwisteten Randbedingungen und der topologischen Ladung () in maxi-
mal Q(N + 1) Konstituenten auf. Diese von Bruckmann bereits im CP!-Modell gefundenen
Losungen der Selbstdualititsgleichungen [Bru08] konnten nun fiir beliebige N > 1 und fiir
beliebige Q > 1 in exakter analytischer Form berechnet werden. Falls die Instantonen peri-
odisch bis auf die Phase e?™“F mit wy, € (0,1) sind, so tragen die einzelnen Konstituenten
gebrochene Ladungen, die durch die Differenzen jeweils zweier w;’s gegeben sind. Durch ent-
sprechende Wahl der Moduli-Parameter kénnen die Positionen der Konstituenten beliebig
verschoben werden. Wie wir zeigen konnten, sind wohlseparierte Konstituenten stets sta-
tisch. Erst wenn man mindestens s(N + 1) Konstituenten, s = 1,2,...,Q, zu einem vollen
Instanton der Ladung s zusammenfiigt, wird die topologische Dichte zeitabhéingig. Gemessen
in Einheiten der kleinstmoglichen Frequenz ist die zur Zeitabhéngigkeit maximal beitragende
Frequenz dann durch s gegeben.

Die Nullmoden des Dirac-Operators im Hintergrund der getwisteten Instantonlosungen
konnen fiir beliebige Phasen in den fermionischen Randbedingungen explizit angeben wer-
den. Im Falle minimaler Kopplung existieren keine normierbaren linkshéndigen Nullmoden
und ) normierbare rechtshindige Nullmoden. Wie wir gesehen haben, sind sie an den glei-
chen Stellen wie die Instantonkonstituenten lokalisiert und kénnen gewissermaflen von einem
Konstituenten zum benachbarten Konstituenten springen, falls die fermionischen Randbedin-
gungen entsprechend geéindert werden. Dieses Verhalten ist analog zu den Nullmoden in der
SU(N)-Yang-Mills-Theorie [GPGAPvB99]. Einen feinen Unterschied sehen wir allerdings
beim Springen der Nullmode von einem zum néchsten Instantonkonstituenten: Wahrend die
SU(N)-Nullmode in diesem Fall zwischen den Konstituenten ein lokales Minimum hat, so
erstreckt sich die CPV-Nullmode von einem zum anderen Konstituenten und ist in diesem
Bereich ggf. sogar konstant.

Mithilfe des N = (2, 2)-Superraumformalismus konnten wir die supersymmetrische Erwei-
terung des CPY-Modells in Minkowski-Raumzeit und in euklidischer Raumzeit konstruieren.
In diesem Formalismus ist die Invarianz des Modells unter Supersymmetrietransformationen
und unter U (1)-Eichtransformationen manifest, sodass wir insbesondere die Supersymmetrie
nicht explizit nachweisen mussten. Zur Kontrolle haben wir aber die erhaltenen Ergebnisse
mit Originalartikeln verglichen. Im Hintergrund der getwisteten Instantonlésungen konnten
die Nullmoden des (linearisierten) supersymmetrischen Dirac-Operators in exakter analyti-
scher Form berechnet werden. Es existieren keine normierbaren linkshdndigen Losungen und
Q(N +1) normierbare rechtshéindige Losungen der Dirac-Gleichung. Diese sind stets bei den
Instantonkonstituenten lokalisiert und springen nicht mehr zwischen diesen, da der fermio-
nische Twist durch die Supersymmetrietransformationen fixiert ist. Mit den verbleibenden
freien Parametern kann die relative Grofle der Nullmoden eingestellt werden. Fiir eine be-
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6 Zusammenfassung

stimmte Wahl erhalten wir eine spezielle Nullmode, deren Betragsquadrat exakt gleich der
topologischen Dichte des Instanton-Hintergrundes ist. Wie wir zeigen konnten, wird diese
spezielle Nullmode gerade durch die gebrochene Supersymmetrie erzeugt. Dass eine solche
Nullmode auftritt, konnte mit einer zentralen Ladung in der Supersymmetriealgebra zusam-
menhingen. Im (2 + 1)-dimensionalen CPV-Modell tritt z.B. gerade eine zentrale Ladung
auf, die aus der topologischen Ladung und einem eichvarianten Term besteht [Aoy80, [Rou80).

Das Aufspalten der Instantonen in Konstituenten sollte auch eine Relevanz fiir das Ver-
stéindnis der physikalischen Mechanismen des CP?-Modells haben [Bru08]. Um dies zu un-
tersuchen, miissten Quantenfluktuationen um die Instantonlésungen betrachtet werden. In
analytischer Form wiire dies z. B. mithilfe der 1/N-Entwicklung moglich. In Ergénzung dazu
wére es interessant, das Modell auf dem Gitter zu simulieren. Insbesondere sollten dabei
auch die Konstituenten beobachtet werden kénnen, sodass die numerischen Ergebnisse inso-
fern mit den hier erhaltenen analytischen Ergebnissen vergleichbar wéren. Fiir die SU(N)-
Yang-Mills-Instantonen konnte ein entsprechender Vergleich mithilfe von ,,improved cooling*
angestellt werden [GPGAMvB99]. Fiir die CP¥-Instantonen ist dies derzeit in Bearbeitung.
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A Konventionen

A.1 Einheiten
Wir verwenden natiirliche Einheiten
h=c=1. (A.1)
Damit kénnen Energien, Impulse und Massen in der gleichen Einheit gemessen werden,
[E] = [p] = [m] = GeV. (A.2)
Zeiten und Léngen haben inverse Massendimension,
[t] =[] =[m ! =GeVl (A.3)
Mithilfe der Umrechnungsformel
1 = hc=0.197GeV fm (A4)

konnen physikalische Groflen zwischen natiirlichen Einheiten und SI-Einheiten umgerechnet
werden.

A.2 Metrik und Dirac-Matrizen

Minkowski-Raumzeit. In Minkowski-Raumzeit benutzen wir die Metrik
1 0
/J/V p— p—
)= = (g 2. (A3)

und die Dirac-Matrizen

0 1 0 -1 -1 0
0 _ 1_ _ 01

Die Komponenten des Spinors ¢ bezeichnen wir mit
)
= A7
o= (. (A7)

b= = (gy Yo). (A-8)

und die des adjungierten Spinors 1) mit

Damit gilt B
(V)" = . (A.9)

Die Lichtkegelkoordinaten z* sind

et =a20+at, L= % (Do £ 01) . (A.10)
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A Konventionen
Euklidische Raumzeit. In euklidischer Raumzeit mit der Metrik
v 1 0
(") = (0u) = <0 1> (A.11)
verwenden wir die Dirac-Matrizen

L (01 s (0 i a9 (10

Die zwei Komponenten des Spinors ¢ bezeichnen wir ebenso mit

p = <¢> , (A.13)
n
und die Komponenten des adjugierten Spinors v mit
Gl =y ). (A14)
Damit gilt im Gegensatz zur Minkowski-Raumzeit
(Ve)" = . (A.15)
Die Koordinaten 2 sind hier
ot =l i?, 04— % (01 T i0s). (A.16)

A.3 Supersymmetriegeneratoren

Die N = (2,2)-Supersymmetriegeneratoren sind

0 _
QR+ = 90% +i0% 0,
P (A.17)
_— oy
Q:t = —aoﬁ — 10 aj:.
Sie erzeugen die Supersymmetrietransformationen in Minkowski-Raumzeit
OMink. = €4Q— — Q4 — 4.Q— + Q4 (A.18)
bzw. in euklidischer Raumzeit
Opukl, = €4Q- — € Q +&.Q- — Q. (A.19)
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B Vergleich der Ergebnisse mit der
Originalliteratur

B.1 O(N)-Modell in Minkowski-Raumzeit

Wir wollen unser Ergebnis fiir das supersymmetrische O(N)-Modell in Minkowski-Raumzeit
mit der Originalliteratur von Witten [Wit77] vergleichen. Dort werden die Gamma-Matrizen

P=(0) =) ®)

verwendet. Die Wirkung hat die Form

1 _ A _ _
s=1 / P {#nidun 30 o, + (1)) (B.2)
mit den reellen Felder n, ¢ und F?, i = 1,..., N. Sie miissen den Nebenbedingungen
o o T R
n'n' =1, n'yY' =0, n'F' = 51,[)@1#1, (B.3)

geniigen. Wir schreiben die Ausdriicke in den Komponenten von

yi— (j) L= )0 = (i —ig), (B.4)

und erhalten

P = 2,

GA Bt = (Do — D) + ¥ (Do + ). (B9
Damit ist die Wirkung von der Form
1 2 in o6 ol i il i i\2
S = 3 /d x {G“n Oun' + 217/)25(30 — 01y + 217/)15(30 + 0yt + (F) } ) (B.6)
mit den Nebenbedingungen
nin' =1, n'yl, =0, Yot +in'Ft = 0. (B.7)
Das Modell ist invariant unter den Supersymmetrietransformationen
on' = &),
Syt = eF' — iyted,n’, (B.8)

SF" = —iev"9,0",
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B Vergleich der Ergebnisse mit der Originalliteratur

wobei € ein konstanter reeller Spinor istl. In Spinor-Komponenten geschrieben lautet die
Transformation

ont = —1611,[)% + ieyﬁ’i,
(51/)21 = ElFi — 2623_ni,

. . ‘ (B.9)
(51/)% = e F" + 2613+n2,
SF' = —2ie1049} — 2iend_15.
Identifizieren wir
YL, P, e —el, e —ey, (B.10)

so stimmen unsere Ergebnisse mit den Wittenschen Ergebnissen fiir die Wirkung (BI0), die
Nebenbedingung (BI3) und die Supersymmetrietransformationen (BI4)) iiberein.

B.2 O(N)-Modell in euklidischer Raumzeit

Auch die Konstruktion des euklidischen O(NN)-Modells wird in der Literatur behandelt und
wir wollen auch fiir dieses Modell unser Ergebnis vergleichen. Bei Di Vecchia und Ferrara
[DVET7] werden die Gamma-Matrizen

1 (1 0 o (01 19 (0 1

verwendet. Die dort erhaltene Wirkung istd

S = —% /d2x {8“ni ,mi — i){i’y“auxi — (Fi)2}, (B.12)

mit den Nebenbedingungen
n'n' =1, nix' =0, —%)Zi%xi +niFt =0, (B.13)
) =n', ¥=0)"=0)", (F)Y=F, i=1,...,N, (B.14)
gelten. Das Modell ist invariant unter den Supersymmetrietransformationen

on' = iex’,
5t = (’y“@uni + ’y*Fi) €, (B.15)
oF = iﬁ*v“a“xi.

'In der Originalausgabe [Wit77] fehlt das Minuszeichen auf der rechten Seite von Gleichung (B8c). Durch
Nachrechnen stellt man schnell fest, dass es sich dabei offenbar um einen Druckfehler handelt.

?Dass diese Wirkung nicht nach unten beschrénkt ist, sollte uns nicht zu sehr stéren: Ein euklidisches
Pfadintegral kann, sofern die Wirkung wenigstens nach oben beschrénkt ist, trotzdem sinnvoll mit —§
iiber Z = [ D¢ 3%l definiert werden.

100



B.2 O(N)-Modell in euklidischer Raumzeit

Wir fithren die Komponenten
, 1.
YL = E(XE +ix1)
ein, die (¢4)* = 9 erfiillen. Die Umkehrtransformation ist

i 1 i i
X1 = —ﬁ(lh — L),
A 1 . .
X = —2(1?1 +L).
Damit erhalten wir fiir den kinetischen Term fiir die Fermionen
i ; iy [ 01X+ Oaxh
N YV (VA . 4
XY auX (X1 Xz) <_31X@2 + daoxh
= Xi01X} + X102x5 — X501 X5 + Xa02X1
= —5 [0 —9L) O (U —¥L) +1 (94 — L) B (U + L)
+ (U +vl) o (W +9L) +1(vh +9l) ds (U —¥l)]
= — (VL0 + Loyl + i 000, — it Oayt )
= 2 (0, + 0l 00t ),
und fiir die Nebenbedingung

ST =i = 5 (W —wl) (04 + ot = vt

Somit hat die Wirkung die Form
S = —5 /dzm {Bunzaunl + 2t O_aply + 2" 049" — (F’)2},

mit den Nebenbedingungen

n'n' =1, n'yl =0, —YLpt +n'Fh = 0.
Die Supersymmetrietransformationen kénnen dann mit
_ 1 A A 1 A .
ex' = —5(er —e) (U4 —¥l) + 5 (e + ) (U +91)
= ;¥ + et

Sl — ot = 2e,.0-n" — 20 n’ +i(ey + e )F,
51/)3'F + oyt = —26+8,ni — 26,(9+ni +i(ey — e,)Fi,
e 0ux' = —€101xh — 201X + €102x| — €202x5
= i D_9)t — 2ie_0,
in der Form

ont = iegﬁi + ieJ/)iL,

Sl = Fieg F' — 2ex04m",

SF = —2e, 0" + 2 049",

(B.16)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

(B.21)

(B.22)

(B.23)

geschrieben werden. Machen wir die Umbennung F? ~» —F", so ergeben sich bis auf das
Vorzeichen in der Wirkung genau die von uns erhaltenen Ergebnisse fiir die Wirkung (B:24))

und die Nebenbedingungen B23)) des euklidischen O(N)-Modells.
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B Vergleich der Ergebnisse mit der Originalliteratur

B.3 CP"-Modell in euklidischer Raumzeit

Wir vergleichen unser Ergebnis fiir das CP™V-Modell mit der Originalliteratur von D’Adda,
Di Vecchia und Liischer [DLDVT79]. Mit den Gamma-Matrizen

1 0 0 1 0 1
1_ 2 _ _ 1.2

erhélt man dort die supersymmetrisch invariante Wirkung

S = /d%{@“z@uz —ixY*0ux +1(xX7Y"x) (20u2) + (Z20M2) (20,2)

) (B.25)
+ 1 [0007 + (o = (090 o]
mit den Nebenbedingungen
zZz =1, zZx = xz =0. (B.26)
Die (1, 1)-Supersymmetrietransformationen lauten
0z = i€y,
1. [ . 1 (B.27)
ox = —gle(Xx) 2 + givee (\nx) 2 +9%e | Dy = 51 (X07x) | 2
mit dem reellen Supersymmetrieparameter € und der kovarianten Ableitung
D, =0, —z0,z. (B.28)
Wie in Abschnitt fithren wir wieder die Felder 14 und 14 ein,
Ya = (£ ix) (8.29)
JR— 1 .
+ \/5 X2 T 1X1
und damit
i
X1 7(¢+ — 1),
(B.30)
X2 = —(1/1+ + ).
\/_

Diese erfiillen (¢4)* = @;, wobei (xq)* = Xa gilt. Die einzelnen Terme in der Wirkung sind
dann

—XYOux = 2i (P4 O-ty +1p- 09 ) (B.31)
XY =X — Xexe
=~y — Py, (B.32)
XX = Xixz + Xex
=~y + -9, (B.33)
L(XY"x) (20u2) = =21 (Y4p4 ) (20-2) — 21 (Y—1p—) (2042), (B.34)
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B.3 CP¥-Modell in euklidischer Raumzeit

(X0 = (x1x1 + Xoxz)?
( Y by +Uptp )
= (0-v1)” + (Ppv-) + 2 (D_vy) (Do), (B.35)
(x7:x)® = (xaxz — x2x1)°
= (ip_yy — 11/1+1/1—)27
= — (9-vs)” = (D) +2 (D) (Vyv), (B.36)
— (") (T) = — (') = (1)
(B.37)

4 (feths) (Prp)
Damit ist die Wirkung von der Form
S = /d2x {0M20,2 + 2ith O_tby + 20_0 9 + (20Vz) (20,2) — 21 (204.2) (Y_1p_)
291(20-2) ($104) — (Bas) (50-) + (Btis) (192},
(B.38)

mit den Nebenbedingungen

Zz =1, 2y = Prz =0. (B.39)
Die dazugehorigen (1, 1)-Supersymmetrietransformationen ergeben sich mit
€1 = —L(e —€_)
1\/5 i ’ (B.40)
€2 = ﬁ(€+ +e),
und
ox1 = —%iel (xx) z + %i@ (XVxX) 2 + €1 [Dl — %i (Xfylx)] 24 €9 [Dg — %i (X’YQX)} z
dx2 = —%ieg (xx) z — %iq (XVxX) 2 — €2 [Dl — %i (Xfylx)] z+ € [Dg — %i (X’YZX)} z
(B.41)
zZu
0z =ie_py +iepih_,
oy = —ieq (Y_vy) z —ie_ (Yytpy) 2 — 2e_D7 2, (B.42)
S = —ie_ (pyo_) z —ieq (p_tp_) z — 24 D? 2,
wobei )
Di = 3 (D1 FiD3) = 04 — 201 2. (B.43)

In dieser Form stimmen Wirkung, Nebenbedingungen und Supersymmetrietransformationen

genau mit unseren Ergebnissen aus Abschnitt B4l iiberein.
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B Vergleich der Ergebnisse mit der Originalliteratur
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C Quantentheorie bei endlichen
Temperaturen

Wir wollen noch begriinden, weshalb man in euklidischen Modellen mit periodischer Zeitrich-
tung von endlichen Temperaturen spricht. In der Quantenmechanik wird die Zeitentwicklung
eines Zustandes [¢(t)) durch die Schrédinger-Gleichung beschrieben,

10:(t)) = H[(2)). (C.1)

Sie lasst sich (unter der Annahme, dass H nicht zeitabhéngig ist) formal 16sen durch

(1)) = e[ (0)), (C.2)

bzw. in Ortsdarstellung

(W 1(t)) = / dq (q'le1]g) (gl (0))

(C.3)
Dabei haben wir den Zeitentwicklungskern K eingefiihrt. K (¢,q’, q) gibt die Wahrscheinlich-
keitsamplitude fiir die Propagation von ¢ zur Zeit 0 nach ¢’ zur Zeit t an,

K(t,q',q) = (¢|le"q). (C4)
Man kann zeigen [Wip07], dass sich K (t,¢,q) als ein Pfadintegral schreiben lisst,

q(t)=¢ .
K(t,q,q) = / DgSld, (C.5)
q(0)=¢

Anschaulich bedeutet dies, dass die Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die Propagation eines
Teilchens von ¢ nach ¢’ als Summe der Wahrscheinlichkeitsamplituden aller Wege von ¢ nach
q' geschrieben werden kann. Ein quantenmechanisches Teilchen liuft demnach gewisserma-
Ben nicht auf einem Weg von A nach B, sondern auf allen Wegen gleichzeitig. Dies ist in
Abbildung veranschaulicht.

Betrachten wir nun z. B. ein pVT—SystemE, das mit seiner Umgebung im thermodynami-
schen Gleichgewicht ist und die Umgebungstemperatur 7" annimmt. Die Teilchenzahl N im
System sei fest. Alle thermodynamischen Groéflen eines solchen Systems lassen sich aus der
freien Energie F' = F(T,V, N) als Potential berechnen, wobei

1 1

!Dieses System wollen wir mithilfe der Quantenstatistik beschreiben.
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C Quantentheorie bei endlichen Temperaturen

A

Abbildung C.1: Drei der Wege, die zur Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die Propagation
eines Teilchens vom Punkt A nach B beitragen.

mit der Boltzmann-Konstanten kg = 8.62 - 10° eV /K und der kanonischen Zustandsumme
Z =tr <efﬁH> , (C.7)

und dem Hamiltonoperator H. Benutzen wir die Ortsraum-Darstellung der Spur,

7= / dq {gle="H|g), (C.8)

und vergleichen mit unserem quantenmechanischen Zeitentwicklungskern K (¢,q’,q), so er-
halten wir

Z = [ dgK(-iB,q,q)
/ (C.9)

N %Dq e %l mit  g(r = B) = q(0),

d.h. das Pfadintegral fiir imaginére Zeiten ¢ — —ir. Diese formale Ersetzung entspricht
einem Ubergang von der Minkowski-Raumzeit in die euklidische Raumzeitﬁ. Man kann (z. B.
durch Diskretisierung der Raumzeit) zeigen, dass dabei die Minkowski-Wirkung S nach iSg
iibergeht, wobei Sg die euklidische Wirkung ist. Da im auftretenden Kern ¢ = ¢’ ist, wird in
dessen Pfadintegraldarstellung iiber die peridioschen Wege von ¢ nach q integriert. Wegen der
anschlieenden Integration iiber ¢ ergibt sich dann das Pfadintegral iiber alle periodischen
Wege [Wip07].

Schrénkt man die Zeitrichtung in einer Quantenmechanik (mit imaginéren Zeiten) auf ein
endliches Intervall [0, 3] ein und identifiziert man 7 ~ 7 4 3 (d. h. man fordert periodische
Randbedingungen), so spricht man deshalb auch von einer Quantenmechanik bei endlicher
Temperatur, wobei die Temperatur der Theorie mit der inversen Zeitperiode identifiziert
wird, kgT = 1/(3. Analog spricht man auch bei (euklidischen) Quantenfeldtheorien mit
endlichen Zeitintervallen und periodischen Randbedingungen von endlichen Temperaturen.

2Man spricht auch von einer Wick-Rotation.
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D Mathematica-Notebook zur Darstellung
der Nullmoden

Die Abbildungen zu den Instantonkonstituenten und den Nullmoden wurden mit der Soft-
ware Mathematica erstellt. Dazu wurde, beispielsweise fiir die Erstellung von Abbildung B2,
folgendes Notebook verwendet:

n:=2 (* model: CP(n) *)

al:= -5 (* location of constituents *)
a2:=0

a3: =5

Q1:=1/3 (x size of constituents *)

02 :=1/3

03:=1/3

¢:=1/2 (x fermionic twist *)

Ak ]:=1/; k==

Ak_| := Exp[—2n(a1Ql)] /; k==1

Ak-] ;= Exp[—27(al1Ql + a2Q2)| /; k ==2

Ak ] := Exp[—27(a101 + a202 + a303)] /; k ==
wk]:=0/; k==

wik]:=0a1 /; k==

wk]:=014+02/; k==2

wk]:=014+02+Q3/; k==

AbsW2[x_, y_] := Sum[A[k]"2Exp[4rw[k]x], {k,0,n + 1}] + 2\[n + 1]Exp[27x|Cos[27y]

qlx-, Y/—] = (D[L/Og[AbSW2[€,77H, {¢,2}] + D[Log[AbsW2[¢, 1], {n, 2}])/(4m)
E—x/n—y

Y2[x_,y-] := Exp[4n(x]/AbsW2[x, y]

normt2 := Nlntegrate[¢2[¢, n], {&, —6,6}, {n, 0, 1}]

logqx-, y-] := Log[Max|[q[x, y], Exp[—5.1]]]

pl := Plot3D[logqx, y],{x,—7,7},{y,0, 1}, PlotRange — {—5,2}, BoxRatios — {6,1,1},
PlotPoints — {80, 10}, ViewPoint — {1.354, —2.758,1.418},
Ticks — {{—6,—4,—-2,0,2,4,6},{0,1},{}}, ColorFunction — (Hue[.65, .5, 1]&)]

p2 := Plot3D[Re[Log[¢2[x, y] /normy2]], {x, —7,7},{y,0, 1}, PlotRange — {5, 2},
BoxRatios — {6, 1,1}, PlotPoints — {80, 10}, ViewPoint — {1.354, —2.758,1.418},
Ticks — {{—6,—4,—-2,0,2,4,6},{0,1},{}}, ColorFunction — (Hue[.2, .5, 1]&)]

Show[{p1, p2)]

Export[\zeromodes_cp2_-33_33_33__-5_0_5__50.eps\ , %]
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