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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem supersymmetrischen linearen Sigma Mo-
dell. Dieses weist eine O(N) Symmetrie auf. Nachdem Untersuchungen mittels der Metho-
dik der Flussgleichungen im Fall N — oo [1] und N =1 |2] durchgefiihrt wurden, soll das
Ziel dieser Arbeit sein die Liicke zwischen beiden Modellen zu schliefsen. Es wird der Fall
einer endlichen Anzahl an Feldamplituden grofer eins betrachtet. Das Hauptaugenmerk
wird sich dabei auf den Anschluss an den Fall grofer IV richten. Die Arbeit wird sich in
zwei Teile aufspalten. Nach einer theoretischen Einfiihrung wird die Flussgleichungen im
Fall konstanter Felder hergeleit. Dabei werden sowohl die Wellenfunktionsrenormierung 7
als auch Korrekturen zur Wellenfunktionsrenormierung der Radialen Mode Y impulsun-
abhangig beriicksichtigt.

Nach der Herleitung dieser Terme wird die Betrachtung der Linear Polynomial Approxi-
mation (LPA) im Vordergrund stehen. Das heifst, es wird die Flussgleichung des Potenzials
unter der Annahme betrachtet, dass die anomale Dimension vernachlassigbar ist. In dieser
Néherung wird die Fixpunktstruktur untersucht und ein Phaseniibergang zweiter Ordnung
identifiziert. Die kritischen Exponenten dieses Phaseniibergangs werden exakt angegeben.
Abschliefsend folgt eine Betrachtung der ungebrochenen Phase. In beiden Féllen wird mit
polynomiellen Ansétzen gearbeitet.



2 Theoretische Grundlagen

Im Folgenden werden wir uns mit den Konzepten vertraut machen, auf denen die vor-
liegende Arbeit basiert. Dazu gehoren sowohl physikalische Modelle als auch das notige
Handwerkszeug, um effizient mit diesen umzugehen. Wir werden an mancher Stelle weiter
ausholen, aber grundlegende Kenntnisse voraussetzen. Am Anfang unserer Betrachtungen
wird die Gruppentheorie stehen und im speziellen Lie Gruppen zum Beispiel O(N) sowie
Lie Algebren. Anschliefend werden wir uns mit Supersymmetrie beschéftigen. Motiviert
werden wir dabei von dem Coleman-Mandula-Theorem. Im Zuge der Betrachtung dieser
Theorien werden wir auch den Begriff der spontanen Symmetriebrechung einfiithren. Nach-
dem wir uns mit diesen Theorien vertraut gemacht haben, richtet sich unser Augenmerk
auf Konzepte zur Berechnung von Infrarotphysik. Dabei wird insbesondere das Mittel der
Flussgleichung im Vordergrund stehen. Diese wird uns danach Anlass geben einen Blick
auf eine spezielle Losungsklasse werfen zu lassen, sogenannte Fixpunktlosungen. In der
Umgebung dieser werden wir eine Linearisierung durchfiihren und damit den Begriff der
relevanten Richtung im Parameterraum einfiithren und néher beleuchten.

Nach diesem Abriss iiber den Weg, den wir in diesem Abschnitt nehmen, kommen wir nun
zur Gruppentheorie.

2.1 Gruppentheorie

Den Begriff der Gruppe kennen wir bereits aus der linearen Algebra. Eine nichtleere Menge
M, deren Elemente {iber eine Beziehung - verbunden sind, bildet eine Gruppe G = (M, -),
wenn sie folgende vier Eigenschaften erfiillt:

Gl: a-b=c a,b,c € M (Abgeschlossenheit der Gruppe) (2.1)
G2:3eeMVaeM: a-e=e-a=a (Existenz des neutralen Elements) (2.2)
G3:VacM3Ib=a'€M: a-b=1b-a=e (Existenz des inversen Elements) (2.3)
G4:Va,b,ce M: a-b-c=(a-b)-c=a-(b-c) (Assozivitit) (2.4)

Hat G noch folgende Eigenschaft, so nennen wir sie abelsch oder kommutativ:
G5 Na,be M : [a,b] :=(a-b)-(b-a) ' =(a-b)-(a'-b1)=e (2.5)

Unter den endlich dimensionalen Gruppen nimmt insbesondere die Permutationsgruppe
eine herausragende Rolle ein. Wir beschéftigen uns im Folgenden mit unendlichen Gruppen,
im speziellen Lie Gruppen. Wir fiihren eine glatte Abbildung R ein:

R:Q CR" — M, surjektiv, Q offen. (2.6)

Vergleiche dazu auch [3]. Damit lassen sich unsere Forderungen an die Gruppe G zu For-
derungen an die Abbildung R umschreiben. Wir verschérfen unsere Forderungen dabei

teilweise
R1:3fi e CY(Q2xQ,Q): Vri,20 € Q R(x1) - R(x2) = R(f1(z1,22)) (2.7)
R2: 3290 € QVr € Q: R(xo) - R(x) = R(z) - R(xo) = R(z), R(zo) =: 1 (2.8)
R3:3f, € C¥(Q) : Vo € Q R(z) - R(fa(x)) = R(fa(x)) - R(z) = R(zo) (2.9)
R4 :Vzq, 29,23 € Q: R(z1) - (R(22) - R(z3)) = (R(x1) - R(x2)) - R(x3), (2.10)

indem wir gefordert haben, dass f; analytische Funktionen (C“) sein sollen. Die abschlie-
fende Setzung von xy aus (2.8) auf xg = 0 ist durch eine einfache Koordinatenverschiebung
in  immer zu erreichen. Denn es gilt 2 # (), da wir nichtleere Mengen M betrachten.



Der aufmerksame Leser wird feststellen, dass die Definition, wie sie |3] angibt, nicht zufrie-
denstellend ist und auch nicht mit einer allgemein giiltigen iibereinstimmt. Im Allgemeinen
ist M eine Mannigfaltigkeit und jede Karte hat eine Abbildung R, wobei Karten existie-
ren, die das Urbild des neutralen Elements beinhalten. Die Analytizitdt der Abbildungen
fi bezieht sich auf die Karten, wobei die Abbildung offensichtlich nicht auf eine Karte
beschrénkt ist. Wir werden uns im Folgenden wieder auf eine einzelne Karte beziehen, die
jeweils entsprechend zu wéhlen ist und deren Abbildung R von einer Teilmenge des R™ auf
die Mannigfaltigkeit abbildet.

Ein Beispiel fiir eine solche Gruppe ist O(V), die Gruppe der orthogonalen reellen N x N
Matrizen, mit der normalen Matrixmultiplikation als Verkniipfung auf der Gruppe. Diese
Gruppe entspricht den Drehspiegelungen im Raum. Schriankt man sich auf diejenigen Ma-
trizen ein, deren Determinante eins ist, so erhélt man die Gruppe SO(NV) und im Falle von
N = 3 sind die Euler Winkel ein bekanntes Beispiel fiir eine Parametrisierung von SO(N).
Eine Drehung eines Vektors im Raum wird mittels

' = Mz mit M € SO(3), =,2’ € R (2.11)

dargestellt. Wir kennen noch eine weitere Darstellung der Drehung, die auf Cayley zuriick-
geht [4]:

2l = QuQ' (2.12)
mit Q = (cosg,nsing) und QF = (cos g, —n sing) sogenannten Quaternionen. Dabei ist

n € R? ein Einheitsvektor. Er gibt die Richtung an, um die gedreht wird. § € [0,27) ist
ein Winkel um den gedreht wird. Wir haben die Operatorrelationen

(a,a)+ (B,0) = (a+ B,a+b) mita,beR”, o, R (2.13)
(a,a) - (B,b) = (aff — ab,ab + Ba + a x b) (2.14)

mit x dem Kreuzprodukt des R3. Schreiben wir z, = (0, ) als Quaternion, ergibt sich aus
obiger Formel (2.12)

0
zy, = (0,2n(nx) sin’ 3 +xcosf +n x xsind, (2.15)

wie wir leicht nachrechnen. Die Komponente von x parallel zu n wird nicht gedreht, da
2 sin? g+cos 0 = 1 gilt. Die senkrechten Komponenten werden um den Winkel § gedreht, da
das Skalarprodukt verschwindet und das Kreuzprodukt entsprechend einem Rechtssystem
in die jeweilige dritte orthogonale Richtung zeigt. Wir haben damit eine Darstellung der
Drehgruppe, die aber offensichtlich mehr Freiheitsgrade enthélt. Sowohl @ als auch —@Q
bewirken die gleiche Drehung. Dieser zusétzliche Freiheitsgrad zeigt sich in der Physik
als Spin, weshalb wir auch die Menge der oben definierten ) zur Spingruppe Spin(3)
zusammenfassen. Wir drehen in der Gruppe SO(3) zweimal um 27, damit @ iiber —@Q in Q
iiberfithrt wird. Dies entspricht einem Spin % Verhalten. Wir fiihren an dieser Stelle noch
an, dass Spin(3) isomorph zu SU(2) ist [4]. Dabei ist ein Element von SU(2), der Gruppe
der unitdren Matrizen vom Rang zwei, gegeben durch die 2 komplexen Zahlen «, 3, mit

M= (_‘; f) und o> + |8 =1 & M € SU(2) (2.16)
Wir sehen, dass sowohl Spin(3) als auch SU(2) 3 reelle freie Parameter besitzen, die alle
beschrénkt sind. Wir haben den Fall von drei Raumdimensionen D betrachtet, in der Spin-
gruppe einfach zusammenhingt und die kleinste einfach zusammenhéngende Uberdeckung
der Drehgruppe SO(3) ist. Im Fall von D = 2 ist keine so gute Motivation moglich, so dass
wir Spin(2) einfach als doppelte Uberdeckung von SO(2) definieren.



Wir wenden uns wieder allgemeineren Konzepten zu und richten unser Augenmerk auf die
Lie Algebren. Als Motivation der Einfiihrung dieses Konzeptes entwickeln wir die Funktion
R um das Urbild des neutralen Elements, das heifst in unseren gewahlten Koordinaten um
die Null.

n
R(z) = R(0) + > (0, R)(0)z; + Ri(x) = I+ X;z; + Ry () (2.17)

i=1
Dabei bezeichnen R; das erste Restglied der Taylorentwickung und X; die Generatoren
der Lie Gruppe. Im dritten Term wie auch im Folgenden verwenden wir die einsteinsche

Summenkonvention mit einer euklidschen Signatur im n dimensionalen. Ein infinitesimal
benachbartes Element des neutralen Elements konnen wir somit schreiben als:

R(G) =1+ X¢; (2.18)

Dieses Vorgehen fiihrt uns auf das Konzept der Lie-Algebra. Eine Algebra (L, [-,-]), die
folgende Eigenschaften erfiillt [4],

L1 : £ Linearer Raum iiber K Linearitat  (2.19)
L2:[X;, X;] = fz-le'l eL Abgeschlossenheit  (2.20)
L3:[X;, X;] = —[X;, Xj] Antikommutivitat — (2.21)
L4 : [oX; + X5, X = o[ X;, Xi] + B[X;, X)) o, €K Bilinearitat  (2.22)
L5 - [[X5, X5, X1] + [, X4, Xa] + [[X0, X4, X;] = 0 Jacobi Identitit  (2.23)

nennen wir komplexe Lie Algebra. Dabei sind die Elemente X; endomorphe Abbildungen
auf einem komplexen Vektorraum. Wir nennen filj Strukturkonstanten der Lie-Algebra.
Wir stellen fest, dass eine Lie Algebra den Tangentialraum einer Lie Gruppe in der Um-
gebung des Einselementes aufspannt [4]. Die Forderungen L1 bis L5 und R1 bis R4 in
der Néhe des Einselementes koinzidieren, vergleiche dazu auch [3]. Unsere Gruppen erben
damit wesentliche Eigenschschaften der Algebren.

Ein Beispiel fiir eine Lie Algebra ist su(N') oder im Speziellen su(2). Aus der linearen Néhe-
rung und der Unitaritdt von SU(N) folgt XZT = —Xj,, sowie trX; = 0 fiir die Elemente von
su(N). Das reine Interesse fiir die Umgebung des Einselementes bei eine Lie Algebra ergibt,
dass sich die Lie-Algebra von su(2) und so(3), das ist die SO(3) erzeugende Lie Algebra,
isomorph zueinander sind. Dies folgt, da die Eigenschaft einer doppelten Abdeckung von
SO(3) durch SU(2) beziehungsweise Spin(3) in der Néhe des Einselementes nicht relevant
ist. Es ergibt sich, dass die Kommutator Relationen von so(3) die gleichen sind wie su(2)
und damit die erzeugenden der Spin Rotationen der gleichen Drehimpulsalgebra gehorchen,
wie die makroskopischen Drehungen [4]. Dies gilt analog in beliebigen Dimensionen und
somit auch in D=2.

2.2 Symmetrien und die Physik

Wir werden im Folgenden Zahlen kennenlernen, die dem Konzept von Fermionen besser
entsprechen. Aufgrund des Spin-Statistik-Theorems wissen wir, dass zwei gleiche Fermio-
nen nicht an einem Ort auftreten kénnen. In der Sprache von Erzeugern und Vernichtern
ergibt sich, dass zwei gleiche Erzeuger hintereinander angewandt einen Zustand vernich-
ten. Damit antikommutieren sie und quadrieren folglich zu null. Suchen wir Zahlen, die das
gleiche Verhalten zeigen, werden wir automatisch auf das Konzept der Grafsmannzahlen
gefiihrt.



GraBmannzahlen Folgen wir obiger Forderung des Antikommutierens ergibt sich folgende
Gleichung;:

aijag = —aga1. (2.24)

Damit ist die Idempotenz in der zweiten Ordnung gesichert. Im Folgenden bezeichnet G die
Menge der Grafsmannzahlen. Wir betrachten eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
in n Grafsmannvariablen und stellen fest, dass das Taylorpolynom n-ter Ordnung schon
exakt ist

flat,ag, ... an) = FO)+Y  ai(0a,£)(0) +...+ (=1)""V2a1a5 ... an(0a,Day- - -0a,, £)(0),
- (2.25)

da in hoéheren Termen bestimmte Grafmannzahlen mindestens quadratisch vorkommen
und somit der Term verschwindet. Die Relation

6aiaj = (5@' — aj(‘?ai (2.26)

wurde hierbei schon verwendet. Es folgt, dass partielle Ableitungen auch antikommutieren.
Betrachten wir das Integral iber Grafsmannzahlen, so stellen wir Folgendes fest:

/dalf(al,...,an) :/dalf(O,az,...,an)+/da1a1(8a1f)(0,a2,...,an) (2.27)

“Zathen +/daa(8a1f)(0,a2,...,an) +/dab(8a1f)(0,a2,--.,an)
(2.28)

=Cy + /daa(@alf)((), ag,...,an) = (04, f)(0,a2,...,a,) (2.29)

Dies folgt aus der Gleichheit der Integrale, der Invarianz des Mafes gegen eine Verschie-
bung und im letzten Schritt eines so gewéhlten Integrationsmafes. Ein beliebiger nicht
verschwindender skalarer Faktor vor der partiellen Ableitung ist wahlbar. Damit stimmen
Integration und Ableitung tiberein. Betrachten wir eine Delta Distribution in Grafsmann-
zahlen, so folgt sofort

d(a—b)=a—0b. (2.30)

2.2.1 Felder und ihre Darstellung

Bisher standen mathematische Konzepte im Zentrum der Betrachtung und nicht die An-
wendung in der Physik. Dies wird sich im weiteren Verlauf &ndern. Die Quantenfeldtheorie
sagt uns, dass unsere Welt aus quantisierten Feldanregungen zusammengesetzt ist. Um
Aussagen iiber mogliche Zustdnde machen zu kénnen, wird eine Lagrangedichte definiert,
in der die Felder lokal vorkommen. Integrieren wir diese Dichte iiber die Raumzeit erhalten
wir eine Wirkung

Slx] = / L(x,x)dz. (2.31)

RD-H

Aus dieser konnen wir mit der Pfadintegralformulierung der Quantenfeldtheorie alle wich-
tigen Grofen unserer Theorie mittels der Zustandssumme

Z[J] = / Dye! SN - gy = / Ji(2)x! (z)dx (2.32)

RD+1



bestimmen, sofern wir die Lagrange Dichte kennen. Die Integration Dy ist eine Integration
tiber alle Felder, mit einer Fixierung Z[0] = 1. Es bleibt somit, abgesehen von technischen
Schwierigkeiten, im Wesentlichen die Lagrangedichte zu bestimmen. Diese soll Ergebnisse
liefern, die von der Messung bestéitigt wird und Vorhersagen treffen konnen. Im Laufe der
Zeit wurde festgestellt, dass Symmetrien eine wesentliche Rolle in der Physik haben, wie
die Einfiihrung iiber Gruppentheorie schon suggerieren sollte. Wir werden die Lagrange-
dichte so formulieren miissen, dass diese Symmetrien erhalten bleiben. Das heifst, die Felder
miissen in Termen vorkommen, die, bis auf eine totale Divergenz, invariant unter den ge-
wiinschten Symmetrietransformationen sind. Dies sind sogenannte Eichtransformationen.
Betrachten wir eine O(N) symmetrische Theorie so wissen wir, dass Skalarprodukte von
Vektoren invariant unter Drehspiegelungen sind. Wahlen wir somit unsere Bosonen ¢ als
Felder mit N Feldrichtungen so haben wir eine invariante Groke o;¢’. Ist O(z) € O(N)
eine Transformationsmatrix in jedem Punkt x so folgt

pip' = $;07 P Orj = ;" 070 = ;@' (2.33)

mit den urspriinglichen Felder ¢ und den Transformierten ¢°.

Fermionen Wir haben schon Fermionen erwéhnt und {iberlegen uns, wie wir Fermioni-
sche Felder darstellen. Nachdem uns das Konzept der Grakmannzahlen vertraut ist, muss
bedacht werden, wie man realisiert, dass der Spin 1/2 ist. Dazu nutzen wir eine Erkenntnis,
die wir aus der Gruppentheorie schon gewonnen haben. Es ist bekannt, dass die Gruppen
SO(2) und Spin(2) zusammenhéngen. Rotieren wir um 27 in SO(2), erhalten wir das Nega-
tive des Quaternions der Gruppe Spin(2). Um im dreidimensionalen Raum das Teilchen in
sich selbst zu iiberfiihren, ist es nétig um 47 zu rotieren. Geleitet von dieser Beobachtung
werden wir Fermionen als Vektoren, sogenannten Spinoren, notieren

U1

W
Y= ¢§ : (2.34)

Die Eintrage ¢; sind Grafmannzahlen, damit das Spin-Statistik-Theorem erfiillt ist. Wir
wollen in unserer Theorie trotzdem die Méglichkeit zu einer Wechselwirkung von Fermionen
ermdglichen. Haben wir nur eine Art von Fermionen in der Theorie, so kann diese Wech-
selwirkung offensichtlich nicht iiber ein direktes Skalarprodukt erfolgen, da wir garantiert
haben, dass dieses verschwindet. Dies fiihrt uns auf das Konzept der Gamma Matrizen und
der Clifford Algebra.

Clifford Algebra Wir fiihren unsere Gamma Matrizen v* durch die Relation

{777} =+ = 20" Ip (2.35)
ein. Es ist ¥ = diag(1,—1,—1,...) die Minkowski Metrik des flachen Raums. Aus der
Notation folgt, dass wir im (D + 1)-dimensionalen D + 1 Gamma Matrizen haben, die
offensichtlich linear unabhéngig sind.

In D + 1 = 3 wahlen wir unsere Matrizen wie folgt:

70—02—<9 jj) (2.36)
712101:@ g) (2.37)

7 =iog = (6 0.) (2.38)



Damit gilt, dass 7% zu eins und 42 jeweils zu -1 quadrieren, wie es die Antikommutator
Relation (2.35) verlangt. Insgesamt bilden diese drei Matrizen und die Einheitsmatrix I
eine Basis im Raum der (2,2, C) Matrizen, denn aus der Kombination

. . . . b
a(ly —iy?) +bi(7° — ') — cd(7? + 1) + d(I +i7?) = 2 <CCL d> (2.39)

folgt sofort eine explizite Darstellungsformel flir 2 x 2 Matrizen. Allgemein stellen wir
fest, dass die Menge bestehend aus den  Matrizen und ihren Produkten den Raum
Mat([D]a, [D]2, C) aufspannen. Dabei ist n = [D]s mit [D]; = [%] die ganzzahlige Division
von D durch k. Die Tatsache, dass wir eine [D]y dimensionale Darstellung der Matrizen
wahlen diirfen, ist mit einer geeigneten Darstellung von Tensorprodukten zeigbar. Eine
detaillierte Darstellung dieses Sachverhaltes findet sich in [6]. Die wesentliche Idee ist die
Matrizen als Tensorprodukte der Paulispinmatirzen erweitert um oy = Iy aufzuschreiben
und fir die Erfiillung der Clifford Algebra, wie auch der Aussage iiber die Basis, Eigen-
schaften der o, zu nutzen.

Wir haben die Matrizen y# eingefiihrt um eine Kopplung von Fermionenfeldern an sich
selbst zu ermoglichen. In diesem Zusammenhang fithren wir zwei neue Begriffe ein.

Ladungskonjugation und Majorana Spinoren Die Objekte, die wir fiir unsere Kopp-
lung benotigen, nennen wir dirackonjugierte Spinoren.

Wb — 1 = pin? (2.40)

Mit diesen Spinoren sind wir in der Lage Kopplungen zwischen Spinoren einzufiihren und
erhalten in drei Dimensionen folgende verschiedene Bilinearformen:

W Pyt (2.41)

Mit unseren gewéhlten v Matrizen definieren wir an dieser Stelle den ladungskonjugierten
Spinor

Yo = ()P = =0 (10) ¢ = ¢, (2.42)

der seinen Namen einer Umformung der Dirac Gleichung verdankt. Allgemeiner definieren
wir ¢e = Cobt, wobei (v*)" = aC~14#C mit 1 = +1 gilt. Diese Definition fithrt in D+1 = 3
auf eine mogliche Wahl wie in (2.42). Spinoren fiir die

vo =0 5y =y (2.43)

gilt, nennen wir Majorana Spinoren, die mit unserer Wahl der Ladungskonjugationsmatrix
C reell sind. Fiir Majorana Spinoren gelten einige Rechenregeln, die wir herleiten und
angeben werden

()s = ¥'y" = i(=¢2,91) (2.44)
Yx = i(—vax1 + P1x2) = i(x1¢2 — x2¢91) = X¢ (2.45)
%WIQ =~y (2.46)
denn
T (Tl 0\ 1 (hithe — bt 0 o
b= < 0 i?bzwl) 2 ( 0 11ha —¢2¢1) = ~lvavn (247)



Diese werden spéter noch Verwendung finden.
Wir betrachten einen Spinor und seine Transformation unter Spin(2) Transformation

¥/(a') = ¥/ (Ax) = S(Ax) (2.48)

Es stellt sich die Frage, ob unsere bisherigen Bilinearformen invariant unter der Spin(2)
Symmetrie sind. Wir fordern, dass folgende Transformation gelten soll

G = piSTH08Y) = (10) T 8108 = gy = 40810 = 571 (2.49)

Da wir nur 2 Raumdimensionen haben, in denen wir rotieren, ist S offensichtlich eine
Matrix vom Typ

S— <cos(a) —sin(a)) (2.50)

sin(a)  cos(a)

und somit

D510 = (—sin(a) cos(a) ) <0 —01> _st_g1 (2.51)

—cos(a) —sin(a)/ \1
Wir untersuchen noch die Struktur

Yytap — PSS # by (2.52)

und sehen, dass diese nicht automatisch verschwindet. Da die Spin Symmetrie aber wie
erwihnt vom Raum geerbt wird, diirfen wir sie nicht losgelést vom Hintergrund betrachten.
Aus diesem Grund wird die Transformationsmatrix S auch nicht obige einfache Form im
allgemeinen Fall beibehalten. Bevor wir dazu kommen, fithren wir noch ein Konzept ein
um leichter die D 4 1 dimensionale Raumzeit behandeln zu kénnen.

Wick Rotation Wir richten unser Augenmerk auf nachstehende Umformung:

/ F@ 2, )dz = / / F(#2 — #)dadt = - / / (=% — #)dz(—i)dr  (2.53)

RD+1 R RD iR RP

Betrachten wir eine Wirkung S[x] und setzen die Felder im Argument x(¢, ') zu x(ir, z')
mit 7 € iR fort, so wird die Variation nach den Feldern das gleiche Ergebnis liefern, wie
wenn wir iiber den RP*! integriert hitten und 7 als reelle Groke festlegen. Da aber die
Variation der Wirkung nach den Feldern die Physik bestimmt, kénnen wir dies ohne Verlust
an Information durchfithren. Wir erhalten mit d=D-+1

S0 =150 =1 [ £(x.0,0,6"). (2.54)

R4

Offensichtlich konnte durch eine Umformulierung der Zeitkoordinate ¢ — i unsere Min-
kowski Metrik auf eine negative Euklidsche Metrik umgeschrieben werden, wobei wir einen
globalen Faktor i gewonnen haben. Diese Technik ist auch auf unsere Formel fiir die Zu-
standssumme anwendbar. Dies folgt, da unsere Wirkung invariant unter Lorentztransfor-
mationen ist, wie wir noch sehen werden. Somit erfiillt die Wirkung alle Forderungen, die
zum Gewinn der Relation (2.53) gebraucht wurden, da zusétzliche Ableitungsoperatoren
die Indexstruktur nicht verédndern.

210, = / Dyel(SH+I0d) — / Dye-Se i+l (2.55)
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Hierbei werden mit dem Index e die euklidschen Integrale mit der Metrik 6, = —Ip41
abgekiirzt. Da J und J. nur Konstruktionen sind, die uns eine technisch effektive Behand-
lung unseres Problems erméglichen, besitzen wir Freiheitsgrade, die eine Umschriebung wie
oben Geschehen ermdoglichen. Der Index e wird im Folgenden wieder fallen lassen, da wir
unsere weitere Kalkulation mit dieser negativ definiten Metrik durchfiihren. Des Weiteren
wird unsere Schreibweise des Raumes von RP*! zu R? iibergehen, da die Metrik keine
Komponente mehr auszeichnet.

Es seien noch einige Anmerkungen angebracht. Offensichtlich bedingt ein Ubergang t — it
auch 9y — —i0;. Sichern wir die Invarianz des Terms ptv,, so ergibt sich 4* — i7", Analog
folgt dies aus der Betrachtung der neuen Metrik. Dies wird im Folgenden eine Rolle spielen,
wenn wir Komponenten von Spinoren bestimmen:

A0 = <_01 (1)) =1 =—¢" ==Y, b= (P2, ¢1) (2.56)

Damit sind unsere betrachteten Majorana Spinoren rein komplex. Vertauschungsrelationen
wie sie hergeleitet wurden, sind aber unabhéngig davon (2.47). In den Gleichungen (2.49)
bis (2.52) passieren Vorzeichenwechsel, die sich aber in den fiir uns interessanten Féllen
aufheben. Des Weiteren bilden unsere v Matrizen die Drehimpulsalgebra

[V, 4"] = —2e" A7, mit €5,® = —1 und antisymmetrisch (2.57)

Wir haben schon motiviert, dass die Spin Transformation nicht losgelést vom Hinter-
grund betrachten werden diirfen, und fithren aus diesem Grund an dieser Stelle Symmetrien
unserer Raumzeit ein.

2.2.2 Raumzeit Symmetrien

Bisher haben wir uns fiir lokale Symmetrien interessiert. Ein Beispiel war die Drehung eines
n-komponentigen Vektors. Verallgemeinert hatten wir ein Vektorfeld im D +1 dimensiona-
len und interessierten uns dafiir, was passiert, wenn wir an jeweils einem Raumzeitpunkt
das Feld in eine neue Darstellung iiberfithren. In einer euklidschen Geometrie wiirde ein
solches Drehen analog einer Raumdrehung aussehen.

Betrachten wir eine Drehung des gesamten Raumes, so werden nach einer Wickrotation
Objekte mit Raumzeitindizes wie unter einer normalen Drehung transformieren. In einem
nicht Wick rotierten Raum gélte es hingegen eine Lorentztransformation einzufiihren, die
der Sonderstellung der Zeitkoordinate entspricht. Dabei betrachte man zwei Inertialsysteme
I,I', die aus Konventionsgriinden die gleiche Orientierung besitzen sollen. Die Koordina-
ten = (t,%) im ersten Inertialsystem mit ¢ € R der Zeitkoordinate und & € R” den
rdumlichen Koordinaten sind iiber die Lorentztransformation

/ /
ot = Na¥ =o't x, = ANz, =2

! (2.58)

mit den Koordinaten 2’ im zweiten System verbunden. Die kontravarianten x# entspre-
chen dabei den Eintrdgen der Vektoren, wiahrend die kovarianten z, den Eintrdgen der
Linearformen entsprechen. Dabei gibt es im Wesentlichen zwei verschiedene Arten von
Drehungen. Zum einen die echten Raumdrehungen, die im Kartesischen der Gruppe SO(2)
entsprechen, und zum anderen gibt es so genannte "Lorentz Boosts". Diese entsprechen
dem Fall, dass die Inertialsysteme eine relative Geschwindigkeit besitzen aber in den rdum-
lichen Koordinaten parallel orientiert sind. Eine iterative Ausfithrung beider Falle wird uns
allgemeine Wechsel der Koordinatensysteme liefern.

Die Boosts haben folgende typische Form, wobei wir uns auf einen zweidimensionalen Fall

beschrénken:
r / A /
(A = < cosh Kk smh&) (A)Y = <cosh/-$ sinh K ) (2.59)

—sinh k' coshk’ K sinh k' cosh k'’
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mit einem Parameter «’, der die Relativgeschwindigkeiten der beiden Inertialsysteme be-
schreibt. Offensichtlich ist x,x# eine Invariante, da cosh? ¥/ — sinh? k' = 1 gilt. Aus dieser
Forderung haben wir gerade die Darstellung (2.59) gewonnen. Der Zusammenhang des
Winkels " und der Relativgeschwindigkeit v

v
N
folgt aus der Tatsache, dass der Winkel nur von v abhdngen darf und eine Divergenz
im Fall von v = 1 garantiert werden muss, da dies der Lichtgeschwindigkeit entspricht.
Das Vorzeichen ist entsprechend so zu wahlen, dass ein ruhender Beobachter in I sich
anschliefend in —v Richtung in I’ bewegt. Man beachte dabei, dass v die Geschwindigkeit
in Koordinaten v = ?Tf und somit keine relativistisch invariante Grofe ist. Aus einem
dritten Inertialsystem betrachtet, kann die Relativgeschwindigkeit zwischen I und I’ eine
andere als v sein.
Fiithren wir die Wick Rotation aus, so folgt, dass sich auch v &ndert und somit auch die
Matrix A der Lorentztransformation

(T/,.fl)t _ (COS/i —Sll’l/i) (T,.’i’)t _ Aw(T, j)t mit (Aw)'u'y _ <COSKZ —Sll’l/i) '

sin K COS K sin K COS K

sinh k' =

(2.60)

(2.61)
Wir wollen dies begriinden: Man betrachte die Transformation des Vektors § = (r,7)t €
(iR) x R bei einer Relativgeschwindigkeit v = (%_ = —iv
1 1
10 / syl . ~ ~
=7 =—it = -i—=(t —vT) = ——= (7 +v2), 2.62
¢ (= v8) = s (r 4 v) (2:62)
1 1
n_ s - ~
=7 = ——(—vt+1I) = ——(—vT + ). 2.63
¢ (vt 3) = S (v 4 3) (2:63)

unserer neuen Koordinaten. Offensichtlich sollte im Sinne der Beibehaltung der zeitlichen
Orientierung x € (—%, ) gelten, wie es die Herleitung auch gebietet. Diese Transformation
entspricht genau einer Drehung, wie behauptet.

Des Weiteren gilt offensichtlich z,2" = z,A JA", 2" = x,2” (AAt)g = 2,276} . Die Invari-
anz ist somit gewahrt.

Unsere Symmetriegruppe des Raums besteht aber aus einer gréfseren Gruppe, ndmlich der
Poincaré Gruppe. Diese umfasst nicht nur die Lorentzgruppe, sondern auch die Translatio-
nen im Raum: 2/ = x + y, mit y einem konstanten Vektor des RP*+! beziehungsweise nach
unserer Rotation y € (iR) x R”. Da die Integrale nach der Wickrotation iiber ein reelles 7
laufen, werden wir im Folgenden den Raum R? (d=D-1) mit einer negativen euklidschen
Metrik betrachten. Unsere Poincaré Gruppe besteht damit aus Drehungen und Translatio-
nen. Wir betrachten die Erzeugenden dieser Symmetrieoperationen. Die Erzeugenden der
Drehungen haben wir schon kennengelernt. Es handelt sich um die Elemente von so(3),
deren Basis wir in einer Matrix M, verkiirzt zusammenfassen. Diese ist antisymmetrisch

und beinhaltet die infinitesimalen Drehungen in die drei Raumrichtungen [4] und [5].

Damit ergibt sich mit der Setzung sinx = — obige Gleichung fiir die Transformation

0 10

Mpog=-My=D;=|-1 0 0 (2.64)
0 00
0 0 0

My=—-Mp=Ds= |0 0 1 (2.65)
0 -1 0
0 0 1

My =—-Mps=Ds=[0 0 0 (2.66)
-1 0 0
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mit [D1, D] = D3 und zyklischer Vertauschung. Mit diesen Generatoren gewinnen wir die
Darstellung

A = e 29" Muv, (2.67)

Dabei resultiert w aus der Wahl der Drehwinkel. Wir betrachten eine Drehung in der 7,z
Ebene und haben

0 10
(W =k|{-1 0 0| = (2.68)
0 0 0
oY My _okDy _ gw (2.69)
oo 10 0 0 -1 0 00 0
1" 2n —1)" 2n+1
:Z(;’T 010+(2)“1,100+000(2.70)
= @ \g g o) @Dy o o 00 1
cosk —sink 0
=| sink cosk O0]. (2.71)
0 0 1

Wir nutzten oben, dass die Quadrate der D; die negativen Einheitsmatrizen auf den jewei-
ligen Bildraumen sind.

Die Translationen sind Verschiebungen, deren Generatoren wir mit P, bezeichnen und
die in p Richtung translatieren:

Py =(1,0,0), P, =(0,1,0), P»=(0,0,1). (2.72)
¥ =z +a,P,0". (2.73)

Es folgen die Kommutatorrelationen

[MM,V7 MP,U:I = 5MpMZ/U + 51/pMo"u, + 6/“7MPV + 5VUM,U‘p (274)
[P;u Mu,a] = 25uuPa - 26/LO'PZI (2.75)
[Py, P)] =0 (2.76)

Betrachten wir allgemeine Tensorfelder mit Raumzeitindizes, so gilt im Sinne der Invarianz
von Kontraktionen in verschiedenen Inertialsystemen folgendes Transformationsverhalten:

T () = ALIALE - A AV T2 (z), (2.77)

H1p2-- pPLP2..

Insbesondere gilt somit
TH(a" )z, = AV, T () fx, = T (x)z,, (2.78)

eine Relation, wie wir sie bei einer Invarianz unter Koordinatentransformationen erwarten.
Hier erkennen wir, warum der Ausdruck t)y*1 keine Invariante unter der reinen Spin(2)
Drehung war. Offensichtlich muss ein solcher Term auch unter seiner Tensorstruktur trans-
formieren.

- (2.51)

P (@) (x)

Obige Bedingung gilt es zu erfiillen, damit die Invarianz unter der Transformation gegeben
ist. Wir leisten noch einiges an Vorarbeit in Analogie zu |6]. Wir definieren

B(2) SN A S() = A () () (2.79)

_s

Ty(s) =

WSy

ez Sy (2.80)
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mit ¢, = —€,/% und dem antisymmetrischen w, welches wir schon bei der Lorentz-
transformation kennengelernt hatten. Differenziert man obigen Term nach s und nutzt die
Antikommutatorrelation der v Matrizen, erhdlt man eine Differenzialgleichung, die man
einfach 16sen kann.

85771(5) — wupfrp(s) — 7;(8) — (esw)ua Yo s::>1 e_%w/wgp,,,yue%wm@pu — A#V'YV (281)

Dabei ist das jeweilige w im Exponenten zu wihlen, welches die Indexstruktur aufweist,
wie auch die resultierende Matrix haben soll. Wir setzen diese Erkenntnis in (2.79) ein und
erhalten

Blau(@) = Bla)S o8y 0 S Sy(a'). (2.82)
Setzen wir aS = e~ 2*""% finden wir eine Moglichkeit der Identifizierung. Dabei bleibt eine
Renormierung mit einem Skalar « frei, den wir hier zu eins fixieren. Wir erkennen, dass die
drei freien Parameter des antisymmetrischen Matrix w mehr als nur eine einfache Drehung
aus SO(2) beschreiben. Das Element wia entspricht dem vorher diskutierten Part eines
Drehwinkels. Die Eintrage wp; hingegen gehdren zu weiteren unitdren Transformationen.
Da die zugehorigen Matrizen komplex sind, werden die zuvor rein imaginéren Eintrage der
Majorana Spinoren nach einer Rotation einen Real- und Imaginéarteil aufweisen. Wir wollen
auf diese aber nicht weiter eingehen. Wir stellen fest, dass die Spin induzierte Symmetrie
fiir die Poincaré Transformationen gebraucht wird und nicht alleine steht. Aus diesem
Grund wird sie im Folgenden die Raumzeitsymmetrie komplettieren, da beide allein nicht
in allen Termen die Symmetrie erhalten.

Wir erkennen auch, dass ein Skalar nicht unter einer Koordinatentransformation geéndert
wird. Es sei an dieser Stelle auf den Unterschied in der Notation noch einmal hingewie-
sen. Wir betrachten Vektorfelder y;, deren Komponenten durch lateinischen Buchstaben
nummeriert werden. Dabei ist i eine positive ganze Zahl kleiner gleich N. Die griechi-
schen Buchstaben bezeichnen hingegen Raumzeit Indizes beziechungsweise Komponenten
des Wick rotierten Raums und laufen in d = 3 von der Null bis zur Zwei. Dementsprechend
gibt der Index i von x; keinen Anlass zu einer Transformation unter Wickraumrotationen.

2.2.3 Supersymmetrie

Wir haben eine externe Symmetriestruktur, die Poincaré Transformationen und interne
Symmetrien wie O(N) im spéter von uns betrachteten Fall. Diese Symmetrien interagie-
ren aber nicht miteinander. Das Standardmodell der Teilchenphysik ist stark von internen
Symmetrien gepragt ist, wihrend die allgemeine Relativitdtstheorie eine externe Raumsym-
metrie ist. Folglich wollen wir beide im Sinne einer vereinheitlichenden Theorie verbinden.
Wir stellen uns somit die Frage, wie wir Symmetrien finden kénnen, die nicht in Externe
und Interne zerfallen. Coleman und Mandula habe dieses Problem genauer untersucht und
fanden folgendes Theorem.

Coleman Mandula Theorem [7] Die einzige Lie Algebra von Symmetriegeneratoren
besteht aus den Generatoren der Poincaré Algebra, in massebehafteten Fillen, und Ge-
neratoren von internen Symmetrien, das heilt Elementen der Lie Algebra, der die Sym-
metrie vermittelnden Lie Gruppe, die mit denen der Poincaré Algebra kommutieren. Die
Generatoren der internen Symmetrie wirken auf Quantenzustédnde, indem sie diese mit
spin- und impulsunabhéngigen hermitschen Matrizen multiplizieren, Einpartikelzustande
in Einpartikelzustéinde tiberfithren und Mehrpartikelzustéinde so transformieren, als ob
sie die Einzelzustdnde transformieren. Dabei verstehen wir unter interner Symmetrie eine
Transformation, die mit der Streumatrix kommutiert. Haben wir den masselosen Fall kann
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die Poincaré Algebra durch eine Konforme ersetzt werden. Dies gilt unter den folgenden
Annahmen:

1. Fiir beliebige Masse M gebe es nur endlich viele Teilchenarten mit einer Masse kleiner

M.
2. Jeder Zweipartikelzustand interagiere bei fast allen Energien.

3. Die Amplitude der Zweipartikelstreuung sei eine analytische Funktion des Streuwin-
kels bei fast allen Energien und Winkeln.

Verfolgt man den Beweis, ist festzustellen, dass genutzt wird, dass die Spur eines Kom-
mutators verschwindet. Dies liefert uns die Idee, wie wir das Theorem umgehen koénnen,
welches offensichtlich unserem Ziel einer Verkniipfung nicht férderlich ist. Wir betrachten
eine so genannte graduierte Lie Algebra, die auch Antikommutator Relationen beinhaltet,
wie wir sie aus der Definition der Clifford Algebra kennen. Dies fiihrt uns auf den Begriff
der Supersymmetrie. Wir werden diese im Folgenden axiomatisch einfithren und auf eine
Motivation der einzelnen Terme verzichten.

Grundlegendes Wir hatten bisher festgestellt, dass unsere Lie Algebren folgende Re-
lation erfiillt haben ((2.20))

(X5, X;] =) fEX (2.83)
k

und erweitern diese auf

X, Xj — (—1)" XX, = Z £ X (2.84)
K

Wir bezeichnen Operatoren mit 7; = 1 als fermionische Generatoren und 7; = 0 als boso-
nische Generatoren. Offensichtlich ist eine Algebra, die nur aus bosonischen Generatoren
besteht eine normale Lie Algebra und wir werden die uns bisher bekannten Operatoren
in diese Kategorie einordnen. Das heifit, der neue Inhalt der Algebra wird in fermioni-
schen Generatoren Q; und Q; liegen. Die folgenden Ergebnisse sind in [8] noch einmal
detaillierter nachzulesen und im Wesentlichen von dort {ibernommen. Betrachten wir die
Kommutatorrelationen der Generatoren:

{Qi, Qj} = Q(VM)iqu ( )
{Qi, @} = —2(+C)ij By = —2(7"C)ij P (2.86)
[QZ’, Pﬂ] =0 (2.87)
[Qis M) = (Su@Q);- (2.88)

Dazu kommen noch die trivialen (Anti-)Kommutatoren der bosonischen internen Sym-
metrien mit den anderen Generatoren. Anhand von (2.88) sehen wir, warum der Name
eines fermionischen Generators gerechtfertigt ist, da er offensichtlich wie ein Spin % Feld
1

transformiert. Wir schliefen daraus, dass der Operator den Spin eines Teilchens um 5

dandert und somit Fermionen in Bosonen umwandelt. Genauer betrachtet stellen wir fest,
1

dass Q; den Spin um 5 senkt und Q, den Spin um % erhoht. Damit findet man durch
Supersymmetrietransformationen Spinmultipletts und auch eine Beschrénkung der Anzahl
an Supersymmetriegeneratoren, weil der Spin eines Teilchens im Sinne der Renormalisier-
barkeit mit eins beschrankt ist. Aufgrund des Nothertheorems finden wir mit der neuen
Symmetrie eine erhaltene Gréfe, die sogenannte Superladung. Wir werden im Folgenden
ein einfaches Modell mit einer Superladung und einer O(N) Symmetrie betrachten. Dabei
werden wir den Superfeldformalismus verwenden, das heifit, wir werden bis auf eine totale

Divergenz, explizit Supersymmetrie invariante, Terme haben.
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Das lineare o Modell Unser Feld ist ein Superfeld der Form

i@, 0) =i (x) + B () + %%F(a:) (2.89)

Dabei gilt, dass ¢; das bosonische Feld, ¥ das fermionische Feld und F ein Hilfsfeld ist.
Letzteres ist notwendig, um die Symmetrie ohne Anwendung der Bewegungsgleichung zu
schliefsen. 6 ist eine Spinorvariable, deren Komponenten 6; Grafimannzahlen sind. Unsere
Supersymmetriegeneratoren sind

Q:= —55 —P0=—-0;— 9. (2.91)

Dabei haben wir uns in eine Ortsraumformulierung begeben und somit die Generatoren
der Translationen durch Ableitungen 9, ersetzt, sowie die Kurzschreibweise v B,, = B fiir
die Kontrahierung mittels der v Matrizen eingefiihrt.

Wir geben noch kovariante Ableitungen des Superraums an

D =95 +i99 (2.92)
D= —0y — i@ (2.93)
= DD =: K, (2.94)

die einen verschwindenden Antikommutator mit den Generatoren der Supersymmetrie ha-
ben. Wir kénnen mit den bisherigen Erkenntnissen eine Lagrangedichte formulieren:

L= —akxX +20(), p@) = pulan (@) (295)

2
Wir priifen, ob diese Dichte eine Invariante ist. Die Interne O(N) Symmetrie ist genau
so offensichtlich erhalten, wie die Raumzeitsymmetrie aufgrund der Tatsache, dass keine
unkontrahierten Indizes vorkommen und das Superfeld sich wie ein bosonisches Feld unter
Poincaré Transformationen verhélt. Wir miissen somit nur explizit priifen, ob die Wirkung
invariant unter Supersymmetrietransformationen ist, wie wir behauptet haben.

€Qxi = € (—05 — p0) <g0i(a:) + 0y () + ;eaz«y) = (—zpi — 0F; — pOy; + ;(99),?1/1@-)
(2.96)

Obiger Term ist die Anderung eines Superfeldes unter einer Supersymmetrietransformation.
Setzen wir obigen Term in das Integral der Wirkung ein

08 = /dx/dGesz = /dxauwl =0, (2.97)

RS gZ

sehen wir die Invarianz unter Ausnutzung von (2.29). Da keine Forderungen an die Kom-
ponenten des Superfeldes gekniipft waren, ist diese Symmetrie offensichtlich auch erhalten.
Damit ist die von uns formulierte Theorie sinnvoll definiert.

Wir wissen aus unseren Betrachtungen {iber Grafsmannzahlen schon, dass eine Entwicklung
von Funktionen in Grafmannvariablen schnell abbricht (2.25). Eine dquivalente Formulie-
rung unser Potenzial U(p) = U(po + p1(0,0)) mit p1 = 0n + 005 (Fn — 31p1p) ist somit

U(p) = Ulpo) + U'(po) (00" + 59% (Fi@i - ;%W)) — %U//(PO)(Q_Q)QEi@ijPi@j- (2.98)
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Wir haben schon festgestellt, dass die Wirkung nur unter Termen in 06 dndert und erkennen
damit drei nichttriviale Beitrédge. Eliminieren wir unser Hilfsfeld iiber die Euler Lagrange
Gleichungen, so ergibt sich

Fy = =U'(po)pi (2.99)
und damit der bosonische Anteil des Potenzials zu

Unos(po) = (U’ (p0))*po (2.100)

Das Potenzial ist im gesamten physikalischen Bereich, mit pg > 0 nicht negativ und rea-
lisiert an der Stelle pg = 0 ein Minimum. Existiert eine zweite Nullstelle, so sprechen
wir von spontaner Brechung der O(N) Symmetrie. Denn betrachten wir das Problem in
der Nahe eines Minimums, so sehen wir, dass die zweite Ableitung von Uy nach einer
Feldrichtung ¢; der quadratischen Kopplung und somit der Masse in dieser Richtung ent-
sprich. U = Uy + %mZXZ2 + .... Wir rotieren unsere Felder so, dass x? = 2py und haben
somit zwei ausgezeichnete Richtungen, sofern wir uns an einem Punkt py # 0 befinden.
Die Massenterme

8>2(1U = Uéos(po) + 2p0Ul;Ios(p0) = 2p0U{)/0s(p0) = m?ad (2'101)
U =Ulys(po) =0 =:mZyq i #1 (2.102)

sind am Minimum (= Uj ., = 0) verschieden. Damit ist aber die Richtung x; ausgezeichnet
durch eine andere Masse und wir sprechen von einer spontanen Symmetriebrechung. Die
Eins Richtung bezeichnen wir als Radiale Mode, wéhrend die restlichen N — 1 Richtungen
unter dem Begriff Goldstone Moden laufen. Offensichtlich ist an der Stelle gy keine Richtung
mehr explizit ausgezeichnet, sodass dort die Symmetrie realisiert sein muss.

2.3 Die Flussgleichung

Nachdem wir unseren physikalischen Sachverhalten eine mathematische Struktur gegeben
haben, sind wir daran interessiert, welche Vorhersagen unsere Theorie machen kann. Dazu
gibt es verschiedene Ansétze, von denen wir einen speziellen verwenden: die Renormierungs-
gruppenflussgleichungen. Dabei wird sich der Abschnitt im Wesentlichen an [9] orientieren
mit leichten Modifikationen im Sinne der Verallgemeinerung auf eine Supersymmetrische
Theorie. Wir sind im Allgemeinen an Theorien interessiert, wie sie sich zeigen, nachdem
Quantenfluktuationen beriicksichtigt wurden. Dies ist dquivalent dazu nach einer niede-
renergetischen Theorie zu fragen, wenn man mit einer Formulierung gegeben bei hohen
Energien startet. Das vorgestellte Verfahren der Flussgleichung bedient sich dabei eines
stetigen Ansatzes der Art, dass man die Quantenfluktuationen auf Impulsschalen verortet
und diese Schalen sukzessive aufsummiert oder in der Sprache der Infinitesimalrechnung
aufintegriert.

Wie kann man realisieren, dass nur einen Teil der Impulse ausintegriert wird? Wir haben
bereits festgestellt, dass unsere Zustandssumme die Gestalt

Z[J] = / Dye 0+ (2.103)

besitzt. Dabei ist y das mikroskopische Feld. Eine geeignete Modifikation der Zustands-
summe ist:

ZulJ] = / Do S HII-AS . (2.104)
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Durch Hinzufiigen eines zusétzlichen Wirkungsterm

1

A5 = 5 [ vl -0 Rula)x" (@) gt (2.105)

Rd

haben wir eine Impulsskale eingefithrt. Wir werten unser Funktional im Impulsraum aus
und haben dementsprechend die Funktion Ry im Impulsraum definiert ist. Es soll dabei
die Funktion Ry so gewihlt sein, dass die Impulse k < |g| ausintegriert werden und & 2 |q|
unterdriickt werden. Aus diesen Forderungen ergibt sich automatisch:

lim Zy[J] = Z[J] (2.106)
k—0
lim Zy[J] = e 500, (2.107)
k—o0
Es folgt fiir den Regulator:
R1 :lim Ri(q) =0 (2.108)
k—0
R2: lim Zy(q) = oo. (2.109)
k—o0

Wir wollen noch eine weitere Forderung stellen, die eine Divergenz von masselosen Feldern
bei kleinen Impulsen verhindert:

R3 :513(1) Ri(q) > 0. (2.110)

Der Impulsparameter A der angibt, bis zu welcher Skale die hochenergetische Theorie
Giiltigkeit besitzt, kann im Regulator explizit vorkommen. Im spéter betrachteten Fall
wird aber darauf verzichtet. Ausgehend von dieser neuen skalenabhingigen Zustandssumme
definieren wir ein modifiziertes thermodynamisches Potenzial mit

Wi [J] = log Zi[J]. (2.111)

Dies wird mittels einer modifizierten Legendre Transformation in die gemittelte effektive
Wirkung

Telg] = —WilJ] + (] — ASi[g] (2.112)

iiberfithrt. Wir konnten an dieser Stelle auf eine Supremumsbildung aufgrund der Konve-
xitdt von —W}, verzichten. Dabei sind wir zu gemittelten Felder

(6(@)* = 3 suiq)Wil] (2.113)

iibergegangen. Eine Folgerung der inversen Transformation sei an dieser Stelle noch ange-
geben:

e
JU @) = Tk[@] 8 g,(q) + 0" (=) Bi(q) (2.114)
Wir behaupten, dass obige Wirkung folgende Differentialgleichung erfiillt:
1 1 1 Or Ry,
OT4l6] = v / dg / a6 , (2.115)
20 et eI ) + Ry
Rd gg[db

wobei 0y = kOk, t(A) = 0 als dimensionslose Grofe und

F/(f) [9](q.¢) = <?¢“(—q)rk[¢]%¢b(q’))ab sowie (Rp)ab = Ridab (2.116)
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eingefithrt wurden. Es folgt der Beweis der Behauptung, wobei Abhéngigkeiten die sich
einfach aus vorheriger Notation vererben, teilweise unterdriickt werden.

WL k[p] = —OWi[J] — /(5J(p)Wk[J])(3tJ(p)) + ¢(P)3tJ(p)%dq — 0 ASi[ 9]

(2m)
Rd
111),(2.113) 1 1
(2 111)£(2 113) 5 /,DX/ / dGX(_q)atRk(q)X(q)e—S[x}—i-J[x}—ASk[X}qu - atASk[¢]
Rd gz[d]Q
2.32),(2.105) 1 1 —
(:32) 2105 1 / dg / 00 R T yoig) S gu gy Wil] (2.117)
2 (2m)
Rd g2[d]2
(2.113) 1 1 a —
203 [ i [ a0 0T il )5,
R2d ggld]Q
1 [ agag ! 00, Re(q) (T g J2(d)) 6(q — )
=5 | dadd oy Bia) (3 (- "(d))  8la =)o
R2d gz[db
(2.32) 1 1 ya _
25 [0 [ 00 F sn TLl6] S )+ Ria)itita = o)
R2d gz[d]Q
5(q—q)o)
1 1 _
=2/dqdq’(2ﬂ)2d / d60, Ri(q) (T3[0)(a, ¢') + Ru(@)) ™ 6(q — ¢')dap (2.118)
R2d g2[d]2
1 .
= 5STv [0 Ru(a) (T316)(a, @) + Fala) (2.119)

Dabei sind die vorkommenden Matrixmultiplikationen sowohl in den stetigen, wie auch in
den diskreten Variablen auszufiihren.

(A-B)(q.4,0,0")a = /d9"dq"Aac(q,q",9, 0")Bey(q",q', 0", 0")

Die Struktur in den Grafmannvariablen entsteht, durch ein Vorgehen analog dem im Im-
pulsraum. Es wird die Ableitung nach verschiedenen Feldern betrachtet, welche anschlie-
flend gleich zu setzen sind, was eine eingefiigte Delta Distribution realisiert. Dabei sind in
(2.117) die Ableitungen so zu verstehen, dass sich die richtige Reihenfolge der Felder x der
oberen Zeile im fermionischen Anteil ergibt.

Wir werden im Folgenden der Entwicklung in Ableitungsordnungen folgen, wie sie in
[9] vorgeschlagen wird. Diese Entwicklung ist, nachdem wir unsere Felder konstant gesetzt
haben, die allgemeinste Form, die nicht verschwindende Beitrige zum Fluss des Potenzials
liefert [10].

Tyld] = / Ard020 () — 3 264() K (02, 0)1(2) — 1Y p)K (02, O)pla)  (2.120)

Dabei ist Z die Wellenfunktionsrenormierung und Y die Korrektur zur Wellenfunktionsre-
normierung der radialen Mode.

Auf zwei Aspekte gehen wir an dieser Stelle noch ein. Zum einen vorkommende Regulatoren
und zum anderen den Begriff des Fixpunktes und die Analyse desselben.

2.3.1 Regulatoren

Wir haben in (2.108) bis (2.110) die Eigenschaften eines Regulators notiert. Im Sinne einer
nichttrivialen Theorie sollte die Klasse der Funktionen, die diese Eigenschaften erfiillen
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nicht leer sein. Deshalb werden wir an dieser Stelle eine Klasse von Regulatoren kennen-
lernen, wie wir sie spater verwenden.

Ri(q,4',0,0") = (2r1(q) — r2(9) K (¢,0))6(q — ¢')5(6 — ¢') (2.121)

Das heifst, der Regulator hat einen Term, der eine explizite Impulsabhéngigkeit iiber den
Ableitungsoperator K (q,6) besitzt, den ro Term, und einen Term, der nur iiber sich selbst
vom Impuls abhéngt. Fiir unseren Fall kann dieser Term aber null gesetzt werden [1|. Wir
beschranken uns deshalb auf einen r9 Term. Diesen wahlen wir zu

n

——0(k* — ¢%). (2.122)

= g

Wir iiberpriifen die Forderungen, die wir an einen Regulator stellen, und sehen, dass diese
erfiillt sind:

lim 79, = 0 fiir ¢*> #0 (2.123)
k—0

lim 79, = 00 (2.124)
k—o0

lim r9, =00 >0 (2.125)
q—0

Somit haben wir mit dieser Klasse von Regulatoren eine Vielzahl von Wahlmoglichkeiten,
aus der wir den Fall n =1 als optimierten Regulator bezeichnen.

2.3.2 Stabilitatsanalyse

Beim genaueren Betrachten der linken Seite unserer Flussgleichung erkennen wir, dass wir
offensichtlich den Fluss des Potenzials U’ erhalten. Wir sind im Allgemeinen an Fixpunkten
U.(p) unserer Theorie interessiert 0;U’ |y (rho)=u, (o) = 0, da diese Ubergiinge beschreiben,
wie wir im Folgenden sehen werden. Wir untersuchen einen Punkt, an dem das Potenzial
in eine polynomiale Reihe entwickelbar ist

o0

U'=> ai(t)(p— polt))" (2.126)

=0

Der Fluss der a; und pg den sogenannten Kopplungen wird bestimmt. Dabei ist in unseren
Betrachtungen entweder pg = 0 oder agp = 0 und die jeweils andere Kopplung als Nullte
bezeichnet. Fiir den Fall ag = 0 ergibt sich:

po = 0tpo = U'lp=p, = folpo, (a;);) (2.127)
) 1 i ) )
i == Opa; = a(atU/)() — (i + Dait10lp=p, = fi(pos (a;);) (2.128)
und im Fall py = 0:
) 1 i
“= E(atU')( No=o = fi((a));), (2.129)

mit (U')® der i + 1ten Ableitung von U. Bei einer Differenzialgleichung endlicher Ord-
nung k wird die Abhéngigkeit hochstens bis zur Kopplung a;j reichen. Haben wir eine
Fixpunktlosung gefunden, betrachten wir die sogenannte Stabilitdtsmatrix

(Si)io = (gradf;)iZo. (2.130)

Diese ist ein linearer Operator, der zwischen zwei geeigneten Folgenrdumen vermittelt. Auf
lo wird der Operator im Allgemeinen nicht beschriankt sein. Als Operator kénnen wir die
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Eigenwerte des Operators bestimmen. Wir stéren die gefundenen Fixpunktkopplungen a;,
leicht und betrachten im linearen Regime das Potenzial

U'=U,+ Y 00,0 |u—vs(ai — ain)t + O(t*) + 0> (a; — ain)(a; — aje).  (2.131)

i=0 ,J

Dabei ist ag an dieser Stelle und im Folgenden, wenn nicht gesondert angegeben, die nullte
Kopplung ag oder pg. Damit dndern sich die Kopplungen in diesem Fall wie folgt:

S S
a; = Qjx + Z 8ajfi*(aj — aj*)t = Qjx + Z Sij(aj — aj*)jt. (2.132)
j=1 j=1

Eine kleine Stérung in Richtung eines Eigenvektors b; € I = (aj —a;4); mit den zugehérigen
negativen Eigenwerten 6; wird sich wie

8tbz- = 8t(aj — aj*)j = sz = —Qibi (2.133)
dndern und damit in der linearen Néherung das folgende Verhalten aufweisen:
b = bye 0it=t0) (2.134)

Ist die Theorie im Ultravioletten gegeben, so wird g = 0(k = A) sein und ¢ < 0 gelten
oder allgemeiner, falls gilt k < kg so auch ¢t < tg und t —tg < 0

b = bl (2.135)

Das heiftt, dass ein positiver Wert von 6 ein exponentielles Verstirken der Stérung b;
bewirkt und das Vorzeichen beibehélt. Somit word eine Stérung in positive b; Richtung
exponentiell von einer Stérung in negative b; Richtung separiert. Die resultierenden Po-
tenziale U’ im Infraroten werden sich prinzipiell unterscheiden und gehoren somit zu zwei
verschiedenen Phasen. Deshalb klassifizieren wir U, als Phaseniibergang und bezeichnen
die 6; als kritische Exponenten. Wir sehen noch, dass die Eigenvektoren mit negativen
kritischen Exponenten eine Storung sind, die unterdriickt wird und gegen null strebt. Ein
verschwindender Eigenwert ist ein Fall, der in dieser linearen Néherung nicht entscheidbar
ist. Wir fiihren noch die iibliche Sprechweise ein:

6; > 0 :b; ist relevante Richtung
0; = 0 :b; ist marginale Richtung
0; < 0 :b; ist irrelevante Richtung

In der praktischen Anwendung werden wir zumeist die Matrix S nicht exakt kennen. Das
Gleiche gilt fiir die Fixpunktkopplungen. Wir greifen in diesen Féllen auf einen Trunkie-
rungsansatz zuriick und betrachten nur die ersten I 4+ 1 Gleichungen f; = 0 sowie die
quadratische Matrix S = (S”)ZI j—o und deren Eigenwerte. Mit dem Wachsen von [ for-
dern wir, dass sich sowohl die negativen Eigenwerte der Matrix 6; als auch die Kopplungen,
die das trunkierte Fixpunktgleichungssystem losen, stabilisieren. Was das heifit, sehen wir
im néchsten Kapitel.

In unserem betrachteten Fall werden wir primér an dem Ansatz um die Nullstelle gy inter-
essiert sein. Sollte nur eine relevante Richtung vorhanden sein und diese im Wesentlichen
eine Komponente in Richtung pg besitzen, so wird die gefundene Lisung einen Phaseniiber-
gang zwischen der spontan gebrochenen und ungebrochenen Phase darstellen. Erkennbar
ist dies an der Auszeichnung der Radialen Mode (2.102), die in der gebrochenen Phase
einen anderen Masseterm besitzt, als die anderen Richtungen.
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3 Die Flussgleichung

3.1 Voriiberlegungen

An dieser Stelle wollen wir noch einige Rechenregeln zusammentragen, die uns bei der Her-
leitung der Flussgleichung unseres linearen O(NN) symmetrischen o Modells hilfreich sein
werden. Wir notieren zunichst die komponentenweise Darstellung des ladungskonjugierten
Spinors nach einer Wick-Rotation.

0= (61,02)" 0= (—0,06,) (3.1)
Betrachten wir folgende Relationen
p= % <<P2 + 20vp + 09 (Fso — ;W)) (32)
DD¢ = —2F — 20p) + p*00¢p; (3.3)
pDD;i|gy = %(—QFi(FW) + Fpy)060 — 00ppp; + %P299%‘<P2 (3.4)
DDp = —2Fp + i) — 20ppo + %p29_9(p2 (3.5)
¢:DDplgg = %(—2&0& + Fn)00 — 00vipipp + %ng&oz% (3.6)

wobei wir nutzten, dass

0iti ()05, ok (") =ii5p, e (p") = —%(éQ)ﬁi(p’)pikw(p”) = —0:i(p")0;p;, o (),

(3.7)
aus den Rechenregeln fiir Spinoren (2.47) folgt. Damit gilt
¢i(0") K (—p)d;(P")lgo = ¢ (0" ) K (p)#i(P) |9 (3.8)
¢i(0") K (—p)p(p")lgo = p(0") K (p)9i(1") g0 :
p(0 ) K (=p)p(")lgo = p(" ) K (p)p(p') g0 (3.10)

und andere Vertauschungsrelationen. Wir wahlen das Mafs unserer Grafimannintegration,
sodass folgende Darstellung fiir unsere Delta Distribution gilt:

5(0 —0) = 25(0, — 04)5(6, — 0,) = —(00 + 0'0') + 200 (3.11)

Die Wirkung von K Operatoren Bei der Herleitung der Flussgleichung werden Terme
auftreten, von denen die Spur im Superraum zu bilden sein wird. Wir untersuchen an
dieser Stelle die Ergebnisse der Spurbildung in den Graffmannvariablen, wenn wir auf
den bosonischen Anteil in den Superfeldern projizieren. Wir werden dazu Terme mit einer
verschiedenen Anzahl an K Operatoren untersuchen und eine vereinfachte Rechenvorschrift
finden. Wir starten mit zwei Delta Distributionen ohne vorkommenden Operator.

ia(e —0)5(0 — 0) = %(9’9 +0) — 99’} { @0+ 09 9/9} _ Laoyao)+ o090 =0

1 1
2 2
(3.12)

60+ 0'0') +66'| (3.13)

%K(q, 0)5(0 — 0') = [—0905 — (0ed0) — (6405) + ¢°(69)] [—;

=2— 2046 — %qZ(ée)(é’e’), (3.14)
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Als Néchstes betrachten wir einen einzelnen K Operator

i [K(q.0)5(0 — 0)] 6(6/ — 6) = [2 —20g0/ — ;q2(0_9)(§/9')] [—;(ée +00) + ée'}
=46(0"—0) (3.15)
1

LK @060 — 0")] 50" — 0 g = [2 2040 ;q2(99)(9"9”)] H(e’a’ L) + 9'9"]
_ [1 e i(f(ea)(a'e’)] 5(0") (3.16)

Wir betrachten die Wirkung zweier K Operatoren auf eine ¢ Distribution in den Grafs-
mann Variablen, wobei wir einmal eine Matrixmultiplikation ausfiihren, indem wir auf die
Anteile der gemeinsamen Grafmannvariable projizieren und einmal direkt das Produkt
beider Operatoren betrachten:

%K(q, 0)5(6 — 0")K (. 0")5(6' — 0")
— |2 2640” ;q2(09)(9”9'/)] [2 2 - %qa(é"@")(élel)
= —(q%00 + ¢0'0')(6"0") + 4(646") (6" ¢'0) + R(0")
= [(¢%00 + ¢*0'0") + 2(0¢g'0")] 5(6") (3.17)
Falls q—q"

= [~q3(0 — 0] 6(6") + R(6")

K(q,0)K(q',0)5(6' —0)

[—p05 — (0pd0) — (043p) + ¢*(06)] [4 — 4040 — ¢"*(66)(0'0")]
400 + q%00 + 04 0’ + 0 6]

4[q°0'0" + q"*06 + 2044'0'] (3.18)

denn

0Qq0 = (—1)° 0 Quq"+"0 = 04 Q0 (3.19)
Dabei ist der Rest R(#”) verschwindend bei einer Integration [ d#”R(#”) = 0. Damit sind
beide obigen Terme gleich. Wir gehen in analoger Weise fiir drei Operatoren vor
1
§K(q’ 0)6(0 — 0K (q',0")6(0" — 0" K(q",0")6(0" — 9’”)|5(9//)5(9///)
_ _ _ _ 1 _ _
— [q299 + q/291//9/1/ + 29%%’0/”] 5(9//) 2 _|_ 20///g1/9/ _ 7q//2(0///91//)(0/91)
2 5(9//)6(9///)
1 o _
=3 [®q"0'0'00 — 4¢"* — 4044 ¢"0'] 5(6"")5(6") (3.20)
K(q,0)K(d,0)K(¢",0)5(6' — 0)
= [—0005 — (0ag0) — (0405) + ¢*(00)] 4 [¢"*0'0' + ¢"*00 + 204'¢" 0]
=4[220 000 — 4q” — 104y §'0] (3.21)

und sehen auch hier eine Ubereinstimmung. Wir haben damit eine Moglichkeit auf ver-
einfachte Weise Matrixmultiplikationen beziiglich der Grafmannvariablen durchzufiihren,
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sofern keine weiteren grafmannwertigen Felder vorkommen. Dies ist auf unseren Fall an-
wendbar, wie wir spéter sehen werden. Wir berechnen noch die Wirkung von mehreren K
Operatoren aufeinander:

K (q4,0)K (g3,0) K (q2,0) K (q1,0)0(6" — 0)
= [—agag — (90d,0) — (04, 05) + qi(ée)} 4 [q%qgé’a'ée —4qd - 4§¢3g2g10’]

=16 [—q%qge_'ﬂl — ngiée + 2§g4q3g2q19/} (3.22)
K (gs,0) K (qa,0) K (g3,0) K (g2, 0) K (q1,0)5(6" — 6)
=16 [—q%q%q%é’&’é@ +4q¢3q3 — 49¢5g4g3g2g10’] (3.23)

3.2 Herleitung der Flussgleichung

Wir notieren an dieser Stelle noch einmal die effektive Wirkung unserer Theorie

Tyld] = / Ard020 () — 3 264() K (D2, 6)69(2) — 1Y pla)K (02, 6)p(a) (3.24)

—_

W

= [ Qa2 (0) — §Z0 @K (0,006 (~0) = Vo0 (~0.0(~0). (329

Dabei wurden

o) =5 0x(x)) () (3.26)
K (05,0 = [~ 090y + 1(0p3,0) + i(03,05) — Ao (00)] (3.27)
K(,0) = [~00 — (906) ~ (945) + ¢*(0)] (3.29)

schon im Sinne einer kompakten Schreibweise verwendet. Im Zuge der Herleitung orientie-
ren wir uns an den Ideen von Wetterich [10]. Aus Griinden der vereinfachten Schreibweise
und Verkiirzung der auftretenden Terme nutzen wir unsere Eichfreiheit des O(N) Modells
wie folgt:

b5 = ob:. (3.29)

Wir drehen in diesem Sinne auf die Felder in die Eins Richtung und bezeichnen den Betrag
mit ¢. Da die Grofen Z und Y a priori in unbekannter Weise fliefsen, muss ein Ausdruck
dafiir durch eine geeignete Projektion aus der Flussgleichung gewonnen werden. Die Idee
ist, die konstanten Hintergrundfelder auf eine geeignete Weise zu storen

8Q285¢C(Q)65¢d(7Q)F‘Q2:0 :(Z + declédl)é(O)écd\d,:@ = (3.30)
anaéqbc(Q)86¢¢(—Q)8tF|Q2:0 =0(Z + pY5015d1)5(0)5Cd|¢:¢ (3.31)

und die Vertauschbarkeit der Ableitungen zu nutzen.

Die Relation folgt direkt aus der noch folgenden Herleitung der Flussgleichung, siehe zum
Beispiel (3.32). Wir haben auf die rein bosonischen Anteile des Flusses projeziert. Dies wur-
de durch die Struktur des Operators K und die Projektion auf Q? erzielt. Im Folgenden
werden wir uns deshalb primér fiir die Projektion auf den bosonischen Anteil interessie-
ren, da wir die Flussgleichung in dieser Komponente des Superfeldes gewinnen wollen. Der
Fluss in den anderen Komponenten kann bei Bedarf aus einer Supersymmetrietransfor-
mation gewonnen werden. Der Storimpuls sei im Weiteren klein gedacht. Wir gewinnen
offensichtlich nur zwei unabhéngige Gleichungen. Die Anregung in die ¢ = d = 1 Richtung
ist die Radiale Mode. Sie entspricht in allgemeinen Koordinaten der Storung in Feldrich-
tung im N-dimensionalen ¢ Raum. Die Anregungen in ¢ = d # 1 werden als Goldstone
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Mode bezeichnet. Diese werden wir im Folgenden zusammenfassend unter ¢ = 2 verstehen.
Im Verlauf dieses Abschnittes werden wir die einzelnen Terme der effektiven Wirkung
I' jeweils zweifach funktional nach Superfeldern ableiten und zusétzlich die Wirkung der
Storung im Impuls bis zur quadratischen Ordnung berechnen.

Der radiale Wellenfunktionsrenormierungsanteil Y Am Anfang steht die Berechnung
des Parts, der von Y abhangt. Konstante Faktoren unterdriicken wir zumeist dabei und
werden sie erst spéter beriicksichtigen. Wir bedenken, dass ¢, und ¢, Superfelder sind,
schreiben aber entstehende Delta Distributionen der Graftmannvariable wie auch das In-
tegral Uiber diese nicht mit.

oplp) _
5
=) /p(p)K(—p)p(—p)dp = /(qba(p + @)K (=p)p(=p) + dala — p) K (p)p(p)) dp
p | 5 p
GRS 5 = [6u(a=n) K @)on(o—a o+ K @)p(p)usdla—p—a' )

(3.32)

Der Operator K wirkt im ersten Term auf die unterdriickte Delta Distribution der Grafs-
mann Zahlen und im Zweiten auf p und verschwindet somit bei konstantem Feld. Wir
variieren im Folgenden nur um eine Impulskomponente, sodass von dem zweiten Operator
nur der Anteil ohne Ableitung nach den Grafmann Zahlen {ibrig bleibt, was wir durch
einen Hut {iber dem Operator kennzeichnen K.

Wir storen den Anteil, der mit dem Kronecker Delta behaftet ist

5
d¢e(p)

und nutzen die Tatsache, dass die Felder konstant sein sollen:

¢a(r) =¢da1 = const. = Pa(p) = #da1d(p) = f(d(p)) = f(C)d(p). (3.34)

pla—d)K(qg—d)=¢cla—d —p)K(qg—q) (3.33)

Insbesondere gilt somit auch fiir p

o(p) =5 66(p). (3.35)

Diesen Sachverhalt werden wir wiederholt verwenden, um die Termstruktur zu vereinfa-
chen. Gehen wir an die Stelle p = £(@), so haben wir

(5¢<Q>MC‘5@)) pla—q)K(q— ) =K(Q)5¢(Q)¢0:15(q — ¢ — Q) (3.36)

mit

K(+Q) = Q*(69), (3.37)
sowie die gleichen Terme mit —@Q. Der Faktor d¢(@Q) markiert, dass es sich um den linearen
Term der Entwicklung um eine Stérung () um ¢ handelt. Wir werden im Folgenden die Ab-
kiirzung d¢(Q) = d¢ = d¢ sowie 0p(—Q) = d¢* verwenden, da aufgrund der Eigenschaft,

dass es sich im Ortsraum um reelle bosonische Felder handelt, in denen wir stéren, die
Felder ¢(Q) und ¢(—Q) zueinander komplex konjugiert sind. Eine reelle Stérung resultiert
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aus der Kombination d¢d¢*, was mit unserer Projektion aus Gleichgung (3.31) iiberein-
stimmt.
Wir gehen mit dem verbliebenen Term analog vor und erhalten

5
S (p)

/ ba(—p" + Q) op(p" — ¢ ) K (p")dp" = (3.38)
p//

ba(—p — 4" + )0 K (p+q') + du(q — ¢ — p)dacK (g — p), (3.39)

was nach dem Einsetzen des Stérimpulses und dem Nutzen der Eigenschaft konstanter
Felder auf

$a(—Q — ¢ + Q)00 (—Q—4'+ ) K (¢ +Q) + (Q = —Q) + (a—=b)+(Q = —Q;a—b)
= (0a096(q — ¢ — Q)0pe + (Q = —Q)) + (dp0¢0(q — ¢ — Q)bac + (Q = —Q)) (3.40)

fiihrt.
In der Ordnung §¢dp* ergibt sich der d,, Anteil zu
6 5 / / / / /
—K(q—q)=K(q—q)6a6(q—q —p—p), 3.41
5oa) d0e(p)) P4~ DE =) = Kla=d)0cadla —a =p=p) (3.41)

was mit der Setzung p = +Q, ¢ = FQ auf K(O) = ( fiihrt.
Der andere Term lautet

§ 5 1
d¢a(p') 0¢c(p)) (2

= 0acOpaK(q—p)0(g—q —p—0") + 0aadsc K0+ ¢)0(¢ — ¢ —p—p'). (3.42)

z / bala — 7")ou(0" — ) K (p")dp"
p//

Wir nutzen wieder p = +Q, p’ = FQ und erhalten den quadratischen Entwicklungsterm
zu

(0acObd + Oaddbe) 0900 (K(q — Q) + K(q+ Q))d(q — ¢'). (3.43)

Der Potenzialterm Wir betrachten den Potenzialterm und gehen dabei analog zum ra-
dialen Wellenfunktionsrenormierungsanteil vor. Zunéichst wird betrachtet, wie die Funk-
tionalableitung im Impulsraum wirkt.

[e.e]

/U(a:)dx: >, “"(%Tl)mz/ / ﬁP(Pi)eizz’zlpidpidx (3.44)

n=—00 =
x z p17“‘7p7l v 1

g 0 1 n . . . -
36a(—a) / U(:U)dx_n_zmm"(%r)’”/ / l.Hf (pi)e” =27 Gu(p1 + q)e " dpida

x - T PlysPn

1 . 1
- (27I')d/ U,('T)d)a(pl + q)elp1$dp1dx = W/U/(—pl)d)a(pl + q)dpl
TP p1
(3.45)
E L " ! / /
5¢b(q/) RHS = (27T)2d / U (_p2 - p1)¢b(p2 —q )¢a(p1 + Q>dp1dp2 +U (q —q )5ab
p1,p2

(3.46)

Die Erkenntnisse tiber die Ableitung von [ U(z)dz auf U’ wurden von U(z) auf U'(x)
iibertragen. Dies wird auch fiir die weiteren Terme geschehen, indem wir jeweils mittels
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der Fouriertransformation die gewiinschte Form herstellen und anschliefend zuriickrechnen.
Mit konstanten Feldern liefert dies:

1
((27r)2d U"(q = ¢)6"0mdn + U'(g - Q’)5ab) 5(a—4q). (3.47)
Den ersten Term in der Storung lesen wir somit zu
) 1
5oup) @) / U"(—=p2 = p1)#s(p2 — ¢')pa(p1 + @)dprdpz + U'(q — ¢')dap
‘ P1,p2
1 3
= (2m)3 / U"(— Zm)qﬁc(m — p)op(p2 — ¢')pa(p1 + ¢)dp1dpadps
P1,P2,P3 i=1
1
+ W /(U”(_q’ —Dp —p1)5bc¢a(p1 + q)
P

+U"(q—p1 = P)dacts(pr — ¢') + U"(q — ¢ — p1)de(pr — p)dap)dp1  (3.48)

ab. Setzen wir den Storungsimpuls fiir p ein und schreiben den linearen Term auf, erhalten
wir

Um(q_q/_Q)é(q_q/_Q)5¢¢35a15b1501 + U”(q—q/—p)5¢¢ (5b65a1 + 5ac(5b1 + 5ab501)
+Um(q_q/+Q)5(q_q/+Q)6¢*¢35a15b1501 + U//(q_q/+Q)6¢*¢ (61705(11 + 6a05b1 + 5ab501)

Die Entwicklung quadratisch in den Storfeldern wird zu

5 5 1
5pa(p') dc(p) (2m)%

/ U"(=p2 — p1)w(p2 — ¢')ba(p1 + q)dp1dpz + U’ (¢ — ¢')da

P1,p2
= (U(4)¢45a15b15c15d1 + U" ¢ (66d0a10b1 + 0c10addpr + ... ) + U”) S(g—q —p—17)
(3.49)

bestimmt. Wir werden spater sehen, dass dieser Beitrag nicht relevant ist, da er unabhéngig
vom Storimpuls ist, wie auch schon in [10] angegeben.

Der Wellenrenormierungsanteil Aufgrund der speziellen Struktur haben wir hier nur die
funktionalen Ableitungen nach den Superfeldern zu bilden, da wir die Wellenfunktionsre-
normierung nur abhéngig von k betrachten, aber nicht abhéngig von den Feldern oder dem
Impuls. Damit ist der Term invariant unter einer Stérung in Q.

Teilen wir die effektive Zweipunktwirkung auf

Tou(a:4") = Tapo(a: ') + T (4,4') + Taa(a, 4, (3.50)
so erhalten wir fiir die Anteile sortiert in d¢
F?zbO(Qa q/a 07 9,) = (4Uﬁp5a15b1 + 2U,5ab - ZK((L 0)6(11) - Yp(sal(sblK(Q7 9)) 6(9 - 9,)
(3.51)

I2%1(q,4,0,0") = (600var(a,Q)5(q — ¢’ — Q) + 66™ van(q, —Q)(q — ¢ +Q)) 5(6 — ¢')
(3.52)

T240(,4',0,0) = [2 (U6 0018010100 + U6 (Guabardys + erbaadin +...) + U" ) +

a

—iY ((GacOba + daadee) (K (¢ — Q,0) + K(q + Q. 0))) | d(qg — ¢')3¢3p*6(0 — '),
(3.53)
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wobei folgende Abkiirzungen eingefiihrt wurden:

’Vab(cb Q) = 4U,//p5a15b1501 + 2U” (517660,1 + 5ac(sbl + 5abécl)
1 .

= 5Y (K(@,0)8udie + K (0 = Q,0))0nduc + K(Q.0)0100)  (354)

56 = 00(Q) 66" = 56(~Q). (3.55)

Wie erwédhnt, wirken die Operatoren K nur auf die graffmannartigen Delta Distributionen
und K (Q) = Q%90 Setzen wir nun ¢ = d = 1 so erhalten wir die Radialen Moden und
mittels der Grenzwertbildung den Fluss von Z und analog fiir ¢ = d = 2 die Goldstone
Moden und somit den Fluss von Z.

Der Fluss des Potenzials Wir bestimmen das Inverse von I'2, (¢, ¢) + Ri(q,q')dap.
mit der zu

Ri(q,q,0,0") = —r2(q) K (q)0(q — ¢')5(6 — ¢") (3.56)

gegebenen Regulatorfunktion und nutzen die Diagonalstruktur, wobei W/, (q) = U’ +
2U" pdg1 und haa(q) = Z + r2(q) + Y pda1 als Abkiirzungen einfithrt werden. Wir suchen
die Inverse, die durch folgende Gleichung bestimmt ist:

anO((L ‘97 0,) + Rk(‘]a 67 9,) :(QW;a(Q) - haa(Q)K(Q7 ‘9))6(0 - 0,) (357)
5(0' —0") = / A0 [T2,0 + Be] " (0.0/,0)(P20 + Ri)(,0,0")  (3.58)
1
do :§d91d92. (3.59)
Die Tatsache nutzend, dass K (q)K(q) = —4q? gilt, lesen wir die Inverse leicht zu

2Waa(a) + haa(9) K (g, 0) ¢
AWz (q) +4¢*hZ,(q)

-1

T30+ Re] ™ (q,0,60") = @ —0) (3.60)
ab.
Damit bleiben in der Flussgleichung nur nicht verschwindende Beitrage iibrig, wenn ein

Term mit auf einen ohne den Operator K trifft. Es verbleibt folgende Flussgleichung:

Oy = — Z /dede dxdq ) 501 Ry (q,0,0") [T mo+Rk]’1(q,9’,9) (3.61)
— W, (q)F

- Z / A0dadq o5 ;“iq;QZéZ)(q) = (3.62)

920 = Z/ o e P (3.6)

Der Fluss der Wellenfunktionsrenormierung Um die Flussgleichung der Wellenfunk-
tionsrenormierung Z und deren radiales Pendant Z zu erhalten, berechnen wir die Entwick-
lung von (sz + Rkéab))fl (q,q,0,0"). Die Entwicklung liest sich in den in der Ordnung
dpdp* beitragenden Termen:

(T2 + Ridw) " (0.4,6,0) = [T+ Redaa] " (~Tea [0 + Redar] '+ (3.64)

Fgel [Fgfo + Rk5ef] - F?”gl [ngo + Rk5gb] _1) (g q’)5(0 - ‘9/)
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Treten bei der Matrixmultiplikation rein diagonale Summen oder Integrale auf, signalisiert
durch ein Kronecker Symbol oder eine Delta Distribution, werden diese unterdriickt. Be-
trachten wir den Term, der aus der linearen Entwicklung des Bruches entsteht, so trifft
obiger Fakt in allen Variablen auf. In der sich anschliefenden einfachen Berechnung werden
einfach nachvollziehbare Abhéngigkeiten unterdriickt.

[FZQO + Rk] - F(21a2 [F?lao + Rk] ! (q7 97 9,)

_ 1 (2W(;a + haaK)(q, (9) 1
4 ( W2 + 2h2, 2V — 1Y (200e(K (g~ Q.0) + K(g+Q.0)))
. } (2Wt;a + haaK)(q, 6)
4 Wi+ a*hZ,

> ) (3.65)

Wir bestimmen nur den Anteil abhiingig von Q2

1 —5h2, K(@)K (g — Q)K(q) — haaWea (K (9) K (¢ — Q) + K(q — Q) K (q))
2

ST (W (@) + a2h2,(0))
Weska =95, 5007 +(Q » —@) (3.66)
Mithilfe der niitzlichen Relationen
/dede’K(q, 0)5(0 — 0')5(0 — 0') = 0 (3.67)
/ d0de'K (q,0)6(0 — ') K (q1,0)5(0 — ') = —4(q1 — q)* (3.68)
/ A0d0'K (4, 0)5(0 — 0V K (g1, 0V K (g0, 8)5(6 — 0) = 0 (3.69)

[ 000K (0.0)500 — 0)K (45,0 (02,0 K (01,0500 )

=16(2¢3 + ¢5¢%) + 32/d9§gg3g2g19 (3.70)

setzen wir in der Flussgleichung nur die relevanten Terme ein. Der erste Anteil des Flusses
von 7 im Fall von ¢ = 1 und von Z im Fall ¢ = 2 ergibt sich zu:

) Y -2 K()K(qg— Q)K(q) — 2W"2K(q —
le—an/dadel dqgatRk;(S(e—el) Y 2'%ce <Q) (q Q) (Q) 2cc (q Q)
(2m) 16 (Wi2(q) + ¢*h2.(q))
2 272
:_1/dq L oy Wi +ahe. (3.71)
2 (2m)3 7 (W2(q) + ¢*hZ(q))?

Dabei haben wir die Matrixmultiplikation in den Grafmannvariablen noch einmal explizit
im Sinne der Lesbarkeit ausgefiihrt. Vollkommen &quivalent dazu wire die Berechnung
mittels:

[ 46 (K@.0072K (g~ @56 - #)lo-0) (3.72)

Obiges ist so zu lesen, dass erst nach dem Auswerten des inneren Terms 6 = 6’ zu setzen ist
und anschliefsend integriert wird. Man beachte die Nutzung des Umstandes, dass wir am
Ende auf die rein bosonischen Felder projizieren und somit die fermionischen und Hilfsfelder
null setzen. Damit liefert eine Entwicklung der Felder in diesen keine grafmannwertigen
Anteile. Dies steht im Gegensatz zur Herleitung der Flussgleichung des Potenzials, wo wir
sie verwendet hatten. Waren diese mit zu betrachten, so hitten wir auf andere Anteile in
den Gleichungen projiziert.
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Wir berechnen den Term der in der zweiten Ordnung der Entwicklung des Nenners einen
Beitrag zu Q? liefert. Dies erfolgt iterativ in mehreren Schritten. Da die Terme hier nicht
rein diagonal im Impuls sind, missen wir die Impulsintegration bei der Matrixmultiplikati-
on beriicksichtigen. Des Weiteren existieren Nichtdiagonalterme in den diskreten Variablen
a,b, im Falle von ¢ = 2, sodass die Summation explizit ausgefiithrt wird.

Vi 1
3o
B <2W’ + hua(0)K) (4. 0)
1 WEW) + ()
(007ab(9, Q,0)0(q — ' — Q) + 6¢" dyap(q, —Q,0)d(q — ¢’ + Q))
ZW, Vab + haaVabK( ) WéaY(K(Q)éaldbc + K(q - Q)ébléac + K(Q)5015ab)
AW + *hé,)
. haaYK(Q) (K(q, 9”)6a16bc + K(q - Qa 0”)61)15(10 + K(Qa 0”)5015(1b)
8(Wea + ¢°h,)

~1
[ngo +Ri] ™ (0:4",0)Ta(d", ¢, 0) (3.73)

6(g—q'—Q)dgg

+(Q = —Q)op" ¢
=Sab(q, Q)00¢d(q — ¢' — Q) + Sap(q, —Q)6¢* ¢ (q — ¢' + Q) (3.74)

fYab(% Q7 6”) - 4U”/p5a15b1501 + 2U” (5bc(5a1 + 5ac(5b1 + 5ab501)
1
- 7Y (K( q, 0”)5a16bc + K(q - Q) 9//)6b15ac + K(Qa 9”)5615ab) (375)

— Vab — 7Y (K(Qa 0,/)5a16bc + K(C] - Qa 9/,)5b15ac + K(Q, 9/,)6015ab) (376)

Wir quadrieren:

> (Saa(g, Q)Sar(d — Q, =Q) + Saa(a, —Q)Sar(d' + Q. Q)) 56" 6663 (q — ¢')

d
_ lzwéavad + haaVadK(Q) - Wo/mY(K(Q)(Sal(Sdc + K(q - Q)(Sdl(sac + K(Q)écléad)

4(W2 +q?h2,)

%haaYK(Q) (K(Q)éal(sdc + K(q - Q)édléac + K(Q)(Scl(sad)

B W2 T i) o¢9

QW) Vi + haaVan K (¢ — Q) — W4,Y (K (q — Q)8a18pe + K (q)04104c + K (—Q)Je16ap)
AWE+ (¢ —Q)%*h2)
$haY K(q— Q) (K(q — Q)64106c + K(q)0p10dc + K(—Q)5c15db) 5o
- AW+ (4= Q)3 o

+(Q = —Q) (3.77)

Bevor wir obigen Ausdruck weiter untersuchen, beschéftigen wir uns mit dem Ergebnis der
endgiiltigen Spurbildung in den Grafmannvariablen in Abhéngigkeit von den vorkommen-
den Operatoren K und K. Dazu erinnern wir uns folgender Relationen:
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/ 946K (g, 6)5(0 — 6)5(6 — ') = 0 (3.78)
/ A0d0'K (q,0)6(0 — 0V K (g1, 0)5(0 — ') = —4(qr — q)2 (3.79)
/ 046K (¢, 0)5(0 — 6K (q1, 8 K (g2, 8)5(6 — ') = 0 (3.80)
/ 040K (q,0)5(0 — 0')K (g3, 0 K (2, 0) K (q1,0)5(0 — 0')

=16(¢2¢2 + ¢5¢°) + 32/d9§gg3g2g19. (3.81)

Hohere Terme ergeben sich analog. Es folgt, dass Terme in gerader Ordnung in K mit
72(q) haa(q) und Terme in ungerader Ordnung mit r72(q)2W/,, sowie den zugehorigen Grafs-
mannvariablen K(q,8)6(0—0") ... K(q,8)6(0—0") beziehungsweise K(q,8)6(0—0")...56(0—
0) auszuwerten sind.

Kommt ein K (£Q) vor, liefert dieser schon den Beitrag Q?, sodass andere vorkommende
@ null gesetzt werden kénnen und sich eine erhebliche Vereinfachung ergibt. Zum Beispiel
gilt in der betrachten Ordnung: K (¢— Q)K (¢)K(—Q) = K(¢)2K(Q). Des Weiteren wissen
wir, dass zwei gleiche K (g, #) Operatoren zu —4¢? werden. Dies ausnutzend brauchen wir
noch folgende zwei Gleichungen:

K(q,0)K(Q,0)5(0 = 0")|g—gr go
= [—0905 — (Dod0) — (0405) + q (99)] Q*(00)5(0 — 0')|g—pr g6
—Q? [~8505 — (De4t6) — (9405) + ¢*(86)] (66')(86)|g—g 7
= 4Q%00 = —4Q*5() (3.82)
= K(Q,0)K(q,0)5(0 — 0')|g—pr g9

und

K(g,0)K(Q,0)K (4,0)5(0 — 0)g—gr 5o = K (Q.0)6(0 — ') lg—pr 5o = 0 (3.83)

Dabei haben wir die Zyklizitdt der Spur genutzt. Aufgrund dieser Eigenschaft folgt so-
fort, dass nur interessant ist, in welcher Potenz K(q,#) insgesamt vorkommt. Dabei lie-
fert der Regulator Term einen Operator und der noch zu multiplizierende Term entweder
keinen Operator und 2W/, oder einen Operator und h,,, sowie immer den Nennerterm
(AW + QOZQ))_l. Die Anzahl der Operatoren K (g, 6) entspricht der Zahl, wie sie auch
in der folgenden Notation (3.86) Verwendung finden.

K(g,0)>" " K(Q,0) : (—4)" 22" Q% 0hgq (AW + ¢*h2,)) (3.84)
K(q,0)"K(Q.8) : (—4)" ¢ Q%2W,, (AW2 + ¢?h2,)) " (3.85)

Wir miissen somit die Terme, die in Gleichung (3.77) als Koeffizienten der K und K
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auftreten, mit folgenden Faktoren multiplizieren:

K°:0

K(q)*:0
K(g—Q)
K(9)K(q—-Q)
K(q)’K(¢—Q)
K(q)’K(¢—Q)

K(g—Q)*:0

K(g9)’K(qg—Q)*:0

K(q—

K(q)K(q— Q)
K(Q)
K(9)K(Q)
K(q)’K(Q)
K(q)K(Q)

:164° Q% ohaq (4(W2 + ¢*h2,))
1642Q%92W L, (AW + ¢*h2,)) "

P 4Q2Wy, (4Woa + ¢°hiy,))
:16Q%¢* 2 haq (4(W2E + ¢*h2,))
16Q% %92 W, (AW + ¢?h2,))
L 64Q%q " 2haq (4W2 + ¢%h2,))

)
Q)? :16(q — Q)?Q*22W,, (4W2 + ¢*h2,))~
)3 — 64Q%¢ Fohaa (AW + ¢*h2,))

D — AQ*2W, (AW + ¢*h2,))
-1

:— 64¢* Q%P ohgqg (4(W£ + q2h¢21a))

-1

-1

-1

1

-1

-1

-1

Wir rechnen fiir c=1 die oben erwihnten Terme von Gleichung (3.77) aus, wobei wir
Terme, die nicht beitragen, schon vernachlassigen und Terme, welche die gleichen Faktoren
erhalten, teilweise schon zusammenfassen, sowie den Nennerterm nicht mitnotieren.

ch2 V2

: 2haava2aW(;a - 4‘/1‘1W1%Y
— 4h1aVidW1,Y + 2WY?

aa " aa

3
L= hEViaY + ShiaWH, Y
1
PUDE
1 / 2
: ihlawlay
1
: Zh%ay2
LAV, WY
: 4(W{ZY2 - haavaaWéaY)

: 4h1aW{aY2 - hZQVaaY
D h3 Y2
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Wir kénnen somit den Beitrag zum Fluss aus diesem Entwicklungsterm zu

N
~ -1 1
Zy=—> [d 9 [—haa Ve Wes + 2ViaWY + 2Vaa Wt Y
at 2 9 a:1/ Q(27r)3r2[ aa aa+ 1 la + aa +

(A3, V2 — 6h3 VieW,, Y + 18haWi2Y 2 + hi,Wi2Y?2 — 6h2 Ve WL, Y]6*+

3 v2 4 P
—6h1,Y?q"] V2 1 i) (3.86)

bestimmen. Dabei gewannen wir einen Faktor zwei aus der Vertauschung @ gegen —@Q und
einen weiteren Faktor zwei aus der Zusammenfassung von ¢? zu 2p. Insgesamt haben wir

R 1
7= d
W= ;/ T2y
[h3 V2 — 6h3, ViaW1,Y + 18h1aWi2Y? — 6h2 Ve W, Y] q*+

1 1 1 _ 12 +q2h2
—6h3,Y?¢* - = / dg oY 1 X (3.87)
W Ty ) e g g e,

i [—haa Ve Wea + 2Vig WY + 2V, WY +

geméf Gleichung (3.31) und (3.65).
Wir bestimmen nun das Ergebnis der Entwicklung im Falle von c=2. Dabei sind nur die
Elemente Vi5 und V51 nicht verschwindend.

K(q— Q) : 2(ha2pWi10a1 + h11,sWa20a2)ViaViap — 2Via s Waa W1 Y 842062
— 2V Wi W11 Y 842842
K(q)K(q— Q) : (hithazpdar + haahi1,50a2)Vi2Vizp — haaVai Wiy Y 02062
— ho2pVi2pW11Y 001061 — haaVig s W1y Y da20po
K(q—Q)K(q) : —ha2pV12W11Y 0p10a1

1
K(q)’K(q—Q): _§h11h22,bV12Y5a15b1
1 1
K(g)K(q—Q)K(q) : _§h11h22,bV12Y5a15b1 + §h22,bW1/1Y25a15b1

1
K(9)’K(q— Q)K(q) : 1h11h22,by25a15b1
1

K(g=Q)*: 5hipsWasY *0a2d
1
K(q)K(qg—Q)*: 4h22h11,bY25a25b2

Aus diesem folgt der Anteil obigem Entwicklungsterms zum Fluss zu

oy :/dq 1 p?*z1 [_h22WﬁV122+q2h22 [h%1X/122_4h11V12YW1/1+W1,%Y2] —q4h%1h22Y2
’ (2m)37 72 (W13 + ¢2h3,)2(W35 + ¢*h3y)
(3.88)
n —h11Wé%V122—2‘/12W1,1Wé%Y+q2 [hllh%QVIQQ—2h%2‘/21W{1Y+h11W£%Y2] —q4h11h§2Y2
(WiT + ¢2hiy) (W33 + q*h3y)? ’
(3.89)

nachdem wir wieder den Faktor zwei aus der Vertauschung von @ gegen —@Q, sowie ¢? = 2p
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berticksichtigen. Daraus schlussfolgernd ist die Flussgleichung zu

N .

1 —WéaTQ(Q)

020 =Y / YT+ 2h (3.90)
a=1 aa aa

o — / B —hoa W2V +q%has [h3VE— 41, VisY W] +W/3Y2] —g*h2  hgy V2
(2m)3" 72 (Wi + ¢2h3))> (W33 + ¢?h3y)

(3.91)
N —huWE V= 2Vis Wi, WRY +¢? [hnhd, Vi — 203, Vol W, Y +hin WY 2| —g*hi1 h3, Y
(W + ¢2h1,) (W35 + ¢2h3,)?

1 1 _ 2 21,2
- /dq JiaY — 2 +a 3222 (3.92)
2 (27) (W33 + ¢2h3,)
al 11
ol = dg——=pio= [~ haaVEW?2 + 2V, WY + 2V, WEY
t ;/ q(27’[‘)3pr22 [ aaVaa T 1 1a¥ + aa
1
3 1,2 2 / 12,2 2 / 2 3 2, 4
+ (haaVaa—6h1anW1aY—|—18h1aW1aY —6haaVaaWaaY)q —6h7,Y"q ] (W2 + ¢2h2.)P
1 1 W2 4 2h2
- /dq N i vl Nl (3.93)
2 7@ (W + ?hty)
W', =U"+2pU" 641 (3.94)
Vab =4U" pba10410c1 + 2U" (6pc0a1 + dacOp1 + dapde1)
) 2U" (641062 + 6a20p1) , Goldstone Mode (3.95)
(AU p + 4U")84181 + 2U" 34, Radiale Mode '
haa =72(q) + Z + Y pda1 (3.96)'
gegeben. Fiihren wir dimensionslose Gréfien
8727
0= P (3.97)
Lo
_ 1 3.98
u:= U (3.98)
Z
ni=—7 (3.99)
Z
s _Z 3.100
7 5 (3.100)
kN
Y WY = pY =oyZ (3.101)
=7 =171+ oy) (3.102)
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ein, so ergibt sich

N o
o (Was — PP 9aa) Waa + 2P*JaaWaaydar
du = —u(l —n) 4+ ou'(14n) + /dpp22r(p) e aa’__aa
; N(w2, +p*92,)*

0
(3.103)
o0
n =2 / dpp?or —g2aw} 03y + PPga2 (97101 — dgnivizwny + wiy?] — pled gy
0 N(wi; + p?g))* (w3, + p?g3,)

— g11WHHVTy — 2012W11 Wiy 4P [911932“%2 - 29§2v21w113/+911w%23/2} —p'gg5y’
+ N (w2 2.2 2 2.2 \2
(wiy + p2gi1) (w3 + P?g30)

9 w2, 4 p2g2
R ey e (3.10)
0 (w3 + p293,)
N ,
n =2 d 2o _ 2 2 9 3 9 3
7 ;/ pp-p N1+ oy) (w2, +p%g2,)3 [—GaaViaWag + 2010w, Y + 2V0qWh,Y
=10

+5 /dpp%y 5 _wil ;rp;g” (3.105)
0 (whi +p2911)" (1 + oy)

Waa = + 20U 81 (3.106)

Vab =4u" 06410p10c1 + 20’ (8peGa1 + OacOb1 + Oapde1)
_ {Qu’ (8a1602 + 602001 , Goldstone Mode (3107

(4u” 0 4+ 4u') 41081 + 2u'd4p, Radiale Mode

Jaa =1+ 1+ Y0041 (3.108)
(3.109)

als dimensionslose Flussgleichung, wobei wir schon den dreidimensionalen Impuls ¢ auf eine
eindimensionale, in Einheiten dimensionslose, Grofe p zuriickgefiihrt haben. r und 7 sind
zwei getrennte Funktionen, die nicht durch einfache Ableitung auseinander hervorgehen.
Es sei an dieser Stelle schon auf die Symmetrie u — —u hingewiesen, die sich an den obigen
Gleichungen leicht nachvollziehen lésst. In spéateren Betrachtungen wird deshalb h&ufig nur
eine Halfte der Losungen betrachtet werden. Unter Einfiihrung des Regulators

e (o = o G = (oo onsn
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erhalten wir den Fluss von u zu:

N -1 1

2
uw=—u(l—n)+ou(1+n)— N (1 - 317) [u,(ll—i—:;)?] (3.111)
3u' + 20u” [4n(u + 20u’) 1+ oy 1
No?y2 [ oy atan (u + 200" u+ 2Qu’)
2n— (1 —n)oy 0y(2 + oy) oy(1 + oy)
+ oy log <1+ 1+(u+29u/)2> +2(_27]+ (1+Qy)2+(u+2gu’)2>]
61(—1+ (u+ 20u’)?) + 4(1 — n)oy 1+ oy 1 2(u + 20u’)3n
B N o4y3 atan <u + 20u' " u + 29u’> N o392

~ 2(u+20u)(3n — (1 —n)oy) log (1 + 2+oy 2(u + 20u’)
Noty3 L+ (u+20u)?)  No(1+ 0y)*(u+20u')*

Dabei haben wir die Differenz zweier Arcus Tangens Funktionen zusammenfassend als
atan(z,y) = arctan(z) — arctan(y) (3.112)

geschrieben. Die Anwendung von Additionstheoremen bedingt Kenntnisse iiber y. In der
Herleitung wurde Z als konstant in den Feldern angenommen haben, aber die Gleichun-
gen geben dies noch nicht wieder. Somit muss 7 fixiert. Wir sind im Folgenden primér an
der Fixpunktstruktur der gebrochenen Phase und somit der Stelle u(gyp # 0) = 0 inter-
essiert und setzen die Ableitungen u(i)(gg) = a;i!, korrespondierend mit einem spéteren
Potenzreihenansatz. Damit erhalten wir

1 y3 + a? y1 1
SR S— —1)—n(1 1 — 2am(atan [ 22, =
"= Nooln =12 [((yl ) —n(1+4y1))log T a? an(atan { =, —
n—1 Y1
2(y1 — 1 3.113
+2(y1 )<n+1+a2+y%+a2>] (3.113)

als Ergebnis fiir . Analog folgt

i1 [—5(1/1 — 1) +7(16 +5(y — 1)) log <y% + a2>
N ooy (y1 —1)2 1+a?

+ (—32317@8 +10na"B + %a6(18y% — 48y; + 30 — (99 + 3y1 + 6977 + 45?%))
+20°B(—2(y7 + 4y1 — 5) + 3n(1 +y1 + 3yi))

+ %a4(—452(2(yf — 1)+ 13—y +yi)) + 12(y — 493 + 1157 — 8y1)

— 3n(12y1 + y3 + T1y? + 5y + 16))

+20°B(8(1 — y1(4 — 4y1 +4i)) + n(4yi + 3y + i + 31 +4))

(3.114)

1
+ 507 (6(2+ 10y1 — 5yf + 11y (1 — 1) +nyn (46 (i — Syr + 1)
— 3(38y3 + 5yf + 36y, + 4)))

1
+208y1 (2(y2 + y1 + 4)(y1 — 1) — ny1 (292 — 3 —4>
Byl( (yl 1 )(yl ) 77'!/1( Y1 1 )) (yl - 1)(1 +Oé2)2(062 +y%)2)
2
———— (B*(2(1 — yi) — 1 (2y1 — 1)) + 8y — 5y1 +4 — 1 (13y1 +3)) | -
(y1 — Dyy
mit « = 2ppal B = 4as0: y1 =1+ ooy (3.115)
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Da wir uns am Fixpunkt befinden folgt, dass in den obigen Gleichungen y = const gelten
muss und somit auch 1 = 7, denn:

- Z Z(l + 00Y)
__Z__ _ 3.116
1= T Tz o) (3.116)

Wir haben mit der Differenz nn — 77 = 0 eine Bestimmungsgleichung fiir y in Abhéngigkeit
des Potenzials am Fixpunkt und n direkt gegeben. Diese Erkenntnisse konnen wir in den
Fluss von u einsetzen und in verschiedenen Trunkierungen die Eigenschaften des Potenzials
am Fixpunkt bestimmen. Im folgenden Kapitel wollen wir uns damit néher beschéftigen.
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4 Untersuchung der Fixpunktlosung

In diesem Abschnitt werden wir uns im Wesentlichen mit Fixpunktlésungen in der gebro-
chenen Phase beschéftigen. Beim Betrachten verschiedener Ndherungen wird gesehen, wie
gut verschiedene Approximationen in einem Supersymmetrischen O(N) Modell sind. Nach
kurzer Wiederholung des Falles "large N" wird der Fall eines endlichen N’s untersucht.

4.1 Der Fall “large N”

Dieser Fall betrachtet die Losungen, die sich ergeben, wenn wir die Flussgleichungen von
n und 7 vernachlissigen, sowie in dem Fluss von u den Grenzwert N — oo ausfiihren.
Wir zitieren primér die Ergebnisse von [1]. Bevor wir den optimierten Regulator einsetzen,
untersuchen wir die Fixpunktstruktur der gebrochenen Phase in einem regulatorunabhén-
gigen Fall. Im Grenzwert N — oo ergibt sich der Fluss unseres Potenzial zu:

L 2 2 2
. uT—p-g
Ou = —u+ Qu/ + /dp2p2'r2(u2+p292)2ul = —u -+ Qul + h(u2)u/. (4.1)
0

Wir machen den polynomiellen Ansatz

I
u(pat) = Zai(t)(g - QO(t))ia (42)
=1

der uns die Fixpunktstruktur der gebrochenen Phase liefert. Dieser Ansatz wird in an-
schlieflenden Betrachtungen erneut Verwendung finden. Dabei ist 1 € NU {oc}. [ = o0 ist
eine exakte Reihenentwicklung. Sonst findet eine Trunkierung statt. Wir erhalten fiir den
Fluss von pg

8tgo = 00 — h(()) (4.3)
und fiir den Fluss der anderen Kopplungen

8tai = —a; + iai + (Z + 1)Q0a2‘+1 — (l + 1)CLZ‘_|_1I(0) + f(al, . ,ai_l) — 8tgoai+1(i + 1)
= (i— 1)ai—i—f(a1,...,ai_1). (4.4)

Dabei haben wir ausgenutzt, dass die Funktion h quadratisch von u abhéngt und deshalb
keinen linearen Term (¢ — gp) besitzt. Die kritischen Exponenten sind fixiert und leicht
ablesbar, da die Stabilitdtsmatrix eine Unterdiagonalstruktur aufweist. Des Weiteren ist
die relevante Richtung zu (—1,0,...) festgelegt, dass heift in ¢ Richtung und die Null-
stelle des Potenzials durch den Wert des Integrals I(0) angegeben. Wir haben damit ein
regulatorunabhéngiges Verhalten am Fixpunkt. Dies gilt fiir das Potenzial und somit auch
fiir die Physik, wie wir es allgemein fordern.

Wird der Regulator so gew#hlt, wie im letzten Kapitel angegeben, erhalten wir einfache
Terme, da sich der Fluss zu

2
1—w

mu (4.5)

Ou = —u + pu —
ergibt. Dies ist eine partielle Differenzialgleichung erster Ordnung, von der wir sogar im-
plizit die exakte Losung kennen. Interessieren wir uns fiir Fixpunktlosungen wu,, ist eine
einfache Differenzialgleichung erster Ordnung mit der impliziten Lésung

2

o(uy) =1+ : —l:*uz + 2u, arctan u, + cuy (4.6)

38



gegeben. Wir erkennen, dass alle Fixpunktlosungen den Punkt (o, u.) = (1,0) passieren
und es keine weiteren nichttrivialen Losungen fiir u.(o # 1) = 0 gibt. Bei der Wahl obigen
Ansatzes (4.2) ergibt sich die Fixpunktstruktur

oo« =1 (4.7)
c=1/a1«

A9y = —3a§’*

az« = 18a3, ...,

mit den Eigenwerten der Stabilitdtsmatrix

=1 (4.8)
0 =0
91‘—}—1 =—1 > 1.

Diese kennen wir schon. Wir haben eine relevante Kopplung gy und eine marginale Richtung
mit einem Eigenvektor, der aus nicht verschwindenden Eintrigen in der a; Komponente
und beliebig vielen weiteren a; Komponenten besteht. Die i’te nichtrelevante Richtung setzt
sich aus Kombinationen der a;41, a;12 und so weiter zusammen.

Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, welchen Einfluss Korrekturen haben, die durch
Betrachtung der radialen Mode hinzukommen. Wir erwarten zum einen die Fixierung des
Anstiegs im Fixpunkt a;, auf einen festen Wert und zum anderen eine Korrektur fiir den
kritischen Exponenten der marginalen Richtungen, so dass sich die Kopplung a; als relevant
oder irrelevant ergeben wird. Dies wollen wir ndher untersuchen.

4.2 Endliches N ohne Wellenfunktionsrenormierung - die LPA Niherung

Wir haben im Fall der Local Potential Approximaiton (LPA) die Flussgleichungen gegeben
zu:

N—-11-u* , 1 1—(u+20u)?

N 0+ u2)2u - = 5 (3u’ + 20u”). (4.9)

O = —u+ pu —
=t pu N+ (a1 200)?)

Vernachléssigt wurden die Gleichungen fiir 7 und 7} sowie = 0 gesetzt. Dies korrespondiert
mit einer konstanten Wellenfunktionsrenormierung. In diesem Sinne ist es keine systema-
tische Erweiterung um Terme in 1/N, da die Wellenfunktionsrenormierung 7 genauso wie
die radiale Mode mit 1/N unterdriickt werden.

Die Flussgleichung des Potenzials weist eine deutlich kompliziertere Struktur als im vor-
herigen Grenzfall (4.5) auf. Es handelt sich um eine nichtlineare partielle Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung. Aus diesem Grund ist dem Autor keine exakte Losung bekannt.
Die Fixpunktgleichung als Differenzialgleichung zweiter Ordnung wird sich als schwierig
behandelbar herausstellen. Der Grund dafiir wird vor allem in dem multiplikativen Term
vor u” liegen. Darauf wird spater eingegangen. Deshalb wird keine analytische Losung
angegeben. Stattdessen wird ein polynomieller Ansatz zur Problembehandlung verwendet.

4.2.1 Entwicklung an der Stelle o # 0

Das Potenzial v wird im Punkt (go,0) entwickelt

u(o,t) = Z a;(t) (o — oo(t))", (4.10)

=1
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und im Zuge der Betrachtung der Ergebnisse mit denen der "large N"Lo6sung (4.7) und (4.8)
verglichen. Obiger Ansatz liefert mittels eines Koeflizientenvergleichs in den Ordnungen von
0 — 00(t) die Flussgleichungen der einzelnen Kopplungen

(o= 00(t)° : Breo(t) = foloo(t), ar(t), az(t)) (4.11)
(0—00(t))" : Brai(t) = filoo(t),a1(t), az(t), ..., air2(t)), 1 <i <1
Dabei sind ayyq und ajyys zu fixieren. Wir finden eine spezielle Fixpunktlosung

N-1

L= 4.12

00 N (4.12)
- 1

e = 290*

3/ 1)\°2
Aoy = —

die zunédchst betrachtet wird. Diese spezielle Losung ist unter anderem kiirzlich in [11]
diskutiert worden. Nach der Wahl von a1, und go« sind die restlichen Kopplungen im We-
sentlichen fixiert. Dies folgt aus der Tatsache, dass die Fixpunktgleichung eine gewohnliche
Differentialgleichung zweiter Ordnung ist. Bei der Wahl des obigen Anstzes 4.12 verschwin-
det der Term vor u”, sodass wir uns an einem singuliren Punkt befinden. Wir setzen
unseren polynomiellen Ansatz an der obigen Stelle ein

= Za, )(e — 0o(t))" — ai(t) (e — 00(t))do(t) (4.13)

—u(o,t) + 0u/(0,t) = > ai(t) [(i — 1) (2 — 00(t))" +igo(e — 0)"] (4.14)
i=1

—u? . ,
Ol—l—vﬂ)QUI = ;ai(t) [i(o — 00(t))"™" + O(0 — 00(t))] (4.15)
u(o,t) + 20u'(0,t) = Z 12(i + 1)ai11(t)0o(t) + (20 + 1)ag] (0 — 00(t))" (4.16)
i=1
1= (u(o,t) + 2Qu/(07t))2’ai(t)=ai* = —2(5a9+ + 6a3+00+)(0 — QO*)2 + 00— QO*)3 (4.17)
1+ (u(o, t) + 200/ (0,1))?|a;(t)=as. = 2+ 2(5ag« + 6az.00.)(0 — 00+)* + O — 00+)*

(4.18)
3u/ (0, 1) + 20u”( Zaz 2(i — 1)i(o — 00(t)) 200 + O(0 — 00(t))" "] (4.19)
3ul(97t) + 20“ (Qa )|ai(t):ai* = (10ag« + 12a3:)(0 — 00+) — O(0 — QO*)Q' (4.20)

Das Ergebnis des Einsetzens ist jeweils, dass sich die lineare Ordnung im Term u(p,t) +
2u/(p,t)0 und der Absolutterm in 3u/(p,t) + 20u” (o, t) zu null ergeben, sodass die folgende
Betrachtung erheblich vereinfacht wird. In unserer Notation bedeutet ein Punkt weiterhin
eine Ableitung nach der ¢ Koordinate und ein Strich eine Ableitung nach dem halbierten
Feldamplitudenquadrat g.

Wir fithren den Potenzvergleich in den niedrigsten Ordnung durch und erkennen, dass sich
ab i = 2 fiir die Terme mit a;(t)(0 — 00(t))*"!, das heifit die fiihrenden Terme in den
Koeflizienten a; , im betrachteten Fixpunkt aufheben:

. . N-1. . N -1
ai(o — 00:)" V) : —00(8)lgo(t)=00. = —— it = 0 (Qo* = N) (4.21)
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Genutzt wurde, dass die Struktur des letzten Terms nur einen Beitrag der Ordnung (o —
00(t))" liefert. Dies liegt in der niedrigsten vorkommenden Ordnung der multiplikativen
Terme begriindet, die jeweils der Ableitungsordnung entspricht. So wird u(g, t) +2u' (o, t)0
mit einem linearem Term und 3u/(p,t) + 20u”(0,t) mit einem quadratischen multipliziert.
Es folgt, dass die niedrigste Ordnung, in der der 1/N Term beitrigt, (0 — 00)? ist, womit
sich erklart, warum eine Wahlfreiheit in der Kopplung as, besteht.

Damit erhalten wir die Bestimmungsgleichung der a;, fiir ¢ > 3 aus dem Potenzvergleich
in (0 — 00s+)". Somit gilt explizit, dass ab a3 die niederen Kopplungen unabhingig von den
hoheren Kopplungen sind. Dementsprechend ergibt sich, dass die ersten a;s von (a;«(I))r>3
jeweils eine stationére Folge in I bilden und folgerichtig den Werten der allgemeinen Rei-
henentwicklung entsprechen. Man hat eine sehr gute Konvergenz der Trunkierungsglieder
zu den exakten Werten. Des Weiteren hat die Stabilitdtsmatrix somit im gewéhlten Fix-
punkt eine Diagonalform. Die Ordnung (o — go«)* hat folgende von a; abhiingige Werte:

. . (5(12* + 6a3« QO*) . .
@i 0o (£) =004 05 (t)=aju j=1,..im1 = (1 = 1)a; — N 00xa;i(i — 1)i

( 2 N 3+00 )Qo*ai(t)l + f(Q0*7 ALy oevy a(i_l)*)

. daox + 6as.0
:(2—1)ai—( 2% N3* 0*)

-2

00+a; (i + 1)i + f(004, 14, -, A3 1)4) (4.22)

Die Funktion f ist durch die Gleichungen fixiert, spielt aber keine Rolle fiir die Betrach-
tungen.

Um die Diagonaleintrige der Stabilitdtsmatrix S zu erhalten differenzieren wir unser Er-
gebnis nach a; und haben aufgrund der Unterdiagonalform, wie wir fiir die erste Zeile
noch nachweisen werden, die Eigenwerte der Stabilitdtsmatrix gewonnen, da diese mit den
Diagonaleintragen iibereinstimmen.

i(5a2* + 6as. QO*)

N 0o« t=1,...,00 (4.23)

S)it1iv1=A=0—-1)—(i+1)

Die Betrachtung ist offensichtlich fiir alle a; > 4 richtig. Man kann die niedrigeren Ordnun-
gen leicht per Hand nachrechnen und erhélt das gleiche Ergebnis, sodass obige Beziehung
allgemein gilt. Die erste Zeile der Stabilititsmatrix folgt, indem wir die Ordnung (o— 0o (t))°
betrachten.

N -1 (3a1 + 4az00)(—1 + 4a303)

. o 4.24
00 N 00 alN(1+4a%93)2 ( )

Im betrachteten Fixpunkt ist der hintere Term eine mindestens zweifache Nullstelle als
Paramterfunktion von gg bzw a1 und unabhéngig von as, da beide Faktoren im Zéahler null
sind.

000
90 _ _, 4.25
B0 (4.25)
000
=Y 4.2
9, 0 (4.26)
000

— 4.2
da; 0 (4.27)

Somit hat die Stabilitdtsmatrix tatsdchlich Unterdiagonalform und wir erhalten folgende
Eigenwerte an diesem Fixpunkt:

Da9s + 6a3. QO*)
N

/\i:(i—l)—(i—l-l)i( 00« ©1=0,...,00. (4.28)
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Dabei ist A; der i + 1te Diagonaleintrag, fir : =0,1,2,....

In unserer bisherigen Betrachtung haben wir uns noch nicht fiir den Wert von as, inter-
essiert. Wir sehen, dass dieser mafgeblich die Vorzeichen der Eigenwerte beeinflusst. Wie
oben beschrieben, haben wir in diesem Parameter noch eine Wahlfreiheit, denn es ergibt
sich:

45 — 4Ngpx £4/(N+17)(N - 1)
A3y = — 5 . (4.29)
14403,

Damit finden wir folgende Vorzeichen der Eigenwerte.

45 — 454+ 4(N — 1) F4/(N + 17)(N — 1)

5a2« + 6ass, , 00+ = 21, (4.30)
N-1F/(N+17)(N - 1)

= A (4.31)

= Ai(azs,) >0 fir N>1,9>0 (4.32)

= Afan) = (i—1)— (2'21)1' Ja+5) (lejliz) +1-g B Gl VAP

" (4.33)

Wir sehen, dass die Wahl von as., darin resultiert, dass nur ein negativer Eigenwert und
somit nur eine relevante Richtung vorliegt, wahrend fiir den Fall as., alle Eigenwerte ne-
gativ sind und somit nur relevante Richtungen vorliegen.

Im Grenzfall N — oo erhalten wir aus der Losung mit einer relevanten Richtung die glei-
chen kritischen Exponenten wie im Fall "large N"(4.8) aber wir haben keine Wahlfreiheit
in der Kopplung aj,, sondern sie ist in diesem Grenzfall zu i% fixiert. Wir betrachten
noch die zu den kritischen Exponenten gehorigen Richtungen, da sich hier ein wesentlicher
Unterschied zum Fall "large N" ergibt.

Oy : die relevante Richtung Der Eigenvektor, der zu diesem Eigenwert der negativen
Stabilitdtsmatrix gehort, ist am Beispiel von N = 100 gegeben zu:

(0.155,0.002, —0.009, 0.028, —0.076,0.190, —0.447, 0.537, —0.667, .. . )".

Wir erkennen, dass die Eintriige, die Anderungen in hoheren Kopplungen entsprechen,
nicht nur nicht verschwindend sind, sondern sogar anwachsen. Dies steht im Gegensatz
zu unseren Erkenntnissen aus der "large N" Losung. Dieser Unterschied ist erheblich. Es
bedeutet, dass bei einer mangelnden Feineinstellung der Parameter in dieser Richtung alle
Kopplungen laufen. Diese Richtung ist aber die Einzige, die eine g9 Komponente enthélt,
sodass nur eine Abweichung der Nullpunktstelle vom Fixpunktwert dieses Laufen aller
Kopplungen verursachen wird. Das heiftt, es ist weiter nur an dieser Komponente eine
exakte Wahl notig. Betrachtet man das Verhalten des Eigenvektors im Grenzfall, so werden
die Anteile der Kopplungen a; unterdriickt, so dass sich das Verhalten wie im "large N"
Fall ergibt. Die Werte fiir die Kopplungen werden mit dem Index der Kopplung grofser. Bei
einer exakten Losung, iber die wir nicht verfiigen, wére zu priifen, ob die Grenzwertbildung
vom Polynom der Trunkierungsordnung zur Reihe und der Ubergang von einer endlichen
Anzahl an Feldrichtungen zu unendlich Vielen vertauscht.

0; : die irrelevanten Richtungen Wir sehen, dass von den Eigenvektoren die ersten
i Eintrdge null und im Allgemeinen die Restlichen ungleich null sind. Dies wird durch
die Unterdiagonalstruktur der Matrix bedingt, wie man sich leicht {iberlegt. In diesen
Richtungen ist auch die Richtung vertreten, die zum im Grenzfall vieler Feldrichtungen
verschwinden Exponenten 6; gehort.
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Existenzintervall der Losung Wir wissen bisher, dass obige Lésung in einer Umgebung
der Nullstelle existiert. Im Folgenden werden wir untersuchen, welches globale Verhalten
die Losung hat, insbesondere ob die Losung fiir alle ¢ existiert. Beim Betrachten der ana-
lytischen Losung des Falles "large N" sehen wir, dass die Losung ein Minimum in ¢ in
Abhéngigkeit von der Konstanten ¢ besitzt. Im Falle des Anstiegs u/ (0o%) = %1 gilt c = —2.
Damit liegt das Minimum von g bei gyin =~ 0.642 und wir haben im physikalischen Regime
0 > 0 keine durchgehend existente Losung. Vergleiche dazu auch [1]. Wenn der Ubergang
unserer Losung in den Fall "large N" stetig ist, erwarten wir, dass der Definitionsbereich

des Potenzials ein Intervall der Art (ogiv,n, 00) mit ogiv, N N0 642 ist.

Betrachten wir die groben Schétzungen fiir die Konvergenzradien, wie sie in Tabelle 4.1
gegeben sind, und vergleichen mit dem Existenzintervall der Losung, ist eine Annéherung
der Werte ersichtlich. Dabei wissen wir aus der allgemeinen Theorie, dass der exakte Kon-
vergenzradius eine untere Schranke fiir die Intervallgrenzen vorgibt. Wir vergleichen bei
groften N den Wert des Konvergenzradius mit 1—0.642 = 0.358 der minimalen Ausdehnung
der "large N" Losung von der Nullstelle. Beide Werte nahern sich dabei gut an. Zugleich
stellen wir fest, dass fiir alle N > 1 die Lésung nicht iiberall im physikalischen Regime
existiert.

Feldrichtungen N | 741 T2 00+ | Odiv | Q0x — Odiv
2 0,383 1 0.349 | 0.5 | 0,150 0,35
3 0,446 | 0.399 | 0.6 | 0,257 0,410
5 0,473 | 0.425 | 0.8 | 0,364 0,436
10 0,469 | 0.424 | 0.9 | 0,467 0,433
20 0,449 | 0.407 | 0.95 | 0,535 0,415
30 0.437 [ 0.396 | 0.96 | 0,564 0,403
50 0.422 | 0.383 | 0.98 | 0,590 0,390
100 0,407 | 0.370 | 0.99 | 0,613 0,377
200 0,398 | 0.363 | 0.995 | 0,627 0,368
500 0,391 | 0.360 | 0.998 | 0,636 0,362
1000 0.389 | 0.359 | 0.999 | 0,640 0,359
10” 0.387 | 0.358 | ~1 - -
1012 0.387 | 0.358 | ~1 - -

Tabelle 4.1: In den Spalten zwei und drei finden wir zwei Schatzungen fiir den Konvergenz-
radius. Der erste Wert ergibt sich aus ry & a19./a20«, wihrend der zweite eine
Extrapolation der Reihe a’;—:* fiir ¢ — oo ist. Exemplarisch zur Extrapolation
und der Konvergenz der ajl;l haben wir in Abbildung 4.1 fir N = 10 die
Folge der Quotienten dargeé*tellt. In diesem Plot ist die einfache, fiir unsere
Extrapolation genutzte, Funktion acfn eingefiigt. In der vierten Spalte sind die
jeweiligen Fixpunktwerte der Nullstelle des Potenzials angegeben, wihrend in
der vorletzten Spalte die Stellen angegeben sind, an denen die erste Ableitung
von u nach g in der numerischen Entwicklung divergiert und im Sinne einer
besseren Vergleichbarkeit in der letzten Spalte 0o« — 04iv- Dies ist der Wert, der
mit den Spalten zwei und drei zu vergleichen ist. Bei sehr grofen N versagt
die numerische Entwicklung, da die Ungenauigkeiten zu groft werden, weshalb
auf eine Angabe von Werten verzichtet wird.

Da die Reihe der Koeffizienten a;, reell und alternierend ist, ist damit zu rechnen, dass in
Richtung kleinerer ¢ die Potenzreihe divergiert. Fiir eine nédhere Untersuchung entwickeln
wir die Losung numerisch weiter und erkennen fiir verschiedene N in Abbildung 4.2, dass
die Losung fiir kleine positive g nicht existiert. Der Konvergenzradius ry gibt in guter N&-
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Abbildung 4.1: Die blauen Punkte sind die % aufgetragen iiber n, wiahrend die durch-

gehende Linie eine einfache Interpolationsfunktion affn ist, mit a = —1,98
und ¢ = —0.4. Damit findet man den Konvergenzradius extrapoliert zu

ri = |c| = 0.424. Die Giite der Extrapolation ist dabei von /N abhéngig.

herung an, wo v’ unendlich wird: v/, (0o« —71) &~ 0o, auf der Trajektorie der Fixpunktlosung.
Anders gesprochen besitzt die Funktion o(u)s dort ein Minimum, welches grofer null ist.
Damit hat sich das Intervall auf dem die Losung eindeutig existiert vergrofert, verglichen
mit der fritheren Approximation und dem jetzt fixierten Anstieg, aber es ist noch nicht
auf den gesamten physikalischen Bereich ausgedehnt. Vergleiche dazu Abbildungen 4.2 und
4.3.

Der Effekt, dass die dimensionslosen Grofien fiir kleine Feldamplituden nicht definiert sind,
kann durch einen Ubergang zum Infraroten anndhernd vernachlissigt werden. Gehen wir
zu dimensionsbehafteten Grofen iiber und betrachten den Fall beliebig kleiner k, wird der
Bereich verschwindend klein, sodass im Bereich kleiner Impulse dieses Problem verschwin-
det.

Evolvieren wir unsere Fixpunktlosung in Richtung positiver ¢ von ggs aus, so treffen wir
auf keine weiteren solchen Extremstellen in der Funktion us.

Wir haben somit eine exakte Losung. Es stellt sich die Frage nach weiteren Lésungen, wenn
wir die Parameter nicht wie in (4.12) fixieren.
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Abbildung 4.2: Die numerische Losung fiir N = 10 hat einen divergierenden Anstieg bei
0div =~ 0,467. Die rote Linie ist ein polynomieller Ansatz des Grades 15.
In Richtung wachsender g ist die Losung einfach fortsetzbar, da die Stelle
u = 1 passiert wird. Vergleiche hierzu die Erkenntnisse aus (4.92).

-2

Abbildung 4.3: Wir sehen hier, wie sich die Funktion g(u,) verhalt. Insbesondere ist fest-
zustellen, dass die Abbruchstelle unserer Entwicklung ein Minimum der
dargestellten Funktion ist.

Weitere Losungen Das Gleichungssystem gegeben durch die Fliisse (4.11) hat im Fix-
punkt I 4+ 3 Unbekannte aber nur I + 1 Gleichungen. Wir entscheiden uns die Kopplungen
aj+1 und ajyo zu null zu fixieren, um eindeutige Losungen zu finden. Dies entspricht einer
Trunkierung des Potenzials. Entwickeln wir an einer geeigneten Stelle in geeigneter Weise,
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so werden die hoheren Kopplungen zunehmend irrelevant werden in dem Sinne, dass die
kritischen Exponenten in diesen Richtungen zunehmend kleiner werden, das heifst in ihrem
Betrag grofter werden. Dies gilt es zu priifen. Ist es gegeben so, wird die Folge der vorderen
Kopplungen (. (1)) schnell in I konvergieren, da eine bessere Feineinstellung dieser Para-
meter notig ist und nicht sehr von den spéteren Kopplungen beeinflusst werden. Insgesamt
ist die Geschwindigkeit der Konvergenz ein Aspekt der Giite des Fixpunkts. Die Art der
Trunkierung, wie wir sie hier wihlen, weist allerdings einen gewissen Mangel auf. Es ist
nicht gesichert, dass die Kopplungen a;41 und a2 aufgefasst als Funktionen der kleineren
Kopplungen eine Nullstelle in einer gewahlten Losungsklasse aufweisen. Ist dem nicht so
wird diese Losungsklasse nicht gefunden. Wir haben somit folgendes Gleichungssystem zu
16sen:

Ozdi:fi7[(a0,a1,...,ai+2) (4.34)
: (4.35)
0=ar—1(t) = fr-1,1(ao,a1,...,ar) (4.36)
0=ar(t) = fr-1.1(ao0,a1,...,ar) (4.37)
mit 0o(t) =: ag(t). (4.38)

Gehen wir in der Trunkierung eine Stufe weiter, so werden sich die letzten beiden Gleichun-
gen auch #ndern. Diese Anderung wirkt sich auf die Losungswerte der Kopplungen aus.
Dieser Effekt sollte, wie oben diskutiert, gering sein in den niederen Kopplungen verglichen
mit dem Wert von I.

Wir finden in Abhéngigkeit von der Trunkierung eine verschiedene Anzahl von Lésungen.
Ein Beispiel fiir die Mannigfaltigkeit der Losungen sei am Beispiel I = 6 und N = 100 in
Tabelle 4.2 gegeben.

7+ rel. Richt. Q0% A1x A2 A3 A4x A5% Q6%
1 0.99 | -0.505 | 0.383 | -0.569 | 0.984 | -1.85 3.66
2 0.991 | -0.418 | 0.223 | -0.239 | 0.297 | -0.387 0.517
2 0.998 | -0.868 | 2.03 -3.86 | 8.58 -232 128 - 10"
3 0.985 | -0.789 | -0.213 | 0.361 | 56.0 | -59.1 | —181-10"
5 1.00 | -0.675 | 2.10 | -0.438 | -5.87 | -68.4 936
) 0.984 | -0.623 | -0.617 | 4.34 16.1 | -38.8 -798
7 0.99 | -0.505 | 0.383 5.59 | -3.57 | -105 28.0

Tabelle 4.2: Aufgetragen sind in einer Trunkierung bis zum sechsten Grad und N = 100
verschiedene Losungen der Fixpunktgleichung sortiert nach der Anzahl ih-
rer relevanten Kopplungen und mit einer Genauigkeit von drei signifikanten
Stellen.

Diese Losungen wurden mittels FindRoot in Mathematica ermittelt, wobei noch mehr reelle
Losungen existieren. Man sieht, dass nur drei der auftretenden Losungen konsequent alter-
nierende Kopplungen haben. Dies ist die analytische Lésung mit einer relevanten Richtung
und die beiden Losungen mit zwei relevanten Richtungen in dieser Trunkierung. Es sei auf
zwei Aspekte hingewiesen. Zum einen nimmt die Losungsmannigfaltigkeit mit wachsender
Anzahl an Kopplungen zu und zum anderen ist nicht sichergestellt, dass alle Losungen fiir
alle Trunkierungen existieren. Es besteht sogar die Moglichkeit, dass Losungen verschwin-
den beziehungsweise in eine Klasse mit einer héheren Anzahl an relevanten Richtungen
iibergehen. Dies geschieht zum Beispiel mit der Losung Nummer drei aus Tabelle 4.2. Wir
sind an Losungen interessiert, die unabhéngig von der Trunkierung eine beschrankte An-
zahl relevante Richtungen haben, das heifst, die Losung ist infrarotstabil.
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Abbildung 4.4: Aufgetragen sind die vierte und sechste Kopplung der Fixpunktlosung mit
drei relevanten Richtungen aus Tabelle 4.2. Es wurde I = 8 gewahlt. Wir
sehen eine deutliche Divergenz in N.

Im Speziellem interessieren uns Losungen mit moéglichst wenigen relevanten Richtungen.
Wir betrachten deshalb die Lésungen der Zeilen zwei und vier der Tabelle 4.2 weiter, die
stabil gegeniiber einer Erhohung der Trunkierung sind. Untersuchen wir die Kopplungen
dieser Losung erkennen wir, dass sie mit wachsender Anzahl an Feldrichtungen divergie-
ren. Wir betrachten hierzu die Kopplungen a4, und ass in Abbildung 4.4, die bei I = 8
berechnet wurden. Dies ist der Grund warum diese Losung und auch andere mit mehr als
zwei relevanten Richtungen nicht in der "large N" L&sung vorkamen.

Die Losung mit nur zwei relevanten Richtungen hat einen endlichen Konvergenzradius
im Grenzwert N — oo und somit endliche Kopplungen, wie eine Rechnung zeigt. Die eine
relevante Richtung wird zu einer marginalen in dieser Entwicklung. Wir vergleichen dazu
Abbildung 4.5. Die Monotonie von 62 wechselt in der Umgebung der Stelle N = 28.120
mit 0 ~ —0,879. Das lokale Minimum (62 ~ —0,903) wird in der N&dhe von N = 14,037
angenommen.

In der Umgebung des lokalen Minimums beginnt sich die Konvergenzeigenschaft in I si-
gnifikant zu verschlechtern. Wahrend bei N = 20 die Erhohung von I = 12 auf 16 die
Nullstelle relativ um 2,5%oodndert, sind es bei N = 15 schon 1.2%0. Bei N = 10 ist fiir
I = 16 die Variation 6.7%ound im Fall von N = 5 wird in der Trunkierungsordnung 16
keine Losung numerisch gefunden. Wir diskutieren dies am Beispiel N = 3 ausfiihrlicher.
Zwei Moglichkeiten fiir ein gegebenes N die néchste Stufe der Trunkierung zu bestimmen
sind leicht ersichtlich. Man benutze die Werte der Losung fiir die niedrigere Trunkierung
und suchen in deren Nahe die Losung der hoheren Trunkierung.

Die Alternative ist bei einem anderem N die Losung fiir die hohere Trunkierung zu be-
stimmen und sich iterativ durch ein Modifizieren von N der gesuchten Losung zu nahern.
Dabei darf die Anzahl der Feldrichtungen als reeller Parameter beliebig variiert werden.
Wir sehen in Tabelle 4.3, das Verhalten beim Durchfiihren der beiden Verfahren. Bei einer
Extrapolation des Verlaufs von 6 entsteht ein Vorzeichenwechsel. Damit existierten 3 re-
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Abbildung 4.5: Bei einer Trunkierung von I = 12 sind die ersten drei kritischen Exponenten
fiir verschiedene N aufgetragen. Die Datenpunkte sind quadratische inter-
poliert. Die Existenz der vier abgebildeten Extremas der Funktion 3(N)
ist gesichert und kein Interpolationseffekt. Die Exponenten konvergieren
gegen die "large N" Werte g — 1, 61 — 0 und 0 — —1.

levante Richtungen. Fiir kleine N ist die Realisierung dieser Fixpunktstruktur fraglich. Ab
einem Wert von N > 20 scheint die Losungsklassse die gewlinschte Stabilitét zu gewinnen.
Dies kann aber nur ein Richtwert sein. So ist fiir N = 10 und I = 18 weiterhin eine Losung
gefunden worden.

00x a1« 0o 1 02 N 00% a1« o th B2

0.692 | -0,591 | 2,89 | 0,926 | -0,844 | 4 | 0.820 | -0,401 | 3,69 | 1,04 | -0,470

0.708 | -0,5042 | 4,37 | 1,03 | -0,718 || 3,3 | 0.761 | -0.457 | 6,56 | 1,17 | -0,335

I
6
710,701 | -0,566 | 3,65 | 0,998 | -1,04 3,5 10,782 |-0.435 | 5,32 | 1,11 | -0,448
8
9

0.714 | -0,527 | 5,29 | 1,09 | -0,690 3,2 10748 | -0.473 | 7,60 | 1,21 | -0,211

10| 0,718 | -0,514 | 4.67 | 1,00 | -0,789 || 3,15 | 0,740 | -0.486 | 8.62 | 1,26 | -0.0714

111 0,720 | -0.510 | 8,10 | 1,23 | -0,208 |/3,1436| 0,738 | -0,491 | 9,09 | 1,29 |-0,00146

Tabelle 4.3: Wir sehen in der linken Hélfte der Tabelle die Verdnderung der ersten beiden
Kopplungen und der ersten drei kritischen Exponenten unter einer Erh6éhung
der Trunkierung im Fall N = 3. Es ist auch ein Unterschied im Trunkierungs-
verhalten fiir gerade und ungerade I zu erkennen. In der rechten Hélfte sind die
gleichen Grofen aufgetragen fiir den Fall eines fixierten I = 12 und variablen
N — 34. Man beachte in beiden Fallen die Divergenz der nullten Kopplung.

Betrachten wir aber das Intervall auf der diese Losung existiert, erkennen wir in Abbil-
dung 4.6, dass es endlich ist. Wie schon argumentiert, wird somit fiir die dimensionalen
Grofen die Losung im Infraroten verschwinden. Wir werden diese Losung aufgrund dieser
beiden Nachteile hinter die exakte zuriicktreten lassen. Man beachte aber, dass Korrekturen
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aus einer genaueren Entwicklung die Probleme dieser Potentialverldufe beheben konnten.
Deshalb haben wir sie an dieser Stelle weiter ausgearbeitet, als die anderen existenten
Losungen, die nicht in die "large N" Losung flieflen.

u
015

010

005 -

0.6

Abbildung 4.6: Wir sehen am Beispiel N = 100 den Bereich in der die Losung mit zwei
relevanten Richtungen existiert. Es wird am Ende dieses Abschnitts gezeigt,
dass jede Losung mit Extrema kleiner eins in der Néahe dieser Extremstellen
endet.

Wir haben bei unserer bisherigen Diskussion die triviale Losung aufier Acht gelassen. Da
die Funktion dyu ungerade in w ist, ist offensichtlich v = 0 auch eine Lésung:

die GauBsche Fixpunktlosung Betrachten wir die Flussgleichung der nullten Kopplung
genauer

N -1 (1 —40%a?)(3a1 + 4ooaz)

Oroo(t) = —— — 00 +

, 4.39
N Nai(1+ 403a?)? (439)

erkennen wir, dass der Grenzwert, in dem wir uns in die triviale Losung begeben, nicht
beliebig ist. Wir fixieren zunéchst, dass Z—% — ¢, ¢ € R sichergestellt ist. Diese Forderung
resultiert aus der Tatsache, dass die Ableitung nach a; im Fluss von gg nicht divergieren
soll, insbesondere da dieser Term im Fluss vor jeder Kopplung auftaucht. Wir verbleiben

mit einer Unterdiagonalform der Stabilitdtsmatrix

Sii=1-2 (4.40)
2(i—1)i )
— ==, 1 >1
Siit1 = { tcon 4 (4.41)
— N i=1
-, 1> 1
Siito = { 4QON ) (4.42)
_[llN’ 1= 1
Sij =0, falls j—1¢{0,1,2} (4.43)
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und somit den Eigenwerten A\; = ¢—1 ¢ € Ny. Wir sehen, dass das erste Element der dritten
Spalte divergiert, und stellen uns die Frage nach den Eigenvektoren der Matrix. Die zu den
ersten beiden Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren sind einfach zu

Ao vo = (1,0,...) (4.44)

4cpq
N

bestimmt. Im ersten Fall stimmt dies exakt mit dem "large N" Fall iiberein und im zweiten
im Grenzwert oder im Falle d = 0. Bei den restlichen Eigenvektoren sind nur die ersten
i+ 1 Eintrége nicht verschwindend. Dabei gilt, dass (v;); +1 =1 und (v;); x i, wobei
eine Unterdriickung in einer negativen Potenz von N beinhaltet.

Wir wollen uns die Umgebung dieser Fixpunktlésung anschauen. In der Umgebung von
a;x = 0 ergibt sich

Moo= ( ,1,0,...)" (4.45)

N+2 N+2

= = 44
N+Z N (4.46)

©0
im betrachteten Fall. Ein divergierendes Z—f flihrt uns in die ungebrochene Phase, die wir
hier noch nicht betrachten wollen. Der Term sei somit endlich oder null. Wir betrachten
den Fluss der ersten Kopplung unter dieser Vorraussetzung as = czaf mit 5 > 1 und
erhalten folgende Terme, die in fiihrender Ordnung Beitrage liefern:
2
0 =ay + 0oa’ + 292 _ 3as = czaf + ooa’ + 2c§a?ﬂ_1 — 3as (4.47)
a1
agocaf, g e (1,3)
= dazxai, B>3V(B=1lc=-1/2). (4.48)
a3 xa;, [B=1,c#-1/2

Das hier hergeleitete Verhalten von a3 und damit auch allgemein a; = ciafi mit §=2>1
im betrachteten Fall, ist fiir die Ergebnisse der dritten Spalte der Stabilitdtsmatrix von
essenzieller Bedeutung, denn der moglicherweise divergente Anteil ergibt sich zu

w
Ora; giv = (i + 1)a; 41000 = 0404, 04 div X %11, i> 1. (4.49)

Gehen wir in den Bereich 5 € (1,2), modifiziert sich die Stabilitdtsmatrix nur im Eintrag
Si2= —]\;1029_0 5. Wird f =1 und 3; = 1 gesetzt, so ergeben sich Modifikationen:
a1

| ~o =1
T sy 2(i — 1)i + dic
Sio = —8]0\?@0’ i=2 Siz= 4(452]\,;0—1)7 i=2 Sii1=-— ( )N 200
—Hoe 59 B G, i>2
(4.50)
462
Sii=—-1+ N (4.51)
Die restlichen Eintrage bleiben gleich. Es ergibt sich:
1+ e 0 0 0 0
0 _ 8c300 4(4c200—-1) _ 1299 0 0 0
0 _ 1602;4@0 16% 9 _24—330290 _ 4000 0
0 _ 20ca¢5 00 20cs 0 3 _ 40—%02@0 _ —6000
N N N N
(4.52)
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Wir haben somit einen Eigenwert der identisch 6y = —1 + 4% ist. Das Vorzeichen dieses
Eigenwertes ist abhidngig von der Wahl von cy. Der Eigenvektor zu dieser Richtung bleibt
trivial (1,0,...). Offensichtlich gilt (0,1,0,...)5(0,1,0,...)" < 0. Eine Darstellung des
betrachteten Vektors mit Eigenvektoren der Matrix hat nur einen verschwindenden Anteil
des nullten Eigenvektors. Es folgt, dass noch mindestens ein weiterer negativer Eigenwert
existieren muss. Dies heifit aber, dass in den Kopplungen eine Stérung, die linear in ao
und aq ist nicht unterdriickt wird, sondern im Infraroten verstarkt wird. Damit ist die
Gauftsche Fixpunktlésung nicht stabil unter einer Storung dieser Art. Dies stimmt mit den
Ergebnissen fiir ein bosonisches Modell in drei Dimensionen iiberein [12].

Da in der obigen Matrix im Grenzwert divergente Terme auftreten, berechnen wir die
Stabilitdtsmatrix, der Losung der Fixpunktgleichung, wenn wir die ersten beiden Kopplun-
gen zu a; = ag = 10~ fixieren und bei der zwélften Ordnung I = 10 trunkieren. Es soll
damit die Vertauschbarkeit von Grenzwertprozessen gepriift werden. Offensichtlich setzen
wir in diesem Fall in den Flussgleichungen fiir a;; und a2 nicht null, da sonst das Glei-
chungssystem iiberbestimmt wére. Wir erkennen aber ein Abfallverhalten in den letzten
Kopplungen gegen null, sodass wir uns weiter in der Nahe der Gaufschen Losung bewe-
gen. Wir erhalten am Beispiel N = 10 sogar drei relevante Richtungen mit den kritischen
Exponenten:

0o = —2,54657 0/, = —1,57964 + 5,906071 (4.53)

Es zeigt sich, dass bei einer Erhohung auf N = 100 und Beibehaltung der restlichen Para-
meter das Paar aufspaltet und man nur noch zwei relevante Richtungen hat. Somit ist die
Instabilitdt im Sinne von mindestens zwei relevanten Richtungen exemplarisch iiberpriift.

Geleitet von der Idee, dass wir an den Grenzwert grofser Feldrichtungszahlen anschliefsen
wollen, verbleiben wir mit einer nichttrivialen Losung fiir die gebrochene Phase, die wir
analytisch gefunden haben. Wir werden uns im Folgenden vergewissern, dass diese Losung
unabhingig vom gewédhlten Regulator existiert.

Andere Regulatoren Um dies zu iiberpriifen, wihlen wir einen anderen Regulator, mit
dem weiterhin analytisch gerechnet werden kann. Ein Vertreter der Familie der dimensi-
onslosen Regulatoren

tn = (171 - 1> (1 — p) (4.54)

Ty, = nﬁG(k -p) (4.55)

mit festem n wird verwendet. Dies entspricht der Familie der (% - 1) 0(k?> — ¢%) Re-

gulatoren, nachdem wir zu dimensionslosen Grofen {ibergegangen sind. Wie schon frither
ist ¢ der dreidimensionale Impulsvektor und p sein Betrag. Diese erfiillen, wie bereits ge-
zeigt, die Anforderungen, die wir an einen Regulator stellen. Leider ist ein exakter Ansatz
wie bei unserem vorherigen Regulator in diesem Fall nicht mehr moglich, dass heifst die
Kopplungen kénnen nicht mehr von den héheren unabhéngig gewahlt werden. Es folgt eine
Untersuchung dieses Sachverhalts. Man betrachte die Differenzialgleichung des Flusses in
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unserer Naherung

2
1 2 _ .21 1
w2 G )
dpp (4.56)
0

Mit dem Polynomansatz

u="> ailo—oo(t)), (4.57)

i=1

den wir gegebenenfalls noch trunkieren, haben wir im Fixpunkt folgende Gleichungen zu
erfiillen, damit unsere Stabilitdtsmatrix wieder eine Unterdiagonalform annimmt, das heifst
die niederen von den hoéheren Koeffizienten entkoppeln.

1
N -1 N—-1 2n
c=— [ dpp®2np" = ——— 4.
0 N /pp np N Tl (4.58)
0
1
1 o (402 a2 — p2l-n)) H—n
0 :/dpp2 7’L( Qp+414« — P )f T f(’l’l, N) (459)
N 0 (493*0’%* +p2(1—n))
3a1x
0 =3a1« + 4,90(12* = A9x = —4 ! (4.60)
Q0%

Bei der Wahl der ersten Gleichung haben wir uns von unseren Erkenntnissen der "large
N" Losung leiten lassen und sie direkt ohne Korrektur ibernommen. Dabei fixiert die
erste Gleichung den Koeffizienten vor u/, in der ersten Zeile von (4.56) auf einen Term
der mindestens linear in (o — go«) ist, die zweite Gleichung das Integral der zweiten Zeile
auf einen Term, der mindestens linear in der Entwicklung ist, und die dritte Gleichung
das Integral der letzten Zeile auf einen Term quadratisch in (0 — 0g«). Des Weiteren wird
3ul, +20u” auch mindestens linear in der Taylorentwicklung, nach der Fixierung der dritten
Zeile. Dafiir musste aber schon ao, fixiert werden, sodass zu priifen ist, ob die Fliisse
der ersten drei Kopplungen gp, a1 und ae null sind, da héhere Kopplungen nicht mehr
beitragen. Dazu betrachten wir die Ordnungen eins, zwei und drei in der Taylorentwicklung
der Funktion um gg4:

N—-1 2n

0

— 00%) 00%x — —— =0V 4.61
(0= 00+)" :00 N ot (4.61)

N—-1 2
(Q - QO*)l T—a1x tars + QQO*CLZ* - 2Tn n1a2* =0v (462)
N—-1 2n N -1 6n

(Q - QO*)2 D — a2« + 2a24 + 300403« — 3 N n+ 1a3* N (l?* 30 —1 (4~63)

N—-1vV3n2+2n—-1
2N 2n '

= an. =+ (4.64)

Wir haben somit zwei Gleichungen fiir a1, die beide gleichzeitig zu erfiillen sind. Betrachten
wir das Integral aus (4.59) und setzen unsere Beziehungen fiir gp. und aj. ein, so erhalten
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Abbildung 4.7: Aufgetragen ist die Funktion I(n), die uns eine Bedingung fiir die Anwend-
barkeit unseres Ansatzes zum Finden der exakten Kopplungen liefert.

wir:

3n—1 _ 2(1—n) |
/dp ntl S2np® " =0 (4.65)
0 37?+11 + p2(i- ")>

Diese Funktion von n hat eine Nullstelle und ein Maximum bei n = 1 und ist fir n > 1
monoton fallend und fiir 1/3 < n < 1 monoton wachsend. Die Tatsache, dass es sich um
ein Maximum handelt, ist mittels der ersten und zweiten Ableitung an der Stelle n = 1
leicht nachrechenbar. Der restliche Funktionsverlauf kann numerisch errechnet werden 4.7.
Wir geben zusétzlich noch eine Abschétzung an, indem wir das Integral zerlegen:

P 3n— 2(1—n) Pl 3pn— 2(1—n) 1+n —143n
n —bp —n n -bp —n n{— +
I = [dp *1 5 2np* Z/d w v T ETEICEE L ( p12(n Jﬁl) )
0 (37?—&—1 +p 2(1- )> ( P )
(4.67)
1 3n—1 -n 0 3n—1 -n n — n
_ nti —p?( ) 2-n nti —p?t 2n _ n(—p*" +p7 ")
L= [dp n—1 z2np” " 2 [dp 9p2(1-n))2 o= 2(n+1)
2 ( n— +p2(1 n)) " ( D )
(4.68)
3 —1\2m
=1I(n)<0 ,p1 = 1 die Nullstelle des Integranden. (4.69) I
n

Dabei gilt in allen Ungleichungen nur das Gleichheitszeichen, falls n = 1 gilt, denn es gilt

p < pilp > p1) = p*=" > %, n>1(n<1) undp>p (p <p)=pt" <
3:;11, n > 1 (n < 1). Somit ist die Behauptung, dass nur eine Nullstelle existiert gezeigt.
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Wird n = 3 gewéhlt, so bestimmt sich die Flussgleichung zu:

N-1 log(1 + u?) 1
— . 4
Ou=—u+ou +3 U < 2u2 52 + (4.70)
log(1 + (u + 20u/)*)
2 4.71
3u + 20u” < (u+ QQu 2(u + 20u’)? (471)

Wir haben hier den Vorfaktor 22 + 3 bei der Lage der Nullstellen des Fixpunktpotenzials
zu bedenken. Die Nullstelle im "large N " Limes ist in der Folge bei gp. = 1.5 zu erwarten.
Diese wird durch die Einfiihrung einer neuen Feldamplituden ¢ = %g auf eins skaliert.

Man beachte, dass in der dimensionellen Gréfse ¢ im infraroten Grenzwert g "0 diese
Skalierung keine wesentliche Rolle spielt. Die kritischen Exponenten, die wir aus unserer
Stabilitadtsmatrix erhalten, sind von dieser Skalierung unabhéngig, weil aus jeder Zeile und
Spalte ein Element in jedem Produkt der Determinante vorkommt und die Spalten genau
invers zu den Zeilen bei dieser Substitution skalieren.

Wir bestimmen in Abhéngigkeit von der Trunkierung Lésungen mit einer relevanten Rich-
tung und haben diese in Tabelle 4.4 fiir N = 100 zusammengefasst. Wie zu sehen ist,
existiert die Losung unabhéngig von I und die Folgen der Kopplungen in der Trunkie-
rung zeigen ein sehr gutes Konvergenzverhalten, wobei die Stationaritdt in der Tabelle
durch die Beschrankung auf drei signifikante Stellen zuriickzufiihren ist. Betrachten wir

I 00+ (5% A2 a3 A4 A5x
7 10.990 | 0.908 | -1.07 | 2.43 | -6.42 | 18.9
8 10.990 | 0.908 | -1.07 | 2.43 | -6.44 | 18.6
9 10.990 | 0.908 | -1.07 | 2.43 | -6.43 | 18.7
10 | 0.990 | 0.908 | -1.07 | 2.43 | -6.43 | 18.7
11 1 0.990 | 0.908 | -1.07 | 2.43 | -6.43 | 18.7
12 1 0.990 | 0.908 | -1.07 | 2.43 | -6.43 | 18.7

Tabelle 4.4: Aufgetragen sind die ersten sechs Kopplungen der Fixpunktlésung mit einer
relevanten Richtung, mit einer Genauigkeit von drei signifikanten Stellen in
verschiedenen Trunkierungen I. Man beachte die sehr gute Konvergenz der
Werte. Die Anzahl der Feldrichtungen N ist in diesem Fall 100.

die kritischen Exponenten, welche sich mit diesem Regulator ergeben, folgt in Abhingig-

keit von der Trunkierung das Bild aus Tabelle 4.5. Ein &hnliches Verhalten wurde durch
eine Berechnung auch fiir den Regulator mit n = 2 festgestellt.
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I 6o 6, 05 03 0, 05 06
7 10996 | -0.0647 | -1.18 | -2.29 | —3.86 — 0.53i | —3.86 + 0.533i | —6.37 — 1.8i
8 10996 | -0.0645 | -1.17 | -2.37 -3.35 —4.97 —0.981 | —4.96 + 0.98i
9 10996 [ -0.0645 | -1.18 | -2.33 -3.80 —4.12 —6.12 — 1.5i
10 | 0.996 | -0.0645 | -1.18 | -2.35 -3.47 —5.04 — 0.661 | —5.04 + 0.66i
11 |0.996 | -0.0645 | -1.18 | -2.34 -3.60 -4.50 —6.12 — 1.2i
12| 0.996 | -0.0645 | -1.18 | -2.34 -3.52 —5.14 — 0.33i | —5.14 4+ 0.33i
13 ] 0.996 | -0.0645 | -1.18 | -2.34 -3.56 -4.66 —6.21 — 0.88i
14 10.996 | -0.0645 | -1.18 | -2.34 -3.54 -4.93 -5.56
15 10.996 | -0.0645 | -1.18 | -2.34 -3.55 -4.74 —6.32 — 0.63i
lexakt [ 1 [-0.0290 | -1.09 | -2.17 | -4.44 \ -5.61 -6.81

Tabelle 4.5: Wir sehen die kritischen Exponenten in Abhéngigkeit von der Trunkierung
bei einem Regulator t; und in der letzten Zeile die exakten Werte, die wir
erhalten, verwenden wir den Regulator r = t;. Die Werte liegen nahe beiein-
ander, stimmen aber nicht exakt iiberein. Dies ist zu erwarten, da die Art wie
schnell oder langsam das Potenzial fliefst abhédngig vom Regulator ist. Im Zuge
der Universalitdtshypothese sollten die dort vorkommenden Exponenten ver-
glichen werden, die sich aus obigen berechnen lassen. Dies soll aber an dieser
Stelle nicht geschehen. Wir sehen, dass in der Trunkierung Paare von komplex
konjugierten Exponenten vorkommen, aber auch, dass diese Paarstruktur sich
mit zunehmender Trunkierung auflést und jede Richtung verschieden schnell
fliefst, wie es bei unserer exakten Losung auch der Fall war. Es sei angemerkt,
dass bei den gelisteten Trunkierungen alle héheren als die angegebenen Expo-
nenten je zwei komplex konjugierte Werte haben.

4.2.2 Die ungebrochene Phase gy =0

Nachdem wir die gebrochene Phase betrachtet haben, wollen wir uns im Folgendem mit
der ungebrochenen Phase zuwenden. Dazu wahlen wir einen polynomiellen Ansatz um die
Stelle p = 0

(4.72)

Man kann die Frage stellen, ob aufgrund der Form der Differenzialgleichung ein Ansatz
der Art a;0""” geeigneter gewesen wire. Wie eine kurze Rechnung zeigt, erfordert die
Regularitéit des physikalischen Potenzials vhos = u20, dass 8 = 0 gilt. Betrachten wir die
niedrigste Ordnung in p:

(—1+N)Bao(t) (=1 + 0*Pag(t)?)
No (1+ 0%Pa,(t)2)?

B(1+28)ao(t) (—1+ (14 28)%0% a,(t)?)
No (1 + (14 25)20%a,(t)?)*

(4.73)

Existierende Grenzwerte wurden ein- und vorkommende Zeitableitungen null gesetzt. Wir
untersuchen die Félle 8 < 0, 8 =0, 8 > 0. Ist 8 echt null, so ist die Gleichung erfiillt.
Weil die niedrigste ¢ Potenz schon -1 war, ergibt sich, dass die verbleibenden hoéheren
Ordnungen regulér sind. Ist 8 < 0 ergibt sich folgendes Verhalten nahe dem Ursprung:

(=1+N)5 B
N (07 ao(t)) = N((1+42B)* 1 ao(t))

Da die Regularitdt im Ursprung von der Wahl §=-0.5 verletzt wird und =0 ausgeschlossen

ist, muss 8 = WJL)

0— (4.74)

gelten. Bedenken wir aber, dass unser physikalisches Potenzial vy,,s =
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u?p ist, ergibt sich eine Divergenz bei o = 0 fiir alle endlichen N. Ist 3 positiv haben wir
folgendes Verhalten:

(=1 +N)Bag(t)(=1) | B(L+26)a0(t) (1)

0= 4.75
No No (4.75)
Es resultiert 5 = 0 oder 8 = —%, was beides nicht im betrachteten Bereich liegt. Wir

verbleiben mit der Losung 8 = 0.

Untersuchen wir die gegebene Differenzialgleichung in der ungebrochenen Phase genauer,
so erkennen wir, dass aufgrund des Faktors ¢ vor der zweiten Ableitung der Fluss der i’ten
Kopplung von der i + 2’ten unabéngig wird. Insbesondere sind die Beitrage der radialen
Mode und der Goldstone Moden an der Stelle o = 0 bis auf einen Faktor (/N —1)/3 gleich.
Dies fiihrt dazu, dass die Koeffizienten durch die Wahl von ag schon fixiert sind. Wir
erhalten somit folgende Struktur unserer Fixpunktlosung:

ags = const. (4.76)
A1y = al*(ao*) (4.77)
a2« = 240+, a1+(a0+)) = a2+(aox) (4.78)

(4.79)
Qi — ai*(ao*). (4.80)

Suchen wir Losungen, die obige Trunkierung erfiillen, so ist das dquivalent zur Suche nach
Nullstellen von ayy1(ag). Dann und nur dann ist das Gleichungssystem f; = 0 erfiillt. Wir
werden somit in unserer Trunkierung keine Losungen realisieren, bei denen die Absolut-
werte der Koeffizienten monoton wachsen. Es exisiteren zwei technische Moglichkeiten die
Koeffizienten der Trunkierung zu ermitteln. Wir verwenden an dieser Stelle den Ansatz,
die Nullstelle zu finden und erhalten damit folgende reelle Losungen fir N=20 in den je-
weiligen Trunkierungen, wobei hier nur Ergebnisse mit ag > 0 aufgelistet werden, da eine
Symmetrie u gegen —u besteht und u = 0 die triviale Losung ist:

I=1: ag =1,73205 (4.81)
I =2: keine Losung (4.82)
I=3: ag. =0,179519, ap. = 6,26972 (4.83)
I=4: ap, =0,139487, ag« = 0,261869, ap. = 2,84784 (4.84)
I'=5: aps =0,352934 (4.85)
I=6: ag. =0,166795, ap. = 0,40913 (4.86)
I=7: ag. = 0,44671, ap. = 3,48104. (4.87)

aog« > 1 Insbesondere fiir die Wertetupel mit ag, > 1 ist keine Konvergenz zu erken-
nen. Dies ist der schlecht gewéhlten Trunkierung geschuldet, bedingt durch das schnelle
Anwachsen der Kopplungen. Wir kénnen damit in diesem Regime keine Konvergenz zu
einem Fixpunkt feststellen. Deshalb betrachten wir die Anzahl an relevanten Richtungen
in Abhéngigkeit vom gewdhlten Absolutwert der Reihe, wobei wir alle Koeffizienten exakt
bestimmen, aber nur endliche Stabilitdtsmatrizen betrachten. Wenn eine gute Konvergenz
vorliegt, so erwarten wir, dass sich die ersten relevanten Richtungen stabilisieren und gegen
einen festen Wert konvergieren. Dies ist nicht der Fall, wie wir in Tabelle 4.6 sehen.

Wir erkennen, dass sich die kritischen Exponenten nicht stabilisieren. Es ist sogar der
Fall, dass mit steigender Trunkierung irrelevante Richtungen relevant werden und keine of-
fensichtliche Beschrénkung der Zahl der relevanten Richtungen vorhanden ist. Damit folgt
aber, dass die symmetrische Phase mit einem Absolutwert gréfer eins nicht infrarotstabil
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I [6;7(15) [ 677(15) ]| 6:°(1.4) | 657 (1.4) | 00%(1.35) [ 657 (1.35) || 6,7(1.3) | 67 (1.3)
8| 59 -23.6 9.0 -37.5 -18.9 -47.0 315 | -59.5
9 [ 102 | -256 -8.0 -45.7 -20.0 -54.4 -35.3 | -69.7
10| 153 | -271 -6.5 477 -20.8 -61.9 -39.0 | -80.3
13| 357 | -283 14 -61.7 21.1 -84.4 495 | -114
16 | 64.1 -24.0 145 | -73.1 -18.0 -106 -58.8 | -149
19| 101 -13.5 33.2 | 813 -11.2 -127 -66.7 | -186
20 | 115 -8.6 40.6 | -83.3 -8.0 -134 68.9 | -198

Tabelle 4.6: Wir haben fiir verschiedene Dimensionen I der Stabilitdtsmatrix
S € mat(l,I,R) bei einer festen Wahl von ag, und N = 10 den Realteil
0, von vier sich ergebenden kritischen Exponenten 0;(ag.) aufgetragen. Dabei
wurden alle /43 Kopplungen a;, berechnet. Eine Trunkierung aj11 = aj12 =0
verandert die Ergebnisse nicht wesentlich.

ist oder nur bedingt stabil, sofern ein Effekt das Wachstum der Zahl der relevanten Rich-
tungen beschrianken sollte. Dies ist aber bis zur betrachteten Ordnung I = 20 nicht zu
erkennen. Leider verfiigen wir nur fiir die Hauptdiagonale und die ersten beiden Neben-
diagonalen iiber einfache analytische Ausdriicke, stellen aber fest, dass die Eigenwerte der
Matrizen

a = S Siir 1.88
‘ (SiJrl,i Si+1,i+1) (4.88)

gegen —oo in ¢ divergieren. S ist die untrunkierte Stabilitdtsmatrix. Dies kann aber auch nur
als ein Indiz dienen, da auch die Zeilensumme beziehungsweise Spaltensumme divergiert
und dem Autor bekannte Sétze somit nicht hinreichend aussagekraftig sind. Deshalb wird
an dieser Stelle auf eine exaktere Angabe verzichtet.

Wir betrachten in Abbildung 4.8, wie sich bei einer Anderung der Anzahl der Feldrich-
tungen die Anzahl an relevanten Richtungen &ndert. Dieses Verhalten ist auch fiir den Fall
aps < V/3 reprisentativ wie iiberpriift wurde. Wir wollen dieser Grafik, wie auch der Ta-
belle 4.6, noch einige Aufmerksamkeit widmen. Die Tatsache, dass die Trunkierung einen
solch starken Einfluss auf die relevanten Richtungen hat, ist im schlechten Entwicklungs-
punkt zu suchen. Wie bereits beschrieben, sollten sich diese Werte stabilisieren, wenn man
sich an einem Fixpunkt befindet. Des Weiteren ist das Andern der Anzahl der relevan-
ten Richtungen in N fiir verschiedene Richtungen auch dadurch motiviert, dass wir keine
Losungen der Trunkierungen betrachten, sondern willkiirlich ag. fixiert haben. Dies ist
aber keine konsistente Herangehensweise, die uns aber in diesem Fall, aufgrund einer man-
gelnden Konvergenz der trunkierten Fixpunktlosung, aufgedringt wurde. Wir verbleiben
damit, dass diese Losungen keine guten Fixpunktlésungen sind.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass mogliche Fixpunkte mit |u.(0)| > 1 keine stabilen
Losungen sind. Sie sind jedoch die Einzigen, die global im physikalischen Bereich ¢ > 0
existieren, wie wir in Abbildung 4.9 und unseren folgenden Betrachtungen sehen.

Das Verhalten in Abbildung 4.9 ist représentativ fiir alle Losungen dieser Klasse. Aus

N a% -1
= - 4.89
T N2 12 (4.89)
N2 N _ 2 1 2\3,3
U9e = (8 + ) ( 3+ (10)( + a’O) Qg (490)

(2+ N)2(4+N) (a2 —1)3

folgt, dass der Anstieg im Ursprung stets positiv ist bei einem ag, > 1. Da die Funktion wu,
mindestens einmal stetig differenzierbar in g ist, schlieffen wir, dass die Funktion nur dann
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Abbildung 4.8: Erkennbar ist, wie durch eine Erh6hung der Anzahl Feldrichtungen die Wer-
te der kritischen Exponenten 6, gedndert werden. Insbesondere werden die
relevanten kritischen Exponenten langsam verkleinert. Dieser Prozess ist
aber beschrinkt, wie wir am Vergleich mit dem Grenzfall N — oo sehen,
wo offensichtlich sowohl fiir ag« grofser als auch kleiner V3 bei endlicher
Trunkierung relevante Richtungen exisitieren und auch keine Konvergenz
in I zu erkennen ist. Es zeigt sich auch, wie die Werte von 6 einen Umkehr-
punkt aufweisen.
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Abbildung 4.9: Zwei numerische Losung fiir die Fixpunktgleichung mit einem Startwert
ux(0) > 1 sind angegeben. Die blaue Kurve hat einen Startwert ag =
2 > /3, wihrend die Rote mit ag = 1.4 < /3 startet. Dementsprechend
unterscheidet sich das Vorzeichen der Kriimmung bei ¢ = 0. Vergleiche
hierzu (4.90).

wieder fallen kann, wenn die Stelle v/ = 0 durchlaufen wird. Betrachten wir die Funktion
an dieser Stelle, so ergibt sich, unter Beriicksichtigung der Erkenntnis, dass u, an dieser
Stelle weiter grofier eins ist:

1 owui—1 " " *
0= —u,+ NWQQU* = sgn(u,) = Sgn(uz — 1) >0 (4.91)

Schlussfolgern wire die Kriimmung an einer solchen Stelle positiv und der Anstieg wiirde
wieder zunehmen. Damit ist die Funktion w, monoton wachsend. Es wird sich fiir grofse
Feldamplituden eine lineare Beziehung zwischen u, und g einstellen, weil die Briiche in
der Fixpunktgleichung jeweils vom Nenner dominiert werden und somit entweder u, ~
konstant und somit linear gilt, oder die Briiche vernachlassigbar klein werden.

Die numerische Rechnung zeigt, dass der zweite Fall im Allgemeinen realisiert wird, was
mit der zuletzt bewiesenen Aussage, iiber den Anstieg folgt. Fordern wir, dass u zweifach
stetig differenzierbar sei, so ergibt sich, dass in einer Umgebung der oben betrachteten Stelle
schon u! > 0 galt, so dass v/ nicht auf null abfallen konnte. Damit ist aber der Anstieg
stets positiv. Des weiteren erfordert ein beschrinktes wu, ein prinzipielles Abfallverhalten
von u!, starker als % und somit wird im Grenzwert grofer Amplituden die Gleichung (4.91)
realisiert. In diesem Regime ist die Kriitmmung positiv und bewirkt ein Wachstum von v/,
was im Gegensatz zum Abklingverhalten steht. Wir schlieffen, dass unser Potenzial nicht
konstant wird, sondern weiter monoton wéchst. Dieses Verhalten erwarten wir immer,
sobald die Funktion einmal einen Funktionswert gréfser eins angenommen hat. Es gilt also

lus(o1)] = ¢ > 1, sgn(u«(e1)) = sgn(u(01)) = Yo > o1 Ju, monoton, . (4.92)

Hierbei ist u, eine zusammenhéngende Losung der Fixpunktgleichung. Wir haben die Sym-
metrie ¥ — —u in unserer Notation einbezogen. Diese Erkenntnisse sind, wie bereits er-
wahnt, auch auf die Losungen der ungebrochenen Phase anwendbar.
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0 < apx < 1 Ein dhnliches Verhalten der kritischen Exponenten ergibt sich auch im
Fall einer Losung, deren Absolutwert bei 9 = 0 kleiner als eins ist. Wir wollen diesen Fall
aber aus einer anderen Perspektive betrachten. Bekannt ist, dass die Differenzialgleichung
an der Stelle

Fi=1— (u,+20u.)>=0 (4.93)

einen singuldren Punkt besitzt. An der Stelle p = 0 und im betrachteten Fall |ug.| < 1 ist
F offensichtlich positiv. Gehen wir zu groken p iiber, so muss entweder u/ verschwinden
oder die Funktion F' hat eine Nullstelle.

Betrachten wir den Fall eines verschwindenden Anstieges. Aufgrund der Erkenntnisse die
wir fiir den Fall u, > 1 gewonnen haben, muss u, gegen null streben. Es gilt aber weiterhin
die Relation folgend aus (4.91), modifiziert um den Term ou,

1,2
Us —ou, u”—1 ” Us

e 20 (4132 " o " (99

Die Losung obiger Differenzialgleichung ist aber

eCe

Co
¢
Uy = c10 + c20(C / e?dt - ?) (4.95)

eine im nichttrivialen Fall unbeschréankte Funktion, die fiir grofe g divergiert. Damit schlie-
flen wir aus, dass die Funktion F' rein positiv ist.

Es verbleibt der Fall, dass F' eine Nullstelle aufweist. Damit muss an diesem Punkt die
Differentialgleichung

N-11-u2 |,
u
N (1+u2)?™

!

0= —uy+ oul, — =G (4.96)
erfiillt sein. Dies folgt aus der Forderung, dass u, an allen Stellen stetig sein soll. Dazu
betrachten wir die Differenzialgleichung als eine Gleichung im Raum S’(R), dem dualen
Raum der temperierten Funktionen. Fordern wir, dass (3u/, 4+ 2¢u})F nicht verschwinden
soll, so muss sich u an dieser Stelle wie eine Ableitung einer Delta Distribution verhalten.
Es ergibt sich ein Verhalten von u/, wie eine Delta Distribution und eine unstetige Funktion
uy. Das Vorkommen der Funktion v/, in F ldsst dieses Vorgehen allerdings scheitern, da
das Quadrat einer Delta Distribution nicht sinnvoll definiert ist. Eine Alternative ist ein
Verhalten von u an der Stelle g, mit F(p,) = 0 wie c|gp — gn|7%. Denn damit ergibt sich
im linksseitigen Grenzwert an dieser Stelle als nicht verschwindender Beitrag:

[NIES
[SIE

Fu!! = (04 2u,0c(0n — 0)2)c(on — 0) 2 =220 >0 (4.97)
Héatten wir einen anderen Exponenten als —% fiir die Entwicklung im Punkt p,, gewahlt,
so hitten wir entweder eine Divergenz oder ein Verschwinden des Terms. Wir wissen aber
aus der numerischen Integration 4.10 , dass G < 0 im linksseitigen Grenzwert ist. Dabei
haben wir vom Punkt (0, agps), apx < 1 der g, u, Ebene zu grofer werdenden p die Losung
entwickelt. Die gesamte Differenzialgleichung wird somit erneut nicht erfiillt, denn an der

Stelle o = o, im linksseitigen Grenzwert gilt:

F/l
oéG—#«) (4.98)

Wir stellen fest, dass die Forderung nach einer reguléren Losung auf ein Ende des Losungs-
zweiges flihrt. Damit existiert fiir alle N > 1 keine Losung, die fiir alle p > 0 existiert und
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eine Nullstelle aufweist. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass der rechtsseitige
Grenzwert das entgegengesetzte Vorzeichen im Term Fu aufweist. Damit wiirde auch ein
positiver Wert von G ausgeschlossen werden. Damit folgt wieder, dass G an der Nullstelle
von F auch verschwinden muss. Dann kann u” regulir gewihlt werden. Die Forderung,
dass u! links- und rechtsseitig sich stetig der singularen Stelle annéhert, wird erfiillt, weil
es sich um eine Differenzialgleichung zweiter Ordnung handelt.

1
@

0.35

0.30

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

33s
$ss
S68s00000
oo ®0cc0s000
®cecccccccccens

| I [ I 1
0.2 04

LIy S B I B LB B B B

Abbildung 4.10: Wir sehen fiir verschiedene N den Funktionswert von —G an einer Stelle,
an der die numerische Integration stoppt.
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Abbildung 4.11: Aufgetragen ist jeweils F' an Stellen an denen die Integration anhélt. Ver-
gleichen wir mit Abbildung 4.10, sehen wir deutlich kleinere Werte, sodass
die Kriimmung divergiert. Dabei beachte man, dass u mit N skaliert.
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5 Zusammenfassung

Wir wollen abschliefend die Ergebnisse der Arbeit zusammentragen. Die Herleitung der
Flussgleichung hat folgende dimensionslose Flussgleichung ergeben:

( Za - ngga)wtlm + 2p29aawaa95a1
N(wg, +p?93.)*

ou=—u(l—n)+ ou'(1+mn) +Z dpp22r
a=1l7

(5.1)
(o]
n =92 / dpngv'" —92211)%11}%2 +p2922 [9%10%2 — 4gllv12w11y + w%lyQ] — p4g%1922y2
0 N(wi; +p2gi1) 2 (w3s + p2g3,)

—g11w§2v%2—2@12w11w§2y+p2 [9119%20%2 - 2932021w1ly+911w%2y2] —p491lg§2y2
+ N (w2 2 2 2 2.2 \2
(wi; + p?g11) (Wi + P?g5s)

2 + p*g3
+ / dpp?r y Wi + P9 (5.2)
3 (w3 +p 922)
N )
=2 d —JaqV> 2 2
! ;/ S N1+ oy)(wiy + P*gaa)® [~ G000 Wan + 201000y + 20aatngy
=10
+[9oavaa — 691v1aw1ay + 1891awT,y” — 6934 VaawaaY Ip° — 697,y°p’]
w2 2.2
+ N /dpp Ty iy ¥ P (5.3)
(wll +p 911) (14 0y)
Wae =U + 201 81 (5.4)
vap =4u" 00410p10c1 + 20’ (0pe0a1 + SacOb1 + Gapder)
B 24 (8a10b2 + 0a20p1) , Goldstone Mode (5.5)
(4u” 0 4+ 4u')q10p1 + 2u'dp, Radiale Mode ‘
Yaa =l+r+ y95a1 (56)
(5.7)

In der weiteren Betrachtung wurden 7 und 77 Null gesetzt und somit die LPA betrachtet.
Die Wahl des optimierten Regulators fithrte auf die Flussgleichung (4.9). Ausgehend von
dieser wurde eine Losung mit einer relevanten Richtung gefunden, von der gezeigt werden
konnte, dass ihre Existenz regulatorunabhéngig ist. Folgende kritische Exponenten konnten
extrahiert werden:

b= (1—1i)— <“'61)i ( 1;[+_11v _ 1) (5.8)

Diese gehoren zu einem Phaseniibergang zweiter Ordnung zwischen der Phase der spontan
gebrochenen Symmetrie und der Phase der erhaltenen O(N) Symmetrie. Das dimensions-
lose Fixpunktpotenzial existiert dabei nicht fiir alle ¢ > 0, sondern erst ab einem gewissen
Mindestwert in p. Es ist zu beachten, dass unabhéngig von N der nullte kritische Exponent
zu eins fixiert ist.

Des Weiteren existiert eine zweite Losung mit zwei relevanten Richtungen, die aber fiir eine
kleine Anzahl an Feldrichtungen nicht stabil in der Trunkierung ist. In LPA war das Exis-
tenzintervall des Fixpunktpotenzials dieser Losungsklasse in dimensionsbehafteten Grofen
und dem Grenzwert k — 0 verschwindend. In dieser Familie von Lésungen ist die nullte
Kopplung nicht unabhéngig von IV, sondern wachst mit der Zahl der Feldrichtungen. Zudem
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wurde festgestellt, dass die Gauflsche Losung tiber mindestens zwei relevante Richtungen
verfiigt. Beide Losungen sind in einem nachfolgendem Schritt unter Berticksichtigung der
anomalen Dimension zu untersuchen. Bisherige Analysen zeigen einen wesentlichen Ein-
fluss auf die Kopplungen im Fall einer relevanten Richtung. Dies wird Gegenstand weiterer
Forschung sein.

Es wurde zusétzlich eine Entwicklung an der Stelle 9 = 0 durchgefiihrt. Dabei zeigte sich,
dass eine Losung die global existiert nur im Fall |u.(0)| > 1 zu finden war. Diese Poten-
ziale hatten in einer polynomiellen Entwicklung in verschiedenen Trunkierungen eine sehr
schlechte Konvergenz der kritischen Exponenten. Im Fall |u,(0) < 1] zeigte sich erneut ein
verschwindendes Existenzintervall.
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6 Symbolverzeichnis

An dieser Stelle sind die Symbole der Kapitel A%ber die Herleitung der Flussgleichung
und die Untersuchung der Fixpunktstruktur zusammengefasst. Symbole aus den theoreti-
schen Grundlagen sind sofern hier nicht aufgefiihrt bei ihrer Verwendung in den jeweiligen
Abschnitten erklért.

Symbol Bedeutung Definition
a; Die Kopplungen des Polynomansatzes (4.2)
D Die superkovariante Ableitung (2.92)
g Die Menge der Grassmannzahlen
K Der Ableitungsoperator im Superraum (2.94)
L Die Lagrangedichte (2.95)
F Der Hilfsfeld Anteil des betrachteten Superfeldes -

O(N) Gruppe der Drehspiegelungen
P Der Betrag von ¢ p=lq|
q Der d-dimensionale Impuls -
q Speziell Kontrahiertes ¢ d=q"v,.
Ri(q) Der Regulator (2.121)
71 Eine Komponente des Regulators -
79 Eine Komponente des Regulators -
T Das dimensionslose 79 -
T Verschiedene dimensionslose Regulatoren (4.54)
ST Die Wirkung nach Wickrotation (Se[]) (2.54)
S Die Stabilitdtsmatrix (2.130)
U Das Superpotenzial -
U Das dimensionslose Potenzial (3.98)
x Die d-dimensionale Raumzeitkoordinate -
Y Der radiale Wellenfunktionsrenormierungsanteil -
Y Das dimensionslose Y (3.101)
ZJ] Die Zustandssumme mit Quellen J, (2.55)
Z Die Wellenfunktionsrenormierung -
Z Die radiale Wellenfunktionsrenormierung -
i Die anomale Dimension (3.99)
7 Die radiale anomale Dimension (3.100)
Yy Die Gamma Matrizen (2.37), (2.38),(2.56)
| L) Die gemittelte effektive Mittelwertwirkung (2.112),(2.120)
1) Das gemittelte Superfeld (2.113)
% Der bosonische Anteil des betrachteten Superfeldes -
Y Der fermionische Anteil des betrachteten Superfeldes -
(0 Der dirackonjugierte Spinor von 1) (2.40)
0 Der Grassmannspinor des betrachteten Superfeldes -
0; Die kritischen Exponenten (2.133)
p Ein Maf fiir die Feldamplitude (2.95),(3.2)
0 Das dimensionslose p (3.97)
00 Der Entwicklungspunkt der ungebrochenen Phase -
d.. Das Kronecker Symbol -
5(+) Die Delta Distribution -
J. Eine Ableitung nach - -
op Der Variationsanteil des Feldes -
()« Zur Fixpunktlosung gehorendes - -
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Eine Ableitung nach p, o

Eine Ableitung nach ¢t

Tabelle 6.1: Symbolverzeichnis
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