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1. Einleitung

Die Aufgabe der Physik ist es, Gesetzméfligkeiten in der uns umgebenden Natur zu finden,
die es ermoglichen, die Vielzahl der beobachteten physikalischen Phénomene zu klassifizieren
und miteinander in Beziehung zu setzen. In der theoretischen Physik wird dazu ein von den
konkreten Messergebnissen abstrahierender Ordnungsrahmen in Form einer physikalischen
Theorie vorgeschlagen, dessen Vorhersagekraft anschliefend experimentell zu iiberpriifen ist.
Ein wesentliches Konzept bei der Formulierung von physikalischen Theorien ist das der Sym-
metrie, da sich herausgestellt hat, dass sich viele GesetzméBigkeiten in der Natur durch
Symmetrien® erkliren lassen. Insbesondere fiihrt, nach einem Theorem von Emmy Noether,
jede Symmetrie eines Systems zu einer erhaltenen Grofie, der zu der Symmetrie gehorenden
Ladung. Damit kann zum Beispiel nachgewiesen werden, dass in einem System genau dann
Energie und Impuls erhalten sind, wenn die zeitlichen und rdumlichen Translationen Sym-
metrietransformationen des Systems sind. Will man eine Theorie formulieren, die mit der
speziellen Relativitdtstheorie vereinbar ist, muss sie invariant unter raumzeitlichen Trans-
lationen und Lorentztransformationen sein. Diese Transformationen bilden die sogenannte
Poincaré-Gruppe.

Auf der Suche nach einer fundamentalen Theorie der Elementarteilchen hat sich heraus-
gestellt, dass relativistische Quantenfeldtheorien einen vielversprechenden Rahmen fiir die
Beschreibung der elementaren Prozesse in der Natur bilden. Angefangen mit der Quante-
nelektrodynamik [17] gelang es in der zweiten Hélfte des letzten Jahrhunderts durch die
Einfithrung von Yang-Mills-Theorien [45] mit der Theorie der elektroschwachen Wechselwir-
kung [39, 41, 21] und der Quantenchromodynamik [19], drei der vier bekannten fundamenta-
len Kréfte der Natur durch sogenannte Eichtheorien zu beschreiben. Diese Theorien besitzen
neben der Poincaré-Invarianz lokale Symmetrietransformationen, die im Allgemeinen nicht-
abelsche Gruppen bilden, die Eichtransformationen der Theorie. Auf der Grundlage dieser
Theorien gelang es, das Standardmodell der Elementarteilchen zu entwickeln. Die Vorhersa-
gen dieser Eichtheorie mit der Eichgruppe SU(3) x SU(2) x U(1) wurden bis zu den heute
zugénglichen Energien von einigen hundert GeV experimentell hervorragend bestétigt. So
konnten bis auf das Higgs-Boson alle vorhergesagten Teilchen nachgewiesen und ihre beob-
achteten Zerfalls- und Wechselwirkungsprozesse erklédrt werden.

Trotz dieser groflen Erfolge ist bekannt, dass das Standardmodell keine fundamentale Theorie
der Elementarteilchen sein kann. Neben Phinomenen wie der Neutrinooszillation, die nicht
in dem Modell enthalten sind und von einer Erweiterung des Standardmodells beschrieben
werden sollten, erwartet man von einer fundamentalen Theorie, dass sie auch die vierte Kraft,
die Gravitation, beinhaltet. Zwar kann man abschétzen, dass quantengravitative Effekte erst
bei Energien im Bereich der Planck-Skala Ap ~ O(10'® GeV) wesentliche Beitrige liefern,

'In der Physik spricht man von Symmetrien eines Systems, wenn es Transformationen gibt, die alle phy-
sikalischen Aussagen des Systems unverdndert lassen. Diese Transformationen bilden die mathematische
Struktur einer Gruppe, die Symmetriegruppe des Systems.
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doch fiihrt die Annahme, dass das Standardmodell bis zu diesen Energien Giiltigkeit besitzt,
auf das sogenannte Hierarchie-Problem. Hierbei gilt es zu erkldren, warum die Masse des
Higgs-Bosons, die aufgrund von Prézisionsmessungen der Parameter der elektroschwachen
Theorie im Bereich von 10? GeV erwartet wird [3], einen im Vergleich zu den Quantenkor-
rekturen, die in der Grofenordnung der Planck-Skala lagen, extrem kleinen Wert annimmt.
Es miissten sich also die Beitrige sdmtlicher Teilchensorten zu den Korrekturen und die
,nackte Masse“ mit einer Genauigkeit von der Ordnung 107'¢ [32] aufheben. Ein solches
HJine-tuning® der physikalischen Parameter erscheint unnatiirlich.

Da die beiden grundlegend verschiedenen Teilchensorten, Bosonen und Fermionen, Quanten-
korrekturen mit entgegengesetztem Vorzeichen liefern, liegt es stattdessen nahe, eine weitere
Symmetrie in der Natur zu vermuten, die zu jedem bekannten Teilchen ein Partnerteilchen
der anderen Sorte postuliert, deren Beitriage sich exakt aufheben. Um mit den experimen-
tellen Ergebnissen vereinbar zu sein, miisste diese Symmetrie bei den derzeit zugénglichen
Energien spontan gebrochen vorliegen und man wiirde die Masse des Higgs-Teilchens auf der
Skala der Symmetriebrechung erwarten. Daher wiirde eine solche Symmetrie das Hierarchie-
problem des Standardmodells 16sen und gibt Anlass zu der Hoffnung, dass bereits am LHC
Hinweise auf eine solche Symmetrie gefunden werden.

Die Transformationen einer Symmetrie, die Bosonen (ganzzahliger Spin) und Fermionen
(halbganzer Spin) in Beziehung setzt, miissen von Generatoren erzeugt werden, die selbst
einen Spin von 1/2 tragen und miissen daher die Gruppe der Raumzeitsymmetrien erweitern.
Die Moglichkeiten, die Symmetrien der S-Matrix einer relativistischen Quantenfeldtheorie
um solche Generatoren zu erweitern, sind durch das Theorem von Coleman und Mandula
[7] und seine Erweiterung von Haag, Lopuszanski und Sohnius [23] stark eingeschrinkt und
man nennt die (bis auf interne Symmetrien) einzig mogliche Art der Erweiterung Supersym-
metrie. Neben den praktischen Griinden, die fiir die Einfithrung einer solchen Symmetrie
sprechen, ist die Vermutung, dass in der Natur die in diesem Sinne héchstmogliche Symme-
trie verwirklicht sein konnte, fiir viele Physiker attraktiv, weshalb die meisten der iiber das
Standardmodell hinausgehenden Theorien Supersymmetrie beinhalten.

Da realistische Quantenfeldtheorien, die simtliche Teilchen und ihre Wechselwirkungen be-
riicksichtigen und in einer (mindestens) vierdimensionalen Raumzeit formuliert sind, sehr
komplizierte und umfangreiche Berechnungen benétigen, um Wahrscheinlichkeiten fiir ein-
zelne Prozesse vorherzusagen, eignen sie sich nicht besonders gut, um die Grundlage be-
stimmter Mechanismen naher zu untersuchen. In diesem Fall bietet es sich an, nach einem
so weit wie moglich vereinfachten Modell zu suchen, das nur fiir den zu untersuchenden
Mechanismus eine Ahnlichkeit zur realistischen Theorie besitzt. Zu dieser Art ,Spielzeug-
modelle“ gehoren auch die in dieser Arbeit untersuchten supersymmetrischen O(n)- und
CP" 1-Modelle. Sie gehéren zu der Klasse nichtlinearer Sigma-Modelle, die, in zweidimen-
sionaler Raumzeit formuliert, einige Eigenschaften von vierdimensionaler QCD abbilden.
Eingefiihrt wurden zweidimensionale Sigma-Modelle, um den Mechanismus spontaner chi-
raler Symmetriebrechung zu untersuchen [35]. Fiir die zunéchst entwickelten O(n)-Modelle
konnte die asymptotische Freiheit dhnlich zur QCD gezeigt werden [37]. Fiir das O(3)-Modell
wurden Losungen der klassischen Feldgleichungen mit nicht-trivialer Topologie, sogenannte
Instantonlésungen, gefunden. Die CP™!-Modelle bilden eine Verallgemeinerung des O(3)-
Modells (das CP!-Modell ist dquivalent zum O(3)-Modell), die diese Eigenschaft fiir beliebige
n erhélt. Das Confinement, das in diesen Theorien fiir T' = 0 auftritt, konnte auf Instanton-



effekte zuriickgefithrt werden [9]. Leider konnte jedoch das Confinement in der QCD nicht
durch den gleichen Mechanismus erklédrt werden. Beide Klassen von Modellen konnten im
Limes groBer n exakt gelost werden [10].

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zunéichst werden in Kapitel 2 die betrach-
teten Modelle in zweidimensionaler Minkowski-Raumzeit eingefiihrt und auf eine (zeitliche)
Dimension reduziert. Die dimensionale Reduktion ist seit den Arbeiten von Kaluza und Klein
[26, 29] ein Werkzeug der theoretischen Physik, das benttigt wird, wenn Auswirkungen von
moglichen hoherdimensionalen Theorien in der vierdimensionalen Raumzeit berechnet wer-
den sollen. Im vorliegenden Fall erméglicht die dimensionale Reduktion die Interpretation
der reduzierten Theorien als klassische mechanische Modelle. In Kapitel 3 werden die Model-
le, die aufgrund ihrer Nebenbedingungen nicht mit Poisson-Klammern kanonisch quantisiert
werden konnen, mit Hilfe der Dirac-Quantisierung in quantenmechanische Modelle iiberfiihrt.
Danach wird in Kapitel 4 das O(3)-Modell im Speziellen betrachtet, dessen Losung in Ku-
gelkoordinaten explizit angegeben werden kann. In Verallgemeinerung dieses Spezialfalls soll
in Kapitel 5 gezeigt werden, dass die betrachteten Modelle aufgrund ihrer hohen Symmetrie
mit Hilfe der Gruppentheorie der jeweiligen Symmetriegruppe auf rein algebraischem Wege
gelost werden konnen. Dabei greift die Methode auf die Arbeiten von Pauli zur algebraischen
Losung des Wasserstoffatoms [36] und deren Verallgemeinerung auf supersymmetrische Sys-
teme von Wipf et. al. [27] zuriick. Die Arbeit schlieft mit Kapitel 6, in dem die wesentlichen
Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst werden.
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2. Einfiihrung der Modelle

In diesem ersten Kapitel werden die O(n)- und CP"~'-Modelle als zweidimensionale klassi-
sche Feldtheorien eingefithrt und durch dimensionale Reduktion auf die Form gebracht, die
in der weiteren Arbeit von Interesse sein wird. Zunéchst werden jedoch die benutzten Kon-
ventionen vorgestellt und ein Uberblick iiber die fiir diese Arbeit wichtigen Eigenschaften
supersymmetrischer Theorien gegeben.

2.1. Konventionen

Fiir die Einfithrung der Modelle in zwei Dimensionen werden die folgenden Konventionen
verwendet.
Die Modelle werden in der Minkowski-Raumzeit mit der Metrik

= (3 01) 2.1)

betrachtet. Als Darstellung der Clifford-Algebra
{2 =2 (2.2)

soll die Majorana-Darstellung

0 —i 0 i 1 0
0 __ _ 2 1 _ 1 * 0.1 _ _ 3
7—<i 0)—0, ’Y—(i 0)—10, 7—77—(0 1)—0 (2.3)

verwendet werden. In dieser Darstellung lauten die Lorentztransformationen eines Spinors

Y(x) — SP(A™ ) (2.4)

s=(y ) A= (e ) 25)

mit

Man erkennt, dass die unterschiedlichen Komponenten des Spinors bei Lorentztransforma-
tionen nicht mischen und daher chirale (Weyl-)Spinoren existieren. Zusétzlich ldsst sich eine
Realitédtsbedingung ¢* = ¢ an die Spinoren stellen, so dass in dieser Raumzeit Majorana-
Weyl-Spinoren existieren.

Desweiteren sei mit

P = (1) = (w3, —iy})” (2.6)

Yo = (j) 2.7

der zum Spinor
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Dirac-konjugierte Spinor bezeichnet.
Spinorindizes sollen im Folgenden weitestgehend unterdriickt werden und es wird eine impli-
zite Summation iiber Spinorindizes geméfl , NW-SO“-Konvention vereinbart. Gehoben und
gesenkt werden Spinorindizes mit dem total antisymmetrischen e-Tensor (e12 = —g15 = 1)
geméf

P =g, o = eapt’. (2.8)

2.2. Grundlegende Eigenschaften supersymmetrischer Theorien

2.2.1. Supersymmetrische Theorien in zwei Dimensionen

Eine Feldtheorie ist supersymmetrisch, wenn sie eine besondere fermionische Symmetrie
besitzt. Eine Symmetrie heifit fermionisch, wenn der infinitesimale Variationsparameter eine
GraBmann-ungerade Grofie ist. Im Falle von A/ = 1 Supersymmetrie (mit einem Majorana-
Spinor €) erfiillen zwei infinitesimale Transformationen der fermionischen Symmetrie die
Relation

[(51, (52]¢) = —2i€2’)/'u‘elau¢, (29)

wobei ¢ ein beliebiges Feld der Theorie darstellt. Liegt erweiterte (N = 2) Supersymmetrie
vor, so gilt
[51, 52](;5 = 1(517“62 — Eg’y‘uel)au(ﬁ. (2.10)

Quantisiert man die Theorie, so wird aus der zu dieser Symmetrie gehtrenden erhaltenen
Ladung ein Operator, der die Supersymmetrietransformationen generiert und der Generator
§ erhilt die Form!

§ = i€Q + iQe, [6, 8] = ¢ (2.11)

Fiir A/ = 1 Supersymmetrie sind die beiden Summanden identisch. In diesem Fall sei die
Superladung geméf
§ =ieQW (2.12)

definiert. Man stellt fest, dass die Spinor-Komponenten der Superladungen im Falle der
erweiterten Supersymmetrie die folgende Supersymmetriealgebra erfiillen

{Qa, Qﬁ} = (’Yu)aﬁpﬂ

{Qa: Q) = {Q%,Q°} =0 (2.13)
[PM,Qa] = [Pm@a] =0 |
[Py, P,] =0

sofern keine zentralen Ladungen auftreten.
Um die Supersymmetriealgebra im Fall ' = 1 zu erhalten, werden die Superladungskompo-
nenten zu einem reellen Spinor gemé&fl

le) =Q1+ iQJ{ = Q +iQ?
QY = Qs +iQh = Q2 — Q!

5 muss antihermitesch sein, damit (6¢)" = 667

(2.14)

10
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kombiniert und man erhalt

@V, @y =2(py - P))
Q.M =2(py + P)

und alle iibrigen Antikommutatoren verschwinden.

Man sieht also, dass die Superladungen die Poincaré-Algebra auf eine graduierte Lie-Algebra
erweitern und Haag, Sohnius und Lopuszanski bewiesen 1975, dass diese die einzige mit
relativistischer Quantenfeldtheorie vereinbare Erweiterung der Symmetrien der S-Matrix ist
[23].

(2.15)

2.2.2. Supersymmetrische Quantenmechanik

Mit Ausnahme des ersten Kapitels beschiftigt sich diese Arbeit ausschlieflich mit eindi-
mensionalen supersymmetrischen Feldtheorien. Reduziert man eine in zweidimensionaler
Minkowski-Raumzeit formulierte Feldtheorie auf eine (zeitliche) Dimension, so erhdlt man
formal eine eindimensionale Feldtheorie, die nur von einer Zeitkoordinate abhéingt. Dies ist
aber wesentlich einfacher als ein mechanisches Modell zu interpretieren, in dem jedes Feld
eine Ortskoordinate beschreibt, die von der Zeit abhéngt. Startet man mit einer Quanten-
feldtheorie, so findet man nach der Reduktion ein quantenmechanisches Modell im Heisen-
bergbild. In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie sich die obigen Eigenschaften einer
supersymmetrischen Theorie auf ein quantenmechanisches Modell iibertragen.
Bei der Reduktion der Spinoren werden aus den zweikomponentigen Spinoren einkomponen-
tige Spinoren der eindimensionalen Feldtheorie. Daher z&hlt man in einer Dimension doppelt
so viele unabhéingige Superladungen wie in der zweidimensionalen Theorie: Aus der N/ = 1
(N = 2) Theorie wird also eine N' = 2 (N = 4) Quantenmechanik. Ublicherweise wer-
den in der N' = 2 Quantenmechanik die beiden reellen Superladungen zu einer komplexen
Superladung . .

of =5 (e +ia))  e= 5 (e -el) (2.16)
zusammengefasst. Mithilfe der Supersymmetriealgebra erhélt man, dass der Hamiltonopera-
tor der supersymmetrischen Quantenmechanik in dieser komplexen Superladung ausgedriickt

werden kann als
{Q",Q} =2P =2H (2.17)

Im Falle des CP"'-Modells, das sich als eine N' = 4 Quantenmechanik erweisen wird,
werden die Superladungen ebenfalls komplex kombiniert zu

1 1 1 = _
Q= 5(@iQ) QL= (el Fi0)) =75 Q' Fid). (2.18)

Da das CP"!-Modell in der Quantenmechanik keine zentrale Ladung besitzt?, erhilt man
den Hamiltonoperator aus der Supersymmetriealgebra zu

H=1{Q1.0) =10 1= (10l +@.a }). (219)

2Als (2+1)-dimensionale Feldtheorie enthilt das CP™~'-Modell eine zentrale Ladung (vgl. [1, 38]), die nach
der Dimensionsreduktion (auf den physikalischen Zustéinden) verschwindet.

11



2. Einfiihrung der Modelle

Anhand des Beipiels einer freien N' = 2 (bzw. N’ = 4) d-dimensionalen Quantenmechanik®
sollen nun einige Eigenschaften vorgestellt werden, die sich als auf die betrachteten Modelle
verallgemeinerbar herausstellen werden.

Im Falle der freien N' = 2 Quantenmechanik hat die Superladung die Form

Q=ieds  Qf =iwld,, (2.20)

wobei die ¥, die d fermionischen Koordinaten der Quantenmechanik sind, die die Vertau-
schungsrelationen

{0, )} = dap (2.21)

erfiillen und daher mit hermiteschen y-Matrizen in 2d euklidischer Raumzeit gemaf v, =
1/2(vq — 1vd+q) dargestellt werden konnen. Diese (nilpotenten) fermionischen Koordinaten
spannen einen 2%-dimensionalen Fock-Raum auf, dessen Basisvektoren durch Wirkung von
p(p=0,...,d) Erzeugern ¥" auf ein Vakuum |0), das von allen 1, vernichtet wird, konstru-
iert werden koénnen. Dieser Fock-Raum zerfillt in Unterrdume fester Fermionzahl p, die als
Eigenwert beziiglich des Fermionzahloperators N = ¢:§¢a definiert ist:

C=ChpC1d...0Cy dime: <z> (2.22)

Die Superladungen vertauschen nach Konstruktion mit dem Hamiltonian und veréndern die
Fermionzahl um eins, wéhrend der Hamiltonian selbst mit N vertauscht

[N,Ql=—Q, [N,Q1=Q" [H N]=[HQ]=[HQ]=0. (2.23)

Daraus ergibt sich, dass der gesamte Hilbertraum, gegeben durch
H=LyRY)®C (2.24)
in die (disjunkten) Bilder der beiden Superladungsoperatoren und den Kern von H zerfillt
H=QHe Q" @ Ker H. (2.25)

Dies sieht man wie folgt ein: Im Unterraum Hg-, der senkrecht auf dem (endlichdimensiona-
len) Kern des Operators H steht, ist H invertierbar und man erhalt

T
"= 5QQ + QM =0 (s ) + @ (pu ). e

was die Behauptung beweist.*

Damit wird im p-Fermion-Sektor jeder Zustand (mit Ausnahme mdoglicher Grundzustéinde)
entweder von @ in den p— 1-Fermion-Sektor oder von Q' in der p+ 1-Fermion-Sektor abge-
bildet, wobei man einen Zustand gleicher Energie erhilt. Die Grundzustidnde mit Energie 0

3Die Dimension der entstehenden Quantenmechanik ist gleich der Anzahl der unabhiingigen bosonischen
Felder der zweidimensionalen Theorie, da diese in die Koordinaten der Quantenmechanik tibergehen.

“Dieser Beweis ist dem Artikel von Wipf et. al. [27] entnommen; der Abschnitt iiber die Konstruktion des
Hilbertraums der supersymmetrischen Quantenmechanik in d Dimensionen richtet sich insgesamt nach
diesem Artikel.

12



2.3. Einfiihrung des supersymmetrischen O(n)-Modells

werden von beiden Operatoren @ und Q' vernichtet. Alle Zustinde positiver Energie besit-
zen einen supersymmetrischen Partnerzustand in einem der benachbarten Sektoren.

Im Fall der N' = 4 supersymmetrischen Quantenmechanik erhilt man zwei Sorten von fer-
mionischen Koordinaten 1,1+, die entsprechend einen 224_dimensionalen Fockraum auf-
spannen. Der Fermionanzahloperator ist nun N = Ny + N_ und die Sektoren des Fockraums
werden durch die beiden Fermionzahlen p.,p_ charakterisiert. Da der Hilbertraum nun un-
abhéingig voneinander beziiglich der beiden Superladungen zerfillt

H=Q . HeQ  HeKer H=Q H&Q He&Ker H, (2.27)

erhiilt man, dass jeder Zustand positiver Energie von genau zwei der vier Superladungen
vernichtet wird. Durch Anwendung der beiden anderen Superladungen lassen sich zu jedem
solchen Zustand drei weitere supersymmetrische Partnerzustéinde konstruieren. Fiir einen
Zustand |¢) im bosonischen Sektor erhilt man beispielsweise die vier Zustédnde gleicher
Energie

1), QLle), QLle), QLQl|e) =-@lal|g) (2.28)

Im Kapitel zur algebraischen Losung der Modelle werden diese Grundlagen der supersym-
metrischen Quantenmechanik beno6tigt und es wird deutlich werden, wie sich die Modelle in
diesen allgemeinen Rahmen einordnen lassen. Zunéchst ist jedoch einige Vorarbeit zu leisten,
die mit der Einfiihrung der betrachteten Modelle beginnen soll.

2.3. Einfiihrung des supersymmetrischen O(n)-Modells

2.3.1. Das supersymmetrische O(n)-Modell in zwei Dimensionen

Bosonische Sigma-Modelle sind Feldtheorien, deren Lagrange-Dichten keinen Potentialterm
enthalten und daher nur aus einem kinetischen Term bestehen. Von einer freien Theorie
unterscheiden sie sich dadurch, dass die auftretenden Felder zusétzliche Nebenbedingungen
erfiillen. Die Felder bilden also von der (in diesem Fall zweidimensionalen Minkowski-)Raum-
zeit auf eine Mannigfaltigkeit M, den sogenannten Targetraum, ab. Ist diese Mannigfaltigkeit
kein linearer, sondern ein gekriimmter Raum, so spricht man von einem nichtlinearen Sigma-
Modell.

Eine besonders einfache Klasse von nichtlinearen Sigma-Modellen sind die in dieser Arbeit
betrachteten O(n)-Modelle. In dieser Klasse ist die Mannigfaltigkeit, auf die die Felder ein-
geschriinkt werden, die Einheitssphire im R™ S"~!. Das bosonische O(n)-Modell ist also
definiert durch die Wirkung

1
S=3 / d?z8,a" o' (2.29)
und die Nebenbedingung
il =1, (2.30)
wobei 717 = (ny,...,n,) die n reellen bosonischen Felder in einen Vektor zusammenfasst.

Dieses Modell ist offensichtlich invariant unter den orthogonalen Transformationen

i’ = Of, 7T =fToT, oTo =1, (2.31)

13



2. Einfiihrung der Modelle

woraus das Modell seinen Namen erhélt. Im Folgenden sollen die Vektorpfeile weggelassen
werden und die Summation iiber Vektorindizes soll implizit geschehen. Falls hierbei Zwei-
deutigkeiten entstehen, sollen Klammern auf die richtige Summation hindeuten.

Eine manifest supersymmetrische Erweiterung des Modells leitet man am einfachsten im
sogenannten Superraumformalismus her. Dies soll aber nicht Teil dieser Arbeit sein, da die
Invarianz unter Supersymmetrietransformationen ohnehin explizit gezeigt wird.

Als supersymmetrische Verallgemeinerung erhélt man, wie erstmals von Di Vecchia und
Ferrara [12] und Witten [44] im Jahre 1977 eingefiihrt®

S = % / d?2(9nd*n + iPy" 0, + FF) (2.32)

mit den Nebenbedingungen
1-
nn =1, ny =0, nkF = 5#”% (2.33)

wobei die Felder ¥ (reelle) Majorana-Spinoren und die Felder F* reelle bosonische Felder
sind®. Da in der Wirkung keine Ableitungen der Felder F? auftreten, konnen diese durch ihre
Bewegungsgleichungen eliminiert werden. Durch Einfiihrung von Lagrange-Multiplikatoren
fiir die Nebenbedingungen erhélt man fiir die Bewegungsgleichung

Fi= %(W)ni. (2.34)

Hat man das Hilfsfeld eliminiert so lauten Wirkung und Nebenbedingung des supersymme-
trischen O(n)-Modells

S = % / d?z (a,ma“n + iy 0,0 + 1(@/;)2) (2.35)

und
nn =1, ny = 0. (2.36)

Neben der manifesten O(n)-Symmetrie des Modells ist das System invariant unter den Su-
persymmetrietransformationen:

on' = e’

Sy = —inted,n’ + eF"

5Pt = ieytan’ + eF’

SF' = —iey" 0,y

(2.37)

Der Supersymmetrieparameter € ist ein Majorana-Spinor, d.h. es handelt sich um N = 1
Supersymmetrie.

51n der Literatur tritt aus dimensionalen Griinden noch eine Kopplungskonstante vor der gesamten Wirkung
auf, die in dieser Arbeit insgesamt weggelassen werden soll, da sie die Struktur der Ergebnisse nicht
veréndert.

5Der Index ¢ hat den Wertebereich 1,...,n. Die Bedeutung des Symbols n, als Dimension des umgebenden
Raums R™ einerseits und als bosonisches Feld andererseits, wird jeweils aus dem Zusammenhang deutlich.
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2.3. Einfiihrung des supersymmetrischen O(n)-Modells

Nun bleibt nachzuweisen, dass das O(n)-Modell tatséichlich invariant unter diesen Transfor-
mationen ist. Zunéchst sollen die Nebenbedingungen betrachtet werden. Fiir die erste erhélt
man

§(nn) = 2n'on' = 2é(ny) = 0. (2.38)
Im Fall der zweiten Nebenbedingung ergibt sich
§(naba) = on'pl + n'oyl = (), — in' (47 €)a0un’ + eo(nF) = 0, (2.39)
wobei das letzte Gleichheitszeichen aus der dritten Nebenbedingung und den Identitéten
AN L in i
(€)W = —gea(yy),  2n'un’ = Jy(nn) =0 (2.40)

folgt. Fiir die letzte Nebenbedingung ergibt sich #hnlich (mit n’dy? = —'on?)
1- o . , o o
) (nF — 2wi/)> =e)'F' —in'ey' o' — ep'F' —iey"'0,4'n' = 0. (2.41)

Um die Supersymmetrieinvarianz der Wirkung nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, dass sich
die Lagrange-Dichte unter Supersymmetrietransformationen nur um eine totale Ableitung
dndert. Man erhilt:

0L = 75 (0undtn + ipy" 0,1 + F2)
= 9,nd"(6n) +i(6Y)V* O — 0, (151&7“1/1) + FoF
1 (2.42)
= yn(e0*Y) — e+ 0,10, + 0, <6’y yHapo,n — ey“ng)
=0, (6’)/ ~Hpd,n — 6’}”“1/1F> =: 0, K"

Damit ist die Invarianz des Modells unter Supersymmetrietransformationen nachgewiesen.
Nun soll noch der zu dieser Symmetrie gehérende erhaltene Strom, der sogenannte Super-
strom, berechnet werden. Aus dem Noether-Theorem erhélt man

JH = 5¢Z — K#, 2.43
Z ) gbz (2.43)

wobei die Summe iiber ¢; als Summe iiber alle Felder der Theorie zu verstehen ist. Mit

oL oL i -
= O'n, — = ——(P7")a 2.44
() o)~ 2 (244)
ergibt sich fiir den Superstrom

JH = ey'yHypo,n =: e*JE (2.45)

Da der infinitesimale zweikomponentige Parameter € beliebig gewihlt ist, bilden auch die
Komponenten des Majorana-Spinors Jj einzeln erhaltene Stréome. Die Superladung des Mo-
dells ergibt sich als Raumintegral iiber die (u = 0)-Komponente dieses Spinors zu

Qo = /dleg = /dxl('y”'yow)a&,n = /dac1 <$;Egg _’_23:;) . (2.46)
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2. Einfiihrung der Modelle

2.3.2. Dimensionsreduktion des supersymmetrischen O(n)-Modells

Bei der bisherigen Betrachtungsweise des supersymmetrischen O(n)-Modells handelt es sich
um eine zweidimensionale klassische Feldtheorie. Diese soll nun dimensionsreduziert werden,
wobei die rdumliche Koordinate kompaktifiziert werden soll. Damit erhélt man ein (su-
persymmetrisches) mechanisches Modell, das ein Teilchen auf der Sphiire S"~! beschreibt.
Wiéhrend die bosonischen Koordinaten eine direkt anschauliche Bedeutung (als Ort des Teil-
chens) haben, bilden die fermionischen (antikommutierenden) Koordinaten eine formale Er-
weiterung des Modells”, die die Untersuchung der Supersymmetrie des Modells im Rahmen
der Mechanik moglich machen.

Technisch wird die dimensionale Reduktion wie folgt durchgefiihrt: Da das Modell nach der
Reduktion nicht mehr von der z'-Koordinate abhingen darf, werden alle Ableitungen nach
dieser Koordinate in der Lagrange-Dichte nullgesetzt. Auflerdem muss die Clifford-Algebra
reduziert werden. Da in zwei Dimensionen die Majorana-Weyl-Darstellung der y-Matrizen
gewihlt wurde, mischen die beiden Komponenten der Spinoren unter Lorentztransformatio-
nen nicht. Da die Spinoren in einer Dimension nur noch eine Komponente besitzen und keine
Clifford-Algebra mehr existiert, konnen die einzelnen Komponenten der zweidimensionalen
Majorana-Spinoren als zwei (eindimensionale) Majorana-Spinoren in der eindimensionalen
Theorie aufgefasst werden. Als weitere Vereinfachung des Ausdrucks fiir die Lagrangefunkti-
on sollen die entstehenden zwei Majorana-Spinoren in einem eindimensionalen Dirac-Spinor
wie folgt zusammengefasst werden

1 1
U= —
V2 V2

Damit ergibt sich fiir die Lagrangefunktion des reduzierten Modells®

W +ivh) T = —(yf —ip)). (2.47)

1
L= (aonaon +i(UTopW + Tt + (qffqz)(\phm) (2.48)
mit den Nebenbedingungen

nn—1=0 n¥=0=nd (2.49)

Die Superladung wird nach den gleichen Regeln dimensional reduziert und die einzelnen
reellen Komponenten ebenso zu einem Dirac-Spinor zusammengefasst. Es ergibt sich

Q = Vyn, Qf = Uloyn. (2.50)

"Die Erweiterung der klassischen Mechanik um Grassmann-ungerade GréSen wird z.B. in dem Artikel von
Casalbuoni [6] beschrieben

8Grundsitzlich muss bei einer dimensionalen Reduktion noch eine Dimensionsbetrachtung der reduzierten
Groflen durchgefiithrt werden [42], damit die Wirkung dimensionslos bleibt. In diesem Fall kénnen aber
alle Anderungen in der (unterdriickten) Kopplungskonstante absorbiert werden.
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2.4. Einfiihrung des supersymmetrischen CP"~*-Modells

2.4. Einfithrung des supersymmetrischen CP" '-Modells

2.4.1. Das supersymmetrische CP" '-Modell in zwei Dimensionen

Das CP™~'-Modell ist ebenfalls ein nichtlineares Sigma-Modell und es soll wiederum zunéchst
das bosonische Modell betrachtet werden. In diesem Fall gibt der Targetraum dem Modell
seinen Namen: CP"~! steht fiir den (n—1)-dimensionalen komplex projektiven Raum, der
wie folgt beschrieben werden kann. Sei

z=(z',...,2")€C" mit z#0. (2.51)
Man identifiziere alle z, 2z’ miteinander, fiir die gilt
2= Az, A € C\{0}, (2.52)

so bilden die entsprechenden Aquivalenzklassen den komplex projektiven Raum mit der
(komplexen) Dimension n—1. Anders ausgedriickt ist der CP" ! der Raum der komplexen
Ursprungsgeraden im C". Um das CP"~!-Modell zu beschreiben, miissen zuniichst Koordi-
naten im CP" ! gewihlt werden. Von den verschiedenen in der Literatur iiblichen Moglich-
keiten, sollen in dieser Arbeit die z-Koordinaten des C" verwendet werden, in dem der
CP"! eingebettet ist. Damit diese zu sinnvollen Koordinaten des CP"~! werden, diirfen
alle nach (2.52) identifizierten Vektoren z effektiv nur durch eine Koordinate beschrieben
werden. Deshalb fordert man zunéchst die Nebenbedingung

Zz=1, (2.53)

die die Identifikation fiir ein reelles A implementiert. Desweiteren miissen noch die Vektoren,
die sich um eine reine Phase A\ = exp(iA), unterscheiden, miteinander identifiziert werden.
Dies geschieht nicht durch eine weitere Nebenbedingung, sondern es wird als eine Invarianz
des Modells unter U(1)-Transformationen implementiert. Diese Uberlegung zeigt, dass der
CP" ! sich auch als der Quotientenraum

CcP" ! ~ 521U (1) (2.54)

darstellen ldsst.
Im Falle des zweidimensionalen bosonischen CP™~!-Modells werden aus den z-Koordinaten
von den Raumzeitkoordinaten z# abhéngige Felder. Die Invarianz unter den U(1)-Trans-
fornationen muss nun also auch fiir eine ortsabhingige Phase gelten, z — exp(iA(z#))z,
wodurch das CP"~1-Modell eine U(1)-Eichsymmetrie erhilt.
Diese Eichsymmetrie kann in der Wirkung durch die Verwendung einer eichkovarianten Ab-
leitung mit reellem Eichfeld A,

D, =0, +iA, (2.55)

manifest gemacht werden. Damit lautet die Wirkung des CP"~!-Modells

5= / LCa(D,2) Dz = / P (9,50"= — 220,24 + A, AP) (2.56)
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2. Einfiihrung der Modelle

und das Eichfeld A* kann durch seine Bewegungsgleichung
A, =120,z (2.57)

eliminiert werden, so dass Wirkung und Nebenbedingung die Form
/d%(@uéa"z — (20,2)(20"2)) zz=1 (2.58)

annehmen. Neben dieser lokalen U(1)-Eichsymmetrie ist das Modell offensichtlich symme-
trisch unter globalen SU (n)-Transformationen. Aus diesem Grund ist das Modell auch unter
dem Namen SU(n)-Sigma-Modell bekannt. In dieser Form wurde das Modell erstmals 1978
von Eichenherr [15] und D’Adda, Di Vecchia und Liischer [10] untersucht.

Eine supersymmetrische Erweiterung des Modells wurde im gleichen Jahr von D’Adda, Di-
Vecchia und Liischer [9] (in euklidscher Raumzeit) und Cremmer und Scherk [8] (in vier
Dimensionen) entwickelt. In der zweidimensionalen Minkowski-Raumzeit ist das supersym-
metrische CP"~1-Modell durch die Wirkung [33]

5= [ @ (D) D82 + 109D+ § (50 - (r°07) (2:59)

und die Nebenbedingungen B
Zz =1, 2p=2z1p =0 (2.60)

gegeben, wobei ¢ Dirac-Spinoren sind und das Eichfeld in D, = 0, + iA, zwar nun eine
andere Bewegungsgleichung erfiillt, aber immer noch eliminiert werden kann.
Dieses supersymmetrische Modell erfiillt die U(1)-Eichymmetrie des rein bosonischen Mo-
dells mit
z — exp[iA(z)]z
1 — exp[iA(z)]y (2.61)
Ay — Ay — (),

sowie die weiterhin offensichtliche SU (n)-Symmetrie. Dariiber hinaus ist es invariant unter
den folgenden Supersymmetrietransformationen

0z = —iey
i, - _ (2.62)
0o = (VMG)CXD;LZ + 9 ((¢¢)€a + (w'Y*w)('Y*ﬁ)a) z.

Im Unterschied zu den O(n)-Modellen ist der infinitesimale Supersymmetrieparameter € in
diesem Fall ein komplexer Spinor. Daraus folgt unmittelbar, dass das CP"~!-Modell eine
erweiterte N' = 2 Supersymmetrie besitzt, die manchmal auch komplexe Supersymmetrie
genannt wird. Es ist ein allgemeines Resultat, dass zweidimensionale Sigma-Modelle genau
dann eine solch erweiterte Supersymmetrie zulassen, wenn der Targetraum eine sogenann-
te Kihler-Mannigfaltigkeit darstellt [46]. Da die Sphiren S™ (mit Ausnahme der S?) keine
Kéhler-Mannigfaltigkeiten sind, ist eine N' = 2 supersymmetrische Erweiterung des O(n)-
Modells nicht maglich. Die Sphére S? hingegen ist isomorph zum Raum CP!, d.h. die zu-
gehorigen Sigma-Modelle sind dquivalent [9].
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2.4. Einfiihrung des supersymmetrischen CP"~*-Modells

2.4.2. Dimensionsreduktion des supersymmetrischen CP"'-Modells

Die Dimensionsreduktion des CP"~!-Modells erfolgt nach dem gleichen Muster wie bei den
O(n)-Modellen. Zunéchst werden alle Ableitungen nach der zweiten Raumzeit-Koordinate
nullgesetzt. Danach wird die Komponente A; des Eichfelds durch ihre Bewegungsgleichung
eliminiert nach

1_
A1 = . (263)
Man erhélt als Zwischenergebnis die Lagrange-Funktion
. _ - . 7 1, - — 4 -
L = 00200z + 21A0(200%) — Aoty + Af + 107 00 + ¢ (W) = (97"9)* = ($7'4)?) -
(2.64)

Nun miissen wiederum die Komponenten der Spinoren in zwei Dimensionen als Spinoren in
einer Dimension aufgefasst werden. Eliminiert man noch die Eichfeldkomponente Ay durch

1-
Ag =120z + 51/;7%, (2.65)
so erhélt man fiir die Lagrange-Funktion

L = 80200z + (2802)? — i(2802) (V{11 + ¥ipe) + i(5dbe + 1 own)

2.66
+ (hn) () — (B]en) (ien), (269

mit den Nebenbedingungen
Zz=1, =2, =0. (2.67)

Die Supersymmetrietransformationen, die auf die gleiche Weise reduziert werden, ergeben
sich zu

0z = —ie) = 6;¢1 — 617#2
b1 = €2 | =i (807 — (2002)2) + (W]n)z] — 1 (Wfuin)2 (2.68)
oy = €1 [i(aoz — (2002)2) — (@1/}2)2] + ea(v]1hn)z

Mit diesen Transformationen soll nun die Supersymmetrie des reduzierten Modells nachge-
wiesen und die Superladungen berechnet werden. Fiir die Nebenbedingungen gilt

§(z2) = elz/)gz — 621/112 + e£2¢1 — GIZ@ZJQ =0 (2.69)
3(z¢1) = (e19d — exyp])vn + exyplupy — eryplpy = 0 (2.70)

Fiir die andere Spinorkomponente folgt die Invarianz analog. Die Transformation der La-
grange-Dichte ist eine etwas umfangreichere Rechnung, die hier in aller Kiirze dargestellt
werden soll. Um die Terme iibersichtlicher zu gestalten, soll auf die 2D Spinor-Schreibweise
zuriickgegegriffen werden. Fiir die ersten beiden Terme erhélt man

1) ((902802 + (2802)2) = 1(80&6)302 — 1605(580¢) — 2(5602’) (—i(?,/_JE)a()Z + i2(580¢)) . (2.71)
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2. Einfiihrung der Modelle

Fiir die iibrigen Terme ergibt sich

) (L — 09zZ0pz + (2802)2) = i(GOZE&)@Z) — ngamﬂe) + i(z@oz)(zﬁoi)e + ZE&O@Z))

N B / . (2.72)
—1(2002)(00z€Y + Opzipe) + Op(1edyz)
Unter Benutzung von 0pzyp = —Z0py folgt, dass sich die Lagrangefunktion nur um die
zeitliche Ableitung B
0L = 80(1#6802) (2.73)

dndert, was die Supersymmetrie des reduzierten Modells bestétigt. Fiir die erhaltene Ladung,
die im reduzierten Modell der J° Komponente des erhaltenen Stroms in Gleichung (2.43)

entspricht, erhélt man B
JO = —i@)dyz + ithedyz. (2.74)

Durch den beliebigen komplexen Supersymmetrieparameter e zerfillt diese Ladung in vier
unabhéingige Komponenten

Qo = —i00%pa,  Qf, =i002¢)] (2.75)

Schliefflich soll noch die Transformation

vy = \;5(7/)1 i), Vo= \2(1/11 — iths) (2.76)

der fermionischen Koordinaten durchgefithrt werden. In diesen neuen Koordinaten lautet die
Lagrangefunktion des Modells mit dem Eichfeld Ag

L = 8200z + 2i4g(2002) — Ag (W W, + Wl v ) 4 42

ot i : : Lot to 22 (2.77)
+i(WLopW, + U OV ) + (VLW ) (W, ¥_)+ 1(\IJ+\I/+ — vl w_ )
den Nebenbedingungen
Zz=1 20l =30, =0 (2.78)
und den Superladungen
Qi =—i0pz0:  Qf =igy2wl. (2.79)

In dieser Form sollen die Modelle im néchsten Kapitel quantisiert werden.
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3. Dirac-Quantisierung der Modelle

Nachdem im letzten Kapitel die Modelle dimensionsreduziert wurden und nun als klassische
mechanische Modelle (mit abstrakten fermionischen Freiheitsgraden) interpretiert werden
konnen, sollen diese nun quantisiert werden. Aufgrund der Nebenbedingungen, denen die Sys-
teme unterworfen sind, kann dies nicht kanonisch unter Verwendung von Poisson-Klammern
geschehen. Tatséchlich ist die Quantisierung von Systemen mit Nebenbedingungen ein um-
fangreiches Gebiet, da die verschiedenen Methoden nicht auf alle Systeme angewendet werden
konnen. Einen guten Uberblick iiber die verschiedenen Quantisierungsmethoden liefert das
Buch von Henneaux und Teitelboim [25]. Dirac entwickelte als erster eine Methode zur Quan-
tisierung mit Nebenbedingungen [13, 14], die in dieser Arbeit auf die betrachteten Modelle
angewendet werden soll. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird die Methode von Dirac
vorgestellt und in den folgenden auf das O(n)- und das CP"~!-Modell angewendet.

3.1. Kanonische Quantisierung mit Nebenbedingungen

Um ein System mit Nebenbedingungen kanonisch zu quantisieren ist es notwendig, einen
klassischen Formalismus zu finden, der durch Ersetzung einer symplektischen Struktur auf
dem Phasenraum des Systems (&hnlich der Poisson-Klammer) durch Kommutatoren zu ei-
ner in sich konsistenten Quantentheorie fithrt. Die gewo6hnlichen Poisson-Klammern sind
immer dann nicht zuléssig, wenn zwei Nebenbedingungen ®,, ®; existieren, deren Poisson-
Klammer miteinander nicht verschwindet. Dies wiirde sofort zu einem Widerspruch in der
Quantentheorie fithren, wie man an folgendem Beispiel sieht:

[, )] =C = C|T) = [Dg, Bp]|T) = D,y T) — DD, |U) =0  V|T)eH (3.1

Auf der rechten Seite erhélt man 0, da die Nebenbedingungen auf physikalischen Zustédnden
verschwinden miissen, wihrend die linke Seite fiir einen nichtverschwindenden Kommutator
nicht fiir alle |¥) gleich 0 sein darf.

Neben der Eigenschaft, dass die gesuchte Struktur in der Quantentheorie zu verschwindenden
Kommutatoren von sdmtlichen Nebenbedingungen fiithren sollte, ergibt sich eine weitere
Konsistenzbedingung daraus, dass die Nebenbedingungen in der Zeitentwicklung konstant
(= 0) bleiben miissen. Daher sollte jede Nebenbedingung auch mit dem Hamiltonoperator
kommutieren.

Um eine solche Struktur zu finden, soll nun der klassische Hamiltonsche Formalismus mit
Nebenbedingungen eingefiihrt werden.
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3. Dirac-Quantisierung der Modelle

3.1.1. Klassischer Hamiltonscher Formalismus mit Nebenbedingungen!

Im Hamiltonschen Formalismus werden zunéchst die zu den Koordinaten konjugierten Im-
pulse definiert als:

pi(gj,4j) = # (3.2)
Falls die Matrix 5
Di
W = =+ 3.3
J aqj ( )

invertierbar ist, konnen alle Geschwindigkeiten nach den Phasenraumvariablen aufgelést wer-
den (¢; = qi(gj,pj))- Ist der Rang R der Matrix nicht maximal, so existieren M = N—R
Nebenbedingungen (sogenannte primary constraints), die in der Form

P (pirqi) =0 m=1,....M (3.4)

geschrieben werden kénnen und die den erlaubten Phasenraum auf eine (2N —M )-dimensio-
nale Constraintfliche I',, reduzieren. Sind die Constraintfunktionen in dem Sinne lokal linear
unabhéingig, dass sie in jedem Punkt der Fliche I';, als M Koordinaten senkrecht zur Fliche
verwendet werden konnen, dann gelten die folgenden beiden Sitze (Beweis siehe [43)):

Satz 1: Jede glatte Funktion, die auf der Constraintfliche verschwindet (bezeichnet durch
F =~ 0), kann als Kombination der Constraints geschrieben werden F' = f,,,®,, (f, beliebige
Funktionen).

Satz 2: Falls \;0q; + p;6p; = 0 fiir Variationen tangential zur Constraintfliche gilt, so haben
Ai und p; (fiir beliebige Funktionen u,,) die Form:

00, 0Dy
dqi e o,

)\2' = Um (3.5)

Der Hamiltonsche Formalismus sieht als néchsten Schritt eine Legendretransformation H =
¢;p; — L vor. Da die so erhaltene kanonische Hamiltonfunktion aber wegen

0H = 0qipi + Gidpi — 5dz‘g.L - 5%87[/ = Giopi — 5%% (3.6)
Gi 9qi 9q;

nur von p; = p;(g;,q;) und g; abhéngt, ist sie nur auf der Constraintfliche definiert und die
Variationen dp;, d¢; sind notwendigerweise tangential zu ihr.
Fiir das weitere Vorgehen gibt es nun zwei Moglichkeiten: Es konnen im Phasenraum ange-
passte Koordinaten gewéhlt werden, die die Constraintfliche parametrisieren; dann ist die
Definition der Hamiltonfunktion auf der Constraintfliche ausreichend und die Koordinaten
sind nicht mehr an Nebenbedingungen gebunden. Will man aber das Problem einbetten
in den hoherdimensionalen Phasenraum, so ist eine Fortsetzung der Hamiltonfunktion auf
den gesamten Phasenraum zu suchen, die gewihrleistet, dass das System, wenn es auf der

'Die Ausfithrungen in diesem Abschnitt richten sich im Wesentlichen nach [43] und [25].
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3.1. Kanonische Quantisierung mit Nebenbedingungen

Constraintfliche startet, fiir alle Zeiten auf ihr verweilt. Da Gleichung (3.6) auch wie folgt

geschrieben werden kann
OH OL ofrH |
5%’ <8q1 + 8(]2> + < 8}?,‘ — q1> 5p1 =0 (3.7)

(das hochgestellte R bezeichnet die Rechtsableitung) liefert Satz 2 unter Verwendung der
Bewegungsgleichungen die Hamiltonschen Gleichungen

) orH oD,
. oL OH o0d,,
Pi=%a © T oq "™ og (39)

(wobei ~ Gleichheit auf I', bedeutet). Dies ist gleichbedeutend mit der Feststellung, dass
die auf den gesamten Phasenraum erweiterte Funktion H zunéchst nur bis auf eine beliebige
auf I'), verschwindende Funktion definiert ist, so dass eine allgemeine erweiterte Hamilton-
funktion nach Satz 1 in der Form

Hy = H + @y, (3.10)

geschrieben werden kann. Die Bewegungsgleichungen von beliebigen Grofien (die alle nur auf
der Constraintfliche I';, physikalische Relevanz haben) lassen sich nun als Poisson-Klammer
mit dem primary Hamiltonian H, beschreiben,

Ax~{A Hy)} = {A H} + un{A, &}, (3.11)

wobei die bisher beliebigen Funktionen u,, noch so zu bestimmen sind, dass die Losung
konsistent und eindeutig ist.

Die Konsistenzbedingungen ergeben sich aus der schon erwéhnten Einschriankung, dass die
zeitliche Ableitung der Constraints auf I',, verschwinden muss, also dass gelten soll:

By & { @, H} + { @, Py Yty = hiy + Crantin = 0 (3.12)

Falls die Matrix C)y,, auf I', invertierbar ist, so sind die Losungen fiir die w,, festgelegt zu
up ~ —C, Ly, und fiir die zeitliche Ableitung beliebiger Phasenraumfunktionen gilt:

A~{A H} —{A ®,}C, {d,, H} (3.13)

Ist der Rang der Matrix C hingegen nicht maximal, so muss zunéchst tiberpriift werden,
ob zusétzliche Bedingungen aus der Konsistenzforderung entstehen, da fiir die Links-Null-

(a)

Eigenvektoren wy, von C aus Gleichung (3.12) die Bedingungen
hw(® = 0 (3.14)

folgen. Diese Gleichungen sind entweder identisch erfiillt oder sie miissen als zusétzliche,
sogenannte secondary constraints zu den urspriinglichen Nebenbedingungen hinzugenom-
men werden. In diesem Fall ist die Matrix C' entsprechend um diese Nebenbedingung zu
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3. Dirac-Quantisierung der Modelle

erweitern und zu iiberpriifen, ob ihr Rang nun maximal ist. Hierbei kénnen wiederum neue
Nebenbedingungen auftreten. Am Ende dieser Prozedur erhilt man eine Matrix, die alle
Konsistenzbedingungen erfiillt, aber noch weitere Freiheiten in den Losungen der w,, besit-
zen kann.

Um dies genauer zu fassen ist eine andere Klassifikation der Nebenbedingungen sinnvoll: Ist
der Rang der Matrix C' maximal, so besitzt das System ausschliefllich second class constraints
(SCC). Ein SCC ist eine Nebenbedingung, deren Poisson-Klammern nicht mit allen ande-
ren Nebenbedingungen verschwindet. Andernfalls besitzt die Matrix C einen (M — rk(C))-
dimensionalen Kern, der aufgespannt sei durch die Vektoren v(%). Die Linearkombinationen
der Constraints ®(@ = vfﬁl)(l)m besitzen nun verschwindende Poisson-Klammern mit sdmtli-
chen anderen Constraints, da

(8@ ®,,} = {0 W&, ®,,} = 0D C,,, ~ 0. (3.15)

Das System besitzt also insgesamt dim(ker C') unabhéngige first class constraints (FCC).
Dies fiihrt dazu, dass die Losungen fiir die Funktionen u,, nur bis auf Funktionen, die
im Kern der Abbildung C liegen, aus den Konsistenzbedingungen zu bestimmen sind. Da-
bei sind die verschiedenen Losungen fiir die w,, physikalisch dquivalent. Folglich fiihren first
class constraints automatisch zu Eichfreiheiten im betrachteten System. Durch die Wahl von
einer Anzahl unabhéngiger Eichbedingungen, die der Anzahl FCCs entspricht und die mit
den FCCs nichtverschwindende Poisson-Klammern besitzen, kann das System in ein second
class system iiberfithrt werden. Die Auswahl einer speziellen Losung fiir die Funktionen
entspricht somit einer Eichfixierung der Theorie. Das in dieser Arbeit betrachtete supersym-
metrische O(n)-Modell erweist sich als ein second class system, wihrend das CP™~!-Modell
eine U(1)-Eichsymmetrie besitzt, wodurch FCCs auftreten. In der quantisierten Theorie ist
allerdings ein anderer Umgang mit FCCs mdoglich, der fiir das CP™~!'-Modell gewiihlt werden
soll und im néchsten Abschnitt beschrieben wird.

3.1.2. Quantisierung der Theorie

Im Fall eines second class systems ist der Ubergang zu einer konsistenten Quantentheorie
nach der obigen Vorarbeit relativ einfach: Die gesuchte symplektische Struktur, die in der
Quantentheorie durch Kommutatoren ersetzt wird, heifit Dirac-Klammer und lisst sich aus
der Zeitentwicklung der allgemeinen Phasenraumfunktion (3.13) motivieren zu

{4, B}p = {A, B} — {A, ©,,}Cppp { @0, B} (3.16)

Die Dirac-Klammer besitzt alle geforderten Eigenschaften: Sie ist (fiir bosonische Grofien)
antisymmetrisch, erfiillt die Jacobi-Identitét

{{A,B}p,C}p +{{B,C}p,A}p +{{C,A}p,B}p =0 (3.17)

und erfiillt zusétzlich die Bedingung, dass die Dirac-Klammer jedes Constraints mit beliebi-
gen anderen Groflen verschwindet, da

{©p, A}p = {®p, A} —{Dy, (I)m}C;mll{q)n? A} = {®p, A} — Cme;L’lL{(I)n7A} =0. (3.18)
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3.2. Dirac-Quantisierung des O(n)-Modells

Die eigentliche Quantisierung erfolgt nun durch die Ersetzung {A, B}p — —i[A, B] bzw.
analog fiir zwei fermionische Gréflen {A, B}p — —i{A, B}. Diese Vorschrift ist allerdings
im Allgemeinen nicht eindeutig, da auf der rechten Seite Ordnungsprobleme durch nicht
vertauschende Operatoren auftreten kénnen. Diese Mehrdeutigkeit kann durch Bedingungen
wie die Anti-Hermitizitdt des Kommutators der (hermiteschen) kanonischen Variablen eing-
schrankt, aber im Allgemeinen nicht vollstindig ausgerdumt werden. Auflerdem kann durch
den Einfluss der Ordnung die klassisch geltende Jacobi-Identitét fiir die Kommutatoren ge-
brochen sein, was eventuell durch Korrekturterme (die hoheren Ordnungen in 7 entsprechen)
ausgeglichen werden muss, die wiederum nicht die urspriinglichen Konsistenzbedingungen
(Ordnungsproblem evt. auch in den Nebenbedingungen) brechen diirfen [28]. Somit kann
diese Quantisierungsprozedur mit erheblichen Schwierigkeiten behaftet sein, um insbeson-
dere die Konsistenz der entstehenden quantisierten Theorie sicherzustellen. Hat man eine
konsistente Operatoralgebra gefunden, so muss in einem néchsten Schritt eine Darstellung
dieser Algebra gefunden werden, um Wahrscheinlichkeitsamplituden berechnen zu kénnen.

Fiir Systeme mit FCCs ist es wie oben beschrieben méglich, durch Eichfixierungsbedingun-
gen ein second class system mit fixierter Eichung zu erhalten. Eine andere Moglichkeit die
FCCs zu beriicksichtigen ist die Forderung, dass alle FCCs auf allen physikalischen Zustdnden
verschwinden miissen. Es wird somit der Hilbertraum auf einen Unterraum eingeschrankt,
der physikalischen Zustdnden des Systems entspricht. Bei dieser Einschrinkung tritt nicht
der eingangs erwdhnte Widerspruch auf, da die FCCs mit allen iibrigen Nebenbedingungen
vertauschen. Diese Einschriankung hat auch eine physikalische Interpretation: In den meisten
Systemen? entsprechen die FCCs genau den Generatoren der Eichtransformationen des Sys-
tems. Mit der obigen Einschrinkung des physikalischen Hilbertraums beschrinkt man sich
also auf Zusténde, die invariant unter Eichtransformationen sind.

3.2. Dirac-Quantisierung des O(n)-Modells

3.2.1. Berechnung der Dirac-Klammern und der resultierenden
Kommutatoralgebra

Wendet man die in Abschnitt 3.1 beschriebene Prozedur zur kanonischen Quantisierung auf
das O(n)-Modell an?, so findet man zunichst, dass das System neben den drei aus Kapitel
2.3.2 bekannten, insgesamt den folgenden Nebenbedingungen unterworfen ist

Py, : H\pi—ké\I’j = 0 P3: n¥ = 0 Ps: nn—1 = 0
Poi: Iy +35¥ = 0 P, : ¥t = 0 D - np = 0,
wobei
oL oL
Uy =—mm Di = . (3.19)
METE Y " 9(0oni)

2Fiir eine genauere Untersuchung dieses Punkts siche [25].
3 Als rein bosonisches Modell entspricht das Problem der Quantisierung eines Teilches auf der (n—1)-Sphére,
das bereits von mehreren Autoren [16, 30, 34] betrachtet wurde.
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3. Dirac-Quantisierung der Modelle

Die einzelnen Bedingungen entstehen aus verschiedenen Griinden: ®1; und ®9; ergeben sich,
da in der klassischen Lagrangefunktion des Systems

L= %(aonaon +i(UTay 0 4+ W UT) + (BTw)?) (3.20)

die Ableitungen der fermionischen Koordinaten nur linear vorkommen und sich die fermioni-
schen Impulse daher nicht nach den Geschwindigkeiten auflésen lassen. Die Constraints @5,
®,4 und P35 legen die Geometrie des Modells fest, ndmlich, dass das Teilchen an die Ober-
fliche der Einheitskugel gebunden ist und die fermionischen Koordinaten im Tangentialraum
des jeweiligen Punktes liegen miissen®. Die letzte Bedingung ®¢ schlieflich ergibt sich als
Konsistenzbedingung, damit die anderen Constraints in der Zeitentwicklung erhalten bleiben
und ist somit ein secondary constraint.

Zur kanonischen Quantisierung des Modells muss zunéchst die Matrix der Poisson-Klammern
der Nebenbedingungen untereinander bestimmt werden, wobei die kanonischen Poisson-
Klammern

{pi,n;} = =0y {y,, ¥;} = —d; {Hq,lh \I’;} = —0;; (3.21)

vorausgesetzt werden. Als Matrix Cl,,, erhdlt man (wobei die erste und zweite Zeile/Spalte
jeweils als n x n Blocke zu verstehen sind):

0 —i6; -m 0 0 0

—iéij 0 0 —n; 0 0

—n,; 0 0 0 0 nW¥
Comn = {(I)ma (I)n} = 0] —n; 0 0 0 TL\I/T
0 0 0 0 0  2n?

0 0 —n¥ —n¥t —2p2 0

Da diese Matrix invertierbar ist, liegt ein sogenanntes second class system vor, in dem keine
first class constraints existieren. Die Inverse zu dieser Matrix lautet nach Nullsetzen der
Nebenbedingungen:

0 i(5z~j - nmj) —ny 0 0 0

i(dij — nmj) 0 0 —ny; 0 0

L —n; 0 0 i 0 0

(CJmn = 0 —n; i 0 0 0
0 0 0 0 0 -1/2

0 0 0 0 1/2 0

Mit Hilfe dieser Matrix lassen sich die Dirac-Klammern der kanonischen Variablen nach der
Formel

{A,B}p ={A,B} —{A,9,}(C"1),n{®,, B} (3.22)

1Statt diese geometrischen Bedingungen als primary constraints direkt zu implementieren, ist es auch
moglich sie durch Lagrange-Multiplikatoren in der Lagrange-Funktion einzufithren. In diesem Fall treten
die Nebenbedingungen selbst erst als secondary constraints auf. Diese Methode soll im Fall des CP™~1-
Modells verwendet werden, um die Aquivalenz der beiden Methoden zu zeigen.
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3.2. Dirac-Quantisierung des O(n)-Modells

aus den Poissonklammern berechnen. Die kanonische Quantisierung ersetzt nun die Dirac-
Klammern durch —i mal den entsprechenden (Anti-)Kommutator, wobei die folgende Dirac-
Algebra entsteht:

[, ps] = 1(di; — nimyj)
[pi, ps) = —(U1; — OIW) —i(nip; — nypi)
(Ol W} =655 — nin; (3.23)
[pi, ¥j] = in; ¥;
[pi, \Il;] = inj\I!,}L

Das hierbei auftretende Ordnungsproblem im Kommutator der Impulskomponenten wur-
de so gelost, dass der Kommutator antihermitesch ist und die Algebra die Jacobi-Identitét
erfiillt. Die gewédhlte Ordnung auf der rechten Seite entspricht der Weyl-Ordnung. Ebenso
soll in der Nebenbedingung np = 0 — np + pn = 0 die Weyl-Ordnung angewendet werden.

3.2.2. Darstellung der Dirac-Algebra des O(n)-Modells

Als néchster Schritt konnte fiir die Dirac-Algebra des O(n)-Modells eine Darstellung gefun-
den werden, die geometrisch der Einbettung der auf die S”~! beschriinkten Koordinaten in
den umgebenden R™ entspricht.

n; = I;
n—1
2

pi = —i(éij — xixj)aj +1i XT; — i{li‘jx;( Xi + ixg TiX;j (3.24)

U = (65— wixy)P
Hierbei gelten fiir die neu eingefiithrten Objekte die kanonischen Vertauschungsrelationen
[&-,:cj] = (52']' und {Xi,X}L-} = 5” (3.25)

Dass dies wirklich eine Darstellung der Dirac-Algebra (3.23) ist, wird in einer expliziten
Rechnung im Anhang A.1 gezeigt.

In dieser Darstellung sind die Constraints n¥® = 0 und np + pn = 0 identisch erfiillt.
Allerdings erkennt man, dass der Impulsoperator beziiglich des Skalarprodukts mit dem
iiblichen Mafl d"z im R™ nicht hermitesch ist, da beziiglich dieses Mafles gilt

p;-r = p; +ix; (3.26)
Dieses Problem kann gleichzeitig mit der Implementierung des letzten Constraints nn = 1
elegant durch die Einfiihrung des MaBles (1 — \/z;z;)d"x gelost werden. Durch die Wahl
dieses eingeschréinkten Mafles wird direkt ersichtlich, dass das Skalarprodukt und damit
sdmtliche Erwartungswerte nur von den Werten der Wellenfunktionen auf der Einheitskugel
abhéngen. Dies entspricht aber dem Constraint nn = 1. Die Behauptung, dass der Impuls-
operator beziiglich des eingeschrankten Mafles hermitesch ist, soll nun bewiesen werden.
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3. Dirac-Quantisierung der Modelle

Bei der Rechnung wird nur der rein bosonische Teil des Operators betrachtet, da der fermio-
nische Anteil ohnehin beziiglich beider Mafle hermitesch ist. Startet man mit dem (trunkier-
ten) Operator p; = —i(d;; — x;2;)0;, der durch Addition eines Operators a;(Z) hermitesch
gemacht werden soll (p; = p; + a;), so muss gelten

/f*(pj h)o(1 — /xx;)d"x = /(pj *ho(1l — Jxz;)d"z (3.27)

— [ (@} = aprhs - yEmds = [ 115 W) - (G5 S0 VEm)ds

2 [ aa [ £y - spma I 41 [ £h (0405 - 2y00] 60 VEE"
—_—

—(n+1)z;

3 a 1+ ibg . * n
o [ [aa (e I 3y [ o v

P.I.

A ons(1-/mim;)
i(n—1) /f hx;jé(1—/zz;)d"x (3.28)

Damit ist die einfachste Wahl fiir den Operator a;:

Z (3.29)

1
ai:iImai:—§(af—a,~):i

Somit ist der Operator

—1
pi = —i(dij — xix;)0; +il g, (3.30)

hermitesch beziiglich des IntegralmaBes ¢ (1—,/x;z;)d"z. Damit ist eine Darstellung gefunden,
die allen Nebenbedingungen geniigt und in der die eingeschréinkten Variablen als hermitesche
Kombinationen von Orts- und Impulsoperatoren des umgebenden Raums auftreten.

3.2.3. Hamiltonoperator des O(n)-Modells

Geméf der Supersymmetriealgebra (2.15) ergibt sich der Hamiltonian des quantenmechani-
schen O(n)-Modells aus dem Antikommutator der Superladungen nach

1= 3{Q1.q) (331)

Da die Komponenten von p und (") nicht vertauschen, muss das Ordnungsproblem, dass
beim Ubergang zum quantenmechanischen Superladungsoperator auftritt, geldst werden.
In dieser Arbeit ist bei allen auftretenden Ordnungsproblemen die Weyl-Ordnung gewéhlt
worden, also

-

Qut — Quu = L7+ ) = i (3.32)
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3.2. Dirac-Quantisierung des O(n)-Modells

Mit dieser Superladung und ihrem komplex konjugierten Qf = vl ergibt sich der Hamil-
tonoperator des O(n)-Modells zu

1 1
H = §{QT,Q} =3 (‘I’HPupj]‘I’j + Ulpslpi, U5) + (0L, )9 ps + pi{ ], ‘I’j}pz)
1

= 37% — (NP + N ((n— 1)~ N),

(3.33)

wobei N = UT¥ ein Fermionanzahloperator ist, der durch seine Vertauschungsrelationen mit
¥, und \Ifj seine Bedeutung erhélt

[N, \I/j] = _(5ij - nzn])\IfZ = —\I/j (334)
[N, O] = +(8;; — niny) U] = 0. (3.35)

Die Operatoren ¥; und \I/I bilden also unter der Dirac-Algebra Leiteroperatoren beziiglich
der Fermionzahl auf den physikalischen Zusténden.

Die Nebenbedingung 7ip’ = 0 wird ebenfalls Weyl-geordnet und zusammen mit [n;,p;] =
(n — 1)i erhdlt man

-1 -1
ﬁﬁ:nz i, ﬁﬁ:—nQ i (3.36)
Damit ergibt sich fiir den Hamiltonian die Form
1 —1)2
H:2<;5'2—(n4)—|—]\7((n—1)—N)> (3.37)

Aus den kanonischen Variablen n; und p; lésst sich der folgende Operator definieren

Jij = nipj — njpi — 1005 + 101w, (3.38)
der die Algebra o . . ) )

Jij, Ju) = (0 Jj1 + 050 Jike — Ot jie — 01 Jit) (3.39)
unter Benutzung der Dirac-Algebra erfiillt. Dies ist die zur Lie-Gruppe SO(n) gehérige Lie-
Algebra. Es fillt auf, dass der bosonische und der fermionische Anteil des Operators unter
Dirac-Kommutatoren nicht separat eine solche Algebra erfiillen, sondern dies nur in der

obigen Kombination der Fall ist.
Die Algebra der SO(n) besitzt einen quadratischen Casimir-Operator der Form

Berechnet man diesen Casimir-Operator, so erkennt man, dass er bis auf einen Faktor dem
Hamiltonoperator entspricht
1. -
H = ZJZ'jJij (3.41)
Im umgebenden Raum ist in natiirlicher Weise ein verallgemeinerter Drehimpulsoperator
definiert, der die Drehungen des R™ generiert:

Jij = —\(2:0; — 2;0; + XIXj - X}Xi) (3.42)
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3. Dirac-Quantisierung der Modelle

Dieser erfiillt erwartungsgem$ ebenfalls die so(n)-Algebra (3.39). Setzt man in J;; die Dar-
stellung (3.24) ein, so erhélt man )
Jij = Jij (3.43)

und damit steht J;; ebenfalls in Beziehung zum Hamiltonian nach der Gleichung
1. - 1

Dieses Ergebnis ist plausibel, da der Hamiltonoperator des Modells aufgrund der O(n)-
Symmetrie des Modells mit den Generatoren der Drehungen im R™ J;; vertauschen muss.
Dadurch dass gezeigt werden konnte, dass der Hamiltonian dem Quadrat des Gesamtdrehim-
pulses (also dem quadratischen Casimir-Operator der Drehimpulsalgebra) entspricht, konnen
seine Eigenwerte und Eigenfunktionen in den verschiedenen Sektoren aufgrund gruppentheo-
retischer Uberlegungen explizit bestimmt werden. Dies soll in Kapitel 5 gezeigt werden.
Nun soll noch der Fockraum der eingeschrinkten Theorie als Unterraum des Fockraums ei-
ner freien Theorie im R"™ bestimmt werden. Es ist leicht ersichtlich, dass dieser Teilraum
nur 2"~ fermionische Basisvektoren haben darf, da bei der Einschrinkung des R" auf die
(n—1)-Sphére ein bosonischer Freiheitsgrad verloren geht, was in einem supersymmetrischen
Modell zu einem Verlust von einem fermionischen Freiheitsgrad fithren muss. Dieser Verlust
des fermionischen Freiheitsgrads ist bereits in der Matrix, die T mit X in Beziehung setzt
(vgl. Gleichung (3.24)) und den Rang n—1 hat, enthalten. Geometrisch gesprochen projiziert
die Matrix den Vektor ¥ auf seinen zu & senkrechten Anteil, den Vektor ¥. Da nur die ¥
physikalische Operatoren sind, darf der zu & parallele Anteil xx( ) keinerlei physikalische Re-
levanz haben. Diese Tatsache zeigt sich auch daran, dass Zx(T) mit sémtlichen physikalischen
Operatoren (z;, p;, \I/Z(T) und Bildungen daraus) vertauscht.
Betrachtet man den Fermionzahloperator N’ = Y'Y des umgebenden Raumes, so findet man
die folgende Zerlegung

N =zxigy+ U0 = N, + N (3.45)
Da N, mit allen physikalischen Operatoren vertauscht, kann er stets diagonalisiert werden.
Den Fockraum der eingeschréinkten Theorie erhdlt man daher durch Projektion des gesam-
ten Fockraums auf einen Teilraum mit fixierter Fermionzahl N,.. Als Projektionsoperatoren
konnen dabei P = ZYZX! fir N, = 0 oder P = ZY'ZY fiir N, = 1 dienen. Gleichbedeutend
damit ist die Forderung, dass entweder Z¥|®) = 0 (N, = 0) oder ZxT|®) = 0 (N, = 1) auf
allen physikalischen Zusténden gelten muss.

3.3. Dirac-Quantisierung des CP"'-Modells

3.3.1. Berechnung der Dirac-Klammern und der resultierenden
Kommutatoralgebra

Die auf eine (Zeit-)Dimension reduzierte Wirkung des CP"!-Modells lautet, wie in Ab-
schnitt (2.4) hergeleitet,

i
L = 8y20p% + Ao(i(200% — 28pz) — UL UL) + i(qf;aompi — ol wy) + (el v ) (wlw)
1

+ Z(\pim — 0l )2 4 A2 A(zr— 1) 4 2Ol 4l 0, (3.46)
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3.3. Dirac-Quantisierung des CP"~*-Modells

wobei die Nebenbedingungen, die die Geometrie des Modells festlegen, nun durch die Metho-
de der Lagrange-Multiplikatoren gewahrleistet werden. Hierbei ist A ein bosonischer und 7+
bzw. nl sind fermionische (Gramann-ungerade) Multiplikatoren. Aulerdem soll in obiger
Gleichung und im Folgenden in verkiirzter Schreibweise fiir doppelt auftretende +-Indizes
gelten Wi oy = 0l v, ol @ .

Nach der von Dirac eingefithrten Prozedur® ergibt sich bei der Berechnung der kanonisch
konjugierten Impulse, dass diese den folgenden primary constraints (®, ;) unterworfen sind

I, =0 1,, =0 M, =0 (3.47)
I

= -0, My, =0 (3.48)

Die Gleichungen in der ersten Zeile zeigen nur, dass die Lagrange-Multiplikatoren keine
dynamischen Felder sind. Ebenso erweist sich das Fichfeld Ag als nicht dynamisch. Auflerdem
treten noch die fiir fermionische Wirkungen iiblichen Constraints auf.

Der primary Hamiltonian ergibt sich zu

H, = T — Ag(i(z11 — zI1) — (Wl o, + vl w ) — ol v, wlw
Lot F o V2 (s T g (3.49)
— Z(\I/+\I/+ + UL ) — ANZz— 1) =2V — i 2Py —u; @),
wobei II = I1, gilt. Die gewiinschten geometrischen Constraints treten jetzt erst als secondary
constraints, also als die Bedingungen, die aus der Forderung {®, ;, H,} = 0 entstehen, auf:

20, =0 20l =0 (3.50)
22—1=0 ZIl+ 211 =0 (3.51)
i(2I1 — 200) 4+ UL o, =0 (3.52)

Die Gleichung II4, = 0 und Gleichung (3.52) erweisen sich als first class constraints, die
die Eichtransformationen des Modells erzeugen. Fiir die erste Gleichung kann die Eichung
problemlos mit Ag = 0 fixiert werden, da die kanonischen Poisson-Klammern von Ay und
IT4, mit allen iibrigen Koordinaten des Phasenraums verschwinden, so dass deren Dirac-
Klammern untereinander durch die Eichfixierung nicht veréindert werden®. Nach dieser Wahl
der Eichung ist das System immer noch unter einer zeitunabhéngigen U (1)-Transformation
invariant, die von der Nebenbedingung (3.52) generiert wird. Diese soll spéter auf den
Zustdnden des Hilbertraums der Theorie implementiert werden, so dass der entsprechen-
de quantenmechanische Operator alle physikalischen Zusténde annihiliert”.

Die iibrigen Constraints bilden ein second class system und sollen wie folgt durchnumeriert

Die Struktur der Dirac-Klammern des CP™~*-Modells in mehr als einer Dimension wurde schon von ver-
schiedenen Autoren untersucht. So wird das rein bosonische Modell in [22, 31] und das supersymmetrische
Modell in [1, 38, 33] betrachtet.

5Gozzi und Guha [22] bezeichnen diese Eichung im bosonischen CP"~!-Modell in Anlehnung an die Elek-
trodynamik als temporale Eichung.

"Gozzi und Guha [22] setzen diese Bedingung in Anlehnung an Gervais und Sakita [20] mit dem Fehlen
einer externen Ladung gleich.
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werden:

Hq/“ + %\I’TH = 0
0

ZVy =
zz—1 = 0

Boi: Ty + oy,
e sU_;

Ppt : Z\IIL
Og . zZII 4 211
Zur Berechnung der Dirac-Klammern muss zunéchst die Matrix der Poisson-Klammern der
Constraints untereinander Cy,,, = {®,,, P, } bestimmt werden:

0
0
0
0

Dy Dy; D3 Dy P54 Pr  P7 Pg
Py; 0 —i5ij 0 0 —Zi04 4 0 0 0
Dy, —i(Sij 0 0 0 0 —zi0y+ O 0
Ps; 0 0 0 —iéij —Zi0_+ 0 0 0
(I)4i 0 0 *i(sij 0 0 fzié,i 0 0
P —2j6i+ 0 —Zjdi_ 0 0 0 0 0
(Pﬁi 0 —zj5i+ 0 —zﬂi_ 0 0 0 0
P 0 0 0 0 0 0 0 2
Py 0 0 0 0 0 0 -2 0

Die Eintrége in dieser Matrix sind als Blockmatrizen zu verstehen, deren Indizes jeweils
iiber die Vektor- (a, b) bzw. Spinor-Indizes (+, —) der einzelnen Constraints laufen. Sie hat
maximalen Rang und lésst sich daher invertieren. Unter Verwendung der Constraints ergibt
sich fiir die inverse Matrix:

cl =

mn

0 1((5, i —Ziij) 0
1(51 i —Z@'Zj) 0 0
0 0 0
0 0 1(51 i —Zl-zj)
—Zj5i+ 0 —Zj(gj:_
0 _2j6i+ 0
0 0 0
0 0 0

0
0

1((51 i —Ziij)

0

0
—Zj(gi_

0

0

_Zi6+:|: 0
0 —Zi04+
_Zi(;—:l: 0
0 —Zi0_4
0 T
1044 0
0 0
0 0

v—,O O O O O O O

o O O O oo

N[

o

Hiermit lassen sich nun die Dirac-Klammern der Variablen des Phasenraums nach der Formel
{Aa B}D = {Av B} - {Aa (I>M}C;1'}z{q>n7 B}

bestimmen. Fiir die quantisierte Dirac-Algebra erhilt man in der Ubersicht
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11, 10,] = —5(2@» — z1IL)
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[, 1] = —5 (&1l — 21L) — WU+ (55—

ML, Oy ;] = iz; Wy,
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3.3. Dirac-Quantisierung des CP"~*-Modells

Aufgrund des Zusammenhangs (IT;)T = II; ergeben sich weitere nichtverschwindende Kom-
mutatoren aus der Beziehung

(AT, BT = — ([4, B))T. (3.55)
Alle iibrigen (Anti-)Kommutatoren verschwinden. Das in den Gleichungen (3.54c) und
(3.54d) auftretende Ordnungsproblem der nicht vertauschenden Operatoren II und z sowie
\I/;rE und V. wurde wiederum durch Weyl-Ordnung der rechten Seiten gelost. Hierbei wurde
darauf geachtet, dass die Algebra in der gewihlten Ordnung die Jacobi-Identitét erfiillen
muss, was allerdings nicht an allen, aber beispielhaft an einigen, nicht direkt einsichtigen
Kombinationen iiberpriift wurde.
Auch die Ordnungsprobleme in den Constraints wurden beim Ubergang zum quantisierten
Modell durch Weyl-Ordnen gelost:

1, - = _
Dy —>§(2H+HZ+2H+HZ) = zIT + 11z (3.56)

i, - 1 _ 1
FCC —%(zn + 10z — 21T — 11z) + 5(\1;1% — LU =i(z00 - Tz) 4+ UL, + 5 (357)
Da der FCC wie oben angedeutet nicht als Operator-Identitit sondern nur auf den durch
diese Eigenschaft ausgezeichneten physikalischen Zusténden verschwinden soll, lassen sich
die beiden obigen Constraints zu den folgenden Beziehungen zusammenfassen, die ebenfalls
nur auf den physikalischen Zustédnden gelten:

A= jule, 4l Mz = zIl+i(n-—3)

. 3.58
Mz = —dwho, —i Al = Mz —i(n—13) (3.58)

Um diese Beziehungen bei der Berechnung des Hamiltonians nutzen zu konnen, muss der zu
ersetzende Term ganz nach rechts durchgetauscht werden, also direkt auf den physikalischen
Zustand wirken, da rechte und linke Seiten von (3.58) identisch auf Zustédnde wirken, aber
nicht dieselben Vertauschungsrelationen mit den {ibrigen Operatoren erfiillen.

Die Weyl-Ordnung der Superladungen liefert

Qi =1y, QL =1vl. (3.59)

3.3.2. Darstellung der Dirac-Algebra des CP" '-Modells

Auch fiir die Algebra der Dirac-Kommutatoren des CP"~!-Modells konnte eine Darstellung
in Koordinaten des umgebenden Raums gefunden werden:

z = z; Zi =z N, = (ZXL)(ZXi)
] Zizs ZiZi = 2n—1_ N.+1_
I, = —i <5ij— 12J>8j—|—1 123@—1—1 i T2 Zi—I-IZjXL-Xij
_ . 2iZi\ =  .Zi%; 2n—1 Ny +1 ) 3.60
I = —i <<S,;J— 12]>8j+1 12]6j A T2 2 — izxh Xk (3.60)

Wi = (0ij — 2i%j) X

‘I'L = (0s5 — Zizj)Xitj
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3. Dirac-Quantisierung der Modelle

Hierbei erfiillen die neu eingefiithrten Operatoren wieder die {iblichen Relationen
[2,0j) = —0i; (2,051 = =655 {xi, X[} =y (3.61)

und alle iibrigen (Anti-)Kommutatoren verschwinden.

Da der rein bosonische Anteil dieser Darstellung gerade einer Koordinatentransformation
des bosonischen Anteils der Darstellung im Falle des O(2n)-Modells entspricht, wobei statt
2n reeller n komplexe Koordinaten eingefithrt wurden, gilt II = IIt beziiglich des Mafles
v1—2z d"zd"Zz. In Anhang A.2 wird nachgewiesen, dass es sich tatséchlich um eine Dar-
stellung der Algebra (3.54) handelt.

3.3.3. Hamiltonoperator des CP"'-Modells

Der quantenmechanische Hamiltonoperator des CP"~!-Modells lidsst sich mithilfe der in
Abschnitt 2.2.2 hergeleiteten Formel

= ({04 Q1) +{Q-.1) (3.62)

berechnen.
Als Zwischenschritt soll zunéchst {Qi, @+ } berechnet werden:

{Qr. QL = {vlimmy,} (3.63)

I T + TL{ 0T, )

= ‘I’L [1:[1, Hj]\I/Jrj + \IITHHJ [ﬁz, \I/Jrj] —+ [\I’T s

+i?
_ _ _ 1
= I — Tz200 — O W, (i(200 — T12) + o,y — (who ywl o) + 5\1&\14

Daraus lasst sich der gesamte Hamiltonian zusammensetzen zu:

_ _ 1 _
H =TIl — 12211 -3 (whws) (iCer—112) + whws ) +
T 1
(b wa)2+(wlwa)+1) e (3.64)
1 1
+olwwlo - (vl ol 1olw,vio )+ vl
was sich zu der endgiiltigen Form

-t (gt fy VoLl (gt ot g, ot Lyt 1

H = I (q/+\1/+—\1:,x1/,) -5 (q/+\p,xp,\p++qf,\y+\p+qz,)+Z\pi\pi_176 (3.65)

vereinfacht.

Ziel der folgenden Betrachtung ist es, zu zeigen, dass der Hamiltonoperator des CP"~1-
Modells der quadratische Casimir-Operator einer Darstellung der SU (n) ist. Betrachtet man
die folgenden Operatoren (wobei das grofie W fiir Weyl-Ordnung steht)

Dij =W i(iiﬂj — ZjHi) + \Ilirti\l’:l:j = i(?i]jj — ZjHZ‘) + \Ifli\lfij — ((5” — fiZj) (366)
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3.3. Dirac-Quantisierung des CP"~*-Modells

dann stellt man fest, dass sie die folgenden Eigenschaften haben:
Dij=D!,  Dy=0 (FCC). (3.67)
Desweiteren erfiillen sie die folgenden Kommutatorrelationen
[Dij, Dy1) = 6;1.Dis — 61 Di;j. (3.68)

Damit bilden sie einen Satz von Leiteroperatoren der SU(n) [4]. Auf diese Tatsache soll in
Kapitel 5 noch néher eingegangen werden.
Offenbar ist D;;D;; der quadratische Casimir-Operator der Algebra, denn:

[bij[)ji, Dy = Di‘[bjia Dy + [bij, bkl]Dji
=D

J
j(dikf)jl - 5jlbki) + (5jkDil — 5ilej)Dji =0 (3.69)
Bildet man die Kommutatoren von ﬁij mit den Variablen des Phasenraums, so stellt man
fest, dass die zueinander komplex konjugierten Gréfien gerade entgegengesetzt transformieren

[Dij,z] = —bikz; [Dij, 2] = Gz
[pij»Hk] = Oully [pijaHk:] = =0l (3.70)
[Dij, War] = —0i¥y; Dy, wh,] = opl,,

so dass Kombinationen wie Zzz, zII, W.II Skalare unter den von [?ij erzeugten SU(n)-
Transformationen sind. Berechnet man den obigen Casimir-Operator unter Verwendung von
der Dirac-Algebra des CP"~!-Modells geméiB

Di;Dj; = {i(ﬁﬂz‘ —Miz) + 0, Uy — (85 — Eﬂj)}
_ (3.71)
X [i(ZjHi — ZiHj) + \Ijitj\l’ii — (51j — iji):|

so stellt man nach einigen Umformungsschritten und unter Verwendung der Beziehungen
(3.58) fest, dass das Ergebnis auf die Form von Gleichung (3.65) gebracht werden kann.
Insgesamt erhélt man fiir die Beziehung zwischen Casimir-Operator und Hamiltonoperator

H = -D;;Dj;. (3.72)

1
2

Setzt man fiir die in Dij auftretenden Phasenraumvariablen die Darstellung (3.60) ein, so
erhélt man den Operator

Dij = Dyj = %0 — 20; + XX — 035 (3.73)

der in natiirlicher Weise einen Generator der SU (n)-Transformationen im umgebenden Raum
darstellt (dhnlich wie im Falle des O(n)-Modells ein verallgemeinerter Drehimpuls definiert
wurde), sofern der FCC

Di¢:25—28+N++N_—n (3.74)

auf allen betrachteten (physikalischen) Zustédnden verschwindet.
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4. Das supersymmetrische O(3)-Modell

In diesem Kapitel soll als Spezialfall das supersymmetrische O(3)-Modell niher betrachtet
werden. Dazu soll in den ersten beiden Abschnitten untersucht werden, welche Aussagen sich
iiber den Fock-Raum und das Spektrum des Systems treffen lassen, ohne dass eine konkrete
Darstellung der Operatoren der Dirac-Algebra (3.23) bekannt ist. Im letzten Abschnitt wird
die Darstellung der Operatoren in Kugelkoordinaten gewihlt, um das O(3)-Modell zu lésen.
Diese Ergebnisse sollen in Kapitel 5 als Konsistenztest fiir die allgemeinen Ergebnisse des
O(n)-Modells dienen.

4.1. Hamiltonoperator und Fockraum der Theorie

Als Spezialfall von Gleichung (3.33) erhélt man fiir den Hamiltonoperator des O(3)-Modells

1 1
H=2{Q"Q}t =3 (‘I’j[pi,pj]‘l’j + Ulpjlpi, O] + (U], 3] U5pi + i { W], ‘I’j}pz‘>
=—_p°—- —-N2—-N)=-L“+-N(2—-N)=— 4.1
77— S + N~ N) = I+ IN@ - N) = (11)
Hierbei sind einige Operatoren implizit eingefithrt worden: Der Gesamtdrehimpuls J und
der Bahndrehimpuls L, definiert durch

J=L+S=zrp—i0l AW (4.2)
J steht mit dem verallgemeinerten Drehimpulsoperator j,»j in Beziehung nach

1 -
Ji = Eﬁz‘jkjjk (4.3)
Es ist wiederum so, dass weder der Bahndrehimpuls noch der Spinterm unter Dirac-Kommu-
tatoren einzeln eine Drehimpulsalgebra erfiillen, sondern nur der Gesamtdrehimpuls J die
bekannte Relation

[Ji, Jj] = iEiijk (4.4)
erfiillt. Fiir die Komponenten der Operatoren Lund S gelten dagegen die Kommutatorrela-
tionen

[Li,Lj] = iegn(Ly — ni(7S)) (4.5)

—,

[Si,55] = ieir(Sk — nk(7iS5)) (4.6)
Der Fermionzahloperator N = UT erfiillt die Vertauschungsrelationen

N, O] =-9; [N, ol]=u] (4.7)
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4. Das supersymmetrische O(3)-Modell

Die Operatoren \III spannen also durch Anwendung auf ein Vakuum |0) mit Fermionzahl 0
einen Fockraum auf, dessen Sektoren sich durch die Fermionzahl unterscheiden. Durch die
Tatsache, dass (\I/j)2 = 0 gilt, ist klar, dass der Fermionzahloperator N nur ganzzahlige
Eigenwerte zwischen 0 und 3 besitzen kann. Spéter wird gezeigt, dass auf physikalischen
Zustéinden nur die Eigenwerte 0, 1 und 2 angenommen werden.

Naiv lédsst sich zunéchst ein allgemeiner Zustand des Fockraums in der Ortsdarstellung in
der Form

®) = a]0) + b;W![0) + ¢;T110) + dwl,,|0) (4.8)
schreiben, wobei a, b;, ¢;, d beliebige Funktionen von 7 sind und

- 1 1
ol = igijkqf}xpL ol = ggijkqf}\p}qﬁ — vivliwl (4.9)
Da der Dirac-Formalismus sicherstellt, dass die second class constraints bei der Quantisierung
in komplexe Zahlen iiberfithrt werden, gelten die Nebenbedingungen 7#¥ = 0 bzw. AW = 0
als Operator-Identitdten. Daraus folgt, dass nur zwei der drei Komponenten von ¥ linear
unabhéngig sind, wodurch \11123 identisch null ist.
Aus der linearen Abhéngigkeit der \Il;r folgt auch fiir den dritten Term eine Einschrinkung:
Es gilt

1 7.

§ci5ijk\1/M _ 9 Ulwl  mit (abe) = (123) und zyklisch (4.10)

Ng

sofern n, # 0 (dies ist aber mindestens fiir ein a der Fall). Somit ist nur der zu 7 parallele
Anteil von ¢ von Belang und es darf die Ersetzung ¢ — fon gemacht werden.
Ein allgemeiner Zustand im Fockraum lisst sich aufgrund dieser Uberlegungen also auf die
Form

) = fol0) + f1,2]]0) + fon; ] 0) (4.11)

bringen.
Die klassische Nebenbedingung ®¢ fithrt bei der Quantisierung nach Gleichung (3.36) im
Spezialfall des O(3)-Modells zu den weiteren Operatoridentitéten

0 = 71?1“172} — {ﬁfz =i (4.12)
21 = np—pn pi = —i

Da in der Ortsdarstellung die Koeffizientenfunktionen nur von 7 abhéngen und diese Neben-
bedingung als secondary constraint auftritt, um die Bedingung 72 = 1 in der Zeitentwicklung
aufrechtzuerhalten, fiithrt sie zu keiner Einschrankung der Koeffizientenfunktionen.

Die Bedingung 7 = 1 selbst soll dadurch auf den allgemeinen Zustéinden des Fockraums im-
plementiert werden, dass die Koeffizientenfunktionen nur vom Raumwinkel abhéngen diirfen.
Zusammengefasst lédsst sich also ein Zustand, der sdmtlichen Constraints geniigt, folgender-
maflen darstellen:

@) = fol0) + F19T10) + fomUT0)  fo, far fii € LE(Q) (4.13)

Betrachtet man die einzelnen Summanden, so stellt man fest, dass diese den Sektoren mit den
Fermionzahlen 0, 1 und 2 entsprechen. Insgesamt entspricht die Dimension des Fockraums
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4.2. Aussagen iiber das Spektrum des Hamiltonoperators

nach Implementierung der Constraints genau derjenigen, die man fiir ein supersymmetri-
sches Teilchen in zwei Dimensionen erwartet: Man erhélt jeweils einen eindimensionalen
Sektor fiir bosonische und 2-Fermion-Zustéinde und der Sektor fiir die 1-Fermion-Zusténde
ist (aufgrund der linearen Abhéngigkeit der Komponenten von \17) zweidimensional, wo-
bei die Koeffizientenfunktionen nur noch von zwei unabhéngigen bosonischen Koordinaten
abhéngen. Die Implemetierung der Constraints auf den 3D-Koordinaten liefert also einen
Fockraum mit der selben Anzahl an Freiheitsgraden, wie derjenige, der aus angepassten,
unbeschriankten Koordinaten entsteht. Es lidsst sich eine eindeutige Zuordnung finden, die
die beiden Fockrdume ineinander iiberfiihrt, wie in Abschnitt 4.3 gezeigt wird.

4.2. Aussagen iiber das Spektrum des Hamiltonoperators

In diesem Abschnitt soll explizit gezeigt werden, dass der Hamiltonoperator des Systems in
jedem Sektor die gleichen, nicht negativen Eigenwerte besitzt, was eine Folge aus Supersym-
metrie des Modells ist, und dass die Eigenwerte im 1-Fermion-Sektor eine doppelt so grofle
Entartung aufweisen, wie die entsprechenden Eigenwerte im bosonischen und 2-Fermion-
Sektor.

Da der Operator J einer Drehimpulsalgebra gentigt ([J;, J;] = ig;j5Jx) lassen sich in der
iiblichen Art und Weise Leiteroperatoren J1 = J; £ iJs definieren, die die folgenden Kom-
mutatoren mit J3 haben:

[Js, Ji] = £J3 (4.14)

J 2 ist ein skalarer Operator (d.h. er vertauscht mit allen Komponenten von J ) und kommu-
tiert daher auch mit den Leiteroperatoren. Die notwendigerweise positiven Eigenwerte von
J2 ((J2)y = S |l Zil¥) ||?) lassen sich in der Form j(j + 1) schreiben, wobei sich zeigen
lasst, dass die Eigenwerte von J3 fiir jeden Eigenwert von J?2 eine Leiter mit ganzzahligen
Absténden zwischen —j und j bilden, so dass j nur ganz oder halbganz sein kann.

Da die Vektoren 11, ¥ und OT Vektoroperatoren bzgl. J sind, also die Kommutatoren
[Ji, nj] = i&‘i]’knk [JZ', \I/j] = iEijk\I/k [JZ‘, \I/;[] = iEijk\I/L (4.15)

mit J erfiillen, ist N = U ein skalarer Operator, der mit J? vertauscht. Aufgrund die-
ser Uberlegungen ist also klar, dass sich der Hamiltonoperator H = %f 2 in jedem Sektor
einzeln diagonalisieren ldsst, wobei nur Eigenwerte der Form % j(7 + 1) mit j (halb-)ganz
auftreten konnen. Nicht offensichtlich ist indes, welche konkreten Werte j annimmt und ob
diese Werte in jedem Sektor die gleichen sind. Daher soll nun verglichen werden, wie der
Hamiltonoperator in den einzelnen Sektoren wirkt.

Im bosonischen Sektor wirkt H trivialerweise direkt auf die Wellenfunktion fp|0) und der
Anteil ~ N(2 — N) des Hamiltonians verschwindet.

Im 2-Fermion-Sektor steht ein Spatprodukt aus drei Vektoroperatoren 7 - (‘I_}T A \I_}T), das
einen skalaren Operator beziiglich H = %f 2 bildet. Daher gilt

1. e - L
Hf2§ﬁ.(x1ﬁm1ﬂ) 0) = ﬁ.(wTAqﬁ)Hf2|o>, (4.16)

1
2
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4. Das supersymmetrische O(3)-Modell

so dass H wiederum direkt auf die Wellenfunktion wirkt.

Man sieht also, dass der Hamiltonoperator in den beiden Sektoren identisch wirkt und daher
nicht nur die gleichen Eigenwerte, sondern auch die gleichen Eigenfunktionen fiir fy und fo
besitzt.

Nun ist aufgrund der Konstruktion des Hamiltonoperators als Antikommutator der Super-
ladungen klar, dass dieser mit Q und Q' vertauscht, und daher fiir jeden Zustand im bosoni-
schen bzw. im 2-Fermion-Sektor durch Anwendung von Q' bzw. Q ein Zustand mit derselben
Energie im 1-Fermion-Sektor entsteht ([N, Q] = —Q, [N, Q'] = Q). Diese sollen nun expli-
zit konstruiert werden.

Fiir die beiden Zusténde, die durch Anwendung der Superladungen entstehen, erhilt man,
sofern sie nicht vernichtet werden und damit Grundzustéinde des Systems bilden, die Glei-
chungen:

Q' (fol0)) = B'A(fo|0)) = ful0) = pifol0) (4.17)
Q <fz;ﬁ- (WA ! )|0>> = UILLI0) = NTpI0) = ful)) = Lifs]0)  (418)

Man erkennt, dass die entstehenden Zustédnde der Form der 1-Fermion-Zustédnde in der all-
gemeinen Entwicklung entsprechen und die entsprechenden Wellenfunktionen im 1-Fermion-
Sektor sind abzulesen. Fiir gleiche Funktionen fy = fo sind die beiden entstehenden 1-
Fermion-Zusténde orthogonal zueinander (da p’ L E), so dass die Gesamtheit dieser Zusténde
den zweidimensionalen 1-Fermion-Sektor aufspannt.

Untersucht man, wie der Hamiltonian auf die so konstruierten Zusténde im 1-Fermion-Sektor
wirkt, so sind die Kommutatoren

[H,Uip] =[H,Q1=0 und [H,¥lJ]=0 (4.19)
zu bestimmen. Man erhilt daher in der Ubersicht

H(fol0)) = H(fol0))
HQ' fo|0) HU[pi(fol0) = Wlp; (Hfol0))
)
)

HQREAU0) = HULL(RI0) = WL (HA0) (4.20)

H(f2751(0)) = AUTH(f]0)).

Die durch Anwendung der Superladungen entstandenen Zusténde sind also wie erwartet Ei-
genzustinde des Hamiltonians im 1-Fermion-Sektor, und es wird explizit deutlich, dass in
jedem Sektor die gleichen Eigenwerte angenommen werden, da die Anwendung des Hamil-
tonians in den verschiedenen Sektoren in jedem Fall auf die Form H f;|0) zuriickzufithren
ist. Aulerdem ist die Entartung der Eigenwerte im 1-Fermion-Sektor doppelt so grofl wie im
bosonischen bzw. 2-Fermion-Sektor, da die beiden betrachteten Zustédnde fiir gleiche Funk-
tionen fy = f2 linear unabhéngig (sogar orthogonal) sind. Welche der moglichen Werte fiir
j allerdings angenommen werden, lésst sich nicht allein aus den Kommutationeigenschaften
von J ableiten. Dies war auch nicht zu erwarten, da es unendlich viele Darstellungen der
Drehimpulsalgebra gibt, die in keinerlei Beziechung zu dem betrachteten O(3)-Modell und
damit der Algebra (3.23) stehen. Um die Energiecigenwerte des Modells zu berechnen, muss
eine Darstellung der Algebra (3.23) gefunden und in dieser Darstellung der Hamiltonian
diagonalisiert werden. Dies ist Inhalt des ndchsten Abschnitts.
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4.3. Darstellung der Dirac-Algebra und Lésung des Modells

Es erweist sich, dass die Dirac-Algebra (3.23) wie folgt dargestellt werden kann:

ny = sinfcosy Ui = cosblcospcg—sing c,
ng = sinfsing Uy = cosfsing co+ cosy c, (4.21)
ng = cosf U3 = —sinf ¢y
p1 = cospcosf Ry+ 4sinfcosp — Zii?lngg, + Lo g jeoshiy cp(cjpce — c;cw)
p2 = sinpcosf Ry+ Ssinfsinp+ SE2R, + %:I;l“g — igiojg cos go(cl;ce — cgcw) (4.22)
p3 = —sinf Ry + %COSH
Fiihrt man die Indexschreibweise
n=(0,9),  Bu=(Ro,Rp), o =(cf D) (4.23)

ein, so erfiillen die neuen Variablen die einfachen Kommutatorrelationen

[, R = 10mn, {em, CIL} = Omn (4.24)
und alle anderen Kommutatoren verschwinden. Dadurch kénnen die ¢,,’s durch Linearkom-
binationen vierdimensionaler euklidischer y-Matrizen (mit {vm,,Vvn} = 2idm,,) dargestellt
werden

1 1 1 1
Co \/§ (71 + 1’72) Cp \/i (71 172) Cop ﬂ (73 + 174) Cgp \/5 (73 174) ( )

und die R,,’s als Ableitungen, die allerdings um hermitesch zu sein durch

Ry = —ig~/40,,g"/* — Ry = —idy — %% , R, = —id, (4.26)

mit g = sin? § dargestellt werden.
Geometrisch anschaulicher werden die oben aufgefiihrten Transformationen, wenn man sie
in der folgenden Form schreibt:

n=é, U = cpéy + Cp€yp P = €pOy + i€y + ﬁewﬁw +i—e, (€, - (Ef AC)) (4.27)
wobei € = cp€p + c,€,. Nun ist direkt ersichtlich, dass U senkrecht auf 7 steht und ¥ dem
herkémmlichen Impulsoperator gleicht, dessen Radialanteil 0, gestrichen wurde und der
einen fermionischen Zusatzterm enthélt. Um die Hermitizitét beziiglich des eingeschrankten
Mafles zu gewihrleisten, ergibt sich noch der zuséitzlicheTerm ié,.
Diese Darstellung wurde gefunden, indem das Problem in Kugelkoordinaten reformuliert
und nach der Quantisierung in die Variablen transformiert wurde, in der die Kommutator-
relationen die einfachste Form annehmen (vgl. [11]).
In diesen neuen Variablen sind alle Constraints identisch erfiillt und ein allgemeiner Zustand
a8t sich ausdriicken als

‘(I)>2 = 90‘0>2 + 91962‘0>2 + gl(pCL|0>2 + QQCECL’O>2, (4.28)
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4. Das supersymmetrische O(3)-Modell

da sich der Fermionzahloperator zu N = Ui¥ = cjci iibersetzt. Wenn man |0)2 mit |0) (dem

Vakuum im Abschnitt (4.2)) identifiziert, dann liefert die Koordinatentransformation eine
Identifikation der beiden Fockrdume, in der gilt

go = fo 910 = fimVUm 91p = fimUm g2 = fa, (4.29)

wenn man die Vektoren

. 1 L L 1 S

U= 72(—7’1,2,711, 0) =é, v = ﬁ(nlng,ngng, n% —1)=2¢p (4.30)
1—n3 1—n3

in dieser Weise festlegt.

Zur Berechnung des Hamiltonians sind zunéchst die Superladungen zu transformieren. Sie

ergeben sich zu

Q = %(ﬁ\ff + \1717) = Rycp + ﬁch@ + ig?jg (cjpcwc(; — %09) s
Q' = LU+ ) = Rych+ gy Roch — 1224 (chenc) — i)
Als Antikommutator der Superladungen erhilt man den Hamiltonian zu
1
H = 2{Q.Q"} (4.32)
1 1 1 cos? 0 1 cos 0 1
= (R:- - R?2 — 2i—— R, (clcy— c} ——N((2-N
2 ( 9 24in%0 T sin? * sinZf ? “sinZg alegeo = cyee) + sin? ( )

= é (— Sirlleﬁg(sin 00p) — ﬁ@Q - 2;1(1)13600@(0;09 - cgcip) + sinl2 0N(2 - N))
Hierbei fillt auf, dass die ersten beiden Terme des Hamiltonians genau dem gewdhnlichen
Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten entsprechen und die beiden hinteren Terme bei
Anwendung auf f;]0) identisch null sind. Das bedeutet aber, dass die Eigenwerte des Hamil-
tonians gleich % j(7 4+ 1) sind, wobei j die natiirlichen Zahlen durchlduft, da die gesuchten
Eigenfunktionen fy und fo die Kugelflichenfunktionen sind. In der Ubersicht ergeben sich
also die gesuchten Eigenzusténde fiir die verschiedenen Sektoren mit ihren Eigenwerten und
Entartungen zu:

Eigenzustand Eigenwert | Entartung | j €
bosonischer Sektor Yjm|0) j(7+1)/2 2j+1 Ny
1-Fermion-Sektor (}3ij)\ff”0> jG+1)/2 25 +1 IN*
1-Fermion-Sektor | (A A p) YVjm)¥H0) | 5 +1)/2 | 25+1 | N*
2-Fermion-Sektor YjmA®t0) JjG+1)/2 2j+1 N

Die Konstruktion der 1-Fermion-Zustédnde bedingt eine Besonderheit fiir die Grundzustédnde
in den einzelnen Sektoren: Die Anwendung der Superladungen Qf bzw. Q auf die Grund-
zusténde im bosonischen bzw. 2-Fermion-Sektor vernichtet diese, so dass keine 1-Fermion-
Zustinde mit Energie 0 existieren. Die gesamte Entartung der Eigenwerte ist also:

2 fiir 7=0

4-(2j+1) fir j>0,j€N (4.33)
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4.3. Darstellung der Dirac-Algebra und Losung des Modells

Aus der Aquivalenz der beiden Fockriume, die aus den Gleichungen (4.28) bis (4.30) her-
vorgeht, lédsst sich auch eine Basis des zweidimensionalen 1-Fermion-Sektors angeben, in der
der Hamiltonian diagonal ist.

Im Fockraum mit den zwei Leiteroperatoren cy, ¢, ergeben sich die unabhéngigen 1-Fermion-
Zustdnde, die durch Anwendung der Superladung konstruiert werden, zu:

Q"Yjnl0) = ~i(05Yjm)chl0) = (9 Yjm):[0) (4.34)

QYm% S0]0)

Nun ist es leicht ersichtlich, dass in der angepassten Basis

1 .
5(00Yim)ch|0) — (09 Ym)ch[0) (4.35)

O i
1oy = 7( QIO = ZS (@i FN0) g = 250V + 0¥y (4:36)
i

1 ) 1 =
der Hamiltonoperator diagonal ist und die Eigenfunktionen bzgl. dieser Basis die angegebene
Form annehmen. Explizit l&sst sich der Hamiltonian in dieser Basis als die Diagonalmatrix

0 0

ey |0y =

H= % ( s1r1198 (Sln089) 82) 1y —|—1C059 a

20s0

schreiben.
Unter Ausnutzung der expliziten Form der Kugelflichenfunktionen lassen sich die Ausdriicke
der Wellenfunktionen noch weiter vereinfachen zu:

0 : : .
g1 = —mtan (2> Yjm +/(j +m+1)(j —m)e” Yjm1 (4.38)

9 .
g = —m cot (2) Yim = V(G +m+ 1 —m)e” Yjmp (4.39)

Der Absolutbetrag der Wellenfunktionen ¢} ist in Abbildung 4.1 dargestellt. In der Dar-
stellung ist fiir j = 1,2,3 in Kugelkoordinaten der Betrag der Wellenfunktion als Abstand
zum Ursprung aufgetragen. Fiir die anderen Eigenfunktionen ¢} ergibt sich ein identisches
Bild, wenn man m durch —m ersetzt. AuBerdem entspricht der Ubergang m — —m einer
Spiegelung an der 2-y-Ebene (d.h. einem Ubergang # — m — #). Diese Eigenschaften des
Betrags der Wellenfunktionen lassen sich weniger leicht aus ihrer expliziten Darstellung, als
aus der deﬁmerenden Gleichung (4.36) und (4.37) herleiten:

Sei Dy = O0p +0p und D_ = i 0, — Og. Dann erhélt man

sin 0
gr(m) = (D4Yjm) = (-1)" DY}, = (=1)"g5'(—m)
= |g1(m)| = [ga(—m)|. (4.40)

Die zweite Behauptung lisst sich ebenfalls einfach beweisen, wenn man vorher feststellt, dass
unter m — —m und 0 — 7 — 0 gilt

Dy(0) = Dilr —0) =D_(0)  Yju(8) = Yjulr — 0) = (~1)7Y}5(6)  (4.41)

sin 9
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4. Das supersymmetrische O(3)-Modell

=1
=2
=3

Abbildung 4.1.: Absolutbetrag der fermionischen Eigenfunktionen ¢ fiir j = 1,2,3

Damit erhalt man

gi(=m,m —0) = (1Y D_Y};, = (-1 D1Y};, = (=1)"'gf (m,0)
= |g1(—=m,m = 0)| = |g1(m, 0)]. (4.42)

Die gleichen Beziehungen findet man analog fiir g5, womit die Behauptung gezeigt ist.
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5. Algebraische Losung der Modelle

Nachdem im vorherigen Kapitel das O(3)-Modell explizit gelost wurde, soll in diesem Kapitel
eine Losung der O(n)- und CP™~'-Modelle fiir beliebiges natiirliches n entwickelt werden.
Die hierfiir verwendete, algebraische Methode nutzt die SO(n)-Symmetrie des O(n)-Modells
bzw. die SU(n)-Symmetrie des CP"~1-Modells aus, weshalb zuniichst einige Grundlagen der
Gruppentheorie anhand dieser Gruppen erldutert werden sollen.

5.1. Grundlegendes zur Gruppentheorie der SO(n) und SU (n)

5.1.1. Allgemeine Definitionen

Fine Lie-Gruppe ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit G, auf der zusétzlich eine diffe-
renzierbare Multiplikation
GxG—G, (91,92) = 9192 (5.1)

definiert ist, die die Gruppeneigenschaften erfiillt (Assoziativitidt, Existenz eines Einsele-
ments, Existenz eines inversen Elements zu jedem Gruppenelement).

Diese Struktur ermdoglicht die Definition einer weiteren Abbildung der Gruppe auf sich selbst,
die sogenannte Linkstranslation

Ly :G—G, Ly (92) = 9192. (5.2)

Da die Lie-Gruppe eine differenzierbare Mannigfaltigkeit darstellt, existiert an jedem Punkt
g1 € G ein Tangentialraum T, der durch n Basisvektorfelder (n = dim G)' aufgespannt
wird. Die Linkstranslation der Gruppe induziert eine Abbildung Lgr der Tangentialrdume
aufeinander, mit Lg= : Ty, — Ty, g,.
FEin Vektorfeld auf der Gruppe heifit linksinvariant wenn gilt

Lg{ (ng) = Xg192- (5-3)
Die Menge aller linksinvarianten Vektorfelder auf der Gruppe ist isomorph zum Tangential-
raum am Einselement, da die Abbildung Ly« die Vektorfelder in allen Tangentialrdumen
eindeutig festlegt, und hat die mathematische Struktur einer Lie-Algebra. Man spricht von
der zur Lie-Gruppe G gehorigen Lie-Algebra g.
Eine Lie-Algebra ist ein Vektorraum g iiber einem Koérper K, auf dem eine Verkniipfung, die
sogenannte Lie-Klammer,

[ ]:igxg—g9, (2,9)— [z, (5.4)

gegeben ist, die die folgenden definierenden Eigenschaften erfillt (z,y,z € g, a,b € K) :

In dieser Arbeit sollen nur endlichdimensionale Lie-Gruppen betrachtet werden.

45



5. Algebraische Lésung der Modelle

o [ax + by, z] = a[z, z] + by, z] und [z, ay + bz] = a[z,y] + b[z, 2] (Bilinearitét)
o [z, [y, 2]l + [y, [z, 2]] + [z, [#,9]] = 0 (Jacobi-Identitét)
o [z,z] =0

Die erste und dritte Eigenschaft liefern zusammen die Antisymmetrie der Lie-Klammer.
Die zur Lie-Gruppe G gehorige Lie-Algebra g hat die gleiche Dimension wie die Mannigfal-
tigkeit G. Die Elemente eines Satzes von Basisvektoren des Tangentialraums T.G = ¢ heiflen
Generatoren der Lie-Gruppe.

5.1.2. Struktur der Lie-Algebren und ihrer Darstellungen

Im Folgenden wird die mathematische Struktur der Lie-Algebren so(n) und su(n) und ihrer
Darstellungen von besonderem Interesse sein. Deshalb ist es sinnvoll, einige Begriffe ein-
zufiihren, die helfen diese Struktur zu beschreiben.?

Eine (lineare) Darstellung p einer Lie-Algebra auf einem Vektorraum V ist eine Abbil-
dung, die jedem Algebraelement eine lineare, invertierbare Abbildung des Vektoraums auf
sich selbst zuordnet und dabei mit der Lie-Klammer vertraglich ist, also

p:g—LV) mit p(lz,y]) = [p(z), p(y)], (5.5)

wobei die Klammer auf der rechten Seite den Kommutator der Abbildungen p(z) und p(y)
bezeichnet. Die Dimension der Darstellung ist durch die Dimension des Raums V' gegeben.
Ebenso lésst sich eine Darstellung der Gruppe definieren:

p: G—L(V), g—plg) mit ple) =1, plg)p(h) = p(gh). (5.6)

Zu jeder Darstellung der Gruppe lédsst sich eine (gleichdimensionale) Darstellung der Alge-
bra finden, die durch eine (fiir SU(n) und SO(n) auch surjektive) Exponentialabbildung
miteinander verkniipft sind:

exp: p(g) = p(G), x — exp(x) (5.7)

Eine wichtige Figenschaft von Darstellungen ist die Reduzibilitédt: Eine Darstellung heifit
irreduzibel, wenn sie keinen echten Unterraum von V invariant ldsst. Fiir die betrachteten
Gruppen sind alle Darstellungen vollreduzibel. Das heifit, dass sich jede reduzible Darstel-
lung als direkte Summe von irreduziblen Darstellungen schreiben ldsst.
Unter den Generatoren einer Lie-Gruppe lidsst sich immer ein maximaler Satz von Gene-
ratoren finden, deren Lie-Klammer untereinander verschwindet. Ein solcher Satz bildet die
sogenannte Cartan-Unteralgebra H (kurz: CSA, fiir engl. Cartan subalgebra) der Lie-
Algebra und ist bis auf die Wahl einer Basis eindeutig bestimmt. Die Dimension von H
heifit Rang der Algebra und eine Basis der CSA soll mit h; bezeichnet werden. Die {ibri-
gen Generatoren lassen sich immer so kombinieren, dass sie Eigenvektoren beziiglich der
Lie-Klammer mit einem beliebigen CSA-Element sind, und heiflen dann Wurzelvektoren e,
also:

[h,eq] = a(h)eq (5.8)

?Dieses Kapitel richtet sich in Inhalt und Bezeichnungen weitgehend nach dem Buch von Robert Cahn [5].
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5.1. Grundlegendes zur Gruppentheorie der SO(n) und SU(n)

FEine Basis der Algebra bestehend aus CSA-Elementen h; und Wurzelvektoren e, die die
Relation (5.8) erfiillt, heiit Cartan-Weyl-Basis der Algebra.

Die Zuordnungen « sind lineare Funktionale auf der CSA, spannen den zu H dualen Vek-
torraum H* auf und heiflen Wurzeln der Algebra. Sie bilden das sogennante Wurzelsystem
der Algebra, dessen Eigenschaften sich mit Hilfe der Jacobi-Identitéit beweisen lassen. Ins-
besondere gelten die beiden Aussagen:

e Wenn « eine Wurzel ist, ist —a ebenfalls eine Wurzel. Dariiber hinaus existieren keine
weiteren zu « linear abhéngigen Wurzeln.

e Fiir zwei linear unabhéngige Wurzeln ist deren Summe stets auch eine Wurzel.

Auf dem Raum H* lasst sich ein Skalarprodukt definieren, das sich aus den zu den Wurzeln
dualen CSA-Elementen wie folgt berechnet (X sei ein Satz aller Wurzeln):

(o1, 09) =Y aha,)o(has) (5.9)

aEX

Geht man zu Darstellungen der Algebra iiber (die jeweiligen Grofien in der Darstellung sollen
mit Grofbuchstaben bezeichnet werden), so kann immer eine Basis gewihlt werden, in der
die Elemente der CSA diagonal sind. Ein allgemeines Element H = ), ¢;H; wirkt daher auf
die Basiselemente ¢ € V' des Vektorraums geméf:

Ho* =) ¢iHip" = (Z ci)\?> ¢* = M*(h)¢® (5.10)

i A

Die Funktionen M®(h) heiflen Gewichte der Darstellung und sind analog zu den Wurzeln
der Algebra Elemente des Dualraums H*. Fiir eine spezielle Darstellung, die adjungierte
Darstellung mit ad: h — [h, -], sind die Gewichte der Darstellung gleich den Wurzeln der
Algebra.

Die Darstellungseigenschaft iibertrigt die speziellen Kommutationsregeln (5.8) auf H und
FE,, so dass man erhélt:

HE1,¢% = ([H,E1o) + E1oH)¢ = (M*(h) £ a(h))E+q0® (5.11)

Hieraus folgt, dass die Gewichte immer in Reihen auftreten, die sich um Wurzeln unter-
scheiden. Eine Reihe bricht ab, wenn eine abermalige Anwendung von E, oder E_, auf den
Vektor verschwindet. Aufgrund dieser Eigenschaft heiflen die EL, auch Leiteroperatoren zur
Wurzel a.

Eine spezielle Basis des Raums der reellen Linearkombinationen von Wurzeln H{ bilden
die sogenannten einfachen Wurzeln. Um einfache Wurzeln zu definieren, benttigt man
zunéchst eine beliebige Basis von Hjj, nach der jede Wurzel entwickelt werden kann. Ei-
ne Wurzel heiffit nun positiv, wenn der erste von null verschiedene Entwicklungskoeffizient
grofer als null ist. Einfache Wurzeln sind positive Wurzeln, die nicht als Summe von an-
deren positiven Wurzeln geschrieben werden kénnen. Mit Hilfe dieser einfachen Wurzeln «;
konnen nun alle anderen Wurzeln als ganzzahlige Linearkombinationen in einfachen Wurzeln
ausgedriickt werden. Die Anzahl der einfachen Wurzeln ist natiirlich gleich der Dimension
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5. Algebraische Lésung der Modelle

von Hj und entspricht damit dem Rang der Algebra.
Mit Hilfe der einfachen Wurzeln ldsst sich die sogenannte Cartan-Matrix einer Algebra
definieren, die séamtliche Eigenschaften der einfachen Lie-Algebra beschreibt:

Aij:2<' ) (5.12)

Ebenso wie die Wurzeln lassen sich die Gewichte nach derselben beliebigen Basis von H
ordnen und man kann auf diese Weise zu jeder Darstellung einen Vektor mit dem hochsten
Gewicht A finden. Aus Gleichung (5.11) wird klar, das dies der Vektor ist, auf dem alle
zu den einfachen Wurzeln gehérenden Aufsteigeoperatoren E,, verschwinden. Ausgehend
von diesem Hochstgewichtsvektor konnen alle Gewichtsvektoren der (irreduziblen, endlich-
dimensionalen) Darstellung durch mehrfaches Absteigen beziiglich aller einfachen Wurzeln
erhalten werden. Hierbei konnen mehrere Gewichtsvektoren mit dem gleichen Gewicht ent-
stehen. Die Multiplizitdt eines Gewichts in einer Darstellung lésst sich mit der sogenannten
Freudenthal-Formel berechnen, die hier nicht ndher behandelt werden soll.
Damit ist es moglich, eine Darstellung eindeutig durch den ihr zugehorigen Hochstgewichts-
vektor (bzw. das Hochstgewicht) zu definieren. Eine iibliche Moglichkeit das Hochstgewicht
zu charakterisieren, ist die Angabe von Dynkin-Koeflizienten A;, die nicht-negative ganze
Zahlen als Werte annehmen:

A, = o A0 (5.13)

(i, o)

Entwickelt man das Héchstgewicht in einfachen Wurzeln A = ), A\;;, erhélt man folgenden

Zusammenhang:
A _22)\ (ak, i) Z)\kA,ﬂ (5.14)

ah al

Fithrt man weiterhin eine Matrix C’ij ein, die iiber [Hi, Eo,] = aj(hi)Eo,; = CijE,, die ein-
fachen Wurzeln charakterisiert, und bezeichnet die Eigenwerte der H; auf Hochstgewichts-
zustdnden mit w; := A(h;) = Zk Cik Ak, so erhilt man die folgende Beziehung

Ay = ((AT) C7'w), (5.15)

zwischen den Dynkin-Koeffizienten und den Eigenwerten der Héchstgewichtszustéande.
Da eine Darstellung durch ihr Héchstgewicht eindeutig charakterisiert ist, lasst sich auch die
Dimension der Darstellung daraus berechnen. Dies leistet Weyls Dimensionsformel

dimy = }:[O W (5.16)

wobei § = %Z a0 @ der sogenannte Weyl-Vektor ist. Diese abstrakte Formel lésst sich fiir
konkrete Gruppen vereinfachen und liefert dann einen expliziten Zusammenhang zwischen
Dynkin-Koeffizienten und Dimension der Darstellung.

5.1.3. Ausreduktion von Produktdarstellungen

Hat man zwei Darstellungen einer Lie-Algebra mit p!(z) = XM und p?(z) = X®@, so dass
XM und X@ lineare Operatoren auf den Vektorrdumen V7 und V5 sind, die mit den Basen
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¢; und n; ausgestattet seien, so lédsst sich stets auf dem Tensorprodukt der Vektorrdume eine
weitere Darstellung definieren durch:

Xo;@n; = (X(1)¢i) ®n;+ ¢ ® (X(Q)n]) (5.17)

Aus dieser Gleichung wird klar, dass in der Produktdarstellung alle Gewichte vorkommen,
die sich als Summen der Gewichte der Faktoren schreiben lassen. Es ist daher versténdlich,
dass sich die Multiplizitdten der Gewichte in der Produktdarstellung nach der Formel

ny = Z N, MM, (5.18)
M=M;+M>

ergeben, wobei njy;, und nys, die Multiplizitdten der Gewichte M; und My bezeichnen. Ins-
besondere folgt daraus, dass sich das hochste Gewicht der Produktdarstellung als Summe der
Hochstgewichte der beiden Darstellungen ergibt (A = AM + A®)) und mit der Multiplizitét
eins auftritt. Dennoch lassen sich aus diesem Hochstgewicht nicht alle Gewichtsvektoren der
Produktdarstellung erhalten, da die Produktdarstellung im Allgemeinen nicht irreduzibel ist.
Fiir die betrachteten Lie-Algebren ist aber immer (wie bereits oben erwéhnt) eine Zerlegung
der Produktdarstellung in eine direkte Summe von irreduziblen Darstellungen moglich.

Mit den bereits erklidrten Begriffen 14sst sich eine (wenn auch aufwendige) Methode angeben,
mit der die Ausreduktion einer Produktdarstellung moglich ist:

Zunichst sind alle auftretenden Gewichte der Produktdarstellung mitsamt ihrer Multiplizitit
zu ermitteln. Dann werden ausgehend vom Hochstgewicht alle Gewichte dieser irreduziblen
Darstellung berechnet und unter Beriicksichtigung ihrer Multiplizitdten aus der Liste aller
Gewichte gestrichen. Das hochste der iibrigbleibenden Gewichte ist das Hochstgewicht einer
weiteren irreduziblen Darstellung, die in der Summe auftritt. Diese Prozedur wird wieder-
holt, bis alle Gewichte aus der Liste gestrichen sind.

Eine andere Methode zur Ausreduktion bedient sich diagrammatischer Hilfsmittel, den so-
genannten Young-Tableaux. Hierbei steht jedes Tableau fiir eine irreduzible Darstellung der
jeweiligen Algebra und die Ausreduktion erfolgt nach speziellen Regeln, die von der be-
trachteten Algebra abhéingen und auf Weyls Charakterformel zuriickgehen. Eine praktische
Anleitung dieser diagrammatischen Ausreduktion fiir alle klassischen Lie-Algebren findet
sich in [18]. Hierauf wird im Folgenden Bezug genommen, wenn in den gruppenspezifischen
Abschnitten die Ausreduktion mittels Young-Tableaux behandelt wird.

5.1.4. Spezifische Eigenschaften und Darstellungen der su(n)-Algebra

Die Gruppe SU(n) besteht aus den unitéren n x n-Matrizen mit Determinante 1, die gleich-
zeitig die definierende Darstellung der Gruppe sind. Die Generatoren der Gruppe sind die
antihermitischen, spurlosen n x n-Matrizen, da diese durch Exponentiation auf Gruppenele-
mente abgebildet werden. Lésst man komplexe Kombinationen der Generatoren zu, so erhélt
man die komplexifizierte Version der SU(n), die Gruppe A,,_;. Fiir diese lisst sich wie folgt
die bereits erwihnte Cartan-Weyl-Basis aus Cartan-Generatoren und Leiteroperatoren fin-
den.

Sei eqp die n x n-Matrix, in der nur an der (a,b)-ten Position eine eins steht, also

(€ab)kt = SakOnl (5.19)
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Dann bilden offenbar die spurlosen Diagonalmatrizen die Cartan-Unteralgebra. Als eine Basis
der CSA seien die Matrizen h; wie folgt gewéhlt:

hi:eii—ei+1i+1, 1=1...n—1 (520)

Die Algebra hat also den Rang n — 1. Als iibrige Generatoren kénnen die nicht-diagonalen
Matrizen ey, a # b dienen, die die Cartan-Weyl-Basis vervollstindigen, da gilt

[hiy€ab] = (0ia — Oit1a — (Oib — Oit1b))€ab- (5.21)

Definiert man die ey, mit a < b als Aufsteiger, so ist ep, der zugehorige Absteigeoperator,
da der Eigenwert antisymmetrisch in a und b ist. Die zu den einfachen Wurzeln geh6renden
Auf- und Absteiger sind die Matrizen e; ;41 und e;41 ;. Fiir diese vereinfacht sich die Relation
(5.21) zu

[his € 1] = (2635 — 65010 — Gig1j)ej 541 = Cijej j (5.22)
und man erhilt durch die spezielle Gestalt der Cartan-Matrix der su(n), A = AT = C, aus
Gleichung (5.15), dass fiir diese Basis der CSA gilt:

Die fiir diese Arbeit wichtigen Darstellungen der su(n) lassen sich aus dieser definierenden
Darstellung leicht herleiten. Dazu ist folgende Beobachtung wichtig;:

Seien g, sémtliche obige Generatoren der SU(n) in Matrixform. Falls die je n Operatoren P,
und @; die Vertauschungsrelationen [P;, Q;] = d;; und [P;, Pj] = 0 = [Q;, Q,] erfiillen, dann
erfiillen die Operatoren

Z@(gk)ijpj (5.24)

ebenfalls die su(n)-Algebra, da die Kommutatorrelation auf die Vertauschungsrelation der
Matrizen zuriickfithrt (implizite Summation {iber Matrixindizes):

[Qi(gk)ijf)jv Qm(gl)mnpn] = Qi(gk)ij(gl)jnpn - Qm(gl)mn(gk)jnpn = Qi([gka gl])ijf)j (525)

Genauso erhdlt man fiir Operatoren, die die Antikommutatorrelationen {P;,Q;} = d;;
erfiillen, eine Darstellung der Algebra.

Die fiir die Losung der CP"~!-Modelle benétigten Darstellungen ergeben sich, wenn man fiir
die Operatoren @);, P; komplexe bosonische Koordinaten z;, 0; bzw. Z;, 5j oder fermionische
Groflen x4, le einsetzt. Diese Darstellungen wirken auf einen Fock-Raum und es wird die
Aufgabe sein, zu untersuchen, wie dieser in irreduzible Darstellungen zerfallt.

Ausreduktion von Produktdarstellungen der su(n) mittels Young-Tableaux

Ein Young-Tableau der su(n) ist ein Diagramm, das aus Késtchen besteht. Es kann maximal
n — 1 Zeilen haben und die Lénge der Zeilen nimmt von oben nach unten ab (I >l > -+ >
l,—1). Da es eine irreduzible Darstellung représentiert, sind die Zeilenléngen aus den Dynkin-
Koeffizienten zu bestimmen. Im Fall der su(n) gilt: A; = I; — l;+1. Ein Young-Tableau der
su(5) mit Dynkin-Koeffizienten (2,0,1,0) hat demnach beispielsweise die Form:
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5.1. Grundlegendes zur Gruppentheorie der SO(n) und SU(n)

Die Ausreduktion eines Tensorprodukts zweier Darstellungen erfolgt bei der su(n) nach
folgenden Regeln:

Die Késtchen des zweiten Faktors werden mit Buchstaben ausgefiillt, die erste Zeile mit a’s,
die zweite mit b’s usw.. Danach werden die einzelnen Késtchen der ersten Zeile an die Zeilen
des ersten Tableaus angefiigt, und zwar so, dass bei jedem Zwischenschritt ein Diagramm
von erlaubter Form entsteht und keine zwei Késtchen mit dem gleichen Buchstaben in einer
Spalte stehen. Das Hinzufiigen eines Késtchens in eine neue, leere Zeile ist ebenfalls erlaubt.
Wird das Kiéstchen in die n-te Zeile hinzugefiigt, fiihrt dies zum Streichen der gesamten
ersten Spalte des Diagramms. Die Késtchen der anderen Zeilen werden auf die gleiche Weise
angefiigt, wobei darauf zu achten ist, dass fiir die Buchstabenfolge von oben rechts nach
unten links gelesen an jeder Position gilt, dass die Anzahl der aufgetretenen a’s grofler gleich
der der b’s und die wiederum grofler gleich der der c¢’s usw. ist. Aus den verschiedenen
entstehenden Young-Tableaux sind die Dynkin-Koeffizienten der irreduziblen Komponenten
des Tensorprodukts abzulesen. Sind zwei der entstehenden Young-Tableaux der &ufleren
Form nach gleich, aber unterscheiden sich in der Buchstabenfolge, so tritt diese irreduzible
Darstellung zweifach auf.

Beispiel fiir SU(3):

la]a] al al
1,1)® (1,1) = 1 elda _[ ] lalal 4 Uy Tal @[ 8] o[ la
Lhe L) =—"eF b B alb] @ . e
—H 1 ermme oleHee

Young-Tableaux liefern auch eine einfache Moglichkeit die Dimension der entsprechenden
Darstellung zu bestimmen. Es gilt die sogenannte Hakenregel:
i N—-i+j
dim D = EEErmm— 5.27

H B (5.27)

(4.3)
Dabei lauft das Produkt {iber alle Késtchen des Young-Tableaus, indiziert durch Zeile ¢ und
Spalte j. h;; ist die sogenannte Hakenléinge des Késtchens (7, j) und definiert als die Anzahl
der Késtchen im Tableau mit ¢/ = ¢ und j' > j oder i/ > ¢ und j > j. Die Formel (5.27)
bildet somit einen Spezialfall von Weyls Dimensionsformel (5.16) fiir die Gruppe SU (n).

5.1.5. Spezifische Eigenschaften und Darstellungen der so(n)-Algebra

Die SO(n) ist die Gruppe aller orthogonalen n x n-Matrizen (OO = 1) mit Determinante
eins. Sie entspricht der Menge aller Drehungen um den Ursprung im R™. Aus der Orthogona-
litdtsbedingung folgt, dass die Generatoren der SO(n) antisymmetrische n x n-Matrizen sein
miissen. Da antisymmetrische Matrizen nur nicht-diagonale Elemente besitzen, miisste ein
Basiswechsel durchgefithrt werden, um die Cartan-Unteralgebra-Elemente in Diagonalform
zu bringen. Hier soll aber zunéchst die Cartan-Weyl-Basis in den antisymmetrischen Gene-
ratoren eingefithrt werden; in der spéiter wichtigen Darstellung der Algebra wird deutlich,
dass der Ubergang zu komplexen Koordinaten genau den gewiinschten Basiswechsel liefert.
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5. Algebraische Lésung der Modelle

Da die so(2n) und die so(2n+1) denselben Rang n haben, sich aber in der Dimension unter-
scheiden, handelt es sich um unterschiedliche Lie-Algebren (die komplexifizierten Versionen
heilen D,, bzw. B,,), die getrennt voneinander behandelt werden sollen.

Cartan-Weyl-Basis der so(2n): Seien a, eine Basis der antisymmetrischen Matrizen mit

(aab)ij = (€ab — €ba)ij = aiOb; — dajobi (5.28)
Dann lésst sich eine Basis der Cartan-Generatoren angeben durch:
hi = —iCLQZ‘_l %5 1=1...n (529)

Die CSA der so(2n) entspricht der Auswahl von n Paaren von Koordinatenachsen, die Ebe-
nen aufspannen, die unabhéngig voneinander gedreht werden kénnen. Die Generatoren dieser
Drehungen vertauschen daher.

Die Gestalt der Leiteroperatoren ist etwas komplizierter, da sich die Wurzeln der so(2n) in
zwei Klassen einteilen lassen. Die Aufsteigeoperatoren lauten (mit i < j):

1

€a = 5 (a2i-12j-1 + aziz; —lagi-12; +iaziz;-1) zur Wurzel a(hy) = 0 — ji
) (5.30)
Caq = i(a%_l 2j—1 — Q2 2j +1a2;_1 25 + lay; gj_l) zur Wurzel  «a(hg) = 6 + 5jk

Die zugehorigen Absteigeoperatoren sind die zu den Aufsteigern adjungierten Matrizen
e_o = €4!. Zusammen bilden diese Operatoren die Cartan-Weyl-Basis der so(2n), die der
Relation (5.8) geniigen. Als die n einfachen Wurzeln dienen

Ozi(hj) :5ij_5i+1ja i=1...n—1 und Oén(hj) = n—1j+6nj (531)
Die zugehorigen Aufsteigeoperatoren sind

1

e = 5(‘121’—1 241 + G2i2i+2 — 1a2i—12i42 +ia2i2:41) zur Wurzel «;
1 (5.32)
en = E(a2n—3 m—1 — A2n—22n + 102n—3 2 + 1a2p—22n—1) zur Wurzel a,

Ganz analog zum Fall der SU(n) lidsst sich aus dieser Matrixdarstellung eine Darstellung
der so(2n) in bosonischen bzw. fermionischen Operatoren (mit den (Anti-)Vertauschungs-
relationen [P}, Q;] = 0;; bzw. {P;,Q;} = 6;;) finden. Kombiniert man diese je 2n Operatoren
nach

1
= —(Q2i—1 — 1Q2)
\? (5.33)

pizi(PQi—l"i_iPQi), ﬁizi(PQi—l_iPQi); t1=1...n

V2 V2

so nehmen die Cartan-Generatoren und Leiteroperatoren der Darstellung eine wesentlich
einfachere Form an:

1 . _
¢ = 72(Q2i—1 +iQ2), G

-5

H; = qipi — qiDpi, i=1...n
1 o .

E; = T(Qipz#l - Qi+1pz‘), 1=1...n—-1 (5'34)
1

E, = *(anlpn - Qnﬁnfl)'

i

52



5.1. Grundlegendes zur Gruppentheorie der SO(n) und SU(n)

Cartan-Weyl-Basis der so(2n+1): Fiir den Ubergang zur so(2n+1)-Algebra sind nur wenige
Anderungen vorzunehmen. Da auch hier die Darstellung in den Operatoren p;, qj wesentlich
eleganter ist und auch nur diese im Folgenden wichtig sein wird, soll hier auf eine Darstellung
in (2n+1) x (2n+1)-Matrizen verzichtet werden. Da die Operatoren p;, g; die Operatoren
P;, Q; jeweils in Paaren komplex kombinieren, bleiben im Fall der so(2n+1) die Operatoren
Popy1, Qony1 untransformiert. Da fiir den Rang und die Dimension der Algebren gilt

rank(so(2n)) = rank(so(2n+1)) und dim(so(2n+1)) = dim(so(2n)) + 2n (5.35)

und die Cartan-Generatoren der so(2n) offensichtlich auch Cartan-Generatoren der so(2n+1)
sind, kann die Basis der CSA iibernommen werden:

H; = qipi — @ipi i=1...n (5.36)

Da die SO(2n) eine Untergruppe der SO(2n+1) bildet, sind auch sémtliche Leiteroperatoren
der SO(2n) Leiteroperatoren der SO(2n+1) zu den gleichen Wurzeln. Aufgrund der héheren
Dimension der so(2n+1) fehlen noch n zusétzliche Aufsteiger, die gegeben sind durch:

1
Bo = (¢iPanit = Qaniapi)  zur Wurzel - a(hy) = iy (5.37)
Diese neuen Wurzeln lassen sich nicht aus den einfachen Wurzeln der so(2n) kombinieren,

weshalb die Form der einfachen Wurzeln nicht erhalten bleibt. Die einfachen Wurzeln und
die zugehorigen Aufsteigeoperatoren der so(2n+1) sind gegeben durch:

| —

E; = ~(qipiy1 — Gi+1Di)s aj(hj) =0ij — 0it14, i=1...n—1
(5.38)

—e| ==

En = - (anQH-H - Q2n+1ﬁn)7 an(hj) = 5nj

Young-Tableaux fiir die so(2n)- und so(2n+1)-Algebren Ein Young-Tableau der so(2n)
und der so(2n+1) hat maximal n Zeilen und ist dementsprechend durch die Angabe von
n geordneten Zeilenldngen Iy > lo > --- > [, eindeutig definiert. Die oben angegebene
Basis der Cartan-Unteralgebra ist so gewéhlt, dass die Eigenwerte der H; auf den Hochst-
gewichtszustéinden genau mit den entsprechenden Zeilenldngen iibereinstimmen (I; = w;).
Der Zusammenhang zwischen Dynkin-Koeffizienten und Eigenwerten (Zeilenldngen) nach
Gleichung (5.15) ergibt

A = (w1 — we, wg — W3, ..., Wy—1 — Wy, Wp—1 + Wy), fiir so(2n) (5.39)

Ai = (w1 — w2, we — w3, ..., Wn—1 — Wn, 2wy), fiir so(2n+1). (5.40)

Bei der Gruppe SO(n) unterscheidet man zwischen spinoriellen und nicht-spinoriellen Dar-
stellungen. Fiir die Dynkin-Koeffizienten von Spinor-Darstellungen der so(2n) gilt: A,,—1+A,
ungerade; fiir die der so(2n+1): A, ungerade. Auf dem fiir die Losung des O(n)-Modells
spéter betrachteten Fockraum treten keine Spinor-Darstellungen auf, da dort alle w; positive
ganze Zahlen sind. Diese Tatsache vereinfacht die Regeln, die zur Ausreduktion von Tensor-
produkten benétigt werden, enorm. Uberhaupt sollen in diesem Abschnitt nur die Regeln
Erwiahnung finden, die zur Ausreduktion der spéter auftretenden Tensorprodukte benétigt
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5. Algebraische Lésung der Modelle

werden. Fiir eine umfassende Darstellung sémtlicher Regeln fiir die so(n) verweise ich auf
[18].

Die Ausreduktion im Falle der so(2n) bzw. so(2n+1) folgt einem dhnlichen Schema wie bei
der su(n): Die mit Buchstaben versehenen Késtchen des zweiten Young-Tableaus werden ein-
zeln an das erste Tableau angefiigt. Dies erfolgt nach den gleichen Regeln wie bei der su(n),
mit der Ausnahme, dass ein Anfiigen in der n-ten Zeile nicht zum Streichen der entsprechen-
den Spalte fithrt. Stattdessen ist es sogar moglich, das Tableau {iber die n-te Zeile hinaus
zu erweitern, was bei Beachtung der Regeln nur in der ersten Spalte geschehen kann. Das
entstehende Diagramm mit p > n Késtchen in der ersten Spalte ist dquivalent zum einem
sonst gleichen Diagramm mit 2n — p Késtchen in der ersten Spalte®, wodurch man wiederum
ein Tableau erlaubter Form erhilt. Im Falle der so(2n) gibt es fiir das Diagramm mit p = n
Kastchen in der ersten Spalte zwei nicht-dquivalente Darstellungen. Hat das Young-Tableau
also nach dem Hinzufiigen des letzten Késtchens n Zeilen, so treten zwei Darstellungen mit
diesem Young-Tableau als Komponenten der Ausreduktion auf. Neben dem Anfiigen von
Késtchen ist bei der so(d) auch das Aufheben eines bestehenden Késtchens durch das neue
Kastchen moglich. Diese Operation entspricht der Kontraktion zweier Indizes der beiden
Faktordarstellungen mit .. Ein aufgehobenes Késtchen kann durch ein weiteres wieder er-
zeugt werden. In diesem Fall steht das Késtchen fiir beide Buchstaben der hinzugefiigten
Késtchen gleichzeitig. Umgekehrt ist dieser Vorgang nicht erlaubt, da dies die Kontraktion
zweier Indizes einer irreduziblen Darstellung bedeuten wiirde, welche null ergibt.

Die Dimension einer Darstellung der so(n) lidsst sich aus den Zeilenléingen des jeweiligen
Young-Tableaus nach folgenden Formeln bestimmen [27], die sich aus Weyls Dimensionsfor-
mel herleiten lassen:

dim(D{:}) =[] <l’“”8+2”_"”_5> (l”_lSJrS_T) fiir so(2n)  (5.41)

2n—r—s s—r
1<r<s<n
: S 2 4+d— 2t
dim(D({1;})) = [[ ——— ppor (5.42)
t=1
L +ls+d—r—s l,—ls+s—r . B
X H ( ; pp— )( P > fiir so(d = 2n+1)
1<r<s<n

3Lasst man O(n)-Transformationen zu, so heifien diese Darstellungen zueinander assoziiert. Fiir die Ein-
schrinkung auf SO(n)-Transformationen werden die Darstellungen #quivalent [24].
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5.2. Algebraische Lésung des O(n)-Modells

Zur Losung des O(n)-Modells wird eine Methode verwendet, wie sie von Wipf et. al. fiir die
Losung des supersymmetrischen Wasserstoffatoms vorgestellt wurde [27]. Auch die Losung
des CP"~'-Modells im niichsten Abschnitt beruht auf einer (leicht verallgemeinerten) Form
dieser Methode.

Wie in Kapitel 3.2.2 gezeigt, ldsst sich das O(n)-Modell mit den Operatoren z;, 0y,, x; und
X;r beschreiben, die die Vertauschungsrelationen [0,,, x;] = d;; und {X;-r, X;j} = 0i; erfiillen.
In Erinnerung an Kapitel 2.2.2 soll nun der Hilbertraum des O(n)-Modells konstruiert wer-
den. Die fermionischen Operatoren erzeugen einen Fock-Raum mit Vakuum |0), der in Un-
terrdume fixierter Fermionzahl p zerfallt:

C=CooC @ - ®Cn, dime:(z>, dim C = 2", (5.43)

mit
n
Nle, =Y xba| =p (5.44)
=1

Da der Fermionzahloperator mit dem Hamiltonian vertauscht (skalarer Operator), ist die
Fermionzahl eine Erhaltungsgréfie und man spricht von p-Fermion-Sektoren des Fock-Raums.
Als Basis des p-Fermion-Sektors C,, dienen die Vektoren

Cp

Xll ) ..XLP\O>, ap < ag < -+ < ap. (5.45)

Die bosonischen Koordinaten spannen hingegen den in der Quantenmechanik tiblichen Hil-
bertraum Lo (R™) auf. Der gesamte Hilbertraum des supersymmetrischen Modells ergibt sich
also als Tensorprodukt der beiden Rédume, der ebenfalls in Sektoren konstanter Fermionzahl
zerfallt.

H=Ho®---DH, (5.46)

Stellt man die fermionischen Operatoren wie bereits erwéahnt durch hermitesche euklidische
~v-Matrizen dar, dann ist der Hilbertraum H, explizit realisiert durch:

M, = LR ecH), p=0...n (5.47)

Nach diesen Vorbetrachtungen kénnen nun die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators des
supersymmetrischen O(n)-Modells entwickelt werden. Aufgrund der Unterschiede der Lie-
Algebren so(2n) und so(2n+1) soll dies fiir gerade und ungerade Dimensionen in unter-
schiedlichen Abschnitten geschehen.

5.2.1. L6sung des Modells fiir gerade Dimensionen

Da der Hamiltonian des Modells der quadratische Casimir-Operator einer Darstellung der
so(n) ist, miissen die Zustédnde mit gleicher Energie eine Darstellung (oder genauer: einen
Darstellungsvektorraum) der so(n) bilden. Die gefundene reduzible Darstellung der so(n)

Jij = —i(2:0; — 2;0;) — i(x]x; — xbxa) (5.48)
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5. Algebraische Lésung der Modelle

ist (da alle bosonischen mit allen fermionischen Operatoren vertauschen) eine Tensorprodukt-
darstellung einer (reduziblen) bosonischen mit einer (reduziblen) fermionischen Darstellung,
d.h.

Lij = —i(a}iaj — a:jé)z) und Sij = _i(X;'LXj — X}Xi) (549)

sind jeweils eine Darstellung der so(n)-Algebra. Die Vorgehensweise um herauszufinden wie
der gesamte Hilbertraum H in irreduzible Darstellungen der Operatoren J;; zerféllt, ist
deshalb die Folgende: Zunéchst wird untersucht, wie der Raum Lg(R™) in irreduzible Dar-
stellungen der L;; und der Fock-Raum C in irreduzible Darstellungen der S;; zerfillt. Danach
wird jede Darstellung im Raum Lo(RR™) mit jeder im Fockraum C tensoriert und ausredu-
ziert, um so die irreduziblen Darstellungen im gesamten Hilbertraum H zu erhalten. Dieses
Vorgehen wiire extrem aufwendig, wenn nicht, wie gezeigt werden wird, beim Tensorieren
der Darstellungen immer die gleiche, iiberschaubare Anzahl an irreduziblen Komponenten
entstehen wiirde.

Irreduzible Darstellungen des Drehimpulsoperators L;;: Die Darstellungen des Drehim-
pulsoperators L;; findet man, in dem man nach allen Zusténden sucht, die von sdmtlichen
Aufsteigeoperatoren vernichtet werden. Auflerdem miissen die Zustinde Eigenzustdnde der
CSA-Basis H; zu ganzzahligen positiven Eigenwerten sein, damit sie durch Anwendung ei-
ner endlichen Anzahl von Absteigeoperatoren vernichtet werden. Im Falle des Drehimpuls-
operators L;; lauten die CSA-Elemente und die zu den n einfachen Wurzeln gehorenden
Aufsteigeoperatoren aus Gleichung (5.34)

H; = 2,0, — Z;0;, 1=1...n
1 = .
FE; = ;(ziﬁiﬂ - ZZ-HEL-), i1=1...n—1 (550)

1 _
E, = Y(Zn—lan - Znan—l)a

wobei die (2, z;,0;,0;) komplexe Kombinationen der bosonischen Koordinaten und Ablei-
tungen x;, 0, geméf (5.33) sind.

Die erste Bedingung liefert offensichtlich, dass die gesuchten Zustéinde nur von der Koor-
dinate z; und einer radialen Funktion f(r) abhingen diirfen. Aus der zweiten Bedingung
erhélt man schliellich fiir die Form der Hochstgewichtszusténde

f(r)2h, leN. (5.51)

Da das Modell letztendlich auf die Sphére mit r = 1 eingeschriankt werden soll und f(r) mit
allen Operatoren der so(n)-Algebra vertauscht, darf die Funktion f(r) als Normierungskon-
stante betrachtet werden. Da im Folgenden sémtliche Zustdnde nicht normiert werden, soll
die Konstante weggelassen werden.

Die zugehorigen Darstellungen sollen mit Dll bezeichnet werden und haben die Dynkin-
Koeffizienten und die Young-Tableaux:

Dy (1,0,...,0)  [I12[-[-]0] (5.52)
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Irreduzible Darstellungen des Spinoperators S;;: Analog zum Fall des Bahndrehimpulses
L;; sind irreduzible Darstellungen der Operatoren S;; zu finden. In diesem Fall lauten die
CSA-Elemente H; und die Aufsteigeoperatoren:

H; = ¢l¢i — bl i, i=1...n
1 e

E; = Y(@T‘bi“ — ol 1di),s i=1...n—1 (5.53)
1 _ _

En = T(Qbib_lﬁbn - ¢L¢n71)

Hierbei sind die <Z>§T), QEET) wie im bosonischen Fall komplexe Kombinationen von den anti-

kommutierenden Gréflen X(T)

;" gemif (5.33), die dann ebenfalls antikommutieren

{@,qﬁ}} = {éz,@} = 0ij- (5.54)
Ein allgemeiner Eigenzustand aller CSA Generatoren des Fockraums C ist proportional zu
) = ol ..ol el ... ofF o), (5.55)

wobei die p;, p} aufgrund der Antikommutativitit der ¢’s nur die Werte 0 und 1 annehmen
konnen. Da sich der Fermionzahloperator geméf

N=xX'Y=6¢+0¢'¢ (5.56)
in die neuen Koordinaten iibersetzt, ist der Zustand |pp’) ein Zustand im p-Fermion-Sektor,
mit

p=> (pi+p). (5.57)
i
In jedem Fermionsektor existiert ein fermionischer Hochstgewichtszustand |p) definiert durch:
PL> 2P 2P > (5.58)
Im n-Fermion-Sektor existiert neben diesem Hochstgewichtszustand ein weiterer mit
n)y: pr=-=pp1=p, =1 pp=p=-=p,_1 =0 (5.59)

Die fermionischen Hochstgewichtszusténde gehoren zu den Darstellungen D}) mit den Young-
Tableaux:

(5.60)

Fiir p > n gilt die oben erwiihnte Aquivalenz D}) ~ D%nfp. Fiir die Dimension der Darstellung
D}) vereinfacht sich die allgemeine Formel (5.41) zu:

1

2 2
dim (D;) = ( n> fiir p < m, dim (D}) = B < n> fiir p = n. (5.61)
p p

Damit ist klar wie der gesamte Fock-Raum C in irreduzible Darstellungen zerfillt: Fiir p # n
existiert genau eine Darstellung, die den gesamten p-Fermion-Sektor aufspannt, wihrend der
n-Fermion-Sektor durch zwei nichtdquivalente Darstellungen mit gleichem Young-Tableau
aufgespannt wird.
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Irreduzible Darstellungen des Gesamtdrehimpulsoperators J,;: Um die irreduziblen Dar-
stellungen des Gesamtdrehimpulses J,; zu finden, in die der Hilbertraum zerfillt, werden
die allgemeinen bosonischen und fermionischen Darstellungen miteinander tensoriert und
ausreduziert?. Nach den Regeln fiir so(2n)-Young-Tableaux erhilt man die vier moglichen
Young-Tableaux:

+1 -1
,—/H l
l a [ 1] [ Ta) ) —
T e |0 " b b [ 1]
T e p=p+14 5] opd Y op{lY  @p-1[ (5.62)
B o B B L

Die vier Summanden sind schon nach dem Hinzufiigen der ersten beiden Ké&stchen festge-
legt: Wird das erste Késtchen in die erste Spalte hinzugefiigt, so miissen sédmtliche anderen
auch in die erste Spalte gesetzt werden, damit die Buchstabenfolge korrekt ist. Die ande-
ren Moglichkeiten ergeben sich durch Hinzufiigen des ersten Késtchens in die erste Zeile
und Aufheben des letzten Késtchens der ersten Zeile. Nur im letzten Fall ergeben sich zwei
Maoglichkeiten fiir das Késtchen [b]: Entweder es wird in der ersten Spalte zugefiigt oder das
aufgehobene Késtchen wird wiederhergestellt. Alle weiteren Késtchen miissen in der ersten
Spalte zugefiigt werden. Fiir p = n — 1 tritt der Sonderfall ein, dass der erste Summand n
Zeilen hat und daher zweifach auftritt. Dies ist der einzige Fall, fiir den das Tensorprodukt
in 5 irreduzible Darstellungen zerfillt. Es gibt allerdings weitere Spezialfille, in denen man
nur drei Darstellungen erhélt:

e Fiir p = n sind die erste und die vierte Darstellung dquivalent.
e Fiir p=1, [ # 1 tritt die vierte Darstellung nicht auf.
e Fiir [ =1 tritt die dritte Darstellung nicht auf.

Nachdem nun das Tensorprodukt beliebiger bosonischer und fermionischer Darstellungen
ausreduziert wurde, sind noch die jeweiligen Hochstgewichtszustédnde der irreduziblen Kom-
ponenten zu bestimmen, um die Darstellungen eindeutig zu charakterisieren. Fiir die zweite
Darstellung ist dies leicht moglich: Hier handelt es sich es sich um die Darstellung mit dem
insgesamt hochsten Gewicht und der Hochstgewichtszustand ergibt sich als Produkt der
Hochstgewichtszustdnde der Faktordarstellungen zu

DIIDH : Zp). (5.63)

Fiir die Hochstgewichte der anderen Darstellungen sind zwei Bedingungen zu erfiillen: Zum
einen muss der Zustand die richtigen Eigenwerte bzgl. der H; = HFOS' + Hiferm' besitzen
(muss also zu dem Young-Tableau gehoren) und zum anderen muss jeder Zustand des Ten-
sorprodukts (und damit auch die Hochstgewichtszusténde) [ bosonische Koordinaten und p
fermionische Erzeuger enthalten. Da skalare Operatoren mit dem Gesamtdrehimpuls vertau-
schen, bilden sie Hochstgewichtszustinde auf Hochstgewichtszustinde ab. Durch Anwendung

4Um die allgemeinen gruppentheoretischen Berechnungen an konkreten Beispielen zu iiberpriifen, wurde das
Programm LiE [40] benutzt.
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5.2. Algebraische Lésung des O(n)-Modells

von skalaren Operatoren ist es also moglich, die Anzahl der bosonischen und fermionischen
Koordinaten zu verédndern, ohne dass sich das zugehorige Young-Tableau des Hochstge-
wichtszustands veriindert. Man stellt fest, dass sich mit dieser Uberlegung die Hochstge-
wichtszustédnde der iibrigen Darstellungen durch Anwendung von skalaren Operatoren auf
Zustinde der Form (5.63) erhalten lassen. Hierfiir kommen die skalaren Bildungen

S=Iy= Z(Zz(f)z + Z‘(Z)i), ST iy = Z(gzﬁbj + Zi‘lgz‘r% (5'64)

i 7

1

(5.65)

I
81

N =x'y, r

in Betracht. Da die Zusténde (5.63) ohnehin Eigenzustinde der Operatoren in der zweiten
Zeile sind (hier soll die Einschrinkung des R™ auf die S"~! vorweggenommen werden, so
dass gilt r = 1), sind nur die beiden Operatoren S, ST von Interesse. Da sie nilpotent sind,
lassen sich nur die vier unabhéngigen abgeleiteten Operatoren

1=27=1{5,5"}, 5, St [ 8] (5.66)

aus ihnen bilden. Dies entspricht genau der Anzahl der irreduziblen Komponenten und man
erhalt fiir die Hochstgewichtszustéinde der einzelnen Darstellungen

DHL: 2 p) Dhy: SzYp+1) (5.67)
D, . STp—1) Dt 8,87 2% p). (5.68)

Fiir den Spezialfall p = n — 1 erhélt man die zusétzliche irreduzible Komponente dadurch,
dass man mit S auf die beiden n-Fermion-Darstellungen |n) und |n’) wirkt. Fiir die Fille,
in denen man nur drei irreduzible Komponenten erhélt, ist in Tabelle 5.1 aufgelistet, welche
der obigen Hochstgewichte auftreten. Nachdem nun der Hilbertraum in irreduzible Darstel-
lungen des Gesamtdrehimpulses J;; zerlegt wurde, ist als letzter Schritt die schon erwéhnte
Projektion durchzufiihren, die den tiberzéhligen fermionischen Freiheitsgrad beseitigt. Als
Projektionsoperator soll P = ZxzY" = SST dienen, so dass &Y nach der Projektion auf allen
Zusténden verschwindet. Die resultierenden Héchstgewichtsvektoren sind zusammen mit den

Parameterbereichen fiir [ und p, fiir die sie auftreten, in Tabelle 5.1 aufgelistet.

Darstellung: DL Dl D, DI
Zustand: A1p) S 1) ST = 1) | 18,57 47p)
Projektion: P 2p) S A p+1) 0 P 272p)
Parameter- >0, [ >1, [ >1, 1> 2,
bereich: 0<p<2n 1<p<2n—-2 2<p<2n—-1 1<p<2n-1
oderl=1,p=2n—1|oderli=1,p=1

Tabelle 5.1.: Die auftretenden Darstellungen nach der Projektion mit ihrem Parameterbe-
reich

Man erkennt, dass bei der Projektion die Darstellung in der dritten Spalte verschwindet und
die Darstellungen in erster und vierter Spalte dquivalent werden Dé“ ~ Dg —1, wenn gilt
'=1+2,p=1...2n—1.
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5. Algebraische Lésung der Modelle

Man kann sich davon iiberzeugen, dass fiir jede vernichtete Darstellung aus der dritten
Spalte Défl eine Darstellung Djlo/ 41 it p' = 2n — p aus der zweiten Spalte mit gleichem
Young-Tableau erhalten bleibt . Ebenso bleiben im bosonischen Sektor alle Darstellungen
erhalten, wihrend im 2n-Fermion-Sektor alle Darstellungen vernichtet werden. Alle iibrigen
Darstellungen lassen sich zu Paaren zusammenfassen, die durch die Projektion dquivalent
werden. Daraus folgt, dass sich die Dimension des gesamten Hilbertraums, wie erwartet,
unter der Projektion halbiert.

Nun bleibt zu untersuchen, wie sich die Supersymmetrie des Modells in der Sprache der
Darstellungen manifestiert. Mit der Darstellung der Dirac-Algebra aus Kapitel (3.2.2) hat
die komplexe Superladung die Form:

Qf = Ulp=—i(x'd — 5T79) +iS'N (5.69)

Q = Up = —i(Yd — SZd) —iS(N — 2n) (5.70)

Da es sich ebenfalls um skalare Operatoren handelt, werden durch Anwendung der Superla-
dungen Darstellungen mit gleichem Young-Tableau aufeinander abgebildet. Durch eine kurze
explizite Rechnung erhélt man, wie die Superladungen auf die projizierten Héchstgewichts-
zusténde wirken:

—iPZ"N1) p=0 0 p=0
QP — 4 P Qs =" l (5.71)
0 p>0 —i(p+1)P=p) p>0
sowie
QP |p) — i(2n+1—p)Szip) p<2n
0 p=2n
(5.72)

0 p < 2n
Sztp) =
QSzlp) {ilSzilﬂn -1) p=2n
Man erkennt, dass fast alle Hochstgewichtszustinde entweder durch @ oder durch QT auf
einen anderen Hochstgewichtszustand abgebildet werden, wie aufgrund der in Kapitel 2.2.2
hergeleiteten Zerlegung
H=QHoQHoKer H (5.73)

des Hilbertraums erwartet wurde. Dadurch entstehen die schon beschriebenen Paare von
Zusténden gleicher Energie. Einzige Ausnahme bilden die Zusténde |0) (das Vakuum) und
S|2n) im (2n—1)-Fermion-Sektor. In der Tat liegen die beiden ungepaarten Zusténde im Kern
von H = 1/2{Q", Q}, da sie sowohl von Q als auch von Q' vernichtet werden. Damit bilden
sie die beiden Grundzustdnde des Modells. Mit den Gleichungen (5.71) und (5.72) lassen sich
nun auf einfache Weise die Eigenwerte des Hamiltonians auf den einzelnen Darstellungen
berechnen. In der Ubersicht erhilt man Tabelle (5.2). Hierbei treten alle Darstellungen, die
ein |¢) mit ¢ = n enthalten, zweimal auf, da |n) und |n’) fiir |q) eingesetzt werden kann.
Aus der Tabelle kann man entnehmen, dass im p-Fermion- und im (2n —p—1)-Fermion-
Sektor jeweils Darstellungen mit den gleichen Young-Tableaux und damit auch den gleichen
Eigenwerten auftreten. Aufgrund der Paarung der Darstellungen in benachbarten Sektoren
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5.2. Algebraische Lésung des O(n)-Modells

Sektor Darstellung Eigenwerte

bosonisch P2t|0) S@2n+1-2) >0

p-Fermion P2t p) sp+0)(2n+1—p) [>0

(1<p<2n-2) | S p+1) | Ip+D@n—2+1-p) | 1>1

2n—1-Fermion | Pz{[2n—1) A+ 1)(2n+1-1) 1>0
S|2n) 0

Tabelle 5.2.: Energieeigenwerte in den verschiedenen Sektoren des O(2n)-Modells

E\p 0 1 2 3
0 . °
0) S|4)
Pz1|0) P29I1) S293) P29|3)
2 2. H — 2. H
Sz912()) P292())
4 [[] 1] 1] — [ 1]
PZ3|0) Pz{[1) Sz1|3) Pz{[3)
% 2. = | 2. = \
Sz12()) Pz |2())

Tabelle 5.3.: Die Darstellungen zu den niedrigsten Energien des O(4)-Modells

und dieser Dualitét der Sektoren erhélt man (mit Ausnahme der Grundzusténde) jeweils 4
Darstellungen mit demselben Young-Tableau. Die Entartung eines Eigenwerts ist damit

4-dim D), (5.74)

und die Dimension der Darstellung ist jeweils aus der allgemeinen Formel (5.41) zu bestim-
men.

Da diese Ergebnisse zwar allgemeingiiltig, aber nicht besonders iibersichtlich sind, ist in
Tabelle (5.3) eine Ubersicht iiber die Darstellungen zu den niedrigsten Energiewerten im
Spezialfall des O(4)-Modells erstellt worden. Die Tabelle ist nach unten fortzusetzen, indem
die Potenzen von z; von Abschnitt zu Abschnitt um 1 zunehmen und dadurch die Young-
Tableaux in ihrer ersten Zeile ein Késtchen hinzugewinnen. Fiir ein allgemeines O(2n)-Modell
sieht die Tabelle dhnlich aus, mit dem Unterschied, dass jeder Abschnitt aus n Zeilen be-
steht, in dem die Young-Tableaux von aulen nach innen je ein Késtchen in der ersten Spalte
hinzugewinnen.
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5. Algebraische Lésung der Modelle

5.2.2. Lésung des Modells fiir ungerade Dimensionen

Das Vorgehen im Falle des O(2n+1)-Modells ist analog zu dem im Falle gerader Dimensio-
nen und die Ergebnisse sind der Form nach &hnlich. Deshalb sollen in diesem Abschnitt die
Ergebnisse in aller Kiirze dargestellt werden.

Irreduzible Darstellungen des Drehimpulsoperators L;;: Eine Basis der CSA und die Auf-
steigeoperatoren zu den einfachen Wurzeln der so(2n+1) haben in den bosonischen Opera-
toren nach Gleichung (5.38) die Form:

H; = 2,0; — z;0;, 1=1...n
1 = .
E;, = T(zi&ﬂ - 27;4_181'), i=1...n—1 (575)

1 _
E, = Y(zna$2n+1 — Zont10n),

Daraus ergeben sich die der Form nach identischen, bosonischen Hochstgewichtszustdnde zu:

zt mit dem Young-Tableau [I[2[-]-](] (5.76)

Irreduzible Darstellungen des Spinoperators S;;: Die entsprechende Darstellung der Al-
gebra in den fermionischen Operatoren lautet:

H; = ¢¢i — ol s, i=1...n
1 -t - .

E; = ;(¢I¢z‘+1 — 0l100), i=1...n—1 (5.77)
1 _

B = S (8 Xon1 = Xl @n)-

Die allgemeinen Eigenzustéinde aller CSA-Generatoren lauten nun

N n —tp) /
pap’) = 1P ... ofPrxbL B L plPn |0). (5.78)
Die 2n 4 2 Hochstgewichtszusténde sind gegeben durch die Bedingung
p) = |pgp) mit pr > >p,>q>pl...,>pl, (5.79)

wobei sich die Fermionzahl p nach

p= Z(pﬂrp;) +q (5.80)

ergibt. Im Falle ungerader Dimensionen fillt die Besonderheit des n-Fermion-Sektors weg.
Jeder Sektor des Fock-Raums C wird durch genau eine Darstellung aufgespannt, mit der
Bezeichnung, dem Young-Tableau und der Dimension:

(5.81)
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5.2. Algebraische Lésung des O(n)-Modells

Irreduzible Darstellungen des Gesamtdrehimpulsoperators J;;: Das Tensorprodukt der
bosonischen mit den fermionischen Darstellungen wird nach den gleichen Regeln ausredu-
ziert, nur dass ein Young-Tableau mit n Zeilen keinen Sonderfall mehr darstellt. Man erhélt
somit maximal 4 irreduzible Komponenten

Dy®Di =D, D" aD eD (5.82)

und die Spezialfille mit drei Komponenten bleiben erhalten.
Um die Hochstgewichtszusténde anzugeben, werden wiederum die skalaren Operatoren S, S
benétigt, die nun die Form

S=a¥ = (2i¢i +Zidi) + Tampxann, ST =X =D (5] + 20)) + Tanpaxbpy (5.83)
i i

annehmen. Man stellt fest, dass die gesuchten Hochstgewichtszustdnde der Form nach iden-
tisch konstruiert werden, gemaf:

D;fl ) Dzlj—&-l s S p+1) (5.84)
DL ST tp—1) DLt [S, ST A2 p). (5.85)

Als Projektionsoperator dient weiterhin P = SST und es entsteht analog zu Tabelle 5.2 die
Tabelle 5.4.

Sektor Darstellung Eigenwerte

bosonisch PZt|0) F@n+1-1) [>0

p-Fermion Pz2tp) sp+)@2n+1l—p+1)[1>0

(1<p<2n-1)| S p+1) | Ip+D@n—1+1-p) | 1>1

2n-Fermion P2l|2n) U+ 1)(2n+1) 1>0
Si2n+1) 0

Tabelle 5.4.: Energieeigenwerte in den verschiedenen Sektoren des O(2n+1)-Modells

Man erhélt also, trotz der Unterschiede in der zugrundeliegenden Gruppenstruktur, der Form
nach identische Ergebnisse fiir die Hochstgewichtszustéinde der irreduziblen Darstellungen
des Gesamtdrehimpulsoperators J;; fiir gerade und ungerade Dimensionen, wenn man von
der Besonderheit des n-Fermion-Sektors im O(2n)-Modell absieht. Aufgrund dieser Ahnlich-
keit sollen die Ergebnisse fiir ein allgemeines O(n)-Modell noch einmal im Abschnitt 5.2.3
zusammenfassend dargestellt werden.

Als konkretes Beispiel sind in Tabelle 5.5 die Darstellungen zu den niedrigsten Eigenwerten
des Hamiltonoperators im Fall des O(5)-Modells aufgefiihrt.

63



5. Algebraische Lésung der Modelle

E\p 0 1 2 3 4
0 ° °
0) S15)
P2z10) P29|1) S2914) P29)4)
5292) P20|2) 529|3) P20|3)
5 [(T1 «— [1J (T «— [1J
Pz3|0) Pzi|1) Szi|4) Pzi|4)
6 \ 1] |
Sz12) Pz}|2) S2113) Pz13)

Tabelle 5.5.: Die Darstellungen zu den niedrigsten Energien des O(5)-Modells

5.2.3. Zusammenfassung der Ergebnisse fiir das O(n)-Modell

Fiir ein allgemeines O(n)-Modell zerfillt der Hilbertraum nach der Projektion in die ir-
reduziblen Darstellungen des Gesamtdrehimpulses J;; mit den in Tabelle 5.6 aufgefiihrten
Hochstgewichtszustdnden. Auch im allgemeinen Fall ist die Entartung der Grundzustands-

Sektor Darstellung Eigenwerte

bosonisch Pzt]0) Fl(n+1—2) >0

p-Fermion Pztp) sp+D)(n+1-p) 1>0

(1<p<n=2) | Sz 'p+1) | s(p+D(n—2+1-p) |1>1

n—1-Fermion Pzlin—1) sA+1)(n+1-1) >0
Sin) 0

Tabelle 5.6.: Energieeigenwerte in den verschiedenen Sektoren des O(n)-Modells
energie gleich 2 und die der héheren Energien ergibt sich nach
4-dim D} (5.86)

aus der Dimension der jeweiligen Darstellung, da zu jedem Young-Tableau vier unterschied-
liche Darstellungen auftreten. Die Dimension der Darstellung lédsst sich mit den Formeln
(5.41) und (5.42) fiir gerade und ungerade Dimensionen berechnen. Ein struktureller Un-
terschied zwischen geraden und ungeraden Dimension ist, dass in geraden Dimensionen in
den Sektoren mit Fermionzahl n/2 und n/2 — 1 je zwei Darstellungen mit gleicher Energie
existieren, wéihrend dies bei ungerader Dimension nur im Sektor mit Fermionzahl (n —1)/2
der Fall ist.
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5.2. Algebraische Lésung des O(n)-Modells

In beliebiger Dimension sind die Darstellungen

Szl |p) «—— Pzi|p) p=1...n—1,1>0

5.87
P20) «— P27N1) 1>1 (5.87)

durch Supersymmetrietransformationen miteinander verbunden und nur die Grundzustédnde
sind nicht Teil eines Supermultipletts.

Da die Darstellungen in Tabelle 5.6 eine Basis des gesamten Hilbertraums des Systems bil-
den, lassen sich aus den Hochstgewichtszustdnden durch Anwendung von Absteigeoperatoren
samtliche Energieeigenzustinde mitsamt Eigenwerten berechnen. Es ist also gelungen, das
quantenmechanische supersymmetrische O(n)-Modell mit Methoden der Gruppentheorie zu
16sen.

5.2.4. Vergleich der algebraischen Lésung des O(3)-Modells mit friiheren
Ergebnissen

In diesem Abschnitt soll die Losung des O(2n+1)-Modells auf das O(3)-Modell spezialisiert
werden und mit den Ergebnissen aus Kapitel 4.3 verglichen werden.

Aus Tabelle 5.6 entnimmt man die Hochstgewichtszustéinde der auftretenden Darstellungen
fiir das O(3)-Modell zu:

‘ bosonisch 1 Fermion 2 Fermionen
Grundzusténde: |0) S <Z>I X; ﬂ |0)
angeregte Zustinde: 2410) lel_lqbi|0> Szll_lqbixg\@ lel_lﬂxg;]())

Nun soll eine Koordinatentransformation in Kugelkoordinaten durchgefiihrt werden, um zu
zeigen, dass diese Zustidnde (bis auf Normierung) genau den Wellenfunktionen aus Kapi-
tel 4.3 entsprechen, die aus den Kugelflichenfunktionen Yj; gebildet werden, da diese den
Hochstgewichtszustdnden entsprechen.

Aus dem bosonischen Grundzustand erhélt man, dass das Vakuum in beiden Beschreibungen
tibereinstimmt. Fiir die angeregten bosonischen Zustédnde gilt:

£410) = (21 + iz2)']0) ~ Y3/0) (5.88)

Fiir den 2-Fermion-Sektor benétigt man die Beobachtung

i

2

Tt Tt

A7 POINLI0) = i2d (widod + zaxdx] + zax{nd)I0) = Sdepzaxdngl0) ~ vy 28T)0) (5.89)

um die Aquivalenz der Beschreibungen einzusehen. Im 1-Fermion-Sektor schlieBlich erhilt
man

P191|0) = 2N (1m0] — 226] — 123X + 2dx])]0)
x% —ix1x2 + m%

22 — zymo + 122 | -xt|0) = f1U7)0), (5.90)
—x123 — 1x2x3

-1
_A

V2

fi
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5. Algebraische Lésung der Modelle

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen ¥ f_i = 0 gilt.
In Kugelkoordinaten erhélt man fiir f; in Ubereinstimmung mit Gleichung (4.34)
sin(0)

fié, =Cy - f1éy = Co - (—i9gYy) (5.91)

mit einer fiir beide Komponenten gleichen Konstante Cj.
Fiir den zweiten Hochstgewichtszustand im 1-Fermion-Sektor ergibt die Rechnung

-1 —Z3
_ z . — &
S270bdI0) = T | ia | T10) = £2810) (5.92)
1 + iz2

f2
und man bekommt in Kugelkoordinaten

iacpyil

f28p = (<1C0)(—10sYn)  fodp = (_iCO)sin(e)

. (5.93)

Dies entspricht Gleichung (4.35). Damit konnte eine vollstindige Aquivalenz der Losung
des O(3)-Modells in Kugelkoordinaten und in Koordinaten des umgebenden Raums gezeigt
werden, was einen gewissen Test fiir die Richtigkeit der allgemeinen algebraischen Losung
des O(n)-Modells darstellt.

5.3. Algebraische Losung des CP" '-Modells

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass sich auch das CP™~'-Modell algebraisch 16sen
ldsst, wobei sich allerdings einzelne Schritte als etwas komplizierter erweisen. In Kapitel
3.3.3 konnte gezeigt werden, dass der Hamiltonian des CP"~!-Modells proportional zum
quadratischen Casimir-Operator der su(n)-Algebra ist, also gilt

1< ‘ o
H= 3 Z DjxDy; mit Dy, = z;0k — 2,05 + XLjXJrk + Xin—k — 0k (5.94)
Jik=1

und der FCC, der die Eichinvarianz des Modells sichert, auf dem physikalischen Hilbertraum
durch die Bedingung

n
> Djj|®pnys) =0 (5.95)
7j=1

implementiert werden kann. Man erkennt, dass die D einer Darstellung der su(n) entspre-
chen, die nach der Form von Gleichung (5.24) gebildet wurde. Eine Basis der CSA und die zu
den einfachen Wurzeln gehérenden Auf- und Absteigeoperatoren sind daher gegeben durch
Hi = Dij — Diy1 i
Ei:Dii-H i=1...n—1 (596)
EJ = Dij1
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Diese Operatoren sehen der bei der Losung der O(n)-Modelle wichtigen Darstellung insofern
ahnlich, als dass sie ebenfalls aus zwei Sorten von bosonischen und zwei Sorten von fermio-
nischen Operatoren gebildet werden. Ein wesentlicher Unterschied ist jedoch, dass aufgrund
der einfacheren Struktur der su(n)-Algebra kein Aufsteigeoperator existiert, der jeweils die
beiden Sorten von Operatoren mischt. Es handelt sich daher in diesem Fall um eine Produkt-
darstellung von vier Darstellungen der su(n)-Algebra (fir jede Sorte der bosonischen und
fermionischen Operatoren eine), deren irreduzible Komponenten bestimmt werden miissen.
Hierzu ist es notwendig, zunéchst die irreduziblen Komponenten der einzelnen vier Darstel-
lungen zu finden, diese miteinander zu tensorieren und auszureduzieren. Dies soll in zwei
Schritten geschehen: Zunéichst werden die beiden bosonischen und fermionischen Darstel-
lungen tensoriert und danach deren irreduzible Komponenten noch einmal tensoriert (und
ausreduziert).

5.3.1. Bosonische Hochstgewichtszustande und deren Tensorprodukt

Fiir die beiden Sorten bosonischer Operatoren ergibt sich die Darstellung aus den Summan-
den der obigen Gleichungen zu

H; = %0; — Z;10ina H; = 211041 — 2;0; (5.97)

E;, = 51'5;4_1 E;, = —Z,q.lai (5.98)

Aus dieser Form der Aufsteigeoperatoren lassen sich die moglichen Hochstgewichtszustdnde
ablesen (wobei die mogliche radiale Funktion wie im Fall des O(n)-Modells direkt weggelassen
werden soll) zu i

z10) und 2.|0), (5.99)

die beziiglich der jeweiligen CSA-Generatoren die Eigenwerte (,0,...,0) bzw. (0,...,0,1)
besitzen. Die zugehorigen Young-Tableaux sind daher

Aloy: (LI L) 2hl0): n—1 (5.100)

l

Nach den Regeln zur Ausreduktion mittels su(n) Young-Tableaux erhélt man fiir das Ten-
sorprodukt

n—1 QLITIT]= ® ©- B (5.101)

|
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Der erste Summand hat das insgesamt hochste Gewicht und damit den Hochstgewichtszu-
stand 2 z,|0). Die anderen Summanden erhilt man, wenn jeweils ein Z mit einem z kon-
trahiert wird. Die Ausreduktion ldsst sich also formal in Héchstgewichtszustéinden schreiben

als: B
min {/,l}

(5{ ® zg) 0)= @D (z2) 2= 0) (5.102)
i=0
Es ist moglich, bereits zu diesem Zeitpunkt die Projektion der bosonischen Koordinaten auf
die Einheitssphére vorwegzunehmen, also die Identitdt Zz = 1 zu benutzen. Dadurch l&sst
sich der allgemeine, rein bosonische Héchstgewichtszustand in der Form

-

2200y 1,1>0 (5.103)

!
n
schreiben.
5.3.2. Fermionische Hochstgewichtszustiande und deren Tensorprodukt
Fiir die beiden Darstellungen in fermionischen Operatoren gilt
Heyi = x\oxei = X xrin Hoi=x o = xipxim (5.104)
Eyi = x| X4in Ei=x"xm (5.105)

Die je n+1 Hochstgewichtszustdnde beziiglich dieser Aufsteigeoperatoren lassen sich wieder-
um ablesen und nehmen die Form

Im4.) = XLlXLQ . 'XTi-m+ 0) und [m_)= XJL1XJLQ e XT—m, 0) (5.106)
an. Zu diesem Hochstgewichtsvektor gehort die Darstellung mit dem Young-Tableau und der
Dimension

Ima) : ma dimy,, = < " > : (5.107)
M4

Die Dimensionen der Darstellungen addieren sich jeweils zu 2", so dass sichergestellt ist,
dass diese irreduziblen Darstellungen jeweils den gesamten Fock-Raum Ci aufspannen.
Wiederum soll das Tensorprodukt dieser allgemeinen Darstellungen mittels Young-Tableaux
ausreduziert werden:

my+m_—n {H firmy +m_ >n

. ®m_{@: o T oo (5.108)

— my+m_ firmy +m_ <n

Definiert man die speziellen Vektoren |m4,m_) im Produktraum der Fock-Rdume C; und
C_ wie folgt

L oo X A X [0) iy >
mym_) = X;rle—l X].rm,xT_m, x;m_ﬂ er\ ) My = (5.109)
X+1X—1 cee X+m+Xfm+X—m+—|—1 <o Xem_ |0> m4 S m_,
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dann findet man, dass sich sdmtliche Hochstgewichtszustéinde obiger Zerlegung als Vektoren
dieser Form schreiben lassen, auf die der skalare Operator (XLX—)Z wirkt. Man erhélt

@28 (mf’n_er)(XT_XJr)i |my +i,m_ —i) my >m_

Imy)e, ®[m-_)e_ = (5.110)

® (m%n_mf)(XLXf)i Imy —i,m_+1i) my <m_.

Es gilt die Relation

T my—m_—p

|my, m_) = Ocix-) lm_,my) fir my >m_, (5.111)
—_ —n)!
(my—m_—p)!

die per Induktion bewiesen werden soll. Der Induktionsanfang

()
W’m+7m—> = |m—,my) (5.112)
t f

gilt, da jede Anwendung von (x' x4) eine iiberzihlige x! -Komponente durch die entspre-

chende XT_—Komponente ersetzt und nach (m4 —m_)-maliger Anwendung (m4 —m_)!-mal
der gleiche Term |m_,m.) entsteht. Der Induktionsschluss ist

(ol x o )me—me il e o)
|’m*7m+> - |
(my —m_ —p+1)! (my —m_ —p+1)p!

|m+7m*>

O W - N —p )

- Dlms —m_—pr1 mem-) (G113)

= W|m+,m,>.

Aufgrund dieser Uberlegung ist also jeder rein fermionische Hochstgewichtszustand propor-
tional zu einem Zustand der Form

(X x4 )P Imy,m_) mit my >m_, 0 <p<my—m_. (5.114)

Es ldsst sich zeigen, dass auch jeder dieser Zusténde in einem der Tensorprodukte auftreten
muss (némlich in |m4 —p) ® |m_+p)) und die Zustdnde dieser Form daher eine Basis des
C4+ ® C_ bilden.

5.3.3. Tensorprodukt der bosonischen und fermionischen Darstellungen

Als letzter Schritt muss nun eine allgemeine bosonische Darstellung mit einer fermionischen
Darstellung tensoriert werden. Dies soll ebenfalls mit Hilfe von Young-Tableaux geschehen.
Ziel der folgenden etwas umfangreichen Uberlegung ist, dass das Tensorprodukt

Zizh ® (K xg)PImy,mo) (5.115)
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im allgemeinen Fall in hochstens 16 irreduzible Darstellungen zerfillt. Da der skalare Ope-

rator (XT_ X+ )P nur auf den zweiten Faktor wirkt, gilt

@ 0o )P me mo) = (o )7 (214 @ ey, me)) (5.116)

und es geniigt, fiir das spezielle Tensorprodukt mit p = 0 Hochstgewichtszustdnde zu ermit-
teln, da man diejenigen fiir p # 0 durch Anwendung von (XT_XJF)Z’ erhélt. AuBlerdem kann
weiterhin 0.B.d.A. m4 > m_ angenommen werden.

In der Sprache der Young-Tableaux erhilt man fiir das allgemeine Tensorprodukt?

I+l
———
[T 1] ala
blb
-1 @ myd (" (5.117)
n + qlg .
A
7]

Zunéchst gibt es drei verschiedene Moglichkeiten, die beiden Késtchen der ersten Zeile so
anzulegen, dass das Tableau danach noch um weitere Kéastchen erweitert werden kann:

[ [ [ lala] [ [ la] [ ]

(5.118)

Bis zur (m_ —1)-ten Zeile gibt es danach nur genau eine Moglichkeit, das jeweilige Tableau
fortzusetzen. Von den letzten beiden Késtchen mit doppelt vorkommendem Buchstaben
darf eines in die n-te Zeile gebracht werden, ohne dass dies automatisch zu einer ungiiltigen
Buchstabenfolge fithrt. Man erhélt dadurch folgende weitere Moglichkeiten:

[ lalal
55 | lala] 5D
alg 4 (5.119)
9]
[ al | [a] [ [a]
alB alb alb
e bl- bl-
g 19 g (5.120)
g
9] 9]

5Die Wahl der Buchstaben g, h, 4 ist willkiirlich und soll den allgemeinen Fall darstellen.
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N AEER
ala
L blb
T ; (5.121)
g9

9]

Mit Ausnahme des ersten Tableaus in (5.120) ist das Anfiigen von weiteren einzelnen Kést-
chen bis zum vorletzten Késtchen eindeutig. Das letzte Késtchen kann entweder in der n-ten
Zeile oder in der (I41)-ten Spalte angefiigt werden, so dass aus jedem der sechs Tableaux
wiederum zwei unterschiedliche Tableaux entstehen. Fiir das erste Tableau in (5.120) gibt es
zwei Moglichkeiten, das erste einfach vorkommende Késtchen anzufiigen und wiederum zwei
Moglichkeiten fiir das letzte Késtchen. Somit entstehen aus diesem Tableau vier Moglich-
keiten, die zusammen mit den anderen 12 auf maximal 16 irreduzible Darstellungen im
Tensorprodukt fithren.

Die Dynkin-Koeffizienten der auftretenden Darstellungen sind alle von der Form
(ay...,1,...,1,...,b), wobei die Punkte fiir verschwindende Koeffizienten stehen. Die auf-
tretenden Darstellungen kénnen also durch die Angabe von vier Zahlen D(a, b, i, j) charak-
terisiert werden, wobei i, (mit ¢ < j) die Positionen sind, an denen die Koeffizienten 1
vorkommen. Damit lédsst sich das ausreduzierte Tensorprodukt aufschreiben als

D(1,1,0,0) ® D(0,0,m_,m) (5.122)
=D, L,m_,my) @D, l-1,m_—1,my) DI, 1-1,m_,ms—1)

I-1,1-1,m_,my)®D(I-1,1-1,m_+1,m;—1)@D(I-1,1-2,m_,my—1)
=2, l,m_+1,my+1) @ D(1-2,1—-1,m_,my+1)®D(1—2,1—1,m_+1,m,)
I

—2,1—2,m_,my).

Man erkennt in dieser Ausreduktion folgendes Muster: ,, Auf Kosten®“ des ersten bzw. letzten
Dynkin-Koeffizienten kann man die Positionen ¢, j jeweils hochstens um eins nach rechts
bzw. links verschieben und alle 16 so zu bildenden Darstellungen treten im allgemeinen Ten-
sorprodukt auf.

Allerdings gibt es eine Reihe von Spezialfillen, in denen nicht alle 16 verschiedenen Dar-
stellungen auftreten. Diese Spezialfille hingen von den Werten der Zahlen (I,1,m_,m.)
ab und die meisten treten fiir die jeweils kleinst- und groftmoglichen Zahlenwerte ein. In
diesen Fillen ist die Zuordnung zwischen den vier Zahlen (a, b, 7, ) und der Form des Young-
Tableaus nicht mehr eindeutig; so gehéren (a,b—1,1,7) und (a,b,0,j) zum gleichen Young-
Tableau. Hier sollen einige Fille erwéhnt werden, die leicht nachvollziehbar und systematisch
anzuordnen sind. Insbesondere Kombinationen der unten aufgefithrten Félle fithren zu neuen
Spezialfiillen, fiir die es im Zweifel einfacherer ist, die Ausreduktion erneut durchzufiithren,
als sie alle im Einzelnen aufzulisten. Die Fille, die sich aus speziellen Werten fiir m4, m_
ergeben, sind:
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e Fiir m_ = 0 treten in Abhingigkeit von m4 maximal die vier Darstellungen
D(1,1,0,m) 0<my <n, D(I,1-1,0,my—1) 1<my <n—1,
D(I-1,1,0,my+1) 1<my <n—2, D(I-1,1-1,0,my) 2<my <n—1,

auf.

e Fiir my = n treten analog maximal die vier Darstellungen
D(,l,m_,n) 0<m_ <n, D, l-1,m_—1,n) 1<m_<n-—1,

D(I-1,l,m_+1,n) 1<m_<n-2, D(I-1,l-1,m_,n) 2<m_<n—1,

auf.
e Fiir m_ =1 fallen mindestens die vier Darstellungen

D(—-2,1-2,m_,my) DI-2,1—1,m_,m;+1)

- _ 5.123
D(I-1,1-2,m_,m4—1) D(-1,l-1,m_,my) ( )

weg. Fiir my = 1,2, (n—1) treten jeweils nur 6,11,9 verschiedene Darstellungen auf.

e Fiir my = n — 1 fallen ebenfalls mindestens vier Darstellungen weg:

D(1—-2,l,m_+1,m4+1) D(—1,l,m_,my+1) (5.124)
D(I—-2,1-1,m_,m;+1) DI-1,1—-1,m_—1,m;+1) '
Fiir m_ =n—2 bzw. m_ = n—1 treten nur 11 bzw. 6 Darstellungen auf.

o Fir my = m_ + 1 fillt die Darstellung mit my —1,m_ + 1 weg.

e Fiir my = m_ werden die insgesamt 6 Paare von Darstellungen dquivalent, die unter
Austausch von i und j ineinander iibergehen, da sich kein Unterschied ergibt, wenn
m4 oder m_ um eins verdndert wird.

Fiir spezielle Werte von [, [ erhélt man:
e Fiir [ = 0 bzw. [ = 0 treten nur maximal die vier Darstellungen mit [ bzw. [ auf.
e Fiir l =1 bzw. [ = 1 fallen die 4 Darstellungen mit [ — 2 bzw. [ — 2 weg.

Kombinationen dieser Spezialfille fiihrten in allen iiberpriiften Féllen auch zu den Kom-
binationen der entsprechenden Bedingungen. Da aber nicht alle Spezialfille systematisch
iiberpriift wurden, sollte zweifelsfalls die Ausreduktion per Young-Tableaux durchgefiihrt
werden.

Nachdem nun die auftretenden irreduziblen Darstellungen gefunden sind, ist es die Aufga-
be, die entsprechenden Hochstgewichtszustinde zu bestimmen. Dies soll wiederum dadurch
geschehen, dass skalare Operatoren gefunden werden, die einen Zustand der Form

22|, po), (5.125)
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der so gewihlt ist, dass er zur Darstellung mit dem richtigen Young-Tableau gehort, auf
den gesuchten Hochstgewichtszustand abbildet. Dieser Hochstgewichtszustand |HW') muss
auflerdem noch die weiteren Bedingungen

ZO|HW) = [|HW) Ny HW) = X\ X [HW) = my |[HW) (5.126)
Z0|HW) = I|HW) N_|HW) = X' x_|[HW) = m_|HW) (5.127)

erfiillen, wenn er eine irreduzible Komponente des Tensorprodukts
#zl @ [my,m_) (5.128)

ist. Diese Bedingungen charakterisieren den Hé&chstgewichtszustand aber noch nicht voll-
stdndig. Betrachtet man den hermiteschen Operator

F = x-) (x), (5.129)

so stellt man fest, dass dieser auf den Zusténden der Form |my,m_) diagonal ist mit den
Eigenwerten
(my —m_)[my,m_) my >m_

(5.130)
0 sonst

Fimy,m_) = {

Da der Operator F' skalar ist, besitzt er den gleichen Eigenwert auf allen Zusténden der zu
dem Hochstgewichtzustand |mo,m_) gehorenden Darstellung. Da er nur auf den fermioni-
schen Anteil des Tensorproduktes wirkt, muss er auch auf simtlichen Produktdarstellungen
den gleichen Figenwert haben. Man erhélt also die zusétzliche Bedingung

FIHW) = (my —m_)|HW) da 0.B.d.A. my > m_ (5.131)

Aus diesen Bedingungen lassen sich Bedingungen an die Vertauschungsrelationen der ge-
suchten skalaren Operatoren S mit den auf |[HW) diagonalen Operatoren finden. So muss
z.B. gelten:

2O\HW) = 2052 2} |p+.p-) = (20, 5] + kS)2 2klpy.p-) = IHW)
= [20, 812 py,po) = (L — k)SEF2E|py,po) (5.132)
Fiir die weiteren Operatoren erhélt man analog, dass der jeweilige gesuchte Operator S auf
dem Zustand z¥zF|p,,p_) die Bedingungen
20, 8] = (I — k)S [N, S] = (my — ps)S (5.133)
[20,8] = (I — k)S [N_,S]=(m_ —p_)S (5.134)
und

(my —m— —(py —p-))S mq>m_,pp > p_
(m4y —m_)S my >m_,pp < po

—(p+ —p-)S my <m_,py > po
0 my < m_,py < po

[F, 8] = (5.135)
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erfiillen muss. Aus der allgemeinen Ausreduktion des Tensorproduktes ist bekannt, dass fiir
die entstehenden Young-Tableaux gilt:

lpx —my| < 1, -k <2, I—k<2. (5.136)

In Verallgemeinerung der Losung des O(n)-Modells habe ich zunichst vermutet, dass die
Operatoren S1 = Zx+ und Sjt = 2x 1, sowie Produktbildungen davon (insgesamt gibt es 16
unabhingige), die gesuchten skalaren Operatoren wiren, da sie die Eigenwerte von N, 20, 20
in der gewiinschten Weise modifizieren. Man stellt jedoch fest, dass diese Operatoren die
Bedingung beziiglich des Kommutators mit F nicht erfiillen. Man sieht hingegen leicht ein,

dass die Operatoren S, = ZXJF(X;Xi) und Si = ZXIF(XlXﬂ ebenfalls den Bedingungen

geniigen, die auch von Sg ) erfiillt werden, weshalb eine Linearkombination der Operatoren
S1 und S’, zu suchen ist, die zusétzlich die gewiinschte Kommutatorbedingung mit F erfiillt.
Dabei stellt man fest, dass es aufgrund der Fallunterscheidung in (5.135) nicht immer moglich
ist, eine feste Linearkombination zu finden, die die Bedingungen auf allen Zusténden obiger
Form erfiillt. Beispielsweise ist

[F,s1) =5} + 5T (dxe) (5.137)

und da (XLX—) auf Zustédnden mit p; > p_ verschwindet, erfiillt Sl alle obigen Bedingungen
falls
my —py = 1, m_ —p_ =0, Py > P S my >me. (5.138)

Fiir alle Zustdinde mit py < p— muss die Linearkombination
(p- —p)St — 5] (5.139)
verwendet werden, da fiir sie gilt

[F.(p- —p)St = ST =ST(p- —py = N_+ Ny = F) = ST(N_ = Ny —p_ +py)
=0 auf [py,p_) mit pr <p_ S my <m_. (5.140)

Da nach wie vor my > m_ angenommen werden darf, miissen fiir einige Operatoren kei-
ne Fallunterscheidungen gemacht werden, obwohl die Bedingungen nicht fiir alle méglichen
m4, m_ erfiillt sind. Im Folgenden sollen linear unabhéngige Kombinationen der 8 Opera-
toren Sg ), Sf) gebildet und gezeigt werden, dass diese bei Beachtung obiger Bedingungen
eindeutig zu den Hochstgewichtszustéinden der 16 maximal auftretenden Darstellungen des
Tensorprodukts fiithren.

Der Zustand mit dem absolut hochsten Gewicht im Tensorprodukt ist wie gewohnt durch

das Produkt der Hochstgewichtszustdnde der Faktorsdarstellungen gegeben:
D(l,l,m_,my) : Z{zﬁl|m+, m_). (5.141)

Fiir die Darstellungen mit m 4+ 1 oder m_ + 1 werden lineare Kombinationen der skalaren
Operatoren benétigt. Man erhélt aus obigem Beispiel

my —1,m_) my >m_

D1 —1,m_,my —1): (5.142)

lmy —1,m_) my=m_
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und analog

DI~ 1,l,m_+ 1,my) : S‘Zil_izé‘m%m‘ T my > mo (5.143)
(S_+ 8z b imye,m_ +1) my =m_

D(,l-1,m_—1,m4): [(er—m,—i—l)SJr - S’lj] Zizé_l|m+,m,—1> my > m_ (5.144)

D-1,l,m_,my+1):  [(my—m_+1)S, + 5] 2 me+1,me) my > me (5.145)
Als n#chstes sollen quadratische Kombinationen der skalaren Operatoren betrachtet werden,
was zu Hochstgewichten von sechs weiteren Darstellungen fithrt. Die ersten beiden sind die-
jenigen, bei denen die Positionen (i, j) beide um eins nach rechts bzw. nach links verschoben
sind. Hier werden quadratische Kombinationen von aS_ + S’ und 3S4 + 5, bzw. ast +5'1
und ﬁSl + Sﬁ benotigt. Man stellt fest, dass sowohl Kommutator als auch Antikommutator
der jeweiligen Operatoren auf den betrachteten Zusténden proportional zu S_S; bzw. il Sjr
sind und damit keine anderen quadratischen Kombinationen von Interesse sind. Man erhélt
also -

DI —2,l,m_+1,my+1): S 8,272 m, +1,m_+1) (5.146)

und
D1 —2,m_ —1,m; —1): SiSiZizf;ﬂer —1,m_—1). (5.147)

Fiir die beiden Darstellungen, bei denen Position ¢ nach rechts und Position j nach links
(bzw. umgekehrt) verschoben ist, treten erneut Fallunterscheidungen auf, da hier mehrere
mogliche quadratische Kombinationen denkbar sind, von denen aber jeweils nur eine im
jeweiligen Bereich die Bedingung (5.135) erfiillt. Es ergibt sich:

DI -1, —1,m_+1,m;—1): (5.148)
SLS_E{_lzf;l]mJF—l,m_—i-D my > m_+2

{ (m_—my+1)ST =51 ((m_—my +2)S_+8 )22 my —1,m_+1) my <m_+2

und

DI—1,1—1,m_—1,my+1): (5.149)

(my—m_+1)8T =8 ((my—m_+2)9, +5 )2 2 my +1,m_—1) my >m_—2.

Schlielich sind noch die beiden Héchstgewichte der Darstellungen zu finden, bei denen Po-
sition ¢ bzw. j hin- und zuriickgeschoben wird, so dass zwei indquivalente Darstellungen mit
gleichem Young-Tableau entstehen. Hierfiir kommen zunéchst vier quadratische Bildungen
der skalaren Operatoren in Frage, die alle notwendigen Bedingungen erfiillen:

A= ((my—m_+1)8; +5,)ST B =S ((my —m_)S; +5") (5.150)
C=((my—m_+1)ST —5Ts_ D=5_((my —m_)st — ) (5.151)
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Allerdings stellt man fest, dass diese Operatoren den folgenden Beziehungen geniigen:

(A+B)+ (C+D)=2(my —m_+1)zz
(A+B) - (C+D)=2(5_8" —5t5,) (5.152)
(A= B)—(C—D)=2(my —m_ +1)(5_5T —515,)

Mit der Nebenbedingung zZz = 1 sieht man ein, dass die erste Kombination eine Darstellung
liefert, die der Form der Darstellung (5.141) entspricht und dass die zweite Kombination
proportional zur dritten ist. Daraus folgt, dass man alle von den Operatoren A, B,C, D
erzeugten Darstellungen erhalten kann, wenn man, zusétzlich zu den bisherigen Darstel-
lungen, nur die beiden Kombinationen A — B und C — D zulésst. Man erhélt also fiir die
Hochstgewichte der beiden Darstellungen

DI—-1,1—1,m_,my): (A- B)E{_lzifl\mJF, m_)

N - (5.153)
DI —1,1—1,m_,my): (C—D)2 2l my m_).

Natiirlich konnten an dieser Stelle auch zwei andere unabhéingige Kombinationen von A — B
und C — D gewéhlt werden, deren zugehorige Darstellungen dann aber den gleichen Unter-
raum des Hilbertraums aufspannen. Aus Zeitgriinden konnte leider nicht mehr untersucht
werden, welche Kombination der A — B,C — D in den Féllen zu wihlen ist, in denen die
Darstellung D(I — 1,1 — 1,m_,m. ) nur einfach auftritt.

Analog zu den linearen Kombinationen gibt es vier Dreier-Kombinationen der Operatoren,
die weitere vier Hochstgewichte erzeugen. Sie lauten

D(I-2,1-1,m_,m+1) : {(m+—m_+1)ST_ — Sj,S_SJ,_} 2{_222_1\m++1,m_) my > m_

D(-1,1-2,m_—1,my) : {(er—m,—l—l)SJr - SSF,SLSi} Z{_lzf;2|m+,m,—1) my > m_

- S_ [SJHSH Z?2zfjl\m+,m,+l> my > m_
D(l-2,l-1,m_+1,m4) : ) _ (5.154)

{Sl—S_J,S+S,}Zi*221l@_1|m+,m,+1> my =me-_

_ Si [S_,S]L_} 25_12711_2|m+—1,m_> my > me_
D(I-1,1-2,m_,m4y—1): (5.155)

{s_ + S’_,ST_SL} 2, 1ml) my =me

Die Kommutatoren/Antikommutatoren, die in den obigen Hochstgewichtszustinden auf-
treten, erkldren sich dadurch, dass die entsprechenden Antikommutatoren/Kommutatoren
trivial sind und H6chstgewichtszustéinde liefern, die proportional zu anderen schon aufgetre-
tenen Hochstgewichtszustinden sind.

Als letzten, sechzehnten Hochstgewichtszustand erhélt man schliefflich folgende Viererkom-
bination

DI —2,1—2,m_,my) : [SL S@ : [si, s_] 202 ). (5.156)
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Damit sind fiir alle maximal 16 im Tensorprodukt
11 .
Z12y, @ |my,m_) mit my > m_ (5.157)

auftretenden Darstellungen die Hochstgewichtszustéinde angegeben. Die Hoéchstgewichtszu-
stande des allgemeinen Tensorprodukts (5.115) ergeben sich nach (5.116) durch p-fache An-
wendung des Operators (XT_ X+) auf die angegebenen Hochstgewichtszustéinde.

Nachdem nun bekannt ist, wie der gesamte Hilbertraum in irreduzible Darstellungen der Ope-
ratoren D;; zerfillt, muss als letzter Schritt wiederum eine Projektion durchgefiihrt werden,
um die iiberzéhligen fermionischen Freiheitsgrade zu verlieren. Hierbei kommen folgende vier

Projektionsoperatoren in Frage

=5.8t5.s"  pP=sls5.5 5"

1
-5.8'sts P =515.8"5, (5.158)
die die ,radialen“ Fermionzahlen N, N_, der physikalischen Zusténde auf +1 festlegen. Die
Losungen, die sich fiir die verschiedenen Projektionen ergeben, sollten physikalisch dquivalent
sein, da es sich einzig um verschiedene Einbettungen des physikalischen Unterraums in den
gesamten Hilbertraum handelt. Leider konnte die Beziehung unterschiedlicher Projektionen
zueinander nicht mehr genauer untersucht werden. Fiir die Angabe der allgemeinen Loésung
soll der Projektionsoperator P; verwendet werden, fiir den [P}, (XT_XJF)I’] = 0 gilt, wodurch
eine einfachere Darstellung der Losung moglich ist. Fiir den Vergleich des CP*-Modells mit
dem O(3)-Modell soll die Projektion P, verwendet werden, da hier die Identifikation der
einzelnen Sektoren besonders leicht gelingt.

Wendet man den Projektor P = P; auf die Héchstgewichtszustinde der einzelnen Darstel-
lungen an, so ergibt sich:

D(f,l,m,,m+) : P2§Z£L|m+7 >

D, 1—1,m_,my—1): 0

D, 1—1,m_—1,my): 0

D([—l,l,m_,m++1) : —S_S+ ((m+—m_+1)S ST> 5l1 1Zl ]m++1 m_ >

. Sy S15 ZHz 41 >m_
DU Lm_tlmy): 4SS E ety e

S_S (S, =80z 2 lmy,m_+1) my =m_

D, 1-2,m_—1,m;—1): 0

)
D(I—2,1,m_+1,m; +1) : S_S 222k lmy +1,m_+1)
D(I-1,1-1,m_+1,m;—1):
D(I-1,1-1,m_—1,m;+1):
D(I—-1,1—1,m_,my) :
D(I—1,1—-1,m_,my) : (m+—m_)P2{_lzf:1]m+,m_
D(I—-1,1-2,m_,m;—1):
)

0

0

(my—m_+2)PZ 2l my m_)

)

0

D(I—-1,1-2,m_—1,my): 0
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D(I—-2,1-1,m_,my+1): S_S, ((m+fm,+1)ST ST) zll 22 my +1,m_)

S,S+512%22£L_1|m+,m,+1> my > me_
SpS- (ST — S my,mo+1) my =m_

D(I—-2,1-2,m_,m,) : PZ?225:2|m+,m,>

D(I—-2,1-1,m_+1,my) : {

Man erkennt, dass einige der Darstellungen unter Projektion verschwinden und andere dqui-
valent zueinander werden. Alle obigen projizierten Hochstgewichtszustinde entsprechen der
Form nach denen der vier Darstellungen

D(l_vlvm—um+) : Piizillm+,m_>
D(-1,l,m_,my+1): —S_S; ((m+—m,—i-1)5T ST) zll L imy+1,m_)

Sy STS A my m_+1) m, >m._  (5:159)

D(I—1,1,m_+1, :
( " ) {S S+(ST s’ )zll Vlimy,m_4+1) my =m_

D(I-2,l,m_+1,m +1): S_SyZ22 my +1,m_+1).

Die anderen Zustéinde unterscheiden sich zwar fiir festes [, von diesen, doch besteht die
Angabe einer Losung des CP"~'-Modells darin, alle voneinander verschiedenen Darstellun-
gen zu finden, die fiir beliebige [, ! auftreten. In der Losung des allgemeinen CP"~!-Modells
treten daher nur Darstellungen der obigen Form auf, sowie diejenigen, die durch p-fache
Anwendung des Operators XT_XJF (p = 1...(my—m_)) daraus entstehen, da XT_
dem Projektionsoperator P; vertauscht. Leider blieb auch fiir die genauere Untersuchung
der Struktur der Losung des allgemeinen CP"~!-Modells nicht geniigend Zeit. Insbesondere
konnte nicht mehr untersucht werden, wie die vier obigen Darstellungen im allgemeinen Fall
unter Supersymmetrietransformationen aufeinander abgebildet werden. Da das allgemeine
CP" !'-Modell nicht néher betrachtet wurde, soll im nichsten Abschnitt anhand eines Bei-
spiels gezeigt werden, wie man prinzipiell vorgehen muss, um aus den obigen Uberlegungen
die Losung des CP"~1-Modells fiir beliebiges n zu konstruieren.

X+ mit

5.3.4. Losung des CP'-Modells

Als Beispiel fiir die Konstruktion einer Losung eines beliebigen CP"~!-Modells soll hier das
CP!'-Modell behandelt werden. Um die Eichinvarianz des Modells zu gewihrleisten, muss
Bedingung (5.95) erfiillt sein, die sich in die einfache Gleichung

I—l4+mi+m_=n (5.160)
iibersetzt. Im Beispiel des CP!-Modells gilt n = 2. Jetzt konnen die Darstellungen, die in
den einzelnen Sektoren mit unterschiedlichen m, m_ auftreten, bestimmt werden. Dabei ist

klar, dass m+ nur die Werte 0, 1 annehmen kann, da m+ = 2 auf null projiziert wird. Hierzu
ist in jedem Sektor mit festem m4 > m_ das Tensorprodukt

(x_ x5 )PP (25212 ® |m4+p, m_ —p>> p=0...min(n —my,m_) (5.161)
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auszureduzieren. Im Prinzip kénnten die auftretenden Hochstgewichtszusténde nun direkt
aus Gleichung (5.159) abgelesen werden, doch bildet das CP*-Modell einen Sonderfall, da
fir my = 1 bzw. m_ = 1 die Darstellungen |my £ 1,m_) bzw. |my,m_ £ 1) das gleiche
Young-Tableau haben. Dies ist eine Besonderheit, die fiir n > 2 nicht mehr auftritt. Aus
diesem Grund erhilt man bei der expliziten Ausreduktion Kombinationen der verschiedenen
Ho6chstgewichtsvektoren mit gleichem Young-Tableau.

Gliicklicherweise treten im Fall des CP'-Modells bei den Tensorprodukten nur wenige irredu-
zible Komponenten auf, weshalb die Produkte in den einzelnen Sektoren explizit ausreduziert
werden konnten.

m4 =m_ = 0: In diesem Fall ist das Tensorprodukt trivial und man erhilt
Pzi2400,0) = 2210, 0). (5.162)

Die Eichbedingung liefert [ —I = 2, so dass alle Darstellungen, die in diesem Sektor auftreten,

der Form
222010,0)  1>0 (5.163)

entsprechen.

my =1 m_=0,l=1041: In diesem Sektor ergibt sich fiir das Tensorprodukt

22l @ |1,0) = 25 21,0) @ | (1+ 1)(2S4 + 8%) 2 252, 0) + 3181 2112010, o>] (5.164)
Nach der Projektion erhélt man
—S, 22 0) @ 3(1+1)5, 212512, 0), (5.165)
so dass sich wiederum alle Darstellungen dieses Sektors in einer einheitlichen Form
S ztZ2,00  1>0 (5.166)

schreiben lassen.

my =0 m_=1,1=1+1: Da XT_X+|1,0) = 10,1) gilt, erhélt man alle Zustédnde dieses

Sektors durch einmaliges Anwenden von XT_

des vorigen Sektors, also

X+ auf den allgemeinen Hochstgewichtszustand

(X x)S 2 2402,0) = S_ztzhj0,2)  1>o0. (5.167)
m4 =1, l =1: Hier erhiilt man bei der Ausreduktion

72 ®(1,1) =221, 1) & [(5*__sz> 5L, 0) + (Sy + 87 202, 1>]
® [(l—l) (Sisizlz 20,0) + S_S, 2 2z§|2,2)) (5.168)
+ st — shy@s, + 84)2 12, o>}
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Bei der Projektion werden aus den Linearkombinationen jeweils alle bis auf einen Sum-
manden vernichtet und die drei verbleibenden Darstellungen gehen fiir unterschiedliche [
ineinander iiber. Alle Darstellungen, die aus obigem Tensorprodukt verbleiben, haben die
Ho6chstgewichtszustdnde

SyS_zM2,2)  1>0. (5.169)

AufBlerdem konnten in diesem Sektor im Allgemeinen noch Darstellungen aus dem Tensor-
produkt
2 ® (xLx1)[2,0) (5.170)

fallen, doch werden diese bei der Projektion vernichtet.

Die Darstellungen in den verschiedenen Sektoren sind aufgrund der erweiterten Supersym-
metrie des Modells durch Anwendung der vier Superladungen @, Ql, die in der Darstellung
(3.60) die Form

QL = Wil = —i(xL0) +i(=xL) (20 + No) + i) (dxs) +iex) (X (exg) - (5171
Qi = ULIl = —i(x+0) + iZx=(20+n—Ni) —i(xExe) (Bxz) — i(2x2) (2xh) (Bxz) (5.172)
annehmen, miteinander verbunden. Man erhélt
QT £2,010,0) = i(l + 2)S1 212 l+1X;|:1X:|:2’0>
QiS8.ztls l+1Xi1Xi2|0> = —i(1 + 1)222400, 0)
QT Sz (TL10) = T+ 1)S_ 5, 22022, 2)
QiS_S+zlzé+2\2, 2) = +i(l + 2)Sizl+1 l+1xilxi2|0>

1>0 (5.173)

und die beiden anderen Superladungen verschwinden auf den jeweiligen Zustéinden. Man
liest die Energie des obigen Multipletts ab

Hzt225(0,0) = ({QT Q4 +{Q1, Q- }) 212:110,0) = (1+1)(1+ 2)25722400,0) (5.174)

und erkennt, dass neben den in Multipletts gruppierten Darstellungen zwei Grundzustdnde
existieren, auf denen alle Superladungen verschwinden

S4]2,0), S_10,2), E=0. (5.175)
Insgesamt treten also die folgenden Energien mit ihren jeweiligen Entartungen auf
. 2 [=0
=Il(l+1) 1>0 mit Entartung (5.176)
4-(20+1) 1>1.

Die [-Abhéngigkeit der Energien und ihre Entartung stimmen also mit den Ergebnissen fiir
das O(3)-Modell iiberein. Allerdings ist zunéchst verwunderlich, dass die Grundzustéinde in
den beiden 1-Fermion-Sektoren auftreten und nicht im bosonischen und 2-Fermion-Sektor.
Im néchsten Abschnitt soll gezeigt werden, dass eine einfache Koordinatentransformation
zwischen CP!- und O(3)-Modell vermittelt, wenn man statt der Projektion P; die Projekti-
on P, wihlt. Dies legt den Schluss nahe, dass die Ergebnisse in verschiedenen Projektionen
ineinander iiberfithrt werden kénnen, wenn man die verschiedenen Sektoren in einer be-
stimmten Weise miteinander identifiziert.

80



5.3. Algebraische Lésung des CP"~'-Modells

5.3.5. Vergleich der Lésung des CP'- mit der des O(3)-Modells

Es ist bekannt, dass das O(3)-Modell und das CP!-Modell dquivalent sind, dass also unter
einer Koordinatentransformation Wirkung und Nebenbedingungen der Modelle ineinander
iiberfithrt werden kénnen [9, 2]. Auf die bosonischen Koordinaten der Hilbertraume tibertrégt
sich diese Transformation geméfl

1 . _
200 = 5 (o + i20)5) = V27122
i =i 1
To@e = 20"z = Fow) = 7(1,10(3) _ i$20(3)) — 2215 (5.177)
V2
T3 = Z121 — 2229
und fiir die fermionischen Operatoren erhilt man aus
XiO(B) =zo'x; +x o'z, xE(g) =zo'x_ + xloiz (5.178)
die expliziten Transformationen
¢ =V2(z1x'y + 2ax41) o = V2(Z1x—2 + z2x\y)
¢ =V2(zx" | + 21x12) o' = V2(Zx_1 + 21xy) (5.179)

X3 = Z1X+1 — Z2X+2 + Z1XT,1 - Z2X12 Xg), = leil - szig +Z1X-1 — Z2Xx-2-

An diesen Transformationen erkennt man, dass die beiden bisher verwendeten Vakua 10)o(3)
und |0)¢p1 nicht identisch sein konnen, da die Operatoren ¢, ¢, x3 des O(3)-Modells auf dem
CP!-Vakuum nicht verschwinden. Stattdessen liegt die Identifikation

0)o() = X" ix510)epr = 10,2) (5.180)

nahe. Fiir ein so definiertes Vakuum tauschen die Operatoren y_, XT_ ihre Rolle beziiglich
der Interpretation von Fermionerzeugung und -vernichtung.

Aus dieser Identifikation der Vakua der beiden Modelle folgt, dass der bosonische Sektor des
O(3)-Modells durch die Koordinatentransformation auf den |0, 2)-Sektor des CP*-Modells
abgebildet wird und der 2-Fermion-Sektor nach der Transformation im (my = 1)-Sektor
liegt. Im Formalismus zur Losung des CP-Modells kiénnen in beiden dieser Sektoren iiber-
haupt nur dann nichtverschwindende Wellenfunktionen auftreten, wenn der Projektor P»
verwendet wird, da mindestens einer dieser Sektoren von allen anderen Projektoren vernich-
tet wird. Deshalb soll nun die Losung des CP!-Modells mit dem Projektor P, entwickelt
werden.

my =0, m_ =2, =1: Indiesem Sektor treten die Darstellungen aus dem Tensorprodukt

P (zﬁ ® 2 ® 10,2)) (5.181)

auf. Da der letzte Faktor ein Singlett ist, ist dieses Produkt trivial und man erhalt, dass alle
Héchstgewichtszustdnde von der Form

z2500,2)  1>0 (5.182)

sind.
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my =1, m_ =2, l=1—1: Hier lautet das Produkt vor der Projektion

2 @ |1,2) = 2521, 2) @ |3(1 — 1)S, 27242, 2) — 18T A 0, 2) | (5.183)

Durch die Projektion fillt der zweite Summand der zweiten Darstellung weg und die Hochst-
gewichte der iibrigbleibenden Darstellungen sind in diesem Sektor von der Form

Syl 29y 1> 1. (5.184)
my =0, m_=1,1=1+1: In diesem Sektor konnen die Ergebnisse aus dem vorigen Ab-

schnitt verwendet werden. Vor der Projektion erhélt man durch Anwendung von (XT,

(5.164)

X+) auf

2 ©10,1) = 2712000, 1) @ [(z+1)(25 + 5724 2400,2) + 3151 241201 0,0)| . (5.185)

Nach der Projektion erhélt man fiir die verbleibenden Darstellungen die Héchstgewichte der
Form

Stz+22b0,0)  1>0. (5.186)

my =1, m_=1,1=1: In diesem Sektor ergibt sich zunichst das gleiche Produkt wie
(5.168). Durch die andere Projektion sind nun die Zustédnde der Form

S.STz 22,0y, 1> 0. (5.187)

In diesem Falle liefert aber auch das Tensorprodukt

() (218 @12,00) = (6 xa) 2 212,0) (5.188)

nach der Projektion einen Beitrag, doch dieser ist ebenfalls von der obigen Form.

Ubersichtlich zusammengefasst lauten die Ergebnisse in den verschiedenen Sektoren also

‘ + = 0 m+ = 1

m_ =2 zt250,2) S,z 71202, 2) 1>1
Stz+10,0) ST 222, 0)

m_ =1

Die Superladungen QS{) bilden die Darstellungen in einer Zeile und die Superladungen
Q(_T) die Darstellungen in einer Spalte aufeinander ab. Die Grundzustinde lauten |0,2) und

S+SUO, 2). Die auftretenden Energien und Entartungen entsprechen den Ergebnissen aus
Abschnitt 5.3.4.

Um diese Ergebnisse mit denen des O(3)-Modells zu vergleichen, sind letztere mit den obigen
Transformationen zu iibersetzen. Bei dieser expliziten Rechnung erhélt man

Sektor O(3)-Koordinaten CP!-Koordinaten

bosonisch 2410) ~ (z122)']0)

1-Fermion  Pz716lj0)  ~ (F12)! (—’2ST 10) + 225, |2, 2>)
SATteldI0)  ~ (zz) (2280100 + 238112,2))

2-Fermion  Szlolyigllo)y  ~ (7122)'9.57 [2,0)
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5.3. Algebraische Lésung des CP"~'-Modells

Aus der Tabelle ist ersichtlich, dass die Wellenfunktionen im bosonischen und 2-Fermion-
Sektor in beiden Beschreibungsweisen iibereinstimmen. Im 1-Fermion-Sektor fiihrt die Be-
schreibung des O(3)-Modells auf eine andere Basis des Sektors, aber man sieht, dass der
Sektor in beiden Beschreibungen iibereinstimmt. Die Dimensionen der auftretenden Darstel-
lungen sind in beiden Beschreibungen durch 2/ + 1 gegeben und die Energien stimmen bis
auf den Faktor 2, um den sich die Hamiltonoperatoren der Modelle unterscheiden, iiberein.
Damit konnte die Aquivalenz der Losungen des CP!- und des O(3)-Modells nachgewiesen
werden.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, fiir die quantenmechanischen supersymmetrischen O(n)-
und CP" 1-Modelle eine Losung in Form von Eigenzustéinden und Eigenwerten des jeweili-
gen Hamiltonoperators zu entwickeln.

Nach der dimensionalen Reduktion der klassischen Modelle auf eine zeitliche Koordinate
konnten die bosonischen Felder als Koordinaten eines mechanischen Modells mit Nebenbe-
dingungen aufgefasst werden, das im Falle der O(n)-Modelle im R™ und im Falle der CP"~!-
Modelle im C" formuliert ist. Die fermionischen Felder gingen in abstrakte Grafimann-
ungerade Koordinaten iiber, die keine direkt anschauliche Bedeutung haben. Die Erweite-
rung der klassischen Mechanik um diese Groflen macht es jedoch moglich, supersymmetrische
Theorien auf der Ebene der Mechanik zu untersuchen. Die Supersymmetrie der betrachteten
Modelle konnte fiir beide Modell-Klassen explizit nachgewiesen werden.

Mit Hilfe der Dirac-Quantisierung konnten die Modelle unter Beriicksichtigung der Neben-
bedingungen kanonisch quantisiert werden. Dabei wurde die im CP"~!-Modell enthaltene
Eichfreiheit teilweise durch die Wahl einer Eichung fixiert. Der Generator der verbleibenden
globalen U (1)-Symmetrie wurde als first class constraint auf dem physikalischen Hilbertraum
implementiert. Zur Losung aller auftretenden Ordnungsprobleme wurde die Weyl-Ordnung
der Operatoren verwendet.

Anschlieflend wurde fiir den Spezialfall des O(3)-Modells untersucht, welche Aussagen iiber
den Hilbertraum und das Spektrum des Modells getroffen werden kénnen, ohne das eine Dar-
stellung der bei der Dirac-Quantisierung entstandenen Algebra der kanonischen Variablen
bekannt ist. Hierbei wurde gefunden, dass der Hilbertraum in drei Sektoren mit Fermionzahl
0,1, 2 zerfillt, im bosonischen und 2-Fermion-Sektor die gleichen Eigenfunktionen auftreten
miissen und dass zu jedem solchen Eigenzustand positiver Energie je zwei weitere supersym-
metrische Partnerzustdnde im 1-Fermion-Sektor konstruiert werden kénnen. Anschliefend
wurde eine Darstellung der Dirac-Algebra des O(3)-Modells in Kugelkoordinaten genutzt,
um zu zeigen, dass der Hamiltonoperator dem Quadrat eines verallgemeinerten Drehimpuls-
operators entspricht, wodurch die Eigenfunktionen explizit angegeben werden konnten. Hier-
bei bestétigten sich die allgemeinen Aussagen iiber Hilbertraum und Spektrum der Theorie.
In Verallgemeinerung der Darstellung fiir die Algebra des O(3)-Modells konnte anschliefend
sowohl fiir das O(n)- als auch fiir das CP"~'-Modell eine Darstellung der Dirac-Algebra ange-
geben werden, die zumindest teilweise geometrisch anschaulich erscheint, in der Weise wie sie
die Operatoren der durch Nebenbedingungen eingeschréinkten Modelle mit den entsprechen-
den Operatoren einer freien Theorie im umgebenden Raum in Beziehung setzt. Es konnte
gezeigt werden, dass der Hamiltonoperator des O(n)-Modells einem quadratischen Casimir-
Operator der SO(n) und der des CP" *-Modells dem quadratischen Casimir-Operator der
SU(n) entspricht. Unter Verwendung der jeweiligen Darstellung der Dirac-Algebra konnte
gezeigt werden, dass diese Operatoren gerade zu den Darstellungen gehoren, die die jeweili-
gen Gruppentransformationen der Koordinaten des umgebenden Raums generieren. Um die
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Eigenfunktionen des jeweiligen Modells zu finden, musste im Folgenden untersucht werden,
wie der gesamte Hilbertraum des Modells in irreduzible Darstellungen der jeweiligen Gruppe
zerfallt.

Fiir das O(n)-Modell konnte unter Benutzung der Methode von Wipf et. al. [27] fiir beliebi-
ges n gezeigt werden, wie die Losung des Modells zu konstruieren ist. Bei der Betrachtung
der Modelle mit n = 3,4,5 wurde festgestellt, dass sich die Losung in einfacher Weise fiir
groflere n verallgemeinern lidsst. Wie erwartet, konnte nachgewiesen werden, dass sdmtliche
Zusténde positiver Energie mit genau einem Zustand gleicher Energie in einem benachbarten
Fermionzahl-Sektor durch Anwendung der Superladungsoperatoren verbunden sind. Aufler-
dem konnte gezeigt werden, dass die Losung fiir n =3 mit der zuvor in Kugelkoordinaten
gefundenen Losung iibereinstimmt.

Fiir das CP"~!-Modell ist eine Angabe der Losung in dieser Allgemeinheit im vorgegebe-
nen Zeitrahmen leider nicht gelungen. Zwar konnte die zuvor verwendete Methode auf das
CP" '-Modell iibertragen werden und bestimmt werden, welche Darstellungen der SU(n)
in den jeweiligen Sektoren des Hilbertraums auftreten, doch ist es nicht gelungen, die allge-
meine Struktur der Losung fiir beliebiges n anzugeben und néher zu untersuchen. Dennoch
konnte fiir das CP'-Modell eine Losung bestimmt werden, die die erwartete Struktur einer
N = 4 supersymmetrischen Quantenmechanik aufweist. Auflerdem wurde an diesem Beispiel
deutlich, wie man die Losung fiir ein allgemeines n konstruieren kann. Allerdings stellte sich
heraus, dass mehrere Projektionen denkbar sind, die den Hilbertraum der im umgebenden
Raum formulierten freien Theorie auf den des jeweiligen Modells einschranken. Unter Be-
nutzung einer bestimmten Projektion konnte die Aquivalenz der Losungen von O(3)- und
CP!-Modell nachgewiesen werden.

Als denkbare Fortfiihrung dieser Arbeit wire es wiinschenswert, eine allgemeine Losung fiir
das CP"1-Modell zu entwickeln, in der neben der Angabe der Eigenfunktionen und Eigen-
werte des Hamiltonoperators auch deutlich wird, wie die Supersymmetrietransformationen
die auftretenden Darstellungen in Beziehung setzt. Daneben wire es interessant zu unter-
suchen, ob die physikalische Aquivalenz der verschiedenen denkbaren Projektionen nachge-
wiesen werden kann und in welcher Weise die Sektoren unter verschiedenen Projektionen
miteinander zu identifizieren sind.

Eine iiber diese Arbeit hinausgehende interessante Fragestellung wére, ob bei der Beschrei-
bung des Problems mit Hilfe von Superalgebren die auftretenden Darstellungen, die durch
Anwendung der Superladungen ineinander iiberfithrt werden, in natiirlicher Weise in Ver-
bindung stehen.
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A. Anhang

A.1. Nachweis der Darstellung der Dirac-Algebra des
O(n)-Modells

Unter Benutzung der Darstellung (3.24) soll in diesem Abschnitt explizit gezeigt werden,
dass die Dirac-Algebra (3.23) auf Operatorebene erfiillt ist.

i, ] = — (O — ziww)Op; = —i(0ij — wij) (A.1)
{0, \Ilj = (0 — wixn) (051 — xj21) 0k = 045 — mixj (A.2)
[pi \I’ET)] = (G — @) [0 zjzn] X3 1 [Emx Xm — Emxbx (65 — 2ja)

Naiihytlnd?
Sy w1+ Ok D5

= i(dy — miazl)xlmwj = ixj\I/l(-ﬂ (A.3)

pivpel = = [0 — 2:23)0;, (1 — 2r20) A1) + (835 — 2650, T X[ Xom — T X k] —
(Som—sm) o xm =)
— (i k) - (XX = T XX T XX — TnXixe]
En@n (X X Ormks =X | X Fin X0 X0 Gin—Xh XiOmbk X X1 Omn =X Xk Omn)
= 2p(0y — xix)0) — x4 (0p; — xpx;)0; + XZXz' - XIXk
= U+ UL —i(zipr — 2api) (A.4)

A.2. Nachweis der Darstellung der Dirac-Algebra des
CP"~'-Modells

Wie fiir das O(n)-Modell in A.1 soll die Darstellungseigenschaft von Gleichung (3.60) fiir die
Dirac-Algebra des CP"~!-Modells (3.54) nachgewiesen werden.

[Hi,zk} = —i 5ij _ ZiE 5jk; S <5i _ Zsz) [Hi, Zk] _ iZz'Zk:
2 9 5
Z 5 (A.5)
_ . ZiZq . ZiZk _ iz
[t 2] = =i <5ij B 2J> Ok = i <5i 2 ) 1L, 2] =1 2
{Way, \I/er[j} = (0ik — 2iZk) (051 — Zjz){ Xtk XL} = (0ij — 2iZj) 04+ (A.6)

87



A. Anhang

. ZiZ B L ZiZ i .
[, Uip] =i (5ikz - %) ZIX+1 — IZTIX:I:le —1(0ki — 2kZi) ZnX2n = 0 (A7)
. Zizl\ i__ . _ .
[I1;, \I/Tik] =i (5@'1 — %) ZkXitl — gzizk(zjx;) =iz (04 — Zizl)Xll = 1zk\IlL- (A.8)
Analog erhilt man
[, wl,]1=0 [, U] = izp Uy, (A.9)

Fiir die Kommutatoren der Impulse ist die Rechnung etwas umfangreicher:

Z;2 Ziz 1. - _ = ZiZn
[Hi,Hj] = — |:<6zk: — J) Ok, <(5jl — jl) 8l:| - Z[Zizkak’ ijlal] 9 XL]Xin
zzz = 2iZ ZiZ ZiZ =
#5505 ) o 57 [ - 751) 0 o
=0 (A.10)
2iZ] =
- [zn, gl@l} Xeixn = ZoZm[Ockixan), O xm)]
1/ _ _ _ _ i,_ _
=3 (Zjaz‘ —20; — (Zx, — Zz’XL)(ZXi)) = —5 (&l — z1L)
Und analog .

[ﬁi,ﬂj] = —%(Ziﬁj — Zjl:[i). (All)

Schliefllich erhalt man

_ ZiZ V%) ZiZ; 2kl
[IL;, II] = — [(5@‘ 2j> 0, (5k1 - T) 81] [(% - 2]> 0}, 2(91]

ZiZ ZiZj = 2Lz
- [(5@' - 2]) aj,Zn] en Xtk + [ 5 <5kl - ﬂ) th}

212
i [Zns (00— L) 1] + Zozm [ (X Lixan)s O] (A.12)
2

+ (N, +1) <5@-J- - Zj;’)

(2j0; — Z:0;) — Xhixs +

N, +1
2

ZA
XL(ZXi) + ;(ZXL)Xij + 055 —

— ZiZj

N

2

i
= —5 (&l — 21L) — WL W+ (65 — 2:25).
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