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1 Einleitung

Viele der Fortschritte in der Beschreibung der Physik der Elementarteilchen konnten erreicht
werden, durch das Studium der zu Grunde liegenden Symmetrien. So ist es auf diese Weise ge-
lungen, vermittels relativistischer Quantenfeldtheorien das Standardmodell der Teilchenphysik
zu entwickeln.

Fine vollig neuartige Form von Symmetrie bieten hierbei Transformationen mit dem populéren
Namen Supersymmetrie. Das bemerkenswerte an Supersymmetrie ist, dass sie Bosonen in
Fermionen iiberfiihrt, und umgekehrt. Wire eine solche Symmetrietransformation gangbar, so
wiirden Bosonen und Fermionen mit gleicher Masse existieren. Fiir diesen Sachverhalt miissten
jedoch ldngst experimentelle Nachweise erbracht worden sein; was bisher noch nicht der Fall
ist.Warum sollte man sich also iiberhaupt mit Supersymmetrie beschiftigen? Dafiir gibt es meh-
rere Griinde. Zuerst wire es moglich, dass Supersymmetrie sich dem Experiment bisher entzieht,
da sie spontan gebrochen vorliegt und erst im Hochenergiebereich manifest wird. Desweiteren
bietet Supersymmetrie den attraktiven Vorteil Gravitationstheorien - beschrieben durch Fel-
der mit Spin-2-Teilchen - in Einklang mit anderen Theorien zu bringen, wie beispielsweise die
Quantenelektrodynamik - die Spin-0-Eichbosonen enthélt. Mathematisch bildet Supersymmetrie
dabei eine Erweiterung der Poincaré-Algebra um fermionische Generatoren - Superladung - , die
den Generatoren der Supersymmetrietransformationen entsprechen.

Um sich nun mit Eigenschaften und Besonderheiten supersymmetrischer Theorien auseinander-
zusetzen, ist es wenig sinnvoll mit einer Theorie zu beginnen, die zwar die Realitdt so genau
wie moglich wiederspiegelt, aber zu komplex ist, so dass ein rechnerischer Zugang nahezu nicht
moglich ist. Daher kann es sinnvoll sein, sich mit sogenannten ,,Spielzeugmodellen“zu befassen,
die bestimmte Phidnomene enthalten, die man auch in einer realistischen Theorie erwartet und
die anhand dieser Modelle néher untersucht werden kénnen. Solche Modelle bilden beispielswei-
se die in dieser Arbeit besprochenen supersymmetrischen O(n)- (Teilchen auf der Sphire S™~!
im R") und CP"~!-Modelle (Teilchen auf komplexprojektivem Raum im C"). Diese bieten den
Vorteil, dass die zu Grunde liegende Mannigfaltigkeit jeweils vollig durch die Orthogonale bzw.
Speziell Unitdre Gruppe definiert ist. Konkret heifit dies:

O(n)/O(n—1)=8"1 und S*1/U@1)=cp .

Aus der Struktur der die Mannigfaltigkeit determinierenden Lie-Algebra lédsst sich also, mit rein
gruppentheoretischen Methoden, das Spektrum einer solchen Theorie bestimmen.

Weiterhin werden die Modelle nicht im Rahmen einer Quantenfeldtheorie untersucht, sondern
als supersymmetrische Quantenmechanik. Diese entspricht formal einer eindimensionalen Feld-
theorie (nur eine zeitliche Dimension), wobei die Poincaré-Algebra der Theorie sich reduziert
auf Relationen zwischen den Lieklammern der Superladungen und dem Hamiltonoperator des
Systems. Nahere Betrachtungen zur supersymmetrischen Quantenmechanik finden sich

zum Beispiel in [3] und [4].

Die vorliegende Arbeit schliefit nahtlos an die fast namensgleiche Diplomarbeit: ,, Quantisierung
supersymmetrischer Teilchen auf Sphiren und Komplexprojektiven Rdumen*“von U. Harst an.
Die supersymmetrische Behandlung des Teilchens auf der Sphére konnte er dabei vollstdndig ab-
schlieBen. Desweiteren gelang es ihm die Quantisierung des CP"~!-Modells durchzufiihren, sowie



die irreduziblen Komponenten des Tensorproduktes aus fermionischen und bosonischen Hochst-
gewichtszustinden anzugeben, weiterhin konnte er jedoch eine vollstiandige Losung nur fiir das
CP!'-Modell aufstellen. Im Verlauf der Arbeit werden diese Ergebnisse angegeben und kurz
interpretiert/kommentiert (Abschnitte 1-3.2.1.). Danach wird an die bereits bestehenden Er-
gebnisse angekniipft. Zunéchst wird kurz tiberpriift inwieweit die Einbettung des physikalischen
Hilbertraumes des CP™~! in den Hilbertraum der freien Theorie die auftretenden Hochstgewich-
te modifiziert (Abschnitt 3.2.1.). Im Folgenden wird dann die bereits von U. Harst getroffene
Wahl der Einbettung iibernommen und die Wirkung der Superladungen auf die auftretenden
Zustinde wird berechnet (Abschnitt 3.2.2.). Ist dies geklirt, kann das Spektrum im allgemeinen
Fall angegeben werden (Abschnitt 3.2.3.). AbschlieBend wird noch iiberpriift, ob das zuvor ge-
fundene allgemeine Resultat bei Spezialisierung auf den CP!, frithere Ergebnisse von U. Harst
reproduziert.



2  Das supersymmetrische O(n)-Modell

2.1 Einfiihrung der Theorie

FEine besonders einfache Klasse von nichtlinearen Sigma-Modellen stellen die im folgenden be-
trachteten O(n)-Modelle dar. Hier sind die Felder auf die Einheitssphire im R", S"~! ein-
geschriankt. Bei supersymmetrischer Erweiterung ist das Modell in zwei Dimensionen definiert
durch die Wirkung;:

§—1 / 2 (9 n + Wdp + L(h)?) (2.1)
mit den Nebenbedingungen:
nn =1, ny = 0. (2.2)

Wobei die bosonischen Felder n sowie die zweikomponentigen (reellen)
Majoranaspinoren v jeweils n-komponentige Felder reprisentieren.’
Zusitzlich zur das Modell klassifizierenden O(n)-Symmetrie liegt eine N' = 1 Supersymmetrie

vor mit Superstrom
JH = eyV~yHpo,n . (2.3)

Weiterhin wird nur die auf eine (zeitliche) Dimension reduzierte Theorie verwendet.? Die di-
mensional reduzierte Lagrangefunktion und Superladung (mit nun einkomponentigen Spinoren)
ergeben sich zu

L=1 (8onaon +i(UT ¥ + wITT) + (‘I”‘W) (2.4)

2.2 Quantisierung des Modells

Auf Grund der Nebenbedingungen, denen das System unterworfen ist, kann keine kanonische
Quantisierung unter Verwendung der iiblichen Poissonklammern verwandt werden. Fiir eine in
sich konsistente Quantentheorie sollten Poissonklammern aller Nebenbedingungen verschwinden
sowie die Nebenbedingungen zeitlich erhalten bleiben. Der Formalismus der Wahl, welcher das
gewiinschte Ergebnis liefert, ist hier die Dirac-Quantisierung. An dieser Stelle soll jedoch nur
das Ergebnis angegeben werden.

In der Wirkung erfolgt die Summation iiber alle Felder.
“Eine detailliertere Betrachtung ist in [1] zu finden.



Die auf die S"~! beschrinkten Koordinaten unterliegen der folgenden Algebra:

[ni, pj] =i(0; — niny) (2.6)
[pi, pj) = —(UTW; — Whws) —i(nip; —nyp) (2.7)
(Ol W} = 6;; — nin; (2.8)
[pi, V] =in;¥, (2.9)
[pi, O] = in; 0] (2.10)
wobei p; = %.

Die Darstellung der eingeschrénkten Koordinaten durch Koordinaten des umgebenden R™ zeigt
gerade deren geometrische Einbettung:

S (2.11)
. cn— . T . T

pi = =0y — 2iw;) 0 + 15w — XX+ 15X X; (2.12)

\IJZ(T) = (65 — fUiij)Xg-T) (213)

mit den kanonischen Vertauschungsrelationen:
i
[0iy 2] =0i;  {Xi» X;} = 0ij - (2.14)

Damit ldsst sich die Superladung angeben: () = p’ P .3
Der Hamiltonoperator kann damit berechnet werden zu:

H=310.Q1 =4 (- B e M- - ). (2.15)

)

Aus den kanonischen Variablen n; und p; sowie den \I/Z(T lassen sich Generatoren der Lie-Algebra

80(n) konstruieren:

Jij = nipj — nipi — i\IlZT\Ilj + 1\I/;\I/z (2.16)

Setzt man die Darstellung der Dirac-Algebra ein, so ist dies dquivalent zu den Generatoren
aufgebaut aus den freien Koordinaten des R™:

. t t
Jij = Jij = —i (a:z-&j —2;0; + X;iXj — Xin) . (2.17)
Der Casimiroperator der 80(n) entspricht gerade bis auf einen Faktor dem Hamiltonoperator

C® = JJij = 4H (2.18)

3 An dieser Stelle wird die Weylordnung verwendet.



2.3 Algebraische Lésung

Da der Hamiltonoperator des Modells dem quadratischen Casimiroperator einer Darstellung der
80(n) entspricht, konnen alle Eigenwerte und Eigenzustéinde aus der Struktur der zu Grunde
liegenden Lie-Algebra abgeleitet werden. Die gefundene Darstellung der Generatoren J;; stellt
jedoch ein Tensorprodukt zweier Darstellungen dar, aufgebaut aus bosonischen und fermioni-
schen Operatoren

L@'j = —i(l’iaj — xj&) Sij = —i(X;-er — X;‘Xi) . (2.19)

Im Folgenden wird zunéchst untersucht, wie die beiden Darstellungen in irreduzible Kompo-
nenten zerfallen. Dann wird jede irreduzible Komponente der Darstellung L;; mit jeder der
Darstellung S;; tensoriert und ausreduziert, wobei die bosonischen Hochstgewichte den {ibli-
chen Funktionenraum Ly (R™) aufpannen und die fermionischen Hoéchstgewichte einen Fockraum
aufspannen, der beziiglich der Eigenwerte des Operators N = Y'Y in Unterrdume konstanter
Fermionenzahl zerfillt. Weiterhin miissen hierzu die 80(2n) und 80(2n+1) getrennt voneinander
behandelt, da sie den gleichen Rang aber unterschiedliche Dimension haben, womit es sich formal
um unterschiedliche Lie-Algebren handelt.® Dieser Unterschied macht sich auch hauptsichlich
in der Darstellung der Cartan-Sub-Algebra-Elemente und Leiteroperatoren durch Generatoren
in bosonischen und fermionischen Operatoren bemerkbar, was erst durch komplexe Kombina-
tionen der bosonischen und fermionischen Koordinaten méglich wird.” Kurz dargestellt werden
soll hierbei im folgenden nur das Vorgehen im Fall der 30(2n); die Behandlung der 80(2n+1)
lauft bei sorgfiltiger Durchfithrung analog. Fithrt man also komplexe Kombinationen der boso-
nischen und fermionischen Koordinaten geméf z; = i(n%,l + ing;) und analog fiir 9;, xi, XI’

V2
ein, ergeben sich die bosonischen Hochstgewichtszustinde zu

A 1>0 (2.20)

und die fermionischen Hochstgewichtszustéinde (am Beispiel der 80(2n)) zu

p) = @ ..o dlP B j0) mit p=" (pi+p)) (2.21)
7
und p1> .. >pp>p, > >y (2.22)

Als néchter Schritt miissen nach Ausreduktion des Tensorprodukts

d@p)=2p) @2 p - 1) @ 27 p — 1) @ 247%|p) die gefundenen Zustéinde der irreduziblen
Komponenten auf Hochstgewichtszustéinde projiziert werden®, miissen also eine entsprechende
Anzahl an bosonischen Koordinaten und fermionischen Erzeugern enthalten, sowie beziiglich
der Elemente der CSA die richtigen Eigenwerte haben. Dies wird erreicht durch die Operatoren
S = #¢(M und quadratische Bildungen aus diesen. Zuletzt muss noch der iiberzihlige fermio-
nische Freiheitsgrad beseitigt werden, denn wie man sich leicht iiberzeugen kann, zerfillt der

“Eine ausfiihrliche Beschreibung der beiden Lie-Algebren findet sich in [5].

Die Konstruktion der CSA-Elemente und zugehorigen Wurzelvektoren im Falle der 80(n)
wird beispielsweise von Cahn angesprochen [8].

Eine ausfiihrliche Darstellung der Ausreduktion beliebiger Tensorprodukte der 80(n) und 8u(n)
findet sich in [6].



Fermionzahloperator der freien Theorie in zwei Anteile: N = (Zx")(Zx) + U1V, da die Opera-
toren WP gerade den zum Ortsoperator orthogonalen Anteil beschreiben. Dieser iiberzihlige
,radiale“ Freiheitsgrad kann beseitigt werden, in dem die erhaltenen Zustéinde auf Unterrdume
des Hilbertraumes mit fixierter radialer Fermionenzahl projiziert werden. Als Projektoren stehen
hierbei P = §ST und P = STS zur Auswahl. Wihlt man erstere Projektion, dann entsprechen
die vier irreduziblen Komponenten der Form nach denen der zwei Darstellungen:

Pz|p) (2.23)
S p+1). (2.24)

Diese Darstellungen sind iiber die Superladungen miteinander verbunden, wodurch der Hilbert-
raum in die Bilder der Superladung und ihrem Adjungierten sowie dem Kern des Hamiltonians
zerfiillt, was gerade eine Eigenschaft von N' = 2-Supersymmetrie ist. Den Abschnitt fiir das
O(n)-Modell abschlieflend, werden noch die Energieeigenwerte und ihre zugehorigen Zustéinde

angegeben:
Sektor Darstellung Eigenwerte
p=0 P2t|0) H(l+n-2) 1>0
p=1...n—2| Pzp) s(L+p)(l+n—Dp) >0
S p+1) sl+p)(l+n—p—2) |1>1
p=n—1 Pztin — 1) s+ +n—1) 1>0
S|n) 0

Tabelle 3.1: Eigenwerte und Eigenzusténde des O(n)-Modells

Man erkennt die zwei Grundzustinde des Modells: |0), S|n).
Die Entartung aller hoheren Energien ergibt sich aus dem Vierfachen der Dimension der Pro-
duktdarstellung 2}, ® |p) zum konkreten Wertepaar (I,p).



3 Das supersymmetrische CP" '-Modell

3.1 Einfiihrung des Modells und Quantisierung

In zweidimensionaler Minkowskiraumzeit ist das supersymmetrische CP"'-Modell definiert
durch die Wirkung

5= [ e [(D,2) D2 +i0D0 + § (50)° - (5°"0)P)] (3.1)
mit D, = d, +iA,,, enthaltenem Eichfeld A, und den Nebenbedingungen
zz =1, 2=z =0. (3.2)

Neben lokaler U(1)-Eichsymmetrie, der die Theorie definierenden SU(n)-Symmetrie, liegt erwei-
terte N/ = 2- Supersymmetrie vor. Fiihrt man desweiteren auch hier eine Dimensionsreduktion
durch erhilt man die Lagrangefunktion
L = 89280z + 2iAg(200%) — Ag(W! Wy + Wl w ) 4 A2
i, + 0l g ) + (Ul w y(whw )+ Ll o, 4ol w )2,

sowie die Superladungen
Qs =—i(02)Vs QL =i(Gx)Vl. (3.3)

Die Quantisierung des Modells erfolgt nun wieder nach dem Formalismus der Dirac-Quantisierung,
wobei hier nur die Dirac-Algebra und ihre Darstellung in Koordinaten des umgebenden C" an-
gegeben werden soll:

(20 T ) =1 (8 — 552 (3.4)
(2, ;] = — 522 (3.5)
(1L, 1] = —5(z11; — 211;) (3.6)
[0, ;] = =3 (a0l — 210L) — 0L 0y, — 0l w4 (5 — 22)) (3.7)
[II;, W] =iz Wy (3.8)
(Ui, U} = (01 — 2i%))0ss (3.9)

mit IT; = 9 (gosz) I = 9 (g(fzz) und der Darstellung
Gi=2 Ne=Nep+ N = (2x3) () + () (2x0) (3.10)
T = —i(0; — 220, +i 220, +12n2 2 — Mtlz iz (o + X i) (3.11)
I = —i(6; — 22000 +12220; + 125 Lz 4+ Neblay iz (XX + X X—i) (3.12)
Wi = (0ij — 2iZj)X+j (3.13)
Wl = (0 — Zi%)xL, (3.14)



und den kanonischen Vertauschungsrelationen
_ = t
[2i, 0j] = =i [Zi, 0j] = =0y {Xi s Xy} = 624635 (3.15)

Auch hier verdeutlicht die konkrete Form der Darstellung die Geometrie des CP™~!. So sind
nicht alle fermionischen Erzeuger und Vernichter linear unabhingig, sondern es verbleibt je
ein iiberzdhliger Freiheitsgrad. Dies sind gerade die Eigenwerte beziiglich der Operatoren N,
wobei hier vier Moglichkeiten existieren, die gefundenen Zustédnde auf Unterrdume fixierter ,,ra-
dialer* Fermionenzahl zu projizieren. Darauf wird spéiter noch genauer eingegangen.

Zusammen mit den Weylgeordneten Superladungen
Q=1 QL =ull (3.16)
ldsst sich schliellich der Hamiltonoperator berechnen:

H=1(@ Q' +{e+. Q)

=ni - twle, —vlo 2 twle olo, 1 olw, wlv) (3.17)
riwlw, oty - L

Analog zum Vorgehen fiir das O(n)-Modell kann man aus den eingeschriinkten Koordinaten
sowie denen des umgebenden Raumes Generatoren der Liealgebra su(n) konstruieren
_a t t
Dij = Zi0j — 20 + X4iX+j + X—iX—j — 0ij (3.18)
= i(iiﬁj — ZjHZ') + \I/TH-\IJ_;,_]' + \IJT_Z»\I/_J‘ — ((5” - Eizj) R (319)

insofern der First class constraint
Djij=20—20+ Ny +N_—n (3.20)

auf allen physikalischen Zustéinden verschwindet,” dies sichert auch nach der Quantisierung die
U (1)-Eichfreiheit des Systems, in dem der Hilbertraum vermittels obiger Eichinvarianzbeding-
ung auf einen physikalischen Unterraum eingeschrankt wird.

Die so gebildeten Generatoren setzen letztlich den Hamiltonoperator mit dem quadratischen
Casimiroperator der 8u(n) in Beziehung

Cc® = Dy;Dj; = 2H (3.21)

"Fiir die eingeschrénkten Koordinaten ist dies automatisch erfiillt.



3.2 Algebraische Losung
3.2.1 Auftretende Zustinde

Mit der im vorigen Abschnitt angegebenen Darstellung der Diracalgebra kann auch eine Dar-
stellung der Cartan-Subalgebra und Leiteroperatoren der 8u(n)

H; = Dii — Dit1it1
EZ':D/L'iJrl t1=1...n—1 (322)
Ej =Dit14
angegeben werden. Da im Gegensatz zum O(n)-Modell keine Leiteroperatoren existieren, die
komplexkonjugierte Operatoren (im bosonischen Fall) bzw. Operatoren unterschiedlichen Vor-

zeichens (im fermionischen Fall) miteinander mischen, liegt hier eine Produktdarstellung von
vier Darstellungen vor, deren irreduzible Komponenten zu bestimmen sind.

Betrachtet man zunéchst die bosonischen Anteile, so sind aus obiger Gleichung nur die Anteile

H; = 2,0, — Zi410i11 H; = 2zi410;41 — 20; (3.23)
E; = z;0;11 E; = —2110; (3.24)

relevant. In dieser Form kénnen die beiden bosonischen Hochstgewichtszustéinde angegeben wer-

den:
210) und 2.)0). (3.25)

Die irreduziblen Komponenten des Tensorproduktes dieser beiden Héchstgewichtszustéinde sind
strukturgleich zur direkten Summe der Zustédnde

min{l,l}

(z{ ®zg) 0)= @ (z2)z 2 0). (3.26)

1=0

Der allgemeine rein bosonische Hochstgewichtszustand lasst sich also in der Form
220y 11>0 (3.27)

schreiben.

Fiir die Darstellungen in fermionischen Operatoren sind relevant:

T 1 T T

Hyi = X0iX+i — X4 it1X+it1 H_i = X_iX-i = X—it1X—i+1 (3.28)
T T

Eii = XpiX+iv E_i=X_ix-i+1- (3.29)

Die Hochstgewichtszustdnde nehmen die Form

t T 1 1 t T
M) = Xp1Xq2 - Xgpm |0) und [m_) =Xx_1X_9-- . X_ m_|0) (3.30)

10



an. Definiert man im Produkraum der Fockrdume C; ® C_ die Vektoren |m,,m_) wie folgt:

(3.31)

Pt t t f
N X41X=1- - X+em_X—m_ -~ 'X+m+’0> my > m_
Imy,m_) = Pt t t f <
X1X—1 - Xt my Xemy - X [0) mg S m,

so lasst sich das Tensorprodukt obiger Hochstgewichtszustéinde in einfacher Form als direkte
Summe eben definierter Vektoren schreiben:

{ DT 0 i mg iome —d) may > m

@’min{er,n—mf}

P Iy A mo = (3:32)
i=0 (Xex=)'Imy —d,m_ +1) my <m_.

imi)e, @ |m_)c. =

Dariiberhinaus ist jeder rein fermionische Hochstgewichtszustand, wie U. Harst zeigen konnte,
proportional zu einem Zustand der Form (X1X+)k|m+, m_)mit my >m_ ,0<k<my—m_.

Im weiteren Gang des Verfahrens wird nun das Tensorprodukt der bosonischen und fermioni-
schen Hochstgewichtszustédnde gebildet und ausreduziert. Dabei kann der Operator X1X+ bei
der Ausreduktion vernachlissigt werden und erst auf die irreduziblen Komponenten angewen-
det werden, da er nur auf den fermionischen Anteil des Tensorproduktes wirkt. Die gefundenen
Zusténde der sechzehn irreduziblen Komponenten werden auf Hochstgewichtszustdnde proji-
ziert mit Hilfe von Linearkombinationen und Produktbildungen der Operatoren Sg ) = zxg).
Abschlielend wird eine letzte Projektion durchgefithrt um die iiberzihligen fermionischen Frei-
heitsgrade zu verlieren. Dafiir stehen mehrere Operatoren zur Auswahl, die die Eigenzustéinde
des Modells gerade in unterschiedliche Bereiche des Hilbertraumes beziiglich der Eigenwerte n,.

der Operatoren N, 4 einteilen:

P =555,8 nu.=0
Py = S+SLST,S, ney =0 n._=1
Py=515.55" ny=1n_=0
P=515.5"5 ni=1

(3.33)

U. Harst hat sich in seiner Arbeit fiir den Projektionsoperator P; entschieden, denn dieser
t

bietet den Vorteil, mit dem Operator x! x4+ zu kommutieren. Dadurch wird eine einfachere und

kompaktere Darstellung der Hochstgewichtszustdnde moglich. Im Wesentlichen entsprechen in
diesem Fall die erhaltenen Hochstgewichtszustéinde der Form nach denen der vier Darstellungen®:

3.34
3.35
3.36
3.37

D(I,l,m_,my Pléizé\m+,m_)

) :

D(l_— Lim_,my+1): S+S,ST_Ziflzfl|m+ +1,m_)
_ )
) :

DI —1,l,m_+1,my S’+SLS,Z?IZZ|m+,m, +1) my>m_

S_S A2 Imy + 1me + 1),

(3.34)
(3.35)
(3.36)
DI —2,l,m_+1,my +1 (3.37)

sowie weitere Darstellungen, die durch Anwendung des skalaren Operators (XT_ x4 )k

k=1,...m4 —m_ aus diesen entstehen. Beachtlich ist hierbei weiterhin, dass nur der Operator

8Im Vergleich zur Arbeit von U. Harst wurde hier die Relation
Stido) = 4 (IS, s 1+ {85, xxs}) = =1 ausgenutat.
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Py, der die radialen Fermionenzahlen ebenfalls auf einen gleichen Wert fixiert, auch diese Ei-
genschaft hat. Die Verwendung der Projektionen P, und P; kann im Speziellen zwar handlicher
sein, wird aber im Allgemeinen aufwindiger, da jeder Sektor (mit festen Fermionzahlen m 4 und
m_) einzeln behandelt werden muss. W&hlt man also tatséchlich die Projektion Py, so erhélt
man die folgenden Hochstgewichtszustéinde:

: P42§zfl|m+,m_>
: 0

D, 1, m_,my
DI —1,I,m_ +1,m,
s (myp —m_ + 2)S’I_S+S’T_Z§zfl_1 my,m_ — 1) my > m_
: 0
: 0
: ST_SLZ{ZL_2|m+ —1,m_-1)

D, 1 —1,m_ —1,my

DI —1,1,m_,my+1
DI —2,1,m_+1,my +1
D, 1 —2,m_ —1,my —1
DI-1,0—1,m_+1,my—1):
DU —1,0—1,m_—1,my +1): S15.50S ()22 my +1,m- —1)

DI—1,1—1,m_,my): (my —m_ +2)P4Z§71zfl_1]m+,m,>

DI—2,1—1,m_,my+1): 0
DI—-1,1—-2,m_—1,my): (my — m_)SLSJrSiE{_lszQ]er,m_ -1) my > me_
D(I—2,0—1,m_+1my): 0

(

I—1,1=2,m_,my —1): ST_SLS_ZQ_IZZ_Q]mjL —1,m_) my > me_

DI —2,1—2,m_,my): P42{_22£l*2\m+,m_)

)
)
)
)
)
)
)
)
DI—1,l—1,m_,my): (m_ — m+)P421_ Ll my  m_)
)
)
)
)
)
)
Dl —1,m_,my — 1)

: SLST_S_ZizL_l\mJF —1,m_) my > m_

In erstaunlicher Analogie zum Projektor P, entsprechen die obigen Hochstgewichtszustédnde alle
der Form nach denen der folgenden vier Darstellungen:

D, m_,my) : Pzl my,m_) (3.38)

D1 —1,m_ —1,my): ST S 2 my m_ —1) (3.39)
DIl —1,m_,my —1): ST_SLS_leffl\er —1,m_) my>m_ (3.40)
D1 —2,m_ —1,my —1): ST ST m, —1,m_ —1). (3.41)

sowie weitere Darstellungen, die durch Anwendung des skalaren Operators (XT,

X+)k

k=1,...ms —m_ aus diesen entstehen. Man erkennt, dass sich beide Strukturen &hneln mit
dem Unterschied, dass die auftretenden Darstellungen beziiglich des Projektors Py hauptséchlich
durch Variation des bosonischen Héchstgewichtes I entstehen.? Uberdies wird deutlich, dass un-
ter der Projektion P; keine fermionischen Hochstgewichte my = nV m_ = n erlaubt sind, da

diese unter der Projetktion vernichtet werden. Analog erhilt man fiir die Projektion Py keine

%Die fermionischen Hochstgewichte folgen aus der Eichinvarianzbedingung und die Operatoren Sg) werden
dementsprechend angepasst, um beziiglich der CSA-Elemente die richtigen Eigenwerte zu erhalten.
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fermionischen Ho6chstgewichte der Form my = 0 V m_ = 0. Dies deutet die unterschiedliche
Einbettung des physikalischen Unterraumes in den gesamten Hilbertraum durch die Wahl der
Projetktion an. Trotz allem sollte die Wahl der Projektion die auftretenden Energieeigenwerte
nicht verdndern, da fiir alle vier Projektoren [ H , P] = 0 gilt. Somit ist klar, dass die Struktur
der auftretenden Energieeigenwerte nur durch die Form der Superladungen und der ,nackten“
unprojizierten Komponenten des Tensorproduktes vorgegeben ist. Im weiteren Verlauf soll da-
gegen wieder mit der Projektion P; gearbeitet werden.

Um zu untersuchen inwieweit die Superladungen die verschiedenen Darstellungen aufeinander
abbilden und welche Energieeigenwerte auftreten, ist deren Darstellungen in den Operatoren
S(iT ) sehr niitzlich

Q. = —i(x.0) +15L(20 + Ny — 1) +i9L (519, + 515.) (3.42)
Qx = —i(x20) +i5:(20+n— Np +1) —i9+(S1.5; +575). (3.43)
Bei genauer Betrachtungsweise erkennt man, dass alle Superladungen mit jedem Operator der

Form S(iT ) antikommutieren.'© Somit lisst sich kompakt aufschreiben, wie die einzelnen Darstel-
lungen aufeinander abgebildet werden:

QLPléizmer, l+n— )Plzl L, mo) my =0
Q+P12§zfl|m+, = (l +n—my)SeS_st zlzl |my,m_) my >0
QT_P12§Z711|m+, =—il+n— m+)Plz L img, 1) m_ =0
Q- Pﬁ{zl |my,m_) = (l +n— )S+ST S_ Z{zl |my,m_) 0<m_ <my

l+n—m_ — 2)Plz1 Zhlmy +1,m_)

Q_S.S ST imy +1,m_
Q+S5+815- zl Vb lmy,m_ +1
Qb S+S'TS zl Yhimy,m_ +1) = —i(l+n—m +71)P12f ZLmy,m_ +1)

QTS 5’+zll Zimy +1,m_ 4+ 1) =i(l4+n—m_ — )S+STS 2?2 Limy +1,m_ 4+ 1)

(z+n—m_ 1)S_ Sy 22k my +1,m_)

-) =

-)

-)

-)
Q5.5 ST imy +1,m_)

)

)=—i(l+n—m4y—1)S_ S+z zn\m+,m_+1>

) =

)

) =

Ql s S+zl 2 ime 4+ 1,m_ 4+ 1) = —i(l +n—my —1)S,.5_8T 2 F2bmy +1,m_ + 1)

Alle anderen Superladungen verschwinden auf den jeweiligen Zustédnden.

Man erkennt, dass jeweils zwei der vier Superladungen auf den Hochstgewichtszustédnden der
einzelnen Darstellungen verschwinden. Durch Anwendung der beiden nichtverschwindenden An-
teile kénnen zudem zu jedem Hochstgewichtszustand je drei Partnerzusténde gleicher Energie
konstruiert werden. Fiir den Zustand S_ S+zl 22bimy +1,m_ + 1) = |[HW) beispielsweise sind
dies:

QT |[HW) S+5’T S_ zl —1 Z M, m_ + 1) (3.44)
QU IHW) < S48 5T 2121 \m! +1,m") (3.45)

ODjes wird im Anhang explizit gezeigt.
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QL QT |[HW) Plzl zn\mﬁr, m' ). (3.46)

Zudem kann man an obiger Zusammenstellung erkennen, dass der Hilbertraum der Theorie -
unabhéngig von der Sorte der Superladung - in die Bilder beziiglich der Superladungen, ihrem
Adjungiertem und dem Kern des Hamiltonian zerfillt:

H=QHOQHOKer H=Q H®Q Ho® KerH, (3.47)

Dies ist gerade die Eigenschaft von N’ = 4 supersymmetrischer Quantenmechanik.

Die obige Zusammenstellung kann nun auch im Prinzip genutzt werden, um das Spektrum der
Theorie zu bestimmen, wobei es aber noch einige Besonderheiten zu beachten gilt: Die gewéhlte
Projektion lidsst Zustédnde mit fermionischen Hoéchstgewichten my = n nicht zu, denn diese
werden auf Null projiziert. Zusétzlich zu den oben angegebenen Darstellungen treten auch jene
auf, die durch Anwendung des skalaren Operators (X x ) k=1...(my—m_) auf die vier
Hochstgewichte entstehen. Dies erhéht jedoch nur die Entartung der Elgenwerte und hat keinen
Einfluss auf deren konkrete Form, da die Beziehung [ H , XT_ X+ ] = 0 gilt.!'’ Dariiber hinaus ist
zu beachten, dass die bosonischen Hochstgewichte [ und [ nicht unabhiingig voneinander sind,
da sie iiber die Eichinvarianzbedingung miteinander verkniipft sind. So ist beipielsweise fiir
(my +m_ <n), [ gegeniiber [ vorzuziehen. Uberdies entfillt fiir alle Sektoren mit m +m_ > n

die Darstellung Pz} 2} |m,m_), da hier der fermionische Hochstgewichtszustand auf die Form
(x"
ein Zustand dieser Form aber unter der Projektion vernichtet. Zuletzt kann man sich klarmachen,

dass die Darstellung S_A'_ST S_ zl Y2l my, m_ + 1) durch den Operator XT_

X+)" "+ |n, p) gebracht werden kann. Da die Operatoren P; und v X+ kommutieren, wird

X+ in die Darstellung
S4S5- stz l 12l lmy +1,m_) iiberfiihrt werden kann. Damit tragen sie auch exakt die gleichen
Elgenwerte beziiglich des Hamiltonians. Von daher soll der Ubersichtlichkeit halber im Weiteren
Verlauf nur die Darstellung S, S_ Stz l L2l lmy +1,m_) betrachtet werden.

3.2.2 Spektrum des CP" '-Modells

Auf Grund der Uberlegung des vorigen Abschnites, geniigt es zur Bestimmung des Spektrums
wenige Spezialfille zu betrachten. Beziiglich der Summe der fermionischen Hochstgewichte m
und m_ lassen sich die Sektoren zu zwei Hauptbereichen zusammenfassen.

my +m_ < n: In diesem Bereich gilt zunéchst fiir die bosonischen Hochstgewichte [ > 1. Konkret
geniigt es, drei Darstellungen fiir den je kleinstmoglichen Wert von m_ zu betrachten. Dies sind
D(l,l,m_ = 0,my), D(I —1,l,m_ = 0,m,) sowie D(I — 2,1, m_ + 1| my4). So fiihrt die
Anwendung der Superladungen auf P12§2f1|m+, 0y = |HW):

m_=1"

Q_QLIHW) = (l+n—my)(l+n—1)|HW)
Q+QUIHW) = (I+n)(l+n—1)HW) m, =0 1>0 (3.48)
QLQHHW) = (I+n —1)(I1+n —ms)|HW),

1 Auch diese Beziehung wird im Anhang explizit nachgewiesen.
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zur Energie £ = (I+n—my)(l+n—1)mit I >0, my <n .

Weiterhin zeigt die Betrachtung von S, 5_ ST z l Llimy +1,0) = [HW):

Q_QLIHW) = (1+n—my — 1)1 +n—2)|HW) (3.49)
Q+QLIHW) = (I+n—my — 1) (I +n —2)|HW) (3.50)

zur Energie E = (I +n —m4 — 1)(l + n — 2), mit Parameterbereich [ > 0,1 >m4 >n —2.

Und zuletzt ergibt sich fiir S_ S+zl 22bimy +1,2) = |[HW):

QLQHW) = (l+n—2)(I+n—my —1)|HW) (3.51)
Q_QLHW) = 1+ n—2)(I+n—my — 1)|HW) (3.52)

zur Energie E = (I +n —m4 — 1)(Il + n — 2) mit Parameterbereich I > 0,1 >m4y >n—2.

Desweiteren sind in diesem Hauptbereich die Grundzustinde der Theorie zu finden. Wie U. Harst
bereits gezeigt hat, taucht im Tensorprodukt der bosonischen und fermionischen Héchstgewichts-
zustiinde fiir den Spezialfall m, = 0 auch eine Darstellung der Form P;z"125=1m,  0) auf.
Spezialisiert man sich weiter auf den Fall m, = n — 1 so findet man [ = [, und der zugehorige
Zustand fiir [ = 0 kann vereinfacht werden zu Sy |n, 0). Durch p-fache Anwendung des Operators

XT_ X+ konnen weitere solche Zusténde gewonnen werden:

(x"x1)7SIn,0) p=1...n (3.53)

Diese n linear unabhéngigen Vektoren werden von jeder Superladung annihiliert und reprisen-
tieren eine n-dimensionale Darstellung der SU (n). Sie bilden die Grundzustiinde des Modells.'?

m.4 4+ m_ > n: In diesem Bereich geniigt es die Darstellungen D(I—1,1,m_, m4 41|, —p—2) und
D(I-2,m_+1,m4++1|;, —n—2). Die Eichinvarianzbedingungen lautet nun [ = [+ (m+m_)—n.
Damit ergibt die Anwendung der Superladungen auf S,.5_S' l Llimy +1,m_) = |[HW):

Q+QUIHW) = (I+n—3)(Il +m_)|HW) (3.54)
FQ_|HW) = [+ n—3)([+ m_)|HW) (3.55)

zur Energie E = (I +m_)(l +n — 3)'% mit Parameterbereich [ > 1,1>2<m_ <n .

Sowie zuletzt in Anwendung auf S_ S+zl b imy +1,m_ 4+ 1) = |[HW):

Q+QUIHW) = (I+n—3)(I +m_ — 1)[HW) (3.56)
Q_QIHW) = (I+n—3)(I+m_ — 1)|HW) (3.57)

2Hstte man den Projektor Py gewihlt, so wiren die Grundzusténde gegeben durch (x! x4 )?ST |n,0).
13Um spéter die Eigenwerte besser zusammenfassen zu kénnen wird im Endergebnis stets I = I gesetat.
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zur Energie £ = (I + m_ — 1)(I + n — 3) mit Parameterbereich | > 2,1 <m_ <n—2.

Die Entartung der Eigenwerte des Spektrums ist generell in jedem Sektor fiir ein konkretes Wer-
tepaar (m.y, m_) gegeben durch das Vierfache der Dimension der Produktdarstellung, denn jede
Darstellung kann iiber lineare und quadratische Bildungen der Superladungen auf eine der an-
deren abgebildet werden. Da hingegen auch Hochstgewichte mit gleicher Summe der fermio-
nischen Hochstgewichte gleiche Eigenwerte beziiglich des Hamiltionian aufweisen, erscheint es
sinnvoll, gerade die Fermionsektoren mit m, + m_ = const. = p zusammenzufassen. Damit
lassen sich die Eigenzustéinde und -werte der Theorie einheitlich darstellen:

Sektor Darstellungen FEigenwerte
p=0 Z7m 2L |0) (I+n)(l+n—1) 1>0,
p=1..n—2 | P27 PLim  m_) (l+n—p—1)(1+n—-2) |1 >0,
S.S_ ST l+”pl\m++1m> 1>0
S_S zl Pelimy +1,m_+1) | I+n—p)(l+n—2) >0
p=n-—1 P12§+1§£1]m+,m_> l(l+n-1) [>0
S_ 8,2 7%k my +1,m_ +1) (I+1)(+n-2) 1>0
p=n..2n—4 | 5,5 5z Z Hp "y +1,m_) | I+p—n+3)(I+n—2)|1>0
S,SJFlezfjp "y +1,mo4+1) | (+p—n+3)(I+n—1)|1>0
p=2n—32n—2| 85,5 S 2 m, +1,m_) (l+p—n+3)(l+n—-2)[1>0

Tabelle 3.2: Spektrum und Eigenzustinde des CP"~!-Modells

3.2.3 Vergleich der Ergebnisse mit der Losung des CP'-Modells

Zum Abschluss der Arbeit soll noch iiberpriift werden, inwieweit die gefundene Losung des
allgemeinen CP"~!'-Modells in die von U. Harst angegebene Losung des CP'-Modells iibergeht.

Den Uberlegungen des vorigen Unterabschnittes folgend, sollte sich das Spektrum des Modells
in vier p-Fermion-Sektoren einteilen lassen, ndmlich p = 0...3. Im p = 3-Fermion-Sektor treten
jedoch nur fermionische Hochstgewichte o< |2,1) bzw. o |1,2) auf, welche unter der gewé#hlten
Projektion generell verschwinden. Dieser Sektor entfillt also vollig.

Im (p = 0)-Sektor kann das Ergebnis des CP"!-Modells einfach mit der Ersetzung n = 2
tibernommen werden. So ergeben sich die Zusténde

21722410)  mit Energie (I+1)(1+2) 1>0. (3.58)

Im (p = 1)-Sektor gilt eine dhnliche Aussage, mit der Einschrinkung, dass hier im Tensorpro-
dukt der bosonischen und fermionischen Héchstgewichtszustdnde nur Darstellungen der Form
Plzlﬂzé\l 0) auftreten. Zu beachten ist zudem, dass durch einmalige Anwendung des Ope-
rators XT X+ ein weiterer Zustand entsteht: Plzl+1 1]0 1). Die Wirkung des Projektors P, =
S+SIS_ ST kann in diesem Fall auch in einfacher Weise explizit berechnet werden. Die Energie-
eigenwerte konnen wieder aus obiger Tabelle - bei Ersetzung n = 2 - abgelesen werden, wobei
die Zeile fiir p = n— 1 zu verwenden ist; denn diese ist das Analogon zum CP!. Insgesamt erhélt
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man in diesem Sektor die folgenden Beitrige zum Spektrum:
Sy 222, 0) und S_zT125710,2) mit Energie (14 1)(1+2) 1>0. (3.59)
Wie man sieht, liegen in diesem Sektor auch die Grundzustdnde des Modells; nédmlich:
Pi|1,0) = S4[2,0) und Pi(x x4)=1,0) = S_|0,2) (3.60)

Im verbliebenen Sektor zu p = 2 gilt es vorsichtig zu sein. Denn hier liegen die beiden fermio-
nischen Hochstgewichte fest zu my = m_ = 1. In diesem Fall zerfillt das Tensorprodukt der
fermionischen und bosonischen Hochstgewichtszustdnde generell nur in drei irreduzible Kompo-
nenten.'? Dies ist ein Effekt der nur fiir den CP! zu tragen kommt. Die Ergebnisse aus obiger
Tabelle konnen also nicht bedenkenlos tibernommen werden. Doch gliicklicherweise stellt sich
heraus, dass nach der Projektion im Tensorprodukt nur eine Darstellung der Form S_.S lezéJrZ 12,2)
tibrigbleibt. Die zugehorigen Eigenwerte fiir diese Darstellung kann man aus der Wirkung der
Superladungen auf diese Zustédnde schnell berechnen oder aus vorigen Abschnitt entnehmen fiir
die Ersetzung my = m_ = 1 An = 2. Insgesamt ergibt sich in diesem Sektor folgender Beitrag
zum Spektrum:

S S8,z 257%2,2)  mit Energie (14 1)(1+2) 1>0. (3.61)

Damit ergeben sich genau die Eigenzustinde und Eigenwerte, wie sie bereits U. Harst angege-
ben hatte. Auch die Entartung der Eigenwerte stimmt {iberein. Der Grundzustand ist zweifach
entartet und die Entartung aller hoheren Energien - die in Multipletts aus vier unabhéngigen
Darstellungen auftreten - ist durch das vierfache der Dimension der Tensorproduktdarstellung
gegeben. Die im vorigen Abschnitt gefundene Losung kann somit als allgemeine Losung des
CP™ ! angesehen werden.

Das Ergebnis hat U. Harst in [1] bereits angegeben.
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4 Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, eine allgemeine Losung des CP"~'-Modells anzugeben. In
der Tat ist es auch gelungen Eigenzustdnde und Eigenwerte des Hamiltonoperators, in Form von
irreduziblen Darstellungen der SU(n), anzugeben. Aufféllig war hierbei, dass einzelne

konkrete Werte der beiden Sorten von fermionischen Hochstgewichtszusténden fiir das Spektrum
eine iiberfliissige Information darstellen, da nur die Summe der beiden Hé6chstgewichte in die
Beschreibung der Eigenwerte eingeht. Eine Einteilung der Fermionsektoren des Modells fiir die
kompakte Darstellung der Losung ist demzufolge beziiglich dieses Parameters

durchgefiihrt worden.

Die Wirkung der Superladungen auf die Eigenzusténde des Hamiltonians verdeutlichte zudem die
Struktur des Modells als N' = 4 supersymmetrische Quantenmechanik. Die Bildmengen beider
Sorten von Superladungen (und ihrem Adjungierten) reproduzieren unabhéngig voneinander,
gemeinsam mit den Grundzustinden des Hamiltonoperators, den physikalischen Hilbertraum.
Die Grundzustandsenergie wies dabei im allgemeinen Fall stets eine n-fache Entartung auf.
Damit spannen die Grundzustinde des CP™ '-Modells gerade eine fundamentale Darstellung
der SU(n) auf.

Die Spezialisierung der allgemeinen Losung auf den Fall n = 2, also auf das CP!'-Modell, re-
produzierte gerade wieder genau die von U. Harst angegebenen Eigenzustdnde und Eigenwerte
samt Entartung.
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A Kommutationsrelationen der Operatoren SE_LT ) mit den Super-
ladungen

Alle folgenden Relationen wurden mit Hilfe der Darstellung der Dirac-Algebra des CP"~!-

Modells berechnet. (Anti-)Kommutatoren die ausschlieBlich kommutative Objekte enthalten,

werden unterdriickt. Der Vermerk N B soll im Folgenden immer die Nutzung einer der Neben-
bedingungen andeuten.

Beginnend mit S4 und Q4:
[Q+, S+ 1= [Vyilly, ZjX+5]
= Uiz [ 1, X ]+ V[T, 25 x4 + 25 Wi, X 11
- _ o t t . _
= —5 V1% Zj[Ney X ) 1V 1iZi2e [ XXk + XoiX—k > X+j] T525 YaiZi X+j
=0,NB (a) =0,NB
+ 2 { W), x4 HL — 25,Q+
= —1W422(0ij X+k) — 254 Q+

= {Q+, 54} =0

Unter Nutzung der Relation (a): [X:_iX+k' + XT_Z-X,;C, X+j] = —dijx+r . Damit bleiben alle
angemerkten Relationen giiltig unabhéngig vom Vorzeichenindex des S-Operators und der Su-
perladung. Adjungieren obiger Beziehung liefert iiberdies weitere Relationen. Man erhélt somit:

{Q+, S} und {QL,si}. (A1)

Es verbleibt somit Sl mit Q4

[Q+, S-U = [Vl ZjX:-j]
= Wiz, ]+ Ul T, 2Dy + %[, 1T
=—3 iz 2 No s Xy ]+ 104022 [ e + X ax—r s Xy ]
=0,NB (b)
+ W (105 + 322 + 2 { W4y, X4 L — 281 Q4
= iq]-&-izjgk(sijli - i\I’-i-ini + 285 — 7)1 — 281Q

= {Q+7ST+}:O

Unter Nutzung der Relation (b): [XTH-XM: + XiiX—ky le] = 0 X+i - Damit bleiben alle ange-
merkten Relationen giiltig, unabhéngig vom Vorzeichenindex des S-Operators und der Superla-
dung. Adjungieren obiger Beziehung liefert iiberdies weitere Relationen. Man erhélt somit:

{Q+.SL} md {QL. S:}. (A.2)
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B Kommutator von (XT_XJr) mit dem Hamiltonian des CP" !-
Modells

Prinzipiell kénnte man im vorigen Abschnitt die Darstellung des Hamiltonians als Antikom-
mutator von Superladungen benutzen und sich auf die Darstellungen der Dirac-Algebra samt
kanonischen Vertauschungsrelationen zuriickziehen. Die Rechnung lésst sich aber wesentlicher
kiirzer halten, wenn man stattdessen die Darstellung des Hamiltonians als quadratischer Casimir-
operator von SU(n)-Generatoren - formuliert in unbeschrénkten Koordinaten des C" - wihlt.

Damit muss nur der Kommutator
T t i
[DjiDij, X X4k ] = Djil Dij s XorXtk ) + [Dii s XXtk 1 Dij (B.1)

berechnet werden. Fiir die Kommutatoren miissen nur die rein fermionischen Anteile betrachtet
.I.

werden. Dann stellt man fest, dass der Operator x' x4+ mit jedem SU(n)-Generator kommutiert:

T t T T t
[ Dijy X_ Xk ] = [ XoiXai > XXk ]+ [ XCiX—j > X_pX+k]
T t T t
= [Xpi» XXk X+ Xoil X =g s Xp Xtk ]
t t T t
= =Xk AX i Xtk IX T XX Xk Xk
t T
= —X_gX+5%k + X_iX+k0jk = 0.
.I.

Somit kommutiert x! x4+ mit dem Hamiltonoperator.
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