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Einleitung

Beim GROss-NEVEU-Modell (GN) handelt es sich um eine 4-FERMI-Theorie, die 1974 in [1]
urspriinglich eingefithrt wurde, um spontane Symmetriebrechung zu untersuchen. Das dort
behandelte Modell in 1 + 1 Dimensionen ist unter anderem wegen seinen Ahnlichkeiten zur
Quantenchromodynamik (QCD) interessant, einer Theorie zur Beschreibung der starken Wech-
selwirkung. Dazu gehoren Renormierbarkeit, asymptotische Freiheit oder spontane Brechung
chiraler Symmetrie. Wahrend analytische und numerische Behandlungen in der QCD rela-
tiv aufwendig sind, ist es oft instruktiv, einfachere Modelle wie das GN-Modell oder andere
4-FERMI-Theorien zu untersuchen, die dhnliche Eigenschaften z.B. im Hinblick auf die vorhan-
denen Symmetrien besitzen. Neben dieser Anwendung der 4-FERMI-Theorien als sogenannte
Toy-Modelle fiir QCD zeigen sich auch Anwendungen in der Festkorperphysik [2, 3, 4].

Betrachtet man den als ,large- Ng-Limes* bezeichneten Grenzfall unendlich vieler Fermionen-
Flavors, so ergeben sich in 1 4+ 1 Dimensionen bei verschwindender Fermionenmasse abhéngig
von Dichte und Temperatur 2 Phasen mit rdumlich homogenen Grundzustinden der Theorie:
eine chiral symmetrische Phase und eine Phase, in der chirale Symmetrie spontan gebrochen ist
[5]. Zusétzlich tritt fiir kleine Temperaturen und grofie Dichten eine Phase rdumlich inhomogener
Grundzusténde auf [6]. Diese inhomogenen Phasen treten sowohl bei endlicher Flavorzahl [7] als
auch in anderen Modellen auf [8]. Sie haben erneut in der Festkorperphysik grofie Bedeutung,
zum Beispiel fiir die Beschreibung von Phinomenen der Supraleitung [9, 10].

Untersuchungen des GN-Modells in 2 + 1 Dimensionen mit Methoden der Gitterfeldtheorie er-
gaben ebenfalls Hinweise auf die Existenz inhomogener Phasen [11], die jedoch von der genutzten
Regularisierungsmethode abhéngig ist und bei Entfernung des Regulators bzw. Extrapolation
zum Kontinuums-Limes verschwindet [12, 13].

Diese Arbeit befasst sich mit der Untersuchung inhomogener Grundzustiande des GN-Modells
in 1+ 1 und 2 + 1 Dimensionen. Dabei wird nach einer kurzen Zusammenfassung der notigen
Grundlagen und relevanten Groflen in Kapitel 1 analytisch in Kapitel 2 ein bereits regularisierter
und renormierter Ausdruck fiir die effektive Wirkung im Grenzwert unendlich vieler Fermionen
hergeleitet und zunéchst auf homogene Kondensate spezifiziert. Das Phasendiagramm in der p—1T-
Ebene wird mittels eindimensionaler numerischer Minimierung berechnet. Die Verallgemeinerung
auf inhomogene Kondensate erfolgt dann in Kapitel 3. Zum einen benutzen wir erneut numerische
Minimierungsverfahren fiir die Detektion mdéglicher inhomogener Phasen, zum anderen suchen
wir mithilfe von stérungstheoretischen Anséitzen analytische Argumente fiir die Existenz bzw.

Nicht-Existenz inhomogener Phasen in bestimmten Bereichen der ;1 — T-Ebene.



1 Grundlagen

In dieser Arbeit nutzen wir natiirliche Einheiten, i = ¢ = kg = 1. Wir benutzen konventionsge-
méf lateinische Buchstaben fiir Indices der Raumkoordinaten und nehmen implizit Summation
iber doppelt auftretende Indices an. Die vorgestellten Grundlagen stammen, falls nicht explizit

anders referenziert, aus [14, 15, 16, 17].

1.1 Relativistische Wellenmechanik und Quantenfeldtheorie

Eine Quantenfeldtheorie dient der Beschreibung von Elementarteilchen, die durch Felder v (¢, x)
in der Raumzeit ausgedriickt werden und unter einer die Theorie charakterisierenden LAGRANGE-
Dichte 2 (1), 0,1)) wechselwirken. Das Raumzeitintegral iiber die LAGRANGE-Dichte

Sl = / i L), ) (11)

bezeichnet man als Wirkung. Die Entwicklung der Felder in Raum und Zeit wird dann, wie
beispielsweise fiir Teilchen in der klassischen Mechanik, durch das Prinzip extremaler Wirkung

beschrieben und fithrt auf die EULER-LAGRANGE-Gleichungen

0.8 0%

T o 42

die als Differentialgleichungen bei gegebenen Anfangsbedingungen das Feld (¢, x) bestimmen.
Um physikalische Eigenschaften eines System zu beschreiben, interessieren im Allgemeinen die
Erwartungswerte bestimmter Observablen der Felder. Im sogenannten Pfadintegralformalismus
wird der Erwartungswert einer Observable O auf dem beschrieben System tiber eine gewichtete

Summe moglicher Feldkonfigurationen

©) =5 [ volues (13)

definiert. Die als Zustandssumme bezeichnete Normierungskonstante

Z= / DapetStY] bzw. Z = / Dape=SelY] (1.4)

ist deshalb von besonderem Interesse, um eben solche Erwartungswerte und weitere thermody-
namische Gréflen berechnen zu kénnen. Wir haben hier die euklidische Wirkung Sg eingefiihrt,
die aus der im MINKOWSKI-Raum definierten Wirkung durch die als Wick-Rotation bezeichnete
Ersetzung der Zeitvariable t — ¢7 und entsprechender analytischer Fortsetzung der Wirkung zu
imagindren Zeiten gewonnen werden kann. Die Durchfithrung der WICK-Rotation ermoglicht es,

durch die Einfithrung von Randbedingungen entlang der Zeitachse mit Ausdehnung A7 = ( eine
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effektive Temperatur T = % zu definieren. Die euklidische Wirkung tibernimmt dann die Rolle
eines klassischen Hamiltonoperators und die Formulierung der Zustandssumme ist in Analogie

zur Definition aus der Thermodynamik
Z = Tr(e_'gﬁ) (1.5)

zu verstehen.

1.2 Das Gross-Neveu-Modell

Beim GROsSS-NEVEU-Modell, vorgestellt in [1], handelt es sich um eine relativistische Quanten-
feldtheorie zur Beschreibung von Fermionen mit LAGRANGE-Dichte

L, D) = B(id — m)p + j—Nf@W (1.6)

mit einem der Kopplungsstirke der Wechselwirkung entsprechenden Parameter g2. Die Fermio-

nen werden durch die als unabhéingig voneinander betrachteten Spinorfelder ¢ und 1 = f~°
beschrieben. Wéahrend etwa Teilchen mit Spin 1 unter LORENTZ-Transformationen wie Vektoren
transformieren und deshalb durch solche beschrieben werden, transformieren die Spin—%—TeﬂChen
beschreibenden Spinorfelder unter zu den entsprechenden LORENTZ-Transformationen A geho-
renden Elementen S(A) der Spingruppe und unterscheiden sich damit von normalen 4-Vektoren.
Es sei angemerkt, dass ¢1) im Gegensatz zu 1) ein LORENTZ-Skalar ist. Irreduzible Darstel-
lungen der Spingruppe sind in d Raumzeitdimensionen 2L%J—dimensional, weshalb es fiir unsere
Zwecke geniigt, sich die Spinoren als Elemente eines komplexen 208)_dimensionalen Vektorrau-
mes vorzustellen. Genau genommen enthélt in der oben genutzten Notation die Variable v
nicht nur einen, sondern Nt solcher Spinoren, die man als verschiedene Flavors bezeichnet, also
ES (wa)ivil. Die Notwendigkeit der Einfiihrung der Spinoren folgt aus dem Versuch, eine zur
SCHRODINGER-Gleichung analoge Gleichung fiir die Beschreibung von Quantenmaterie einzufiih-
ren, die die relativistische Energie-Impuls-Beziehung erfiillt sowie eine Linearkombination der
ersten Ableitungen nach Raum- und Zeitkoordinaten darstellt. Die gesuchte Gleichung ist die
DirAcC-Gleichung

(i —m)y =0 (1.7)

mit dem bereits in (1.6) auftretenden DIRAC-Operator i@ — m, der hier zur Kompaktheit
die FEYNMAN-Slash-Notation @ = ~v*0,, nutzt. Neben den Spinoreigenschaften des Feldes
1 bendtigt man zum Aufstellen dieser Gleichung die 215 x 215)_dimensionalen v-Matrizen.
Deren definierende Eigenschaft ist die Erfiillung der als CLIFFORD-Algebra bezeichneten Anti-

Kommutationsrelation
(4"} =AM A = 29" (1.8)

Der in den Fermionen quartische Term (¢%)? in (1.6) sorgt fiir die Zuordnung des GROSS-
NEVEU-Modells zu den 4-FERMI-Theorien. Er ist allgemein analytisch und numerisch schwer zu
handhaben, weshalb man Abhilfe z.B. durch die Durchfithrung der HUBBARD-STRATONOVICH-
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Transformation sucht, hier basierend auf [18]. Diese bedient sich der Gleichung

N, — 2
[ 70 e (—ﬁﬁ - aww) = exp (f—M(W)Q) , (1.9)
fiir ein Hilfsfeld o(x) und kann als GAUSSSCHES Integral verstanden werden, wobei ein irrelevan-
ter Vorfaktor unterdriickt wurde. Einsetzen von (1.6) in die Definition von (1.4) im MINKOW-
sKI-Raum, Durchfithrung der WicK-Rotation und anschlieBender HUBBARD-STRATONOVICH-

Transformation liefert
— q (— Nt
Z= | 99DYPo exp | — [ d®z | YDy, + 2—920 (1.10)
N Ny d.. 2
= .@O’ (detD) feXp —@ d X o (111)

= /@J exp (—Nf {2—;2/&13@02 —lndetD}> . (1.12)

Wir haben zur Durchfithrung des Integrals iiber die fermionischen Felder das GAUSSSCHE Integral
/ Do DpeVPY = det D (1.13)

genutzt, zum Beispiel nachzulesen in [19]. Die Notation Dy, = D ® 1y, soll verdeutlichen, dass
der Operator D separat auf alle Flavorkomponenten 1, von ¢ wirkt. D ist nach dieser Prozedur
gegeben durch D = @ + 0 baw. D = @ + 0 + u7°, wenn zusitzlich noch der Einfluss eines
chemischen Potentials u berticksichtigt werden soll. Weiterhin haben wir die Masse m auf 0
gesetzt, um die in Abschnitt 1.4 thematisierte chirale Symmetrie nicht explizit zu brechen. Nach
der Wick-Rotation ist als Metrik ¢g"” = §*¥ zu verwenden und wir kénnen alle y-Matrizen
hermitesch wéahlen. Anhand des Ausdruckes (1.10) sehen wir, dass wir die LAGRANGE-Dichte
des GROSS-NEVEU-Modells effektiv umschreiben konnten in

— N
$:¢(@+u’yo+a)¢+ﬁ02. (1.14)
Die sich aus dieser LAGRANGE-Dichte ergebenden EULER-LAGRANGE-Gleichungen fiir das
Feld o(z) erlauben bis auf einen Vorfaktor von der WicK-Rotation die Riickgewinnung des

urspriinglichen Ausdruckes (1.6) sowie die Identifikation
9 — 9 —
o= fﬁfz/}w bzw. (o) = fﬁfwz/) . (1.15)

Im Grenzfall Ny — oo gilt fiir die Zustandssumme (1.12) die Sattelpunktsnédherung. Das
bedeutet, in der Zustandssumme tragen nur solche Feldkonfigurationen bei, bei denen der

Exponent maximal wird und die somit am geringsten unterdriickt werden. Wir erhalten

1 Nj—o0 . 1 d 2 0
Sefi=—InZ — — — [ d — Indet . 1.16
o an 2%21)1{292/ zo® —Indet (§ + o + p7°) (1.16)
Ziel dieser Arbeit wird es also sein, diese sogenannte effektive Wirkung S.g anhand des

Minimums des vom Feld o(z) abhéngigen Ausdruckes zu bestimmen. Tragt nur die minimierende
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Feldkonfiguration oy, zur Zustandssumme bei, gilt (o) = omin und man sagt, dass die sogenannte
Molekularfeld- oder mean-field-Néherung exakt wird. Fiir endliche Ny tragen auch andere
Feldkonfigurationen zur Zustandssumme bei. Die Beschrinkung auf (o) ist dann nur eine

Néherung, die gegebenenfalls um Korrekturterme erweitert werden muss.

1.3 Regularisierung und Renormierung

In Quantenfeldtheorien treten iiblicherweise divergente Ausdriicke auf, die dazu fithren, dass
man bestimmten Gréflen keinen endlichen Wert zuordnen kann. Man versucht deshalb, in
einem als Regularisierung bezeichneten Verfahren zunéchst endliche Terme zu gewinnen, die
moglicherweise von unphysikalischen Parametern abhédngen und danach in der sogenannten
Renormierung die unphysikalischen Parameter durch physikalische Gréflen, z.B. Massen, zu
ersetzen, die prinzipiell in Experimenten zugénglich sind. Nicht jede Theorie ist renormierbar.

Eine typische Regularisierungsmethode bei sogenannten UV-Divergenzen, die auftreten, wenn
etwa Integrale bis zu unendlichen Impulsen tiber nicht hinreichend schnell abfallende Funktionen
zu berechnen sind, besteht in der Einfiihrung eines endlichen Abschneideparamters als obere
Integralgrenze, oft als A bezeichnet. Ergebnisse hdngen dann natiirlich von der Wahl von A ab.
In der Renormierung versucht man dann, fiir A — oo bei einem endlichen Ergebnis zu bleiben,
zum Beispiel durch die Umdefinierung der Kopplungsgrolen, Massen oder Vakuumsenergien
bzw. allgemein freien Parametern der Theorie.

Die von uns gewéhlte Regularisierungsmethode mithilfe der {-Funktion [20] basiert statt-

dessen auf analytischer Fortsetzung, siehe z.B. [21]. In fiir uns hinreichend vereinfachter Form gilt:

Seien f:U — C, F : V — C holomorph auf offenen Mengen U C'V C C. Gilt fly = F|y, so
bezeichnet man F als analytische Fortsetzung von f auf V. Die analytische Fortsetzung einer

Funktion f ist eindeutig.

Ein Standardbeispiel hierfiir ist die [-Funktion, gegeben iiber die analytische Fortsetzung der
Definition -
I'(z) = / dte 't* 1 fur R(z) > 0. (1.17)
0

Wihrend die rechte Seite der Gleichung (1.17) nur fiir #(z) > 0 wohldefiniert ist, ist I'(2) eine

meromorphe Funktion auf ganz C mit einfachen Polen bei z € —INj.

1.4 Symmetrien und spontane Symmetriebrechung

Von besonderem Interesse in der Quantenfeldtheorie sind Symmetrien, da sie erlauben, struktu-
relle Ahnlichkeiten und iibergeordnete Prinzipien zwischen verschiedenen Theorien zu erkennen.
Genauere Diskussionen sind beispielsweise in [22] zu finden. Symmetrie beschreibt die Eigen-
schaft der Forminvarianz der LAGRANGE-Dichte und insbesondere der Bewegungsgleichungen
gegeniiber Transformationen aus sogenannten Symmetriegruppen. Als externe Symmetrien

bezeichnet man im Allgemeinen Invarianz unter Transformationen der Raumzeit, zum Beispiel
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unter LORENTZ-Transformationen

= 2" = At (1.18)
Paritédtstransformationen
(2 2, 2 ) = (202t -2t (1.19)
oder Zeitumkehr
0 — —20. (1.20)

Neben diesen besitzt das GROSS-NEVEU-Modell geméfl Definition (1.6) mit verschwindendem
Masseterm m = 0 noch sogenannte innere Symmetrien beziiglich Transformationen, die nicht
auf die Raumzeit, sondern im Raum der Felder bzw. Feldkomponenten wirken. Ein Beispiel ist
die Flavor-Symmetrie, repréasentiert durch Symmetrie unter unitdren Transformationen auf dem

Ni-komponentigen Raum der Flavors,

o = V) = Uapthp Vo= V=1, (U, . (1.21)

Fiir uns von groflerem Interesse ist hingegen die diskrete chirale Symmetrie. Diese erhdlt man
durch Einfiihrung einer Matrix v° mit den Eigenschaften {v°,4*} = 0 und (75)2 = 1. Die
genaue Konstruktion dieser Matrix hidngt von der Dimension der Raumzeit, der gewahlten
Darstellung sowie der Signatur der Metrik ab [23]. Die Symmetrie besteht dann in der Invarianz

gegeniiber der Transformation

’(/}a — ¢:z = 752/}04 Ea — wa = _@[’a’YS . (122)

Man sieht ein, dass ein Masseterm m # 0 diese Symmetrie bricht. Neben einer solchen expliziten
Symmetriebrechung kann eine Theorie auch spontane Symmetriebrechung aufweisen. Das ist
dann der Fall, wenn der Grundzustand oder Vakuumerwartungswert der Theorie geringere

Symmetrie zeigt, als die LAGRANGE-Dichte. In unserem Fall gilt fiir die chirale Transformation

(YY) = = (Yo) | (1.23)

weshalb ein von 0 verschiedener Vakuumerwartungswert (o) die spontane Brechung chiraler

Symmetrie indiziert.




2 Homogene Kondensate

Die folgende Untersuchung orientiert sich an [24]. Ziel ist es, einen regularisierten und renor-
mierten Ausdruck fiir die effektive Wirkung herzuleiten und dann auf homogene Felder o(z)
zu spezifizieren. Diese Annahme scheint zunéchst sinnvoll, da sie der Translationsinvarianz der

LAGRANGE-Dichte gerecht wird.

2.1 Behandlung der fermionischen Determinante

Wir betrachten zuniichst den matrixwertigen Operator D := @+ o + u~°, wobei scheinbar skalare

Terme als proportional zur Einheitsmatrix 1 anzusehen sind. Wir erkennen
det D = det D, (2.1)

wobei wir abhéngig von der Dimension woméglich einen o-unabhéngigen Vorfaktor der Deter-
minante unterschlagen haben. Jedoch kann man zeigen, dass in Definition (1.3) dieselbe aus
Gleichung (1.13) stammende Determinante sowohl in der Zustandssumme im Nenner als auch
im Integranden im Zahler auftritt, entsprechend kiirzt sich ein solcher Vorfaktor, weshalb die
Erwartungswerte von Observablen unverdndert bleiben und das Vergehen aus physikalischer Per-
spektive unproblematisch ist. Mit der definierenden Eigenschaft der v-Matrizen, {v#,v"} = 2¢g"",

woraus in der euklidischen Metrik unter anderem (y")? = 1 folgt, ergibt sich

YD = 8y + p+7°7'0; +~% . (2.2)
H{)—’ %h,_/
=Dog =hs

Es interessieren die Eigenwerte dieses Operators. Im Rahmen der gesamten Arbeit soll das Feld

o(x) zeitunabhingig sein, also [Jy, o] = 0, weshalb die Eigenfunktionen von °D faktorisieren,

Upm (t, ) = e“n'®,, () (2.3)
'yOD\Ilnm(t, x) = (iwp, + 1+ €m) Ynm (t, ), (2.4)

wobei die 2l%2)-komponentigen, spinorwertigen Funktionen ®,,(x) die Eigenwertgleichung
ho®m () = €3 Ppn () des raumabhingigen hermiteschen Operators h, 16sen. Die Eigenwertglei-
chung des zeitabhangigen Teils wird gelost durch einen Exponentialansatz und den in diesem
Kontext MATSUBARA-Frequenzen genannten Eigenwerten w,, = %’r(n + 1) mit n € Z, sodass
die antiperiodische Randbedingung ¥(t,z) = —¥ (¢t + 5, z) entlang der Zeitrichtung erfiillt ist.

Nichttriviale Eigenwerte €, treten immer paarweise mit unterschiedlichem Vorzeichen auf [24].

10
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Damit konnen wir festhalten, dass

det7"D = ] (iwn + 1+ €m) (2.5)
= I (Gen+w®=&)- II Gontn . (2.6)
Wn,€m >0 Wn, ,€m =0

Wegen iw, = (iw_,_1)* ist dety°D € Rsg. Daraus folgt

(det 701))2 = H ((zwn + ) — efn) = H ((wn —ip)® + e?n) (2.7)

sowie
Indety°D = 1ln (det 'yOD)2 _1 Z In ((w —ip)’ 4 € ) (2.8)
2 2 S " my '
n,€m o
Im Falle eines homogenen Feldes o(z) = o = const. gilt €2, = o2 + p2, mit Impulsen

Pm X m € Z, dementsprechend divergiert die Summe (2.8) und liefert zunéchst keine sinnvolle
Aussage. Fiir inhomogene Felder gilt die gleiche Form der Eigenwerte zumindest asymptotisch fiir
m — too. Offensichtlich ist nun also eine Regularisierung nétig. Es sollte weiterhin das Argument
des Logarithmus dimensionslos sein und korrekter Weise eine passende Skalierungskonstante
1s der gleichen Dimension wie die Eigenwerte von D eingefiihrt werden, sodass Indet (ﬂg)

dimensionslos ist. Wir nehmen eine solche Skalierung zunédchst implizit an und werden sie an

gegebener Stelle explizit berticksichtigen.

2.2 Regularisierung mittels (-Funktion

Eine einfache Umformung ergibt

1 1d
Indet 1D = 5211“% =57
S

> (2.9)

s=0n,m

n,m

1d

= T9ds S:OCH(S) ) (2.10)

wobei wir die Zeta-Funktion (3 (s) := Y. A% des Operators H := —DZ+h2 mit den Eigenwerten

Anm eingefiihrt haben. Das Gleichheitszeichen ist hier und im Folgenden im Rahmen analytischer
Fortsetzung zu verstehen, da die urspriingliche Determinante wie die (-Funktion bei s = 0 nicht
definiert ist.

Mithilfe der Definition der I'-Funktion

I'(s) = /dt t5 et (2.11)
0

11



Regularisierung mittels (-Funktion

sowie der normierten MELLIN-Transformation der Funktion e~** beziiglich t,

1 o0

=— [dtts et 2.12

o [ (212)
0

welche leicht durch den Variablenwechsel ¢ — At im Integral nachvollzogen werden kann, kénnen

wir das Ergebnis weiter bearbeiten.

oo

]. _ —t(w, —in)? e
CH(s)m/dtts Py e tenmiT N " etem (2.13)
0 n m

Wir nutzen nun die PoISsON-Resummation, um die Summen iiber die Exponentialfunktionen

umzuschreiben. Fiir allgemeine Funktionen f(z) erhalten wir mithilfe der Identitét

Z e Z Lé(z+mL) (2.14)

nez meZ

durch Multiplikation mit f(z) und anschlieBender Integration iiber x

> f(%) =Y Lf(mL) (2.15)

nez meZ

mit der Konvention f f dx f(x)e~ "™ fiir die Fouriertransformierte von f. Wir kon-
nen damit bestimmte Summen iiber Funktionswerte einer Funktion mit Summen tber die
Funktionswerte der zugehorigen Fouriertransformierten ersetzen. Durch Anwendung der Pors-

SON-Resummation auf die erste Summe des Ausdruckes (2.13) erhalten wir

Ka(t) =Y emtlen—in)’ \/F Z oM e, (2.16)

n

Nehmen wir nun an, dass o(x) = o0 = const. gelte. In dem Fall ldsst sich auch die zweite

Summe {iber eine POISSON-Resummation vereinfachen. Die Eigenwerte €2, mit m € Z%!

47%m?
2

nehmen dann in d — 1 Raumdimensionen die Form o2 + an und wir konnen fiir den

m-abhéngigen Teil der Summe

d— 1 —te _ t —to‘
K~ Ze = @D Ze ar (2.17)

schreiben, indem wir fiir die Quantenzahl jeder der d — 1 Raumrichtungen eine POISSON-

Resummation durchfithren.

Unser Ergebnis fiir die (-Funktion lautet nun

S) = LL [ s—l-3 ? e_"ﬁ# e_tefn
Cnl(s) \/Er(s)o/dtt Zn:( 1) %: (2.18)

(2.19)

12
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wobei in der ersten Zeile die POISSON-Resummation nur beziiglich der MATSUBARA-Frequenzen

durchgefiihrt wurde, nicht aber {iber die Eigenwerte ¢,.

Etwas irrefiihrend ist die Notation der Summe {iber m bzw. €,,. Der urspriingliche Operator
hy ist in 1 4+ 1 und 2 4+ 1 Dimensionen mit einer entsprechenden irreduziblen Darstellung
der v-Matrizen ein 2 x 2-Matrixoperator, dessen Eigenfunktionen 2-komponentige Spinoren
und fiir konstante o proportional zu einem Phasenfaktor e?”m* sind. Fiir gleiche Vektoren
von Impulsquantenzahlen m existieren zu jedem €y, genau 2 linear unabhéngige Spinoren im

zugehorigen Eigenraum, der Eigenwert ist also 2-fach entartet. Die Summe 3} lauft also nicht
m

einmal, sondern doppelt iiber Z%~!, anders als es die bisherige Notation suggeriert. Dieses
Argument entspringt der sogenannten Supersymmetrie des Operators hZ. In 1+ 1 Dimensionen

konnen wir z.B. unter Wahl einer expliziten Darstellung der y-Matrizen

2 _ (—0i+o(@)?+0'(2) 0 _[AAT 0
e = ( 0 —0% + o(x)? cr'(x)) a ( 0 AM) (220)

mit A = d, +o(x) schreiben. Die hermiteschen Operatoren h2+ := AA" und h2~ := Af A nennt
man dann Partner-Hamiltonians und o(z) das Superpotential. Es ergibt sich, dass h2* und
h2~ bis auf 0-Moden das gleiche Spektrum haben. Genauere Ausfiihrungen zur Supersymmetrie
sind unter anderem in [25] zu finden. Diese Entartung soll durch einen Degeneriertheitsfaktor ds

berticksichtigt werden, sodass wir nun schreiben wollen

ﬁ ds s— __ _71,2/32 _ _ €2
Cu(s) = \/T_wf(s dtt5~1 ( e a e N e, (2.21)
meZzd-1
—1 d °
n2p2 2m?2 2
o fdee T EY (—1)"6* g e~ Bt (2.22)
V4 d F(S 0/ meXZ;—1

Diese Schreibweise erlaubt die Vorstellung der Eigenwerte €2, eines einkomponentigen Operators
h2* oder h%~ anstelle des mehrkomponentigen Operators h%. Wir nehmen implizit diese
Bedeutung der Notation hZ an. Fiir allgemeine Raumzeitdimensionen d bei Benutzung der
genannten irreduziblen Darstellungen ist der Degeneriertheitsfaktor gegeben durch ds = alg ],
Unabhéngig von der Anzahl der Operatorkomponenten sind die Eigenwerte fiir homogene o
natiirlich zusétzlich entartet beziiglich der Spiegelung einzelner Impulskomponenten m; — —m;,
diese Entartung ist hier noch nicht beriicksichtigt.

Fir p,T — 0 liefern in der obigen Summe (2.22) Terme mit n # 0 keinen Beitrag. Wir

betrachten die im Integranden temperaturunabhéngige Komponente der (-Funktion,

Ld L, 7 -
©)(5) = B = /d fps1-4g-t0® 1 4 I (2.23)
0

meza-1\{0}

Fiir die Durchfiihrung des Integrals mit dem ersten Summanden in der Klammer nutzen wir aus,
T'(s)
I(s—4)
von (02)%_3 steht. Fiir die Auswertung des zweiten Summanden hilft eine Integraldarstellung

die normierte MELLIN-Transformation

dass in der obigen Formel bis auf einen Faktor

13



Regularisierung mittels (-Funktion

der modifizierten Besselfunktionen zweiter Art K, entnommen aus [26], ndmlich

oo

1 /7z\" 22 1
K,,(z):§<§> /dte T (2.24)
0
o=L =5 1/ 57 1 _8
—= " K,(2 67)=§(B> /dmx”_ e" =%, (2.25)
0

Z2

Weiterhin ist K, = K_,, was durch den Variablenwechsel z = %7 im ersten Integral leicht

nachzuvollziehen ist. Damit erhalten wir insgesamt

() _ Vv F(S—g) 96 i _as 2 §-s
(0(s) = . . n%:o('m_"’L) Ky (mloL) | (2.26)

mit dem Raumzeitvolumen V = BLI~! als Produkt aus zeitlicher Ausdehnung 3 und raumlicher
Ausdehnung Vg = L9~!, woriiber die (anti-)periodischen Randbedingungen definiert werden.
Korrekterweise miissten wir auch |o| schreiben, beschrianken uns hier aber alternativ auf o > 0.

Die richtigen Einheiten erhélt man wie zuvor angedeutet durch die Ersetzungen

o - ui L — Ly, B — Bus Vvt (2.27)

Um nun den temperaturabhéngigen Teil in (2.21) zu berechnen, betrachten wir nur Terme mit

n # 0 und benutzen wie zuvor auch die Integraldarstellung der modifizierten Besselfunktionen,

ds n s—% i
G (s) = \/%F(s) n§m2(—1) <2||n€|mﬁ|) K, 1(|n|Blem|)e " (2.28)
_ Qﬂ ds n nﬂ s—3
~ J/mL(s) n;fﬂ(*l) <M) K, 1(npleml) cosh (nfp) . (2.29)

Fir s — 0 geht die I'-Funktion gegen oo, wihrend die restlichen Terme sowie ihre Ableitungen

endlich sind. Damit vereinfacht sich die gesamte Ableitung zu

da 1y, .\ 2Bds
ds :OC’H (S) - ﬁ

S

S (1) (%)_5 K_y(nBleml)cosh (nfy)  (2.30)

n>0,m

2fd V7 (e=Bleml+myn 4 (e=Bllem|—p))n
- -5 2.31
2 U . 2.31)
=, 3 (In (14 e 2lembo) 4 an (14 e PUemimm)) - (232)

k .k

. . ey T —x o) 1)z
wobei zur Umformung die Identititen K_1(z) = \/g;¢ " und In(1 +2) = —> 7, %
benutzt wurden. Der letzte Ausdruck geht nach Einsetzen des endlichen Volumenelementes

Ald=Dp = (%”)d_l AU im (d — 1)-dimensionalen Raum der Impulse p, wobei natiirlich

14



Berechnung des effektiven Potentials homogener Kondensate

A=V = 10d=1) oIt fiir groBe L gegen das Integral

d

d—1
(1) L—00 L — —B(lém —B(lém|—
E s:OCH (S) - _ds (%) / dd 1p (ln (1 te B(‘ |+H)) + ln (1 te 6(| ‘ H))) '

(2.33)

2.3 Berechnung des effektiven Potentials homogener

Kondensate

Die Wirkung skaliert mit dem Raumzeitvolumen V. Wir normieren sie daher auf dieses und

definieren das Potential U.g 1= S‘e/‘*, fiir welches dann gilt
o2 1
Ueﬁ = @ — V Indet D (234)
o2 1 d
= — + Cu(s) . (2.35)

2 T,

Wie auch fiir die (-Funktionen unterscheiden wir zwischen einem Beitrag fiir p, 7' = 0 und Rest,
also
o? 1 d (0)

7 L (1)
— —— = 2.
eff 29 + 2V ds o H (S) eff 2V ds oo H (S) ’ ( 36)

und setzen die zuvor erhaltenen Ausdriicke fiir die {-Funktion bei homogenen Feldern o ein.

Die im Folgenden genutzten Eigenschaften der I'-Funktion kénnen z.B. aus [27] entnommen
werden. Mit |[I'(s — sg € —INg)| — 00, wobei insbesondere wegen I'(s + 1) = sI'(s) und I'(1) = 1
konkret I'(s — 0) — @ und damit auch |, (T'(s))~" = 1 gilt, bleibt bei der Ableitung
der zweite Term in Gleichung (2.26) bis auf das Verschwinden des Vorfaktors ﬁ unverandert,

wahrend fiir den ersten Term eine Fallunterscheidung nétig ist, je nachdem ob ‘5{ € Ny gilt.

Fiir ungerade d ist das nicht der Fall und wir erhalten mit dem endlichen Wert I" (—%) =

(—=2) 7= Y7 sowie der bereits erwihnten Divergenz von I'(s) das Ergebnis
2 1 42 ¢ Ky(jmloL)
U = 5+ (- F T dﬁad + (—U )2 d, Y —2—— (2.37)
2g 2 24 /7 d! 2w L 0 |m|2
2 1/-1 I.%J d 4 K4(|m|JL)
A 0_+(L)2dsz2—d, (2.38)
2¢2 2\ 7 d!! 2rL o |m|2

wobei wir noch 4| = 4L fiir d € 2Ny + 1 und dy = 2L%) im zweiten Summanden eingesetzt
haben.

_d
Fiir gerade d ist % € INy. Wir brauchen unter anderem den Wert von L=2) hei 0 sowie dessen

T'(s)
Ableitung, wobei Z&hler und Nenner divergieren. Wir wenden dazu iterativ I'(s + 1) = sI'(s) an

und erhalten

(2.39)

=
—~
VA

\
vl
NG
—_

' iR

—_

<
Il
a
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Berechnung des effektiven Potentials homogener Kondensate

Es folgt
—1)%
_ =D (2.40)

und auflerdem

[M[H

_ (_41!)5 Z% . (2.41)

o2

1 d a (= 1 a2\ 4
— 4 = vl K - 7 < In <— o
29° 2 \/In ( PR 5! 13

+207 Y (|m|20L)§ K_%(|maL)> (2.42)

o? 1 /-1 g o 1 o? o\ 4% K—g(|m|0L)

d
m#0 ‘m|2

0)
Uéff =

wobei wir noch 2% (4)! = d!! fiir d € 2N, angewendet haben. Die Gleichungen (2.38) und (2.43)
enthalten bereits die korrekten Ergebnisse unter Beriicksichtigung des Skalenparameters ;. Man

beachte, dass die angegebene Ersetzungsvorschrift (2.27) nicht fiir den Divisor in Ugg = SVLH gilt.

Gleichung (2.33) liefert fiir den zweiten Teil des effektiven Potentials

1
Uéé):—ds'zﬁ@ = / A7 (14 e Plml) i (g e Plemlo)) o (2.04)
m

Rd—1

2.3.1 Fall d=2

In 1 + 1 Dimensionen erhalten wir

2 2 2 20 Ki(moL)
g9 (i (T 22N 2mes) 2.45
eff 292 4r . 7% * L mz>0 m (2.45)
1 o0
Ue(flf) = ——ﬂ/dp (ln (1+ e Pl U2+p2+”)) +1In(1+ e B 02“’2“))) ) (2.46)
T
0

Fordert man fiir T, = 0 und L — oo ein fixes Minimum von U.g bei o4, wobei dann nur
die ersten 2 Summanden von U, e(g) beitragen, so kann man die Kopplungskonstante g und den

Skalenfaktor us ersetzen und erhélt

2 2
0,L—oc0 o o
UQL=eo) - - (m <—02> - 1> . (2.47)

S

Diese Wahl entspricht der Durchfithrung der Renormierung mit der Renormierungsbedingung

min  UGE=) Lyt ) (2.48)

o(x)=const.
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Berechnung des effektiven Potentials homogener Kondensate

Im Fall p # 0,7 — 0, also 8 — oo, ist die Integration in Ue(flf) analytisch durchfiihrbar.

Genauer gilt

0 fi >0
e—BI®) ir f(p) (2.49)

oo fiir f(p) <0,

sodass wir fiir o < p folgern kénnen

N
/ dp In (eﬂ( v ”2”2")) (2.50)
0

= ]
0

1
) T30
off 7 7B

VoZ+p?-— u) (2.51)
= % <02 In ('IH— “5202> — pN/ p? = 02> . (2.52)

Fir o > pist U, éflf) = 0. Im Spezialfall T — 0 erhalten wir damit

e (om (=) ) -

U(T—>O,L—>oo) ) 4x

eff 5 N
£ (n(z)-1) o>

Fiir ein gegebenes Paar pu, T kénnen wir mithilfe numerischer Verfahren die Funktion Ugg (o) =

=N 2 _ 42
=~V H o , 0 < [
2 (2.53)

U éfof)(cr) + Uéé)(a) minimieren. Die gewédhlte Implementierung in Python ist Anhang A.1 zu
entnehmen. Das Ergebnis dieser Minimierung ist in Abbildung 2.1 dargestellt mit den expliziten
Phasen in 2.1a. Fur grofle p oder grofie T' ist nur der Zustand o = 0 stabil, das System liegt in
der symmetrischen Phase S vor. Fiir kleine g und kleine 7" hingegen existiert nur ein Minimum
bei o # 0. Das Feld o bricht damit spontan die chirale Symmetrie, es liegt eine gebrochene
Phase B vor. Wegen Ueg(0) = Uest(|o|) ist mit o auch —o global stabil, das System nimmt beim
Ubergang S — B zufillig einen der beiden Zusténde ein. Es existiert zusétzlich ein Bereich
gemischter Phasen, in dem jeweils ein lokales Minimum bei o = 0 und bei o # 0 existiert. Dieser
Bereich ist in Darstellung 2.1a mit m indiziert, wobei B und S angeben, welches der beiden
lokalen Minima auch global stabil ist. In der gebrochenen Phase B bzw. B,, kann der Betrag

der minimierenden, von 0 verschiedenen Feldamplitude aus Grafik 2.1b abgelesen werden.

Fir die Bestimmung der Phasengrenzen ist der in [5] gewéhlte, ebenfalls auf numerischen
Optimierungsverfahren basierende Ansatz effizienter als die hier durchgefithrte Minimierung von
Uest(0) fiir eine moglichst gute Diskretisierung von {(u, T)} = [0, ttmax] X [0, Tmax|. Analytisch
kénnen dort auch die kritischen Werte p. und T, der Phaseniibergédnge entlang der Achsen
bestimmt werden. Fiir 1 = 0 liegt der Ubergang B — S bei T, = o, exp (£) ~ 0.570, mit der
EULER-MASCHERONI-Konstante v ~ 0.57721. Fiir T'= 0 wird mit wachsendem p der zunéchst
instabile Zustand o = 0 bei p = %O’S metastabil, bei p = p. = %05 wird er stabil gegeniiber
dem lokalen Minimum bei o # 0, letzteres verschwindet vollsténdig bei p = o,. Wahrend im
Bereich der gemischten Phase in Abbildung 2.1a der Phaseniibergang B,,, — S;,, von 1. Ordnung

ist mit sprunghafter Anderung der minimierenden Feldamplitude o, geht diese Phasengrenze
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Berechnung des effektiven Potentials homogener Kondensate

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

(a) Phasen (siehe Fliefitext). (b) Feldamplitude des globalen Minimums von
Uet(0) in Abhédngigkeit von p und T'.

Abbildung 2.1: Homogene Phasen in 1 4+ 1 Dimensionen im Grenzfall L — oco. Alle Achsen
sind in Einheiten von o, gegeben.

am sogenannten Lifschitzpunkt (u,T) ~ (0.6104,0.320;) in einen Phaseniibergang 2. Ordnung
B — S mit stetiger Anderung von o iiber. Wir kénnen im Rahmen der gewihlten Diskretisierung

der p- und T-Achsen diese Werte bestétigen.

2.3.2 Fall d=3

Fiir d = 2 4+ 1 Dimensionen erhalten wir das Ergebnis

2 o \3  K:(lmloL)
O 9 L 2834 (_) A s 2.54
of T 2¢2 " 2r 2rL n%:() lm|2 (2.54)
o? o3 1 1 o
_o o 1 ~|mloL 2.55
2% 6 2w § <<m|L>3 ’ <m|L>2> (2:55)
1 :
Ui = _4F2ﬁ/d2p <ln(1—|—6_6( TP L n (1 4 A ”“PL“))) (2.56)
1 o0
= —ﬁ/dpp (ln (1+ e PV P4y L (1 4 ¢ P ‘72“’2“))) . (2.57)
0

Mit der Renormierungsbedingung ( )min Uég’L:m) L Ue(gf’L:OO)(os) fiir fixes o kann erneut
o(x)=const.

die Kopplungskonstante ersetzt werden, man erhalt

2

0,L—o0 o
U@ Eee) — 3o (20 = 304). (2.58)

)

Wie zuvor auch kénnen wir das Integral in Uc(f}f fiir T'— 0 analytisch 16sen. Fiir o < p gilt

Vir—o?
pH =0 1 /R S E - prape il
e 7 "o dpp-(—ﬁ)( p’+o —M>—— VPP +o? —Tp

2m |3 2
5 0

(2.59)
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Berechnung des effektiven Potentials homogener Kondensate

1
= -0 (1 +20° — 3uc?) (2.60)

Fir o > p ist U(flf) = 0. Das liefert in Summe

€

NS 0_2
I —t=t+t = —0s) ,0<
Ue(gf’—>0,L—> ) _ 21277 ar (1 ) H (2.61)
5= (20 — 30,) ,O> .

Fiir allgemeine (p, T') erhalten wir das in Abbildung 2.2 gezeigte homogene Phasendiagram

durch Minimierung des Potentials. Anders als im 1 4+ 1-Fall finden wir keine gemischten Phasen,

0.8 0.8 L0
07 0.7
S 0.8
0.6 061
0.5 05 0.6
T o4 T o4 o
0.3 0.3 0.4
0.2 021
0.2
0.1 0.1
0.0 0.0 . . ; . 0.0
0.0 02 04 0.6 0.8 10 12 0.0 02 0.4 06 0.8 L0 12
I 1
(a) Phasen (siehe Fliefitext). (b) Feldamplitude des globalen Minimums von

Uest(0) in Abhéngigkeit von p und T

Abbildung 2.2: Homogene Phasen in 2 4+ 1 Dimensionen im Grenzwert L — co. Alle Achsen
sind in Einheiten von o, gegeben.

siehe Abbildung 2.2a. Fiir kleine x4 und 7" hat das Potential sein globales Minimum bei o # 0,
dargestellt in Grafik 2.2b, es liegt die Phase B gebrochener Symmetrie vor. Hier ist der Ursprung
o = 0 ein lokales Maximum des Potentials. Fiir grofle p oder T hingegen ist das System in
der symmetrischen Phase S mit Potentialminimum bei ¢ = 0. Zur genauen Bestimmung der
Phasengrenze kann einfach analytisch untersucht werden, wann %Uéé =°) = ) nur noch durch
o = 0 geldst wird, wann also nur noch ein Extremum existiert, welches dann zwangsldufig das
globale Minimum sein muss [24]. Daraus ergeben sich entlang der Achsen fiir die kritischen Punkte
der Phaseniiberginge T, = ﬁas fir p = 0 und p, = o, fiir T = 0, was erwartungsgeméf
auch der Beobachtung aus Abbildung 2.2a im Rahmen der durch die Diskretisierung der p- und
T-Achsen beschrinkten Genauigkeit entspricht. Die Phasengrenze représentiert fast tiberall einen
Phaseniibergang 2. Ordnung, bei dem die Feldamplitude stetig tibergeht. Nur bei (u, T') = (e, 0)
sehen wir in Gleichung (2.61) wegen u. = o, das vollstandige Verschwinden der o-Abhéngigkeit
auf dem Intervall [0,05]. Das Potential ist also vollig flach, sodass hier jede Feldamplitude

o € [0,0,] die effektive Wirkung minimiert. Wegen o, = li/‘m
w7

Omin 7 liM opiy = 0 handelt es
/ H e

c

sich hier um einen Phaseniibergang 1. Ordnung.
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3 Inhomogene Kondensate

Wie zu Beginn diskutiert, existieren fiir 1 + 1 Dimensionen analytische Beweise [6] und in
2 + 1 Dimensionen numerische Hinweise [12] fiir die Existenz inhomogener Phasen, sodass die

Einschriankung o(x) = const. aufgehoben werden sollte.

3.1 Inhomogene Kondensate in 14+1 Dimensionen

Da in den Ausdriicken (2.10) und (2.21) die Eigenwerte €, noch nicht auf konstante o(x)
spezifiziert waren, kobnnen wir ansetzen bei
1d

IndetD = —=—
nae 2ds

Cu(s) (3.1)

s=0

n2

ﬂ dS r s—1—1 n, — 5 -n —te?
Cu(s) = V() /dtt 1=3 Z(—l) e~ e B“Ze bem | (3.2)
0 m

n

wobei dank dg nur die Eigenwerte €2, des einkomponentigen Operators —9? + o%(x) + o'(x)
bendtigt werden.

Der Beitrag fiir 1, T — 0, bei dem nur die Terme mit n = 0 der Summe nicht verschwinden,

F(;(;)%)Chg (8 B %) (3.3)

mit h, aus (2.2). Man sieht leicht ein, dass FF(;O%) =0 und d%h:o“%_j) =T(-3) = —V4nr,

allerdings kennen wir die konkrete Form der Eigenwerte €2, von h2 diesmal nicht, wodurch wir

ist

a O (s) = pds d
ds|,_ H Vards

s=0

keine PoOI1ssoN-Resummation durchfiihren und der ¢-Funktion sowie ihrer Ableitung zunéchst
keinen endlichen Wert zuordnen kénnen.
—2
Die Losung besteht in der Einfiihrung eines Operators h, = h% fir ein konstantes Feld @,

tiber den wir (52 ausdriicken als

G5 3) =Gl =)+ (G- 5) - Gals - 3)) (34)

Fiir den ersten Summanden, also ein (beliebiges) konstantes Feld @, ist die Aufgabe bereits
gelost mit (2.26). Die in der allgemeinen ¢(-Funktion eines elliptischen Operators A auftretende

Summe

Z e =Ty (e714) (3.5)

iiber dessen Eigenwerte hingt mit der als Warmekern K; bezeichneten Fundamentallosung der
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Inhomogene Kondensate in 141 Dimensionen

mit diesem Operator assoziierten Warmeleitungsgleichung, siehe [28] fiir eine Einfithrung, iiber

Tr (e7'2) = /dd:th(x,x)\/ﬁ (3.6)

zusammen. Der Warmekern besitzt nach [29] eine asymptotische Entwicklung

N
Ki(z,z) = 47rt (%an ot )) (3.7

mit der Raumdimension D des zugehorigen Operators A. Das Integral

17 2
(Ch2 — C—z m /dtts 1 7th3) —Tr (67th0)> (38)
0
1 a D N
p— T ._1+ -7 N
- 5 / dt <Z(cn—cn)t5 g ot )) (3.9)
0 n=0
ist in 1 Raumdimension bei s = —3 daher zunéchst divergent durch die Beitrige n € {0,1}.

Die genauen Koeffizienten a,, bzw. ¢, folgen aus der Metrik des Raumes sowie dem genauen
Operator A. In unserem Fall gilt ¢g =% = 1 und ¢;  [o0?(z), ¢ o [7>(z) [24]. Die Differenz
(Chg (s—3)— G 7 (s — —)) und ihre Ableitung bleibt bei s = 0 nur endlich, wenn die Felder o(x)
und 7 die glelchen Koeffizienten ¢; und ¢ bewirken. Nattrlich ist ¢y = ¢y trivial erfillt. Wir

nutzen die Wahlfreiheit fiir & also geschickt aus und setzen

vt

dxo?(z) = /d:cﬁzz 7d:1702(x). (3.10)

Wihrend diese Betrachtung ausreicht, um die Konvergenz des Integrals (3.8) an der Grenze ¢ = 0
zu begriinden, sollte man, um die Konvergenz bei ¢ — oo einzusehen, zur urspriinglichen Summe
(3.5) zurtickkehren und die beiden Regimes in der Integration durch eine Grenze ¢ > 0 trennen.
Auch das Hinzukommen eines Terms In¢ durch die s-Ableitung beeinflusst die Konvergenz in

beiden Grenzfillen nicht, somit ist auch die Ableitung der Differenz der {-Funktionen endlich.

1
Unter Bertiicksichtigung der oben genannten Eigenschaften des Terms F(;)(S)Q) bleibt damit

d (0) d (0) 1

— — — — fds —— 3.11

5 W6 =g e -sa (6 (~3) - ( (3.11)
mit H := —DZ + Ei Wissend, dass die Klammer einen endlichen Beitrag liefert, konnen wir zur

urspriinglichen Definition der ¢-Funktion zuriickkehren und erhalten

d d , 1
S)(S)=£’ &2 (s) - pd, Z( )z m)ﬁ). (3.12)

ds

s=0

Der Beitrag endlicher Temperaturen bleibt unveriandert wie in Gleichung (2.32) und wir
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Inhomogene Kondensate in 1+1 Dimensionen

erhalten fird =2+1

Uéflf) = Z <1n (1 + e PlemlTmy £ 1n (1 + 675(‘67”'7#))) . (3.13)

m

Insgesamt interessiert uns also die Minimierung des Potentials

62 72 20 K;(moL)
a2 (0 (2) 1)+ 2

m

- BlLZ(1n(1+e*ﬁ(lém‘+“>)+1n(1+e*/3<\€lmfﬂ>)) . (3.14)

Die |€,,| sind dabei die positiven Wurzeln aller Eigenwerte des einkomponentigen Operators
—02 + 0%(z) + o' (x), wir lassen im Folgenden die Betragsstriche weg.

Die Eigenwerte €, erhalten wir prinzipiell durch Loésen der Eigenwertgleichung
ho®p = €@, (3.15)

des in (2.2) aufgetretenen Operators h, = 7°9'9; + %0 (x). Fiir o(z) war diese Diagonalisierung
explizit analytisch moglich. Fiir beliebige inhomogene Felder o(x) ist dies nicht mehr der Fall,
weshalb wir stattdessen numerische Methoden zur Diagonalisierung des Operators nutzen.
Waiéhrend h, in 1+ 1 Dimensionen ein 2-komponentiger Operator ist, berechnet unser numeri-
scher Minimierungsalgorithmus, wie bereits angedeutet, stattdessen die Wurzeln aller Eigenwerte
des Operators h2, aufgefasst als 1-komponentiger Operator. Wird das gewithlte Raumvolumen, in
1 + 1 Dimension etwa das Intervall Z = [—%, 5] mit N Gitterpunkten diskretisiert, sodass jede
Funktion f : Z — R auf diesem Intervall als Vektor f = ( fi)i:1 = (f (J;z)) =, € RN ausgedriickt
werden kann, so ist h2 € Mat(N x N,R). Der diskretisierte Beitrag von —92=p? zu diesem
Operator wird in unserem Algorithmus durch die SLAC-Ableitung dargestellt, deren Giite
beispielsweise in [30] demonstriert wird. Fir die genutzte Implementierung der SLAC-Ableitung
ist N ungerade zu wihlen. o(z) als Operator entspricht der Diagonalmatrix diag((o;)Y ;). Damit
ist die gesamte Matrix h2 reell und symmetrisch, wodurch wir spezielle und entsprechend
effiziente numerische Diagonalisierungsverfahren der genutzten Bibliotheken verwenden kénnen.
A priori hat der das kontinuierliche Feld o(z) repréisentierende Vektor & N Freiheitsgrade.
Diese Darstellung entspricht der Wahl der Ortsbasis, in der wir ¢ beschreiben kénnen durch
z) = [dyo(y)d(x — y) bzw. im diskretisierten Fall o; = > 0;07. Um die Dimensionalitiit
des Problems fiir die Numerik zu reduzieren, lohnt es sich, stattdessen ¢ in der Impulsbasis
darzustellen, also o(z) = [dpFlo](p)exp (ipx) bzw. o; = Y, Flo]iexp (ipkz;). Wenn wir
davon ausgehen, dass die Fouriertransformation F[o](p) des Feldes o(z) mit wachsenden p
hinreichend schnell abfillt, so kénnen wir uns auf N < N Fourierkomponenten beschrinken
und das Minimierungsproblem von N auf N Dimensionen reduzieren. Fiir reelle symmetrische

Funktionen o(z) nutzen wir also die Fourierreihe

N-1
o(x)=co+ Y cxcos (prz), (3.16)
k=1

wobei die Wahl der p; € 2T”]N die periodischen Randbedingungen sichert. Daraus folgt unter
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anderem

2

—1
i (3.17)
1

52:c(2)+

DO =
ol
i

Wir fassen Gleichung (3.14) damit als Funktion der N Fourierkomponenten auf. Fiir ein gegebenes
Tupel (Ck)év:o berechnen wir zuerst den das Feld o(z) reprisentierenden Vektor (o;)Y ; sowie
das konstante Referenzfeld . Mit (o;).;, und dem fiir alle Felder gleichen Beitrag der SLAC-
Ableitung kénnen wir den diskretisierten Operator h2 und durch numerische Diagonalisierung
2N
Wurzeln der Eigenwerte von Ei sind mit €,, = \/624—7]33” analytisch bekannt, man beachte
aber, dass fiir symmetrische reelle Felder die Impulse p,,, symmetrisch um 0 angeordnet sind,
also m € {#,# + 1,...,%} C Z gilt mit N € 2IN + 1. Mit 7, €, und €, kann

das Potential dann berechnet werden. Diese Funktion von somit N Variablen kénnen wir mit

dessen Eigenwerte (e sowie deren positive Wurzeln (e,,)N_, berechnen. Die positiven

numerischen Verfahren minimieren. Im Vergleich der Laufzeit der Minimierung und Tiefe der
gefundenen Funktionsminima der in der scipy.minimize-Bibliothek implementierten Verfahren
erwies sich die SLSQP-Methode als effizienteste Prozedur und wurde deshalb ibernommen. Die
Implementierung der Potentialberechnung und -minimierung mittels Python ist erneut in Anhang
A.1 hinterlegt. Die numerische Minimierung von (3.14) ergibt das in Abbildung 3.1 dargestellte
Phasendiagramm. Dabei wurde fiir jedes Paar (u, T') sowohl der soeben beschriebene Algorithmus
bemiiht, als auch die vergleichsweise einfache eindimensionale numerische Minimierung der in
Abschnitt 2.3.1 thematisierten Potentialfunktion fiir homogene Kondensate mit dem in Grafik 2.1
abgebildeten Ergebnis, um dann zu entscheiden, ob ein lokal minimierendes inhomogenes Feld
o(x) existiert und ob dieses geringere Energie hat als das bereits bekannte homogene Minimum.
Da aufgrund der Diskretisierung des Impulsgitters durch die Festsetzung der Randbedingungen
keine stetige Variation der Frequenz beispielsweise einer reinen Cosinusfunktion moglich ist, kann
der Minimierungsalgorithmus leicht in lokalen Minima terminieren, ohne das globale Minimum
zu finden. Deshalb sollte fir jedes (u,T) idealerweise eine Reihe von Anfangsbedingungen mit

jeweils unterschiedlichen dominanten Impulskomponenten getestet werden.
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nente pmax des globalen Minimums fir T =0.
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Abbildung 3.1: Phasenstruktur in 1 + 1 Dimensionen unter Beriicksichtigung inhomogener
Felder o(z) fiir L = 300!, N = 251. Alle Achsen sind in Einheiten von o
gegeben.

Die relevante Erkenntnis ist die Existenz und globale Stabilitdt einer inhomogenen Phase
fiir kleine T und grofle i, in Abbildung 3.1a mit I bezeichnet. Die inhomogenen Losungen in
diesem Bereich entsprechen qualitativ dem Beispiel aus Abbildung 3.2a und 3.2b. Es handelt
sich im Rahmen der numerischen Genauigkeit der Minimierung um reine Cosinusfunktionen,
man spricht in dieser Phase von einer Kristallstruktur der Materie. Mit wachsendem u steigt
deren Frequenz bzw. Impuls und f&llt deren Amplitude, was in den Plots 3.1c und 3.1d sichtbar
ist. Die dort eingezeichneten Nidherungen des Verhaltens fiir grofie p werden in Abschnitt 3.4
hergeleitet. Der in Grafik 3.1a mit B bezeichnete Bereich entspricht der homogenen gebrochenen
Phase, der mit S bezeichnete Bereich der symmetrischen Phase. In B existieren neben dem
homogenen globalen Minimum noch inhomogene lokale Minima, exemplarisch abgebildet in
3.2c. Losungen dieser Form treten auch im Bereich des Phaseniiberganges B — I auf. Das
kritische chemische Potential . ; der Phasengrenze B — I bei T' = 0 liegt im Rahmen unserer

Genauigkeit im Intervall [0.63660,0.63670], was sehr gut zu dem in [31] gegebenen analytischen
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Wert %0'3 ~ 0.636620, passt. Alle Phaseniibergéinge B — I, I — S und B — S sind Ubergiinge
2. Ordnung.

Die ,Welligkeit“ der Phasengrenze I — S in Abbildung 2.1a ist ein Artefakt des endlichen
Raumvolumens, da somit nur diskrete Impulse zuléssig sind. Weiterhin wurde die Berechnung auf
einem kartesischen Koordinatensystem [0, ftmax]) X [0, Tmax] durchgefiihrt, um die Plot-Befehle der
genutzten matplotlib-Bibliothek optimal auszunutzen. Um die sichtbaren Méngel zu geringer
Auflésung zu beheben, wére mit dieser Methode eine noch bessere Diskretisierung nétig, die

entsprechend mehr Rechenzeit erfordert.

1.00 1.001
0.751 0.751
0.501 0.501
0.251 0.251
—0.257 —0.251
~0.501 ~0.501
—0.757 —0.751
~1.001 ~1.001
15 —10 5 0 5 10 15 15 10 5 0 5 10 15
X xr
(@) p=1,T=0 (b) p=1.25T =0.05
Uet = —0.16416 < Umin,hom Ueg = —0.25008 > Umin,hom
Pmax ~ 188,5 ~ 0.37 Pmax =~ 27275 ~0.19
1.001 1.00
0.75 0.75
0.50 0.50
0.251 0.251
T 0.001 T .00
—0.251 —0.251
~0.501 —0.501
—0.751 —0.751
~1.001 ~1.001
15 10 5 0 5 10 15 15 10 5 0 5 10 15
xr x
(c) p=0,T=0 (d) pu=0,T=0
Ueg =~ —0.05836 > Umin,hom Uesgt = —0.03722 > Umin,hom
Pmax =~ 0.21,7 ~ 0.87 Pmax ~ 0.42,7 ~ 0.73

Abbildung 3.2: Beispiele fiir inhomogene globale und lokale Minima des effektiven Potentials
in 1 4+ 1 Dimensionen. Diese sind zu vergleichen mit dem Minimum von
(2.53) zusammen mit dem Zusatzbeitrag endlichen Volumens aus (2.46). Die
x-Achse ist in Einheiten von o1 gegeben, Udg in 02, alle anderen Groen in
os. Ahnliche und weitere Beispiele in [24].

Gemaé$ [7] stellt 3.2c ein Baryon-Antibaryon-Paar dar, welches gegeniiber der Vakuumlésung
o = +o, eine Energie von L (Uef(3.2¢) = Unin,hom) = 30-(—0.0536 — (—4=))os ~ 0.63650, ~ 20,
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besitzen. Auch dieser Wert wird in [24] bestétigt. Anhand L - (Uegt(3.2d) — Uesr(3.2¢)) ~ 20,
wird damit deutlich, dass die Energie der entsprechenden lokalen Minima fiir kleine 7" und kleine
w aus den als Kink“ und ,,Antikink“ bezeichneten Bereichen verdnderlicher Feldamplitude

stammt.

3.2 Inhomogene Kondensate in 2+1 Dimensionen

Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob eine inhomogene Phase auch in 2 4+ 1 Dimensionen
existiert. Dazu nehmen wir vereinfachend an, dass o(z,y) = o(z) und interessieren uns wieder
fiir die (-Funktion des Operators H = —D3 + h2 mit Dy = Jp + p und h, = v°~%9; + 0. Aus
der Vereinfachung folgt

h2 = ki — 0] (3.18)
mit k, = 79910, +1%0. Wegen [k2, 85] = 0 nehmen die Eigenwerte von h2 die Form €2, + py
mit den Eigenwerten €2, von k2 und p, = 2]%’ mit p € Z an. Zum vorherigen Abschnitt analoge

Umformungen, siche Anhang A.3.1, fithren auf

ﬂn

auls) = 152 (T - DG -+ [ae= ¥ (Cayre (=) e
0

r 2
(8) n n#0,p,m

(3.19)

wobei der erste Term implizit L, — oo annimmt. €2, sind die Eigenwerte von —92 +0?(z) + 0’ (x).

T'(s—1) _ 1
L(s) =

Wegen
n (3.19)

d d
— C;S)(S)Z—% (Ckg( )+%

Ckg(s - 1)) . (3.20)

Wir setzen wie im (1 + 1)-Fall auch (2 = CEZ + (G2 — C:Ez) an, wobei k der zu einem
konstanten Referenzfeld @ = const. gehdrende Operator sein soll. Die Operatoren k? beziehen
sich dabei nur auf 1 Raumdimension, da wir angenommen haben, das Feld o sei in y-Richtung
konstant. Somit erhalten wir wieder Gleichung (3.9) mit D = 1 und wollen diese bei s = —1
auswerten. Erneut sichert die Wahl 7> = % [ o(x)? die Endlichkeit des Integrals an der unteren
Integrationsgrenze und wegen ﬁ = 0 sogar das Verschwinden der gesamten Differenz bei
s = —1. Die s-Ableitung bleibt ebenfalls endlich,

d

. <°’<s)=—@<zg,<—1>+(ckg— ) (1) + —

2

Cf (s)

o

(gkz . _2)(5)> . (3.21)

Falls o(x) = const. ergibt die Rechnung natiirlich das gleiche Ergebnis wie Gleichung (2.54)

+d
ds

s=—1

fiir homogene Felder, wobei m nun allerdings ein Skalar ist, da wir durch die zuvor getroffene
Annahme L, — oo den Beitrag der Impulse in y-Richtung in der PoOISSON-Resummation

vernachlassigt haben. Wissend, dass die Differenz der {-Funktionen sowie die Ableitung bei
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s = —1 konvergiert, liefert diese fiir inhomogene o(x) den Zusatzbeitrag
d d —2s _ —=—2s

% S:_I(Ck?, - CEi)(S) - % s ( - €m T E&m > (322)

= Z (e Ines, + &, Ine,) . (3.23)

Der Beitrag zur effektiven Wirkung fir T, u = 0 ist damit

0 1 1d 0
S =5 [drtoten 5] A (3.24)
_BVs_o | BVs_3 | BVs 1 a —L,m%
_2920+67r0+ 7T7n§>:O m3L§.+m2Li ¢
L
+ 54—7:’ (2, Iner, — €2 Iner) . (3.25)

Die Kopplungskonstante ist wie in (2.58) durch die Renormierungsbedingung zu ersetzen. Fiir
den Beitrag endlicher Temperatur und endlichen chemischen Potentials nutzen wir aus, dass
die zweite Summe in (3.19) formal genauso aussieht wie (2.22) mit d = 2 und 02 — €2, und
anschlieflender Summation iiber m, weshalb wir einfach das Ergebnis (2.32) mit der dann
korrekten Interpretation |€,,|— 4/ # +¢e2 und Y — Y wiederverwenden kénnen. Im Limes

m  mp
L, — 0o kénnen wir die Summe {iber die Impulsquantenzahlen p € Z mit dem Integral {iber

kontinuierliche Impulse ersetzen. Ubrig bleibt

2\ = bl 7@2 (ln(l-i-eB(\/m+u))+ln(1+eﬁ(m#>)> ,

ds|,_o M 2m

— 00

(3.26)

Die vollstandige effektive Wirkung fiir inhomogene o(x) in 2 + 1 Dimensionen ergibt sich bei

Berticksichtigung der durch o4 gegebenen Skale zu

Salo(@)) = 20057 770 + 05 5 (L T ) et

B 37,3 272
127 o \m L m?LZ

BLy 2 € _2 e
—+ E Em 111 O_—? — €m hl 0'_?

_L /dp > <1n (1+ e PVPFGtmy (1 4 eﬂ<vp2+efn”))> (3.27)
0 m

™

und wie zuvor auch gilt Ueg[o(z)] = % mit Vg = L, L,. Der Beitrag fiir endliche ¢ und T

lasst sich fir T — 0 vereinfachen,

1 [2 2 2
v 130 e 3 <2e$n In <"‘+aﬁ> — & n (Z-”;) NI —egn> . (3.28)

m,e2, <p?

Wir versuchen, auch dieses Potential numerisch zu minimieren. Zum Einsparen von Rechenzeit

beschranken wir uns aus den Grenzfall T'— 0. Es scheint intuitiv, dass die Nicht-Existenz einer
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inhomogenen kristallinen Phase bei T' = 0 auch deren Fehlen fiir endliche T' impliziert, da bei
hohere Temperatur geordnete Strukturen unwahrscheinlicher werden. Da in 1 + 1 Dimensionen
stabile inhomogene Kondensate in Form reiner Cosinusfunktionen existierten, beginnen wir
die Minimierung jeweils, indem wir einer Fourierkomponente eine endliche Amplitude, z.B. 1
zuweisen und die restlichen Fourierkomponenten auf 0 setzen. Wir fithren die Minimierung
fir verschiedene initiale Fourierkomponenten pg durch und erhalten die in Abbildung 3.3
dargestellten Ergebnisse, die wir folgendermafien zusammenfassen wollen. Fir pu < p. = o5
liegt das homogene Minimum bei ¢ = o, bekannt aus Abschnitt 2.3.2, und ist offensichtlich
auch im Raum der inhomogenen Felder global stabil. Trotzdem existieren lokale inhomogene
Minima hoéherer Potentialwerte, siehe Abbildung 3.3a. Ein Beispiel fiir eine lokal minimierende
inhomogene Feldkonfiguration ist in 3.4a abgebildet. Wahrend manche inhomogenen Felder
bereits bei kleinen p metastabile Zustdnde darstellen, z.B. die blaue Kurve in Darstellung 3.3,
werden andere Felder mit grofleren Impulsen erst fiir groflere p metastabil. In Abbildung 3.3b ist
das daran erkennbar, dass fiir manche Impulse bei kleinen p keine von 0 verschiedene Amplitude

@ gefunden wird, z.B. fiir die pinke Kurve bei p 5 0.6.

Zur Klarheit sei noch einmal erwéhnt, dass fiir u < p. der Zustand ¢ = 0 in die homogene
Richtung instabil ist. Sollte eine inhomogene Konfiguration mit dominanter Impulskomponente
pi also nicht zumindest metastabil sein, wird der Minimierungsalgorithmus, bei endlichem cy,
beginnend, nicht bei einer Feldkonfiguration mit @ = 0 terminieren, sondern von dieser zum
homogenen globalen Minimum iibergehen. Deshalb sind in der Abbildung 3.3b fiir inhomogene
Felder keine Punkte mit @ = 0 geplottet bzw. fiir kleine & nur mit geringer Datendichte, da hier

am ehesten numerische Ungenauigkeiten bei der Minimierung auftreten.

Fir g e ndhern sich homogenes globales und inhomogene lokale Minima energetisch dem

selben Wert Ueg ~ — 1021 und gehen dann fiir groflere i in dieselbe Kurve Ueg = —% iiber, die
auch demselben Zustand mit Amplitude @ = ¢ = 0 zuzuordnen ist, siche Abbildung 3.3b. Das
bedeutet, dass fiir grole u keine lokalen homogenen oder inhomogenen Minima aufler bei o = 0

existieren.

Im Diagramm 3.3b ist dennoch ein kleiner Bereich mit p > p. deutlich, in dem metastabile
inhomogene Zustdnde mit von 0 verschiedener mittlerer quadratischer Amplitude & existieren.
Da die zugehorigen Amplituden dieser Zusténde sehr klein sind und die Zustédnde im Raum der
Fourierkomponenten, in dem sich unser Minimierungsalgorithmus bewegt, deshalb sehr nahe
beim Feld o = 0 liegen, impliziert diese Beobachtung die Existenz eines Bereiches der Instabilitét
von o = 0 gegeniiber inhomogenen Variationen. Die zugehérigen dominanten Impulse dieser
Variationen liegen bei pp = 2u. Aus den vergrofierten Abbildungen 3.3c und 3.3d geht hervor,
dass manche inhomogenen Felder bis p ~ 1.1, metastabil und bis p ~ 1.030, sogar global
stabil sind, also geringere Energie als das homogene Minimum haben. Ein Beispiel fiir einen

global minimierenden Zustand ist in 3.4b gegeben.

Der genaue Bereich des Auftretens dieser inhomogenen Minima ist schwer abzuschétzen. Fir
u = os,T =0 ist das Potential, eingeschriankt auf homogene Kondensate o € [0,04], in 2+ 1
Dimensionen bekanntermafien vollstandig flach. Daher ist es moglich, dass auch bei p = o in
der Umgebung des Punktes 0 im Fourierraum das Potential nahezu flach und die Genauigkeit

des gefundenen Minimums bei sinnvollem Zeitaufwand dadurch stark beschrankt ist.

Wir werden spéter in Abschnitt 3.3.2 mit etwas analytischer Vorarbeit Argumente finden,
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Abbildung 3.3: Vergleich der Eigenschaften lokaler inhomogener Minima (farbig) mit dem
globalen Minimum der homogenen Felder geméaf (schwarz, gebrochene Linie)
in Abhéngigkeit von p bei T' = 0. Benachbarte farbige Datensétze entsprechen
inhomogenen Konfigurationen, deren dominanteste Impulskomponenten sich

um i—i unterscheiden, beginnend mit ppjan = i—i L, = 300;', L, — oo,
o und p in Einheiten von oy.

N = 251. U.g in Einheiten von o3

ERi

dass die inhomogene Phase ein Artefakt endlicher Raumausdehnung L, ist und fiir L, — oo
verschwindet. Es sei angemerkt, dass wir auch direkt numerisch fiir sukzessiv grofier werdende L,
das Minimum des Potentials fiir 7' = 0 und festes p suchen und die Amplitude & des numerisch
gefundenen Minimums iiber L, auftragen kénnten, um moglicherweise ein Verschwinden von
o fur grole L, zu beobachten. Allerdings bedarf die Variation des Gittervolumens fir die
Numerik auch eine bedachte Anpassung der Anzahl der Gitterpunkte. Fiir wachsende Anzahl an
Gitterpunkten wird der numerische Algorithmus sehr langsam und auflerdem ungenauer, da die
Diagonalisierung der den Operator h2 reprisentierenden N x N-Matrix zunehmend ungenauere
Ergebnisse liefert. Die Wahl groerer N bei festem L, beeinflusste das Ergebnis der Minimierung
aus Abbildung 3.4b qualitativ nicht.
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Abbildung 3.4: Beispiele inhomogener lokaler Minima des effektiven Potentials in 2+ 1 Di-
mensionen. N = 251. z-Achse in Einheiten von o, !, Ueg in o2, alle anderen
Groflen in o.

3.3 Stabilitatsanalyse der homogenen Potentialminima

Wir wollen jetzt analytische Hinweise fiir die Existenz der inhomogenen Phase in 1+ 1 Dimensio-
nen bzw. die Nicht-Existenz einer inhomogenen Phase mit Kondensaten der Form o(z,y) = o(x)
in 2+1 Dimensionen suchen. In Anlehnung an das Vorgehen der numerischen Minimierung wollen
wir die Verdnderung der Potentiale berechnen, wenn wir von einer homogenen Feldkonfiguration
in eine inhomogene Richtung, charakterisiert durch eine entsprechende Richtung im Raum der

Fourierkomponenten, variieren. Es interessiert also die Variation der Funktionen

UG lo) = = ((S) 1)+ 2 50 B L5 e, -

$ m>0 m
1
-~ (1n (1 + e~ Pllem+0) 4 1n (1 + e—ﬁ(\eml—u))) (3.29)
(2+1) o oo 1 1 [ —L,m7
Uy lo(z)] —E(QO' - 30 US)+7_Tm2>:O<m3—I§+m2—I% e

+ 47T1Lw Z (efn Ine2, — €, lnEfn)

/de(ln (14 e PWPFEtMY L n (1 4 ¢ PVP e ”’) (3.30)

WBL

fiir eine Storung eines homogenen Feldes oy durch eine Inhomogenitéit ), also o(x) = o¢ + an(x).

Fiir T = 0 vereinfachen sich die py-abhédngigen Beitrige,

=2 =2
1+1 T—0 O o KlmaL
U L (n(S) 1) + 2 LS (el = [

T o2
m>0 m
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b2 3 (enl =) (331)

m
‘Em |<M

(241) 70 1 ,__ - 1 1 o -
UG o) " 15 20° - 37700 4 2 3 (o )

127 m3L3 ~ m2L2
m>0
1
+ irl. ; (efn Ine2, — &, lnEil)
1
+ = Z (267271 In (u +/p? - 672%) — 2 In () — 2u\/p? — e%n) . (3.32)
Ly 4
efn <H2

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wurde hier und im Folgenden der Parameter o, in den
Argumenten der Logarithmen der e-abhéngigen Summen weggelassen, es seien also die Eigenwerte

€ und € in Einheiten von o4 zu verstehen.

Wir berechnen die erste und zweite Ableitung beider Potentiale beziiglich der Variation von
o bei T' = 0 und setzen % = . Gilt fiir die betrachtete Variation &(0) > 0, so konnen die
exponentiell abfallenden Beitrége endlichen Raumvolumens fiir hinreichend grofie L vernachléssigt
werden. Fiir (0) = 0 hingegen miissen wir sie bei der Variation berticksichtigen. Fiir diesen Fall

berechnen wir diese Terme zur Ubersicht separat im Anhang A.3.2:

K(1+1)(0) = — Z p (3.33)
T m>0
d 70 1
A pasnezo L 3.34
= -4 (3.34)
? o000 o (&) 4 5
P T = (3:35)

bzw. fiir 2 + 1 Dimensionen

1 1 5 _
24-1) =\ .__ —moL,
K@) =23 <m—L + m—L) ; (3.36)
m>0 z z
d 50
— K@) 72V 3.37
e - (3:37)
d? -0 In (EL )+1
&g+ a0 BORe) T 2 3.38
15 A (3.38)

Zusammen mit den restlichen Beitrdgen ergibt sich
141 o T\ _, _ 1 _
UGEH ) — ; In <—>0-/ + K(lJrl)/(o'(a)) — L_w Z (‘em‘/ o ‘Gm‘/)
1
+— > el (3.39)

1 2 2 —21 1., =2
+ . ; (en;(ln €, +1)—¢e (lne;, + 1))
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! 2! /2 — 2
Yo 2 (26’” i (e + V47 =)
€2, <p?
€mCon we o o
TRy Eoa JEoa, et (340)
=2/

m

Fiir die zweite Ableitung gilt
o o 1
U = 2y (i)a” + = (m < ) - 1) @)%+ KUY (5())
T O 0
1 1
— 2 (leml” = Eml") + 7= D2 leml” (3.41)

x
m

Q| al

m
lem | <p

1 1
Uyt — 5o (@ — 707" + (27— 0.)(@) + K& (7(a))
o ™

1
+ . Zm: (e2/(lne, +1) — e/ (Ine, + 1))

e (B2 G)

2
€m €m

! ()
nle o (ViR —a)ie -,
2

1 27/\2
_ <63;’(1n €, +1)+ (6”;) ) . (3.42)

€ <M

In jedem Fall sind die €, bzw. &, die positiven Wurzeln der Eigenwerte €2, bzw. €2, des
einkomponentigen Operators —92 + o2 + ¢’ im Bezug auf das entsprechende Feld o(z) bzw. 7.
Deswegen ignorieren wir die Betragsstriche, was fiir die Ableitungen gegebenenfalls die Annahme
des rechtsseitigen Grenzwertes bedeutet, auch wenn die Betragsfunktion strenggenommen nicht
differenzierbar bei 0 ist. Wir berechnen nun die Ableitungen von @, € und € bzw. von deren
Quadraten. Mit (f|g) = f_%% dr f*(z)g(z) gilt

7 = V/(olo) = V/{o0loo) + 2a{o0ln) + a2(nln) (3.43)
. {o0|n) + o(n|n) m
V{ooloo) + 2a{ooln) + a?(nln) (344

o _ (n|m)

V/{ooloo) + 2a(ooln) + a2 (nln)
N ({ooln) + a{nln))* )
Vv (o0loo) + 2alooln) + a?(nln)

(3.45)

Bei a = 0 miissen wir die Falle g # 0 und o9 = 0 unterscheiden. Da wir periodische
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Variationen 7 um 0 nutzen wollen, gilt natiirlich auch (og|n) = 0.

Fall ao 7£ 0 Fall [ 0
o = <0’0|0’0> o = 0 (346)
7 =0 7 =/ {nln) (3.47)
S _ i) 7 =0 (3.48)
(o0loo)

Fiir die Ableitungen der Eigenwerte des DIRAC Operators h, erhalten wir

i)

e, =35>+ Eml = \/T2 + P2, (3.49)

—
I A — - g0
€ = 200 €l = —m (3.50)
— —2/—=/\2 —/\2
=211 —=// —/\2 =1 o0 a (U ) (U )
e =200 +2(7") e = - + ) (3.51)
V@0t VO TP
wobei wir die Entartung der Impulsquantenzahlen m € IN(\{0}) bzw. Impulse p,, = 2 jetzt

mit notieren. Falls nicht anderweitig eingeschrénkt, 1duft also hier und im Folgenden der Index
m tUber Ny und [ nur fiir m # 0 iber {0,1}. Die Indexmengen fiir m und ! seien damit erklart
und werden in den folgenden Rechnungen nicht explizit notiert. Erneut unterscheiden wir bei
a = 0 die Falle og # 0 und o9 = 0.

Fall 0y #0 Fall 0y =0

Emt =/ {00lo0) + P7, €ml = Pm (3.52)
m=0:

=0 e = (3 )
m#0 O
m=0: 0

o {n[n) & — (3.54)

(o0loo) + P2, m#0: fam

Pm

Weiterhin benétigen wir die Ableitungen von €,,; bzw. e%ﬂ. Wir verfolgen dazu den bekannten
Ansatz der RAYLEIGH-SCHRODINGER-StOrungstheorie, siehe z.B. [32], und wéhlen die konkrete
Stérung n(x) = cos (prx) mit pr € Z2IN(\{0}) und dem Stérungsparameter @ = ¢, also der

zum Impuls p; gehoérenden Fourierkomponente:

Ho = HO + e HD + %H@) (3.55)

Mt = A+ ed) + EAD (5.56)

o) = exlollD) + 1o + .. (357)

mit H, = hZ, A = €2,, sowie ) = (%)n\ckzo. Die Entwicklungskoeflizienten hoéherer

Ordnung erhélt man dann durch sukzessives Losen der Eigenwertgleichung Hy|dmi) = Ami|dmi)

in den jeweiligen Ordnungen von c¢i. Die Eigenwertgleichung des ungestorten Operators ’HSO)
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wird trivialerweise durch ebene Wellen gelGst,
Gl () = €'l iPn R (3.58)

mit ebenfalls diskretisierten Impulsen p,, € %—:]NO. Da es sich in unserem Fall fir m > 0
um entartete Stérungsrechnung handelt, sind zunéchst alle Linearkombinationen ), ul|q[>£gg>
Eigenvektoren zum Eigenwert )\522 = /\7(72). Hebt sich die Entartung der Eigenwerte in héherer
Ordnung auf, so sind die zugehoérigen Eigenvektoren bei endlicher Amplitude der Stérung
hingegen bis auf eine komplexe Phase eindeutig festgelegt. Da man annimmt, die Eigenvektoren als
Potenzreihe des Stérungsparameters darstellen zu kénnen, sind die zu benutzenden Eigenzustéande
0. Ordnung durch Clki§0|¢ml(ck)> = |q57(73?> festgelegt. Fiir diese folgt aus dem Ansatz

ADsu = (60 HD 16Oy | (3.59)

ml

was zur Bestimmung einer adaptierten Basis auf dem jeweiligen Eigenraum Eig(\,,) genutzt
werden kann. Dabei wird nicht etwa Hf,l) simultan auf dem gesamten Hilbertraum diagonalisiert

© 0] — g

— das ist im Allgemeinen nur moglich, falls [ — sondern nur auf den jeweiligen

Eigenrdumen. Die Matrixelemente <¢(0,l,|7—[g )|gz$ ;) mit m’ # m kénnen von 0 verschieden
sein. Dabei ist es moglich, dass (3.59) fiir jede Basis eines Eigenraumes erfiillt ist und keine
einschrinkende Bedingung darstellt. Dann miissen weitere Bedingungen in héheren Ordnungen
der Storungsrechnung gesucht werden, siehe zum Beispiel [33] fiir eine systematische Ausfithrung.
In unserem Beispiel tritt dieser Fall ein und scheint eine sehr aufwendige Rechnung zu verlangen,
da die meisten Eigenwerte bis zu héheren als 1. und 2. Ordnung degeneriert bleiben und das
Verfahren gerade von der Ordnung abhéngt, in welcher sich die Entartung auflost. Man kann
jedoch folgendermaflen argumentieren, dass unser Ergebnis der Stabilitdtsanalyse fir o = 0 fast
unabhéngig von der Wahl der Basis sein sollte und wir daher auch mit einer einfachen Basis und

moglicherweise falschen Ergebnissen in 2. Ordnung aus der Stérungsrechnung arbeiten kénnen:
Uett = Z Fem) (3.60)
eff - Z f 7nl ml - Z Z ‘H(g'l)|¢1(723> (361)

l

eff - Z f// ml + Z f 72r/L,l (362)
= Z F(em)em)?

(0) 2, (1)| ((0)y)2
I SYICA] DRCHEIHINED P Phtls ittty IRNCYE

I ntm k.l m

mit den bekannten Ableitungen der Eigenwerte aus der Storungsrechnung [32]. Wir haben dazu
gegebenenfalls den Index [ unterdriickt, da fir « = 0 die Energie eines Zustandes nur durch die

Impulsquantenzahl m bestimmt wird. Wir bemerken nun noch Z(gb(o) |O\¢(0)> = Trgig(c,,)O und

Z|< o |O|¢ml>| = Trgig(c,) (OPrig(e,)O) sowie die Bas1sunabhangigkeit vom Spuroperator
ki
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Tr und Projektionsoperator P. Die gleiche Argumentation gilt nicht fiir > f”(€2,,)(¢2)2. Wir

ml
miissen also zumindest die €2/, korrekt berechnen, dazu geniigt aber die Wahl einer adaptierten

Basis fiir die 1. Ordnung in der Stérungsrechnung.

Wir wahlen also die einfache Basis

¢ml (.13) - (_1)5. (364)
eV EmT s 0 (1e {0,1)).

Um Gleichung (3.59) zu sichern, miissen wir nur fir den Fall k& € 2IN fiir den Eigenraum zum

Impuls p,,, = & die Eigenfunktionen

0 iPm T 90 — it —ipmT
oS0 () = e 4 Pt Z% e~ P (3.65)
¢(0) (z) = JoT? + Z% ePmT _ o—ipm® (3.66)
ml gy — ’L%

wéhlen, wobei alle Eigenfunktionen bis auf komplexe Phasen bestimmt sind. Die gemafl der

2

obigen Argumentation hinreichend korrekten Ergebnisse fiir die Ableitungen der Eigenwerte €,

nach cg bei ¢, = 0 lauten damit

em = (=1)'/(o0lo0) + 2,620 1 (3.67)

om A k: 1 Mogloortri

2 Py, —4p2,
€ml = (3.68)
2m=k: 1— fMUOZOHp% .
k
Zuletzt halten wir noch fest
2 211 2/ \2
€= Eml €l (€m) (3.69)

€mi = - :
2\/€e, 2, 4 /egnl?’
3.3.1 Inhomogene Variation in 14+1 Dimensionen

Falls nicht explizit anders notiert, gilt hier und im Folgenden ' = %M:O' Wir behandeln nun
die Ausdriicke (3.39) und (3.41) genauer.

Fall M < ey 00 = Ominhom = Os

Wir kénnen im Grenzfall L — oo den aus (3.33) folgenden Beitrag vernachlissigen. Wegen
€ml|ep=0 = \/m >o0sund p < pe < oy liefert der p-abhéngige Teil des Potentials keinen
Beitrag. Weiterhin verschwinden die ersten Ableitungen fast aller Gréfen. Die einzigen fiir den
Fall k € 2N nicht verschwindenden Ableitungen 0 # €/, = —e,; der beiden Entartungen von

m = § kompensieren sich gerade, sodass gilt
vt —o. (3.70)

In der zweiten Ableitung verschwinden bei oy = 1 (in Einheiten von o) die direkt 7-abhéngigen

und wie zuvor auch die y-abhiingigen Terme. Wir nutzen €2 |, —o = €2,|c,—0, sowie (n|n) = %
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fiir die speziell gewéhlte Cosinus-Variation aus. Beim Durchfithren der Summation tiber [ ist zu

beachten, dass m = 0 nicht entartet ist.

1
1+1 —
Ug ™" == 3 (e =) (3.71)

m,l

_ 1 5121;/1 — 1 (6%1)2 3.79
- 1 (372)
2 l 4 €ml

2
1 2 -1 2 -1 5+ 5
=7 § : <€ml _ > € R 522 (3.73)

3

€ 2/¢€? 2

m ml 0 2 Py
o5+ 7

Hier haben wir die Abkiirzung 67% = (k + 1)mod 2 eingefiihrt, da bestimmte Terme nur fiir

geradzahlige k auftreten. Fiir die Ubersichtlichkeit bearbeiten wir einzeln

@' -1 1 403 +p} (3.74)

2\/6(2) 209 p%

und

62/[ — 1 400 erk 1 40—0 +pk
m - - 5% . (3.75)

Fir L — oo geht die Summe iiber in ein Integral und wir nutzen die Approximation mithilfe

der EULER-MCLAURIN-Formel [34],

402 +p2 L 2 7 1 1 1 402 +p?

Z %0 T P %—(angp—)P/dp - 0P (3.76)

\/00 + p2, 4pE, — 2m 4 ) o8 +p2 p2 — 24& 200 i

artanh | —=2—

L, , pi (\/402+pk) 1 402 +p3

=—-—(00+) ~ 5 7 (3.77)
27 4 Pk 2, P} 200 i
2Vt T

wobei weder fiir gerade noch fiir ungerade k tatsichlich ein divergenter Term in der Summe
auftritt, weshalb wir hier den CAUCHYSCHEN-Hauptwert P berechnen.

Wir nehmen zunéchst k& € 2INg 4+ 1 an. Damit erhalten wir

1 I 2 artanh <4P—I;+Z>
1+1)¢ 2 Pr T TP
UG = =< [ —5= (o + 2F

=7 |5 (3.78)

VAdos +pi Pk
= +——"artanh [ —— >0. 3.79
21pre V4o + pi (379

Die fiir den Fall k£ € 2IN zusétzlich auftretenden Terme sind alle > 0, woraus wir allgemein
U éf?_l)” > 0 folgern konnen. Die Unterscheidung zwischen geraden und ungeraden £ ist auflerdem
nur fiir die Betrachtung endlicher L nétig. Wird der Grenzwert L — oo ausgewertet, sind einzelne

Summanden immer mit einem Faktor % gegeniiber der Summe bzw. dem Integral unterdriickt und
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Os

konnen vernachléssigt werden. Damit ist das homogene Feld oy = o5, welches fir p < p. = 7
in der Menge homogener Felder den global stabilen Zustand darstellt, auch stabil gegeniiber
den betrachteten inhomogenen Variationen. Die Forderung Vm : €milc,—o > p ist tatséchlich
iiber p. hinaus fir p < o, erfiillt und das homogene Feld ¢ = o5 damit fiir p < o4 sowohl
in homogene als auch inhomogene Richtung mindestens metastabil. Offensichtlich geniigt die
einfache Stabilitdtsanalyse hier nicht, um die Existenz der beobachteten inhomogenen Phasen

fiir p > %as zu folgern.

Fall u > i, 00 = Ominhom = 0

Erneut verschwinden in der ersten Ableitung fast alle Terme, die nichtverschwindenden Ablei-
tungen der €,,; flir m = g kompensieren sich aufgrund verschiedener Vorzeichen. Weiterhin ist
& =+/(nln) = \}— fiir n = cos (prx). Dieser Beitrag kompensiert sich gerade mit der Ableitung
von (3.33), wobei fiir die gewihlte Variation und mit oo = 0 natiirlich 2 \/- d_ gilt. Der
Ursprung ist damit unter Benutzung von Ueg(d) = Ueg(|7]) ein Extremum

Wir berechnen daher die 2. Ableitung Ue(flfﬂ)” bei ¢, = 0. Offensichtlich ist fir g = 0

der Term "— <ln< ) - 1) nicht 2-mal differenzierbar bei ¢, = 0 bzw. @ = 0, der Beitrag

% (ln (g) + 1) (')? zur 2. Ableitung divergiert logarithmisch gegen —oo. Gleichermaflen ist

auch (3.33) nicht 2-mal differenzierbar bei 0, die 2. Ableitung divergiert logarithmisch gegen

+00. In Summe liefern diese nicht differenzierbaren Beitrage jedoch das endliche Ergebnis

1 G d? 7o In(EZ2) 4 11
1 1 — Kk 2/ Ly o 3.80
(G ) e 620

T o 2T 127

Wir fahren fort mit der Ableitung des 2-mal differenzierbaren Beitrags, hier gekennzeichnet

durch ~,
~ (14+1)1 1
U =-7 (", —e", +_ Z e (3.81)
m,l
Emz<H
== Z ) + E e, (3.82)
m,l
€ml>l‘ Emi<p

2// -1 (62,l)2 1 1

= m - 3.83
L Z 6371[ 2\/62—l3 + L Z =2 ( )

€m l>[l, m

B 1 P2 1L 1
—zg——z T Io X m

‘. Pm Py, — 4Py,
2

m#0

Emi> Emi<p

1 1 pk Pk
+ Z %4_ 2\/7 (— - ,u) . (3.84)

Zpk

Wie zuvor auch treten zusétzlich Terme fiir gerade k auf, da die erste und zweite Ableitung

des Eigenwertes zur Impulsquantenzahl m = % sich qualitativ von den anderen unterscheidet.
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Zusitzlich muss jetzt mithilfe der HEAVISIDE-Funktion © unterschieden werden, ob der zugehérige
Impuls &+ ober- oder unterhalb von p liegt. Diese ist hier eher symbolisch zu verstehen,
OB —p)=1 <= B>pund O (p—8) =1 <= B <y, sonst liefern die entsprechenden
Terme keinen Beitrag. Im Rahmen der Approximation L — oo wird der Zusatzterm jedoch um

einen Faktor % unterdriickt sein, wir vernachléssigen ihn daher im Folgenden.

Erneut mochten wir diesen Ausdruck fiir die 2. Ableitung fiir L — oo betrachten. Es gilt
L—o0 L,U

wobei wir Gebrauch von der Abschétzung der Partialsummen der harmonischen Reihe mithilfe der
EULER-MASCHERONI-Konstante v = —I"(1) &~ 0.57721 gemacht haben. Die andere auftretende

Summe approximieren wir wieder durch den Hauptwert eines Integrals,

o0
1 p} L / 1 p
— —Zp [ap-—Pe__ 3.86
pyt pm P}, — 4p%, 27 p Py — 4p? (3.86)
m#g B
Emi>

2
L1 Be 2
— o5 n (4—“') . (3.87)

Insgesamt erhalten wir damit

2
~ar o1 (1B -\ L (Lu
G N e st O IO M (e .
Uest = n( 2 +27r<n(27r>+7> (3.88)
2
LI 2l el A WG

und fiir die gesamte 2. Ableitung mit den Termen (3.80)

2
1 B — 2 11
UG = =l <M> + . (3.90)

T w202 127

Es fillt auf, dass fiir 4 — £ der Ausdruck fiir Uéflfﬂ)" beliebig negativ werden kann. Das
impliziert fir pu > p. die Instabilitdt des homogenen Minimums oy = 0 gegeniiber inhomogenen
Cosinusvariationen bestimmter Frequenzen pi. Quantitativ sagt die vorgenommene Rechnung

die Existenz inhomogener Minima fiir U éflfﬂ)” < 0 voraus, also fiir die Impulse

11 11
2\/,“2 — w202 exp (_§> <pi < 2\/u2 + 202 exp <_§) , (3.91)

wobei die untere Grenze im Falle negativer Radikanden mit 0 zu ersetzen ist. Es ist zu beachten,

dass fiir p < p. zwar eine von oy = 0 ausgehende inhomogene Variation moglicherweise ein
tieferes Minimum erzeugt, allerdings muss dieses nicht tiefer liegen als das homogene Minimum

bei 0y = 05 in diesem Bereich des Phasendiagramms. Die Stabilitdtsanalyse in Form einer
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Taylorreihe des Potentials bis zur 2. Ordnung ldsst keine Aussage zur Tiefe eines moglichen
Minimums zu, dazu werden im Abschnitt 3.4 Rechnungen mit einem anderen Ansatz versucht.
Die vorgenommene Nédherung sagt voraus, dass fiir p < osme~ % ~ 0.5020, das Feld o = 0

instabil beziiglich Variationen niedriger Frequenzen ist, wihrend dariiber der instabile Bereich

Os

2
der exakte Wert ist, bei dem ¢ = 0 von einem instabilen zu einem metastabilen Zustand

sich auf eine zunehmend kleinere Umgebung von p beschrankt. Wir erinnern daran, dass p =

iibergeht im Bezug auf homogene Variationen. osme 6 ist hingegen nur eine Approximation,
die gegebenenfalls durch Einbezug von Korrekturtermen héherer Ordnung in der Ableitung der
Summe (3.33) verbessert werden kann. Weiterhin haben wir in Darstellung 3.2 beobachtet, dass
die metastabilen inhomogenen Zustédnde nur schlecht durch eine einzelne Impulskomponente
beschrieben sind. Unter Hinzunahme der numerischen Erkenntnisse sowie der Annahme, dass
der gefundene Wert osme” 6 eine Approximation des wahren Wertes %= ist, lassen sich die in
Tabelle 3.1 zusammengefassten neuen Erkenntnisse fiir das Phasendiagramm bei L — 00, T =0

formulieren. Das Ergebnis (3.90) ldsst sich nur schlecht auf die numerischen Ergebnisse bei der

L <1 1.2 2.1 >1
oc=0 instabil
o =05 global stabil lokal stabil instabil
inhomogen lokal stabil global stabil
o ms | <2/t 42 ‘ 2/t -1 .. 2/t + 4

Tabelle 3.1: Zusammenfassung der Ergebnisse der Variationsrechnung in 1 + 1 Dimensionen
bei T'= 0.

gewdhlten Diskretisierung anwenden. Problematisch ist hauptséchlich die Ndherung (3.86) der
Summe durch den Hauptwert eines Integrals, besonders, wenn die Integrationsgrenze p nahe bei

der Singularitdt £ des Integranden liegt.

Neben diesem Zwischenergebnis soll noch ein Effekt erwahnt werden, der fiir endliche L, wie
es im numerischen Minimierungsalgorithmus der Fall ist, zur Entstehung eines inhomogenen
Minimums des effektiven Potentials beitragen kann. Die Summen iiber €,,; in (3.39) konnen

zusammengefasst werden durch
1
-7 > € (3.92)
m,l

EmIZ>H
Wird nun fiir die Stérung eine Frequenz pi mit k € 2IN gewédhlt, hebt sich die Entartung der
Eigenwerte € ks €k in erster Ordnung auf, denn €, 0= —€y - Mit Anwachsen der Amplitude
2 2
¢, der Storung entfernen sich diese Eigenwerte voneinander, bis einer dieser beiden Eigenwerte

die durch €,,; = p definierte Grenze tiberschreitet. Dann kompensieren sich die entgegengesetzt
~(1+1)7
betragsgleichen Beitrige zu U g nicht mehr. Diesem Punkt ist eine endliche Amplitude c,(co)
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zuzuordnen. Die 1. Ableitung ist hier unstetig mit

(3.93)

Das Vorzeichen dieses Sprunges ist immer negativ, da abhéngig vom Vorzeichen von €x|¢, —o — 1
2

entweder ein positiver Beitrag zu Ue(fl;rl)/ wegféllt oder ein negativer Beitrag hinzukommt.
'l = 5= kann fiir kleine céo)

Eigenwerte bei ¢ = 0, die Giite dieser Approximation kénnte durch Einbezug héherer Ordnungen

Die Sprunghohe |e gendhert werden durch die 1. Ableitung der

der Stérungsrechnung verbessert werden. Ein beispielhafter Verlauf des Potentials mit einem
durch diesen Mechanismus niedrigeren Potential fiir ein inhomogenes o-Feld ist in Abbildung

3.5 zu sehen. Die Amplitude c,(CO) bei Einsetzen des Sprunges der 1. Ableitung ist approximiert

durch ) )
K™ — €%,
2

2/
€%
51l

|

2_17_f,|
4 .

9 ~ (3.94)

Pr
2

Auch fir k22N treten in dhnlicher Weise Unstetigkeitsstellen der 1. Ableitung auf, auch wenn
die entsprechenden entarteten Eigenwerte nicht unbedingt aufspalten. Fir L — oo verschwindet
dieser Effekt nicht, die Sprunghdhe der Unstetigkeiten geht gegen 0, die Anzahl solcher Spriinge
tendiert allerdings gegen oo, da wegen Ap = %’r auch die Anzahl der Eigenwerte in einem

betrachteten Intervall zunimmt.
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—0.2557

—0.260

—0.2651
—0.2701
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 038 10
Ck Ck
(a) Verlauf des Potentials. (b) Verlauf der 1. Ableitung des Potentials.
Die Sprunghéhe der Unstetigkeit betragt
~ 1 _
~ -5 = 0.167.
0.20 ,
2.0
0154 — UG ()
1.81
0.10-
161
0.051
141
0.001 €mi
1.21
—0.051
1.01
—0.10
0.81
—0.151
0.61
—0.204= - : ; : :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Ck
(c) Verlauf der 2. Ableitung des Potentials. (d) Verlauf der zu Z& benachbarten Eigenwer-

te von hg.

Abbildung 3.5: Beispiel fiir inhomogene Variation n(x) = cos (pgz): N =251, L = 300, T =
0,00 =0, = 1304,k = 12, B = 1.2570. €, und ¢ in Einheiten o, Ueg in

2

oZ.

3.3.2 Inhomogene Variation in 2+1 Dimensionen

Wir beschéftigen uns nun mit der Auswertung der Ausdriicke (3.40) und (3.42).

Fall 1 < i, 00 = Ominjhom = s

Die ersten Ableitungen aller Grofien verschwinden oder kompensieren sich entsprechend, es gilt
U ééﬂ)/ = 0. Fiir die zweite Ableitungen bemerken wir y < p. = 1 = 0¢ in Einheiten von o4 und

2 hzw. €2 aus Gleichung (3.68)

damit Vm, 1 : €2, > p?. Einfaches Einsetzen der Ableitungen €2

unter Benutzung von €2, |c, o = €2,|c,—o liefert

1 402 +p? 4ol +p?
U(2+1)N _ 9 In 2 1 0 E _ *0 k
of 4L, mzw( vt Vi T T R
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403 + i \ oz
1 + 1) 4pi d;, . (3.95)
Wir behandeln einzeln
d02+pt  oF+ B Ine2, +1

> (el +1) ot = 0 N (3.96)
m>0 Pm — Pk 2 om0 T
m#5 m#4

: 1

Die Terme yp

mit m < g in der Summe sind negativ, fir m > % positiv. Da In efnl +1
im Bezug auf m monoton wichst, gilt die folgende Abschatzung:

Z lnefnl +1

1
2
1 T >(lne§l+l) E

—_—. 3.97
4m?2 — k2 (3.97)
m>0
Mit
1 1 & 1 1 T wk 1
- == — 4 |=——cot|— )+ — .
D i 2(2 4m2—k2+k2> 4kco(2>+2k2 (3.98)
m>0 m=—o0
erhalten wir deshalb fiir £ € 2IN + 1
1 2 Pi 1
2 n{ojg+ )+
(24+1)nm 1 2 & ( 0 4 ) _ i
U > L. (ao + 1 ) % 7 >0. (3.99)
Diese Abschétzung geniigt offensichtlich fiir oy = o5. Das homogene Minimum ist also stabil
gegeniiber Cosinus-Variationen mit ungeraden Impulsquantenzahlen. Fiir & € 2IN verfahren wir
analog,
1 . T 7k 1 1
> e - i (e () + 5 - ) (3.100)
m>0
k=2n+s .. T 2 76 3 1 1
=1 - | == — 40 —_— — 3.101
&%( 120+ 0) <7r(5 g T O )> Ty ) tee G101
__3 _3
-~ 16n%  4k2

(3.102)
wobei wir die Entwicklung des Cotangens cot (27 + x) = L — £ 4+ O(2?) fiir 2 € Z und kleine =
nutzten. Daraus kénnen wir fiir £ € 2IN folgern

2, pi
U(2+1)// > 1 02 i p_i 3 In (UO + k) +1
eff AnL, 0

4 1
4 2 P; o
4 4
+2 2 T 7 2
R A

(3.103)
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2
In (0?2 + p—’“)
1 Di; ( 0T 2
_ P 3.104
47TLI<OO+4> 2 +a§+p¢i (3104
oo=1
S70. (3.105)

Damit ist das homogene Minimum oy = o5 des Potentials im Bereich p < u. beziiglich aller

inhomogenen Variationen durch reine Cosinusfunktionen auch bei endlichem Volumen stabil.

Fall i > i, 00 = Ominjhom = 0

Wie zuvor auch verschwindet die 1. Ableitung von Ue(?fﬂ). Insbesondere ist €' = 0. Anders als im
(141)-Fall treten fiir endliche L, keine Spriinge in der 1. Ableitung auf, falls ein Eigenwert durch
die Stérung den Wert p tiberschreitet, denn 2 In (u + /2= 62) 2=z =1n €2, 22, Ue(fzfﬂ)' i

damit tberall stetig, aber nicht notwendigerweise differenzierbar.

Wegen €2/, = 1 fiir alle ml divergiert der Term €3 In€2. Der gesamte Beitrag des Eigenwertes
€ zur 2. Ableitung ergibt mit der 2. Ableitung der Beitrige endlichen Raumvolumens (3.36)

wieder ein endliches Zwischenergebnis,

1 (€ ’)2 1 d?
I . 2" (In &2 K+ Nl
cklglo ( 47TLI < ( + ) + t3 2 dck (3 06)
T i i G + 1 ck 2) +— (3.107)
T o0 \ AnL, 2 2%1 2 2nL, '
InL? —
e 1
i (3.108)

211

Alle anderen Terme sind endlich, insbesondere gilt auch €5 = 0 und besser noch limo(eo' "Ined) =
og—

0. Fiir diesen 2-mal differenzierbaren Teil des Ausdruckes (3.42) berechnen wir das unhandliche

Ergebnis
~ 241 1
U =——
eff 47_(_
(1 1)+ 670 (—— )
27TL (Z:kﬁh?m Ilpm+ )+ 6% B o

1 i 27 (P

Pl <p®
1
| Pk (21( - ) 1)
o 2 (1 i) (e v +
pr,2:L<z2

3 [ o P} 27 Pk
+Z<21n<u+ w2 4>+1>5k @(,u—;)
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2
1 Pi

_ 1
2wl 2 2
(ot o2 = B2 — 2

Eine analytische Betrachtung dieses Ausdruckes ist zunéchst schwierig. Wir kénnen versu-

5240 (u - %) . (3.109)

chen, das Ergebnis summiert mit dem Beitrag (3.108) numerisch fiir moglichst grofie obere
Summationsgrenzen N — oo zu untersuchen. Halten wir dazu zunéchst p und pj fest und
betrachten Uégfﬂ)”

Abbildung 3.4b ein inhomogenes globales Minimum bewirkten, ergibt sich die in 3.6a dargestellte

als Funktion von L,. Fiir die Parameter p = 1.02 und p; ~ 1.88, die in

L,-Abhéangigkeit. Fiir zu kleine L, oszilliert der Graph zum Teil stark und sagt fiir manche L,,
unter anderem auch fiir die zuvor genutzte Linge L, = 300!, eine negative 2. Ableitung, also
die Beglinstigung einer inhomogenen Loésung voraus. Fir grofle L, konvergiert die Funktion
stattdessen gegen einen positiven Wert, hier ~ 0.00159, sodass o = 0 lokal stabil gegeniiber der

inhomogenen Variation ist.

Bilden wir den Grenzwert L — oo und nutzen die Bezeichnung p; = 2q; = 2q, so verbleibt

(2+1)rr 1 1 q2 2
U = i (P/dpzﬂ —p ey
o

m

+P/dpi(2ln(u+\/u2p2)+l)jdp(ln(p2)+1) (3.110)
) P J ' '

—n(In (42)-1)

Die analytische Auswertung insbesondere des zweiten Integrals in diesem Ausdruck scheint
erneut schwierig zu sein. Fiir den einfachen Fall ¢ = 0 kénnen wir die Integration jedoch explizit

durchfithren. Fiir ¢ — 0 strebt wegen h, — hs das erste Integral gegen 0. Wir erhalten

~1
g R (3.111)

eff
=0 4

Bis auf einen Faktor 2 und in Einheiten von o5 stimmt das mit der aus den Rechnungen
in Abschnitt 2.3.2 fiir homogene Kondensate folgenden 2. Ableitung der Gleichung (2.61)
bei 0 = 0 iiberein. Der fehlende Faktor 2 ist ein Artefakt der anfinglichen Rechnung mit
Impulskomponenten py # 0, da die 0. Komponente der Fourierreihe in (3.17) um einen Faktor
2 mehr gewichtet ist. In diesem Sinne ist das Ergebnis konsistent. Weiterhin kénnen wir
Gleichung (3.110) numerisch fiir jedes gegebene Parameterpaar (u,q) berechnen. Obwohl die
Hauptwerte der Integrale fiir y = ¢ nicht existieren, haben die Integranden an der kritischen
Intervallgrenze in diesem Fall im Betrag die gleiche, bei p = ¢ divergente Reihenentwicklung,
jedoch mit unterschiedlichen Vorzeichen, weshalb die 2. Ableitung fiir alle (i, ¢) endlich bleibt.
Der Plot der sich aus Gleichung (3.110) ergebenden Niveaulinien ist in Abbildung 3.6b dargestellt.
Offensichtlich ist U, ééﬂ)” > 0 fiir g4 > pe = 05 und alle g, sodass jede Cosinusvariation beliebiger

) verursacht, wodurch

Frequenz p = 2¢ bis zur 2. Ordnung einen Anstieg des Potentials Uéﬁ“
das homogene Minimum o = 0 stabil gegeniiber diesen Variationen ist. Das Verhalten der
Niveaulinien fiir 4 < p. in Abbildung 3.6b ist aulerdem konform mit der Beobachtung aus
Abbildung 3.3, dass mit steigendem chemischen Potential neue Frequenzen der Variationen

hinzukommen, beziiglich derer ¢ = 0 instabil ist.
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(a) Verhalten von Ué;’ " fitr wachsende Ly (b) Niveaulinien von lim U, e(ff+ )" aus Glei-

Lg—00

bei pp=1.02 und py, ~ 1.88. chung (3.110) als Funktion von ¢ und pu.

Abbildung 3.6: U £§.+1)I/ bei inhomogener Variationen fir L, — co und o9 = 0. L, in Einheiten
o1, alle anderen Gréflen in o,.

Insgesamt konnten wir in diesem Abschnitt zeigen, dass flir 4 < o das homogene globale
Minimum o = o, stabil im Bezug auf cosinusférmige Variationen in eine Raumrichtung ist. Das
Feld o = 0 ist fiir L, — oo stabil gegeniiber solchen Variationen fiir 4 > o, und wird fiir ein
gewisses Intervall moglicher Impulse der Variationen instabil bei p < o,. Fiir endliche L, kénnen
in einer kleinen Umgebung von (u,T) = (0s,0) Instabilitdten des Feldes o = 0 auftreten, die

inhomogene globale Minima sehr geringer Amplitude bewirken.

3.4 Globale Approximation der Potentialvariation in 141

Dimensionen

Ziel dieses Abschnittes ist die Beschreibung von Ue(;fﬂ) als Funktion von ci bzw. ¢, welche
fiir hinreichend kleine, aber endliche ¢ das Verhalten des Potentials gut ndhert. Wahrend wir
mit den Mitteln der vorherigen Abschnitte bereits eine Taylorentwicklung um ¢ = 0 aufstellen
konnten, werden wir jetzt diskutieren, warum das nicht zielfithrend wére und stattdessen eine

Beschreibung abseits der Reihenentwicklung suchen.

3.4.1 Formulierung des Ansatzes mittels ADPT

Zuvor haben wir das Potential fiir eine Variation n(z) = cos (prz),pr > 0 von o|e,=0 = 0
ausgehend bei ¢, = 0 tiber eine Stabilitdtsanalyse beschrieben und fiir den (1 + 1)-Fall mit
> p. die Abschéatzung (3.91) erhalten, fir welche Impulse pi(u) im Limes L — oo eine
inhomogene Variation des o-Feldes das Potential sinken ldsst. Das Ansetzen der Variation
o(x) = ci cos (prx) erzeugt im Spektrum des Operators h, = Y9710, + 700 je eine Bandliicke um
die Frequenzen £q =: 5. Fiir die Eigenwerte des quadrierten einkomponentigen Operators
h2 sehen wir das auch an den unterschiedlichen Vorzeichen der Ableitungen fiir Impulse groBer

oder kleiner als g in Gleichung (3.68).
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Fiir den mehrkomponentigen Operator h, finden wir in 0. Ordnung in ¢ die Eigenwerte und

Eigenfunktionen [35]

1 . ; /
‘w7:1|1:> = Sn elpnz 6,,:1: _ p%+o_g (3.112)
\/2les] \FEsn

mit p, € 227 und s, = /g + ipy,, die der Eigenwertgleichung ho|¢) = [4F) in 0. Ordnung
in ¢ geniigen, wobei wir jetzt og = 0 setzen wollen. Herkdmmliche Stérungsrechnung bis zur 2.

Ordnung mit diesem Ansatz liefert dann

2

e (cr) ~ €, (0) £ sgn (pn)%k (pn i o + o Jlr qk> , (3.113)
siehe zum Beispiel [6]. In diesem Ausdruck wurde keine Riicksicht auf die Wahl einer adaptierten
Basis in 1. Ordnung Stoérungstheorie genommen, was zur Definitionsliicke bei n = % flr
k € 2NN fiihrt, dieses Problem koénnte jedoch einfach behoben werden. Im Limes L — oo mit
kontinuierlichen Impulsen divergiert die 2. Ableitung der Eigenwerte dennoch fir p — =g,
wodurch die Korrekturen der Stérungsrechnung nicht mehr hinreichend klein sind und die
vorgenommene Reihenentwicklung bei zunehmend kleineren Amplituden bereits stark vom
gesuchten Verlauf abweicht. Wéhrend z.B. in [36] argumentiert wird, dass der Fehler der
Summe iiber alle Einteilchen-Energien des zugehorigen Schrédingeroperators in Gegenwart einer
Bandliicke bei Benutzung des storungstheoretischen Ansatzes, den wir bisher verfolgt haben, von
hoherer als 2. Ordnung ist und sich die divergenten Beitrdge auf beiden Seiten der Bandliicke
effektiv kompensieren, werden die genannten Divergenzen bei Betrachtung nur eines Teils der

Eigenwerte, wie es durch Einschrankungen der Form € > p der Fall sein wird, problematisch.

Stattdessen kann der folgende, ebenfalls in [6] als ,,almost degenerate perturbation theory*
(ADPT) referenzierte bzw. alternativ auch in [37] vorgestellte Ansatz zur Berechnung von
Bandliicken verfolgt werden: Zu Beginn spannen fiir ein fest gewéhltes Vorzeichen + und n # 0
die Zustinde [¢F) und [¢)%,) den Eigenraum Eig(eX) = Eig(e,) auf, 0.B.d.A. betrachten
wir nur den Fall +. Die Storung cos (pgx) koppelt in 1. und 2. Ordnung nur Eigenzusténde
mit Impulsen p, und p, £ py. Beim Ubergang zum Kontinuum, in dem wir die Indices der
Impulsquantenzahlen weglassen und die Stérung mit der Frequenz 2q charakterisieren, konnen wir
Zusténde |t,) und |0, ) mit p = g+0 und p’ = —¢+4 fiir kleine 6 > 0 betrachten, die wegen dem
nahezu gleichen Betrag der Impulse fast dieselbe Energie haben. Solche Zusténde wechselwirken

durch die Storung deutlich starker miteinander als mit anderen Zustédnden, erkennbar an

(077 1(©)
)y, (DY _ <wp ‘ oW’p/ > 6—0
(thp by ") = o0 0 (3.114)
p p’

fiir den in 1. Ordnung der Eigenfunktionen bzw. in 2. Ordnung der Eigenwerte auftretenden Term
der RAYLEIGH-SCHRODINGER-Storungsrechnung. Offensichtlich kénnen wir deshalb annehmen,
dass die gestorten Eigenfunktionen {|¢p),|¢/)} in niedriger Ordnung fast ausschliellich im
Unterraum aufgespannt von {|1/J,()0)>, \1/11()9)>} liegen, weshalb in guter N&herung eine Diagonalisie-
rung des gestorten Operators h, auf diesem 2-dimensionalen Unterraum fiir die Berechnung der

Dispersionsrelation €(p) nahe bei ¢ geniigt. Konkret bestimmen wir die gestorten Eigenwerte der
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Zustande nahe der Bandliicke deshalb durch

dot (@ ol =X holn) ) (3115)
Wy lholuy”) ) heliy’) =2) |
p/ o D p/ o p/
was auf die quadratische Gleichung
2 / / C2
AT = Alpl+ 1) + lpp' = (3.116)

mit den Losungen

2
Al,gzqi\/@—i—% (3.117)

fiithrt. Fiir ¢ = 0 erhalten wir damit wie erwartet die Eigenwerte \; = e; und Ay = e;“,. Furdé =0
ergibt sich bekanntermafien eine Bandliicke der Breite |A; — Ag| = |¢| bei den Frequenzen =+gq.
Diese Rechnung ersetzt den fiir p — +¢ divergenten Beitrag ﬁ der RAYLEIGH-SCHRODINGER-
Storungsrechnung, da wir nur die Wechselwirkung des Zustandes p &~ +¢ mit p’ = p F 2q,
nicht jedoch die Wechselwirkung mit p 4+ 2¢ beriicksichtigt haben. Der wesentlich kleinere
und fiir endliche Impulse p, g nicht divergente Beitrag zﬁq kann aus der Stérungsrechnung
iibernommen werden. Die Beriicksichtigung der verschiedenen moglichen Vorzeichen der Impulse
und zugehorigen Eigenwerte liefert insgesamt fiir den Fall |p,,| & qx, wobei wir zur diskretisierten

Schreibweise zurtickkehren, das Ergebnis

2 2

+ % =+
€ = + + sgn n| — \/ n| 2 + T o T ’ 5118
(CIk g ([pn] = ar)\/ ([Pal = ax)* + 8(|pn+Qk)) ( )

Es fallt auf, dass dieser Ausdruck fiir ¢, = 0 die gleiche 2. Ableitung nach ¢, besitzt wie (3.113).
Deshalb wollen wir, obwohl (3.118) in der Herleitung nur fiir Impulse nahe der Bandliicke giiltig
ist, diesen Ausdruck als globale Approximation der Eigenwerte, zumindest fiir hinreichend kleine
cr, weiter benutzen. Alternativ kénnten wir manche Eigenwerte mit RAYLEIGH-SCHRODINGER-
Storungsrechnung und andere Eigenwerte mithilfe von ADPT ausdriicken, was die folgenden
Rechnungen jedoch sehr uniibersichtlich machen wiirde. Trotzdem sehen wir, dass etwa fiir
pn, = 0 die beiden Anséitze qualitativ voneinander abweichen. Weiterhin bleibt der letzte Term
divergent fir p,,qr — 0. Fir gx > ¢ sollte die Naherung geniigen. Wahrend Abbildung 3.7a
fir grofle pi und kleine ¢ den Vorteil der ADPT gegeniiber herkémmlicher Stérungstheorie
demonstriert, ist Erstere fiir kleine p; und grofie ¢, trotzdem unzureichend, sieche Abbildung
3.7b.

3.4.2 Berechnung eines globalen Ausdruckes fiir die Potentialvariation

Mit der Naherung (3.118) soll nun ein kompakter Ausdruck fiir U, gf“) als Funktion von ¢
gefunden werden. In der Numerik haben wir die Eigenwerte €, n € Z als Wurzeln der in friiheren

Kapiteln behandelten Eigenwerte efnl berechnet. Es gilt

Zf(\/zml) = > f&h). (3.119)

melN N n=-0 0
l e espec (v 'y O+ o)
e?ﬂlespec (7824’0’24*0'/) " v
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Abbildung 3.7: Beispielhafte Darstellung der gewédhlten Approximationen der (positiven)
Eigenwerte von h, mit o(z) = cjcos(pgz). Blau: Numerisch bestimm-
te Eigenwerte bei L = 100. Rot: Ergebnis der RAYLEIGH-SCHRODINGER-
Storungsrechnung. Griin: Ergebnis aus ADPT (3.118). Alle Groflen in Einhei-
ten von og.

Da wir die Eigenwerte {iber die zugehorigen Impulse referenzieren und das Potential bei T' = 0
unterschiedliche Summationen fiir Energien grofier oder kleiner als p verlangt, miissten wir fiir
ein vollstdndiges Ergebnis den Ausdruck (3.118) mit u gleichsetzen und implizit nach p bzw.
py auflésen. Aquivalent wire die Ermittlung einer Eigenwertdichte, sodass wir direkt iiber die
Energien summieren bzw. integrieren kénnten und nicht indirekt iiber die Impulse. Abhilfe
verschafft die folgende Vereinfachung: Durch die Stoérung wird eine Liicke im Spektrum bei p = ¢

el el

der Breite |c| entstehen. Liegt 1 in dieser Liicke, gilt also p € (q - 5549+ 7), so gilt auch

L
k> — I — n>ng= B—W : (3.120)

s
was wir nun annehmen wollen. Wir berechnen damit die fiir Gleichung (3.31) benétigten Beitrége,
vernachldssigen aber die Terme endlicher Raumausdehnung L, da wir eine Beschreibung des
Potentials abseits von ¢ = 0, also mit & # 0 suchen und diese Terme fiir L — oo verschwinden.

Die im Anhang A.3.3 aufgefiihrte langliche Rechnung liefert den tibersichtlichen Ausdruck

2 2 2 2
v =L __° | =, ( qc'). (3.121)

2r  w 16w 8m o2

Diese Funktion hat ein Maximum bei (¢, Ueg) = (O, qz%ﬂzqﬂ) und ein Minimum bei

((:I:)‘;_2 ®—2qu _ 64‘:512 ) In den Abbildungen 3.8 und 3.9 ist der Verlauf von Gleichung (3.121)

q’ 2

parallel zum numerischen Ergebnis dargestellt. In beiden Féllen ist erkennbar, dass die Approxi-
mation erst dann im Rahmen der vorgenommenen N&herungen L — oo und der angenommenen
Form der Eigenwerte €,,;(cx) eine gute Voraussage ist, wenn g innerhalb der Bandliicke liegt.

Der Wert bei ¢ = 0 des Ausdruckes (3.121) ist scheinbar von ¢ abhéngig und daher offensichtlich
falsch, denn bei ¢ = 0 liegt keine inhomogene Variation vor. Hier gilt Bedingung (3.120) nicht,
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Abbildung 3.8: Beispiel 1 fiir die Approximation (3.121) fiir die inhomogene Variation n(x) =
cos (ppx): N = 251,L = 300,',T = 0,00 = 0, = 1.20,,k = 10,2 =~
1.0470,. Uegr in 03, ¢ und €, in oy.
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Abbildung 3.9: Beispiel 2 fiir die Approximation (3.121) fiir die inhomogene Variation n(x) =
cos (pgz): N =251, L =300, ', T = 0,00 = 0,p = 1.4,k = 10, &= =~ 1.0470,.
Uetr in 02, ¢, und €, in o

auBer im Fall y = g, fiir den wir den korrekten Wert —’;—; finden, welchen wir mit dem Ergebnis
2
(2.53) fiir homogene Kondensate bei o = 0 bestétigen konnen. Das Minimum bei ¢ := ¢pin = i%‘;

kann nur dann eine gute Approximation des tatsichlichen Potentialverlaufs sein, falls

Cmin Cmin
ue(q—| |7q+—‘ |) (3.122)
2 2
O O
e g S <cpu<qgt 2 3.123
4= 3, < q+ 1q ( )
>% p p? o’ p* o3
Lad 2o Lad L, 3.124
s VT T SIStV T Ty (3.124)
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Es sollte zusétzlich ¢ — |02—| >0 <= q > % gelten. Spétestens an diesem Punkt versagt
die einfach gewéahlte Approximation der Bandliicke, da die Eigenwerte im Verlauf der Stérung
ihr Vorzeichen nicht &ndern bzw. sich nicht schneiden diirfen. Der Vergleich des Wertes des
Minimums mit dem korrekten Wert U e(flf'H) |c=0 sagt gegeniiber o = 0 stabile inhomogene Minima

fir Frequenzen p = 2¢q der Variation voraus, falls

2 2 4
H q° —2qup O
B _ 3.125
2m ~ 2m 64mq? ( )
(g—u?® o}
= 3.126
2m 64mq? ( )
% p, g V202 po e V202
U e Y N i Y e 12
2 T\ 1 g 93tV T T3 (3.127)

gilt. Man findet, dass mit der Bedingung (3.127) immer auch die Bedingung (3.124) erfillt ist
und die Vorhersage aus (3.127) zumindest fiir ¢ > % néherungsweise giiltig sein sollte. Der
durch (3.127) definierte Bereich ist in Abbildung 3.10 blau markiert, wobei die Grenzen des
vollstdndigen Bereiches der Giiltigkeit der initialen Ungleichung U, éfl;l) le=0 > UéflfH) le=coi liber
den schattierten Bereich hinaus geplottet sind. Der schattierte Bereich spiegelt die Giiltigkeit der
zuvor diskutierten Bedingung g > % wieder. Zusétzlich sind in Abbildung 3.10 noch numerische
Messungen dargestellt, bei denen fiir gegebene (u,q) die Funktion U éflf-s—l)(ck) aus Abschnitt
3.1 fir verschiedene Amplituden ¢ eines Feldes o = ¢ cos (pgx) bei T = 0 mit numerisch
bestimmten Eigenwerten berechnet und auf Minima untersucht wurde, sowie der durch die
Bedingung (3.91) definierte Bereich, fiir den die Analyse aus Abschnitt 3.3 eine Instabilitdat von

o = 0 beziiglich inhomogener Variationen voraussagte. Wir sehen, dass besonders fiir grolere

numerisch
1.757 —— RAYLEIGH-SCHRODINGER
—— ADPT

Abbildung 3.10: Vergleich der aus ADPT und RAYLEIGH-SCHRODINGER-Storungsrechnung
gewonnen Vorhersagen, welche Frequenzen p = 2q fiir gegebenes u bei
Variationen o(z) = ccos (pz) ein tieferes Minimum des Potentials U e(flfﬂ)
als bei 0 = 0 bewirken, mit numerischen Ergebnissen, ermittelt bei L =
600, !,N = 501. ; und ¢ in Einheiten von o,.

S

(i, q) eine gute Ubereinstimmung beider Vorhersagen des Bereiches der Existenz inhomogener

Zustdnde mit der Numerik vorliegt. Der neue Ansatz erlaubt es uns, fiir 4 — oo das asymptotische
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2
Verhalten p = 2¢ — 2p und @@ = C’“T“ — \/‘Lsu der inhomogenen Losungen vorherzusagen, wie

es bereits in Abbildung 3.1 beobachtet wurde. Fiir kleine ¢ ist der durch die Annahme von
(3.118) verursachte Fehler und insbesondere die Divergenz der Beitriage von p,,, gx — 0 deutlich
in der Abweichung zur Numerik zu sehen. Wihrend die zu |p| < ¢ gehorenden Eigenwerte in der
Rechnung aufgrund der Annahme € > u <= p > ¢ keinen Beitrag liefern, brauchten wir fir die
Eigenwerte zu p £ g, fiir die p nur wenig gréfer als ¢ ist, eine bessere Approximation als (3.118),
die im Grenzfall L — oo weder fiir p — ¢ noch fiir p, ¢ — 0 divergent ist. Die Stabilitdtsanalyse
liefert fiir kleine  eine bessere Vorhersage, scheitert aber auch daran, einen Bereich offensichtlich
metastabiler inhomogener Zusténde ausgehend von 0.50, < p < 0.650, gut zu beschreiben.
Das Versagen der Approximation mittels ADPT fiir kleine ¢ hindert uns auch daran, eine
sinnvolle Angabe fiir die Phasengrenze B — S aus dem Diagramm 3.la zu machen, die

unterscheidet, ab wann eine Variation zu inhomogenen Feldern tatséchlich ein tieferes Potential
+1)|
C=Cmin

Os

liefert als das konstante Feld o9 = o, fiir pp < p. = 75 Dazu miissten wir Ue(é

2
Ur(nli;lh)om = —Z—;‘T vergleichen und das minimale p suchen, fiir das irgendein ¢ die Ungleichung
(1+1)

(1+1)
U, min,hom

eff |C:Cmin < U
keine sinnvolle Aussage. Wie zuvor auch kénnten wir die Giiltigkeit der Niherung auf ¢ > %

mit

erfiillt. Wegen U(_Efl;rl)|czCmin — —oo fiir ¢ — 0 erhielten wir damit

einschrénken, obwohl ¢ < %+ formal zu tieferen Potentialwerten fithren wiirde. Naives Einsetzen

von ¢ = %* in die Ungleichung

2 4 2
(1+1) _q°—2qu o o2 a4
Vet T o 647:(]2 <=1, = Uninom (3.128)

Cmin

und Auflésen nach p liefert p > %as = 0.6250,, was allenfalls nur eine schlechte Approximation

der genauen Phasengrenze bei u = % ~ 0.6360 liefert.
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Zusammenfassung und Ausblick

Wir widmen uns nun noch einer Zusammenfassung der Ergebnisse. Zunéchst konnten wir in
Kapitel 2 einen regularisierten und renormierten Ausdruck fir die effektive Wirkung bzw.
dquivalent fiir das effektive Potential fiir homogene Kondensate finden. Wesentliches Werkzeug
dafiir war die auf analytischer Fortsetzung basierende Regularisierung mithilfe der {-Funktion
des quadrierten DIRACSCHEN Hamiltonoperators. Die Renormierungsbedingung bestand in der
Forderung eines fixen Vakuumerwartungswertes o fiir das Kondensat o o< 91 bei p, T = 0. Die
Spezifizierung auf 1 + 1 und 2 + 1 Dimension erlaubte die Rekonstruktion bekannter Ergebnisse
fir die Phasendiagramme mithilfe numerischer Minimierungsverfahren fiir eine méglichst gute
Diskretisierung des relevanten Bereiches in der y — T-Ebene.

In Kapitel 3 konnte zunéchst in den Abschnitten 3.1 und 3.2 durch Betrachtung der Differenz
der (-Funktionen der quadrierten DIRAC-Operatoren eines inhomogenen und eines passend
gewahlten homogenen Feldes die Rechnung des vorherigen Kapitels zu groflen Teilen wiederver-
wendet werden. Damit erhielten wir auch fiir inhomogene Felder in 141 und 2 + 1 Dimensionen
regularisierte und renormierte Ausdriicke der effektiven Wirkung. Im (2 + 1)-Fall konnten wir
durch die Beschrinkung der Raumabhéngigkeit des Feldes o auf nur 1 Raumdimension die
Form der zu berechnenden Eigenwerte des DIRAC-Operators deutlich vereinfachen, wodurch
das Problem numerisch erheblich leichter zu handhaben ist. Fiir 1 4+ 1 Dimensionen erfolgte
analog zum Kapitel iiber homogene Kondensate eine numerische Minimierung zur Berechnung
des Phasendiagramms in der p — T-Ebene. Diese reproduzierte im Rahmen der durch die Diskre-
tisierung gegebenen Genauigkeit die bekannte Phasenstruktur. Fiir 24 1 Dimensionen wurde die
analoge Minimierung nur fiir 7' = 0 durchgefiihrt. Eine Betrachtung endlicher Temperatur ist
mit den présentierten Gleichungen ohne Probleme méglich, jedoch mit deutlich mehr Rechenzeit
verbunden. Insgesamt sind die Minimierungsaufgaben fiir inhomogene Felder mangels analytisch
exakter Ausdriicke fiir die Eigenwerte des DIRAC-Operators sehr viel aufwendiger, da dieser
numerisch diagonalisiert werden muss. Eine wesentliche Erkenntnis aus diesem Kapitel ist das
Fehlen einer zum (1 4 1)-Fall analogen inhomogenen Phase bei T'= 0 in 2 4+ 1 Dimensionen, die
in unserem Fall auch nicht bei endlichen Temperaturen zu erwarten ist. Stattdessen waren nur
metastabile inhomogene Feldkonfigurationen zu finden, die parallel zur homogenen gebrochenen
Phase existieren. Dennoch konnten Hinweise auf Effekte endlichen Raumvolumens gefunden
werden, die fiir 7' = 0 in einem kleinen Bereich um die bekannte Grenze u = o, der beiden
homogenen Phasen zu inhomogenen global stabilen Grundzustédnden fithren.

Im Abschnitt 3.3 wurde versucht, die zuvor erhaltenen numerischen Ergebnisse analytisch zu
bekraftigen. Dazu wurde eine Stabilitdtsanalyse der bekannten homogenen Grundzustédnde beziig-
lich inhomogener Variationen bei T' = 0 durchgefiihrt. Da die global stabilen inhomogenen Felder
fiir grofe p in 1 + 1 Dimensionen reine Cosinusfunktionen darstellten, wurde als Variation ein
Cosinusansatz mit fester Frequenz gewéhlt. Fiir die Variation der vorher numerisch berechneten

Eigenwerte des DIRAC-Operators inhomogener Felder verfolgten wir RAYLEIGH-SCHRODINGER-
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Storungsrechnung bis zur 2. Ordnung. Effektiv handelte es sich hier um die Berechnung eines
Bandliickenproblems. Dabei ergab sich sowohl in 1+ 1 als auch 2 4+ 1 Dimensionen die Stabilitat
der homogenen gebrochenen Phase beziiglich solcher Variationen, gegebenenfalls musste fiir
den analytischen Beweis die Annahme unendlichen Raumvolumens getroffen werden. In 1+ 1
Dimensionen geniigte die Variationsrechnung mit wenigen Approximationen, um analytisch
die Instabilitdt der symmetrischen Phase bei T' = 0 beziiglich der gewéhlten Inhomogenitét
und damit die Existenz der inhomogenen Phase fiir hinreichend grofie p zu zeigen. Sie geniigte
nicht, um die genaue Phasengrenze zwischen homogener gebrochener und inhomogener Phase
zU approximieren, was intuitiv verstdndlich ist, da ein Ubergang zwischen den Feldern der
homogenen gebrochenen Phase zu den inhomogenen Feldkonfigurationen nicht durch Variation
einer einzelnen Fourierkomponente moglich ist. Die genaue Tiefe des Potentialminimums der
inhomogenen Felder kann iiber Variationsrechnung bis zu 2. Ordnung nicht berechnet werden.
In 2+ 1 Dimensionen ist es uns gelungen, im Grenzfall L — oo die Stabilitdt der symmetrischen
Phase fiir p > o5 beztiglich cosinusartiger Variationen zu zeigen, wobei aufgrund der analyti-
schen Komplexitdt nicht vollstdndig auf numerische Berechnungen verzichtet werden konnte.
Fir pu < o4 sagte die Rechnung zumindest metastabile inhomogene Zusténde voraus, wie wir sie
auch in der Numerik beobachten konnten.

Zuletzt ist es uns in Abschnitt 3.4 gelungen, in 1 + 1 Dimensionen eine Funktion zur Mo-
dellierung des Potentialverlaufes bei T = 0 fiir die Annahme reiner Cosinusfunktionen als
Inhomogenitaten in Abhéngigkeit von deren Amplitude zu bestimmen. Diese erlaubt es, voll-
stdndig analytisch fiir verschwindende Temperatur und hinreichend grofies chemisches Potential
die Existenz inhomogener globaler Minima sowie deren Amplitude vorauszusagen. Wesentliches
Mittel hierzu war die Anwendung von ,almost degenerate perturbation theory“, um eine Be-
schreibung der Figenwerte des DIRAC-Operators abseits von deren Taylorreihe zu erhalten, da
letztere in der Ndhe von Bandliicken schnell divergiert. Die Methode stellt trotzdem nur eine
Néherung dar, die fiir kleine Frequenzen der Variation versagt und ebenfalls nicht in der Lage
ist, eine verniinftige Approximation der Phasengrenze zwischen homogener gebrochener und
inhomogener Phase zu liefern.

Fiir weitere Untersuchungen ware es hilfreich, moglicherweise exakte Ausdriicke fir die
Eigenwerte des DIRAC-Operators fiir inhomogene Felder zu erhalten. Dazu kénnten spezielle
Ansétze fir die Inhomogenitédten o(x) mit elliptischen Funktionen verwendet werden [38], die
unter Benutzung von Eigenschaften der Supersymmetrie zu exakt losbaren Eigenwertgleichungen
mit sogenannten LAME-Potentialen fithren [39].

Weiterhin wire die logische Fortsetzung dieser Arbeit die Suche nach inhomogenen Phasen in
2+ 1 Dimensionen fiir inhomogene Felder o(x,y) mit beliebiger Raumabhéngigkeit. Formal fithrt
flir diese der Ansatz iiber die Regularisierung mithilfe der (-Funktion auf &hnliche Ausdriicke
wie in Abschnitt 3.1, wobei die Form der benétigten Eigenwerte nun nicht wie in Abschnitt 3.2

vereinfacht werden kann und die numerische Berechnung dadurch deutlich aufwendiger ist.
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A Anhang

A.1 Python Code fiir 141 Dimensionen

Der vorgestellte Code basiert auf einem durch Prof. Andreas Wipf bereitgestellten octave-

Programm fiir die Potentialminimierung in 1 + 1 Dimensionen.

A.1.1 Setup

import numpy as np

import scipy.linalg

import scipy.special

from scipy.integrate import quad
from scipy.optimize import Bounds

from scipy.optimize import minimize

# ======== DEFINE SIMULATION PARAMETERS =========
#
# grid parameters
L =30
N_grid = 251
if (N_grid % 2 == 0):
N_grid += 1
#

# define grids in position and momentum space

dx = L/N_grid

dk = 2*np.pi/L

x_grid = dx * np.arange(start=-(N_grid-1)/2, step=1, stop=(N_grid+1)/2)
# 111 [start,stop)

k_grid = dk * np.arange(start=-(N_grid-1)/2, step=1, stop=(N_grid+1)/2)

k_grid2 = k_grid**2

max_coeff = min(N_grid//4, 50)
k_vals = dk * np.arange(start=0, step=1, stop=max_coeff)

init_coeffs = np.zeros(max_coeff)

field = np.cos(np.outer(k_vals.T, x_grid))
field_deriv = -np.matmul(np.diag(k_vals), np.sin(np.outer(k_vals.T, x_grid)))

o4



33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

© 00 N O Uk W N =

W W NN NN RN NN DN NN o = e e e e e e
= O © 0 3 O U b W NN = O © 00 N O Ut ik W N~ O

Python Code fiir 141 Dimensionen

#
# SLAC-derivative

xs = np.arange(start=1, step=1, stop=N_grid)

t = xs*np.pi/N_grid

tl = np.pi/L*((-1)**xs)/np.sin(t)

tiplus = np.concatenate([np.array([0]), t1l)
timinus = np.concatenate([np.array([0]), -t1])
t2 = scipy.linalg.toeplitz(tiplus, timinus)
freeHh = -np.matmul(t2, t2)

freeH = 0.5%(freeHh+freeHh.T)

# compact tuple to pass to energy computation

grid_parameters = (field, field_deriv, freeH, k_grid2, L)

A.1.2 effektives Potential fur konstante o

def integrand(p, sigma, T, mu):
return np.log(l+np.exp(-(np.sqrt(sigma**2+p**2)+mu)/T))
+ np.log(1l+np.exp(-(np.sqrt(sigmax*2+p**2)-mu)/T))

def Ueff_hom_2d(sigma, mu, T, L):
sigma = np.abs(sigma)

# zero T, zero mu, infinite L
if (sigma == 0):

Ueff00 = 0O
else:

Ueff00 = ((sigma**2)/(4*np.pi))*(np.log(sigma**2)-1)

# finite L

Ueff01 = np.exp(10)

if(sigma != 0):
n_max = int(25/(np.abs(sigma)*L))
nn = np.arange(start=1, step=1, stop=n_max+1)
bessk = scipy.special.kn(1l, sigma*L*nn)/nn
Ueff01 = 2+sigma/(np.pi*L)*np.sum(bessk)

else:
# k1(az) -> 1/(azx) for z->0, sum(1/n?) = pi2/6
Ueff01 = 2/(np.pi*L**2)*(np.pi**2)/6

# finite T, finite mu

if (T > 0):

Ueffl = -T*quad(integrand, O, np.inf,args=(sigma, T, mu), epsabs=1e-12)[0]/np.pi

elif sigma >= mu:
Ueffl = 0
elif sigma ==
Ueffl = -1/(2*np.pi) * mu**2
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Python Code fiir 141 Dimensionen

else:
Ueff

return

1 = -(1/np.pi) * (mu*np.sqrt(mux*2-sigma**2) - 1/2 x (np.sqrt(mux*2-sigma**2)

* mu + (sigma*+*2) * np.log((mutnp.sqrt(mu**2 - sigma**2))/sigma)))

Ueff00 + UeffOl + Ueffl

A.1.3 Beispielmessung: homogenes Phasendiagramm

filename

mu_list =
T_list =

code_list

Umin_list

sigma_list
UeffO_list

0]

(]
=0
=0
[
[

sigma0_list = []
Ueffl_list = []
sigmal_list = []

i_steps

j_steps =
T_min ,T_max = 0.0, 0.6

mu_min, mu_max = 0, 2

240
160

mybounds = Bounds(0, 2)

for i in range(i_steps):

for j in range(j_steps):

mu =

T = T_min + j/(j_steps-1) * (T_max-T_min)
(firstguess, secondguess) = (0.005, 0.995)

resl

res2

mu_min + i/(i_steps-1) * (mu_max-mu_min)

input("filename ('data_homphase_1+1_py_<filename>.dat'): ")

= minimize (Ueff_hom_2d, firstguess, args=(mu, T, L), method="Nelder-Mead",

tol=1e-13,bounds=mybounds)

= minimize (Ueff_hom_2d, secondguess, args=(mu, T, L),method="SLSQP", tol=1le

-13,bounds=mybounds)

UeffO_list.append(resl.fun)

Ueffl_list.append(res2.fun)

sigma0O_list.append(resl.x)

sigmal_list.append(res2.x)

min_sigmas = []
min_Ueffs = []

min_sigmas.append(resl.x)
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Python Code fiir 141 Dimensionen

min_Ueffs.append(resl.fun)

if (np.abs(resl.x-res2.x) > le-3):
# two different minima!
min_sigmas.append(res2.x)

min_Ueffs.append(res2.fun)

define colorcode for plot
2 --> only one minimum @ sigma = 0

1 --> global minimum @ sigma = O,

#
#
#
# local minimum @ sigma != 0
# -2 --> only one minimum @ sigma != 0
# -1 --> global minimum @ sigma != 0,
# local minimum @ sigma = 0
colorcode = 0
if (len(min_sigmas) == 2):
if (min_Ueffs[0] < min_Ueffs[1]):
colorcode = 1
else:
colorcode = -1
elif (abs(min_sigmas[0]) < 1e-3):
colorcode = 2
else:

colorcode = -2

code_list.append(colorcode)

Umin_list.append(np.min(min_Ueffs))

sigma_list.append(min_sigmas [np.where(min_Ueffs == np.min(min_Ueffs)) [0] [0]])
mu_list.append (mu)

T_list.append(T)

#
# write to files
filename = "data_homphase_1+1_py_"+filename+".dat"

file = open(filename, "w")

file.write("mu\tT\tcolorcode\tUmin\tsigma\tUeffO\tUeffi\tsigmaatO\tsigmaati\n")
for i in range(len(mu_list)):
file.write(str(mu_list[i])+"\t"+str(T_list[i])+"\t"+str(code_list[i])+"\t"+str(
Umin_list[i])+"\t"+str(sigma_list[i])+"\t"+str(UeffO_list[i])+"\t"+str(
Ueffl_list[i])+"\t"+str(sigmaO_list[i])+"\t"+str(sigmal_list[i])+"\n")
file.close()

A.1.4 effektives Potential fiir allgemeine o(x)

def compute_energy_2d(coeffs, mu, T, field,
field_deriv, freeH, k_grid2, L):
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sigma = np.matmul(coeffs, field)

sigma_deriv = np.matmul(coeffs, field_deriv)

#

# compute Hamiltonian and eigenvalues
potential = sigma**2 + sigma_deriv

H = freeH+np.diag(potential) # real symmetric

eps2 = scipy.linalg.eigh(H, eigvals_only=True) # should be real and positive already

eps2 = np.sort(np.clip(np.real(eps2), 0, None))
eps = np.sqrt(eps2)

#

# compute constant reference field
sigmabar2 = (np.sum(coeffs**2) + coeffs[0]**2)/2
sigmabar = np.sqrt(sigmabar2)

epsbar = np.sort(np.sqrt(sigmabar2 + k_grid2))

#

# zero T, zero mu, L infty

if (sigmabar2 != 0):

resl = 1/(4*np.pi)*sigmabar2*(np.log(sigmabar2)-1)

else:
resl =0
# finite L

res2 = np.exp(10)

if (sigmabar != 0):
n_max = int(25/(np.abs(sigmabar)*L))
nn = np.arange(start=1, step=1, stop=n_max+1)
bessk = scipy.special.kn(1l, sigmabar*L#nn)/nn
res2 = 2+sigmabar/(np.pi*L)*np.sum(bessk)

else:

# k1(az) -> 1/(az) for z—->0, sum(1/n?) = pi?/6

res2 = 2/(np.pi*L**2)*(np.pi**2)/6

# difference of zeta functions

res3 = -np.sum(eps-epsbar)/L

# finite T, finite mu
if (T > 0):
beta = 1/T

z = np.exp(betaxmu)

fug = np.exp(-beta*eps)
aux = np.log(l+zxfug)+np.log(l+fug/z)

res4 = -np.sum(aux)/(beta*L)
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Python Code fiir 141 Dimensionen

else:
idx = np.intersectld(np.where(0 <= eps),np.where(eps < mu))

res4 = np.sum(eps[idx]-mu)/L

return resl+res2+res3+resd
A.1.5 Beispielmessung: einzelne inhomogene Feldkonfiguration

mu = 1
T=0.1

parameters = (mu, T, *grid_parameters)
init_coeffs = np.zeros_like(init_coeffs)
k_start = int(mu*L/np.pi) # good initial condition for inhimum minima

init_coeffs[k_start] = 0.5

#

# perform minimization
result = minimize(compute_energy_2d, init_coeffs, args=parameters,method="SLSQP",
options={"ftol": 1le-9})

coeffs_opt = result.x
U_eff
sigma = np.matmul(coeffs_opt, field)

result.fun

sigmabar = np.sqrt((np.sum(coeffs_opt**2)+ coeffs_opt[0]**2)/2)

#
# output

A.1.6 Beispielmessung: inhomogenes Phasendiagramm

filename = input("filename ('data_1+1_inh_phasediagram_py_<filename>.dat'): ")

mu_array = []
T_array = []
Umin_array = []
sigmabar_array = []
maxcoeff_array = []

maxcoeffamp_array = []
min_array = []
max_array = []
sigma_list = []
coeffs_list = []

i_steps = 240 # mu_steps

400 # T_steps

j_steps
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T_min ,T_max = 0.0, 0.6
mu_min, mu_max = 0, 2

mybounds = Bounds(-2, 2)

for i in range(i_steps):

for j in range(j_steps):
T = T_min + j/(j_steps-1) * (T_max - T_min)
mu = mu_min + i/(i_steps-1) * (mu_max - mu_min)
parameters = (mu, T, *grid_parameters)
k_start = int(mu*L/np.pi)
init_coeffs = np.zeros_like(init_coeffs)
init_coeffs[k_start] = 0.5
# minimization here
result = minimize(compute_energy_2d, init_coeffs,args=parameters, method="SLSQP",
bounds=mybounds, options={"ftol": 1e-9})
coeffs_opt = result.x
Umin = result.fun
sigma = np.matmul (coeffs_opt, field)
sigmabar = np.sqrt((np.sum(coeffs_opt**2) + coeffs_opt[0]**2)/2)
mu_array .append (mu)
T_array.append(T)
Unin_array.append(Umin)
sigmabar_array.append(sigmabar)
maxcoeff_array.append(k_vals[np.where(np.abs(coeffs_opt == max(np.abs(coeffs_opt))
)1[01)
maxcoeffamp_array.append(coeffs_opt [np.where(np.abs(coeffs_opt) == max(np.abs(
coeffs_opt)))]1[0])
sigma_list.append(sigma)
coeffs_list.append(coeffs_opt)
#
# write to files
filename_muT = "data_1+1_inh_phasediagram_py_"+filename+".dat"
filename_coeffs = "data_1+1_inh_phasediagram_py_"+filename+"_coeffs.dat"
filename_fields = "data_1+1_inh_phasediagram_py_"+filename+"_fields.dat"
file_muT = open(filename_muT, "w")

file_muT.write("mu\tT\tUmin\tsigmabar\tmainfrequency\tmainfrequencyamp\n")
file_fields = open(filename_fields, "w"
file_fields.write("x\tsigma(x)\n")

file_coeffs = open(filename_coeffs, "w")
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file_coeffs.write("k\tfourier_sigma(k)\n")

for i in range(len(mu_array)):

file_muT.write(str(mu_array[i])+"\t"+str(T_array[i])+"\t"+str (Umin_array[i]) +"\t"+

str(sigmabar_array[i])+"\t"+str(maxcoeff_array[i])+"\t"+str(maxcoeffamp_array[i

])+u\nu)

file_fields.write("\n\n# field no. "+str(i)+"\n")
file_fields.write("# mu="+str(mu_array[i])+", T="+str(T_array[i])+"\n")
for x in range(len(x_grid)):

file_fields.write(str(x_grid[x])+"\t"+str(sigma_list[i] [x])+"\n")

file_coeffs.write("\n\n# field no. "+str(i)+"\n")

file_coeffs.write("# mu="+str(mu_array[i])+", T="+str(T_array[i])+"\n")

for k in range(len(k_vals)):
file_coeffs.write(str(k_vals[k])+"\t"+str(coeffs_list[i] [k])+"\n")

file_muT.close()

file_fields.close()

file_coeffs.close()

A.2 Python Code fiir 241 Dimensionen

A.2.1 Setup

Die gewdhlte Vereinfachung o(x,y) = o(z) erlaubt die Benutzung der exakt gleichen Gitterpara-

meter wie in A.1.1.

A.2.2 effektives Potential fiir konstante o

def integrand(p, beta, mu, sigma):
return p*np.log((l+np.exp(-beta*(np.sqrt(sigma**2 \
+ p**2) + mu)))*(1l+np.exp(-beta*(np.sqrt(
sigma**2 + p**2) - mu))))

def Ueff_hom_3d(sigma, mu, T, L):

sigma = np.abs(sigma)

# zero T, zero mu, L infty

Ueff00 = (2*sigma**3 - 3*sigma**2)/(12*np.pi)

# finite L_z
# L_y-> infty
Ueff01 = 1e10
if (sigma == 0):
# sum(1/n°)=Riem.Zeta(3)=1.202056903159594285. . .
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Ueff01 = 1.202056903159594285/ (np.pi*L**3)

else:

n_max = int(25/(np.abs(sigma)*L))

nn = np.arange(start=1, step=1, stop=n_max+1)
UeffO1 =
* (sigma/(nn*L)**2 + 1/(nn*L)*%3))

1/np.pi * np.sum(np.exp(-nn*sigma*L) \

# finite T, finite mu

if(T > 0

)

beta = 1

Ueffl

/T
-1/(2*np.pi*beta) * quad(integrand, O, np.inf, args=(beta, mu, sigma),

1limit=100, epsrel=le-10,epsabs=1e-10) [0]

elif sigma >= mu:

Ueffl

else:

0

Ueffl = -(mux*3 + 2*sigma**3-3*mu*sigma**2)/(12*np.pi)

return Ueff00 + UeffO1+Ueffl

A.2.3 effektives Potential fiir allgemeine o(z) und 7' =0

def xlogx(x):

res = -1el0

if x ==
res =

else:
res =

return r

0

X%k

es

np.log(x)

def compute_energy_3d_zeroT(coeffs, mu, field,
field_deriv, freeH, k_grid2, L):

sigma =

np.

matmul (coeffs, field)

sigma_deriv = np.matmul (coeffs, field_deriv)

#

# compute Hamiltonian and eigenvalues

potential = sigma**2 + sigma_deriv

H = freeH+np.diag(potential)

eps2 = scipy.linalg.eigh(H, eigvals_only=True)

eps2 = np.sort(np.clip(np.real(eps2), 0, None))

eps = np.sqrt(eps2)

#

# compute constant reference field

sigmabar2 = (np.sum(coeffs**2) + coeffs[0]**2)/2

sigmabar

np.sqrt(sigmabar2)
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27 epsbar2 = np.sort(sigmabar2 + k_grid2)
28
29 #
30 # zero T, zero mu, L infty

31 resl = (2*sigmabar**3 - 3*sigmabar**2)/(12*np.pi)
32
33 # finite L
34 res2 = 1el0

35 if (sigmabar == 0):

36 # sum(1/n’°)=Riem.Zeta (3)=1.202056903159594285. . .
37 res2 = 1.202056903159594285/ (np.pi*L**3)

38 else:

39 n_max = int(25/(np.abs(sigmabar)*L))

40 nn = np.arange(start=1, step=1, stop=n_max+1)

41 res2 = 1/np.pi * np.sum(np.exp(-nn*sigmabar*L) \
42 * (sigmabar/(nn*L)**2 + 1/(nn*L)**3))

43

44 # difference of zeta functions

45 zeta_diff = np.array(list(map(xlogx, eps2))) - \

46 np.array(list (map(xlogx, epsbar2)))

47 # equivalent to zeta_diff = eps2+#np.log(eps2)-epsbar2*epsbar2
48 res3 = np.sum(zeta_diff)/(4*np.pixL)

49

50 # zero T, finite mu

51 idx = np.intersectld(np.where(0 <= eps[:]), np.where(eps[:] < mu))
52 eps_smaller_mu = eps[:][idx]

53 auxl = (eps_smaller_mu*#*2) * np.log(mu+np.sqrt (mu*x*2

54 - eps_smaller_mu*#2))-mu*np.sqrt (mux*2-eps_smaller_mu**2)

55 aux2 = -eps_smaller_mu*np.array(list(map(xlogx, eps_smaller_mu)))

56 res4 = np.sum(auxl+aux2)/(2*np.pi*L)
57

58 return resl+res2+res3+resd

A.2.4 Minimierung der Potentiale

Die durchzufithrenden Prozeduren sind vollstindig analog zu denen in A.1.3, A.1.5 und A.1.6
mit der Einschrankung, dass inhomogene Feldkonfigurationen nur bei 7' = 0 berechnet werden

konnen. Die Parameterliste der zugehorigen Funktion ist einfach zu ersetzen:
1||parameters = (mu, *grid_parameters)

und damit
1||Ueff = compute_energy_3d_zeroT(init_coeffs, *parameters)

bzw.

1||result = minimize(compute_energy_3d_zeroT, init_coeffs,args=parameters,method="SLSQP",

options={"ftol": 1e-9})
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A.3 Ausfiihrlichere Rechnungen
A.3.1 Umformung der (-Funktion des quadrierten Dirac-Operators in 2+1
Dimensionen fiir o(x,y) = o(x)

Mit H = —Dg + h2 , Dy = 0o + p , ho = v°+'0; + v°0 sowie o(z,y) = o(z) und p, = QLiyp

erhalten wir mittels POISSON-Resummation iiber die explizit bekannten Eigenwerte

= 2 (A1)
nmp
r( |
0 n,m,p
= FCEZ /d 51 Z (Wn in)+p; +e,,,) (A.3)
0 n,m,p
(= Z<—1>”e-"if2e-"ﬁ“>< Loy e ) (S
Virt £ Ner e > .
_ L BLy - B
“T0) 2 (/d“ ZZ
0 n#0,p,m
- ﬁ% F(S_1)%(3—1)+/dtt5*2 > (-D"e (5 ) o —te?,
0

n#0,p,m
(A.6)

Im letzten Schritt mussten wir fiir das erste Integral L, — oo annehmen, um es durch den

kompakten Ausdruck der (-Funktion nur des Operators k2 ersetzen zu kénnen. Mit der Benutzung

von dg = QLgJ sind €2, die Eigenwerte von k2, zu verstehen als —02 + o%(z) + o' ().

A.3.2 Berechnung der Ableitung der Summen iiber modifizierte
Besselfunktionen

20 Ki(moL)
K(1+1) T) = — 1— A.
@)= 17 32 (A7)
d d 2 mo LK, (moL)
il " €& b I R E bkt i A.
do do <7TL2 = m?2 (A-8)
2 " Ko(moL) (A.9)
m>0
z 2 T
3° - / dx Ko(z) (A.10)
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1
= __ A1l
7 (A.11)
d? KO+ 2 Z Ko(moL) + 2 Z LK (maL) (A.12)
-— = — — olmo — mao 1\mo .
do 7Tm>0 7Tm>0
2 7 12
= _ﬁ d.’L‘K()(.’I?) + Q;KO(UL)
0
9 oo Bn d n—1
z b Ko(omL
+7rn¥2 n! <dm> m=1 o(@mL)
91 [ 2 5LK, (7L
+ - dmel(x)—F—U;(g)
wol T 2
0
9 o7} Bn d n—1
_Zz Y omLK{(emL Al
T n! <dm> m=1 (om 1(emL) ( )
=0 1 12 oL N2
2 By _ 1 _ _
+——06L - (- Ky(GL)) + — + L Ky(cL) (A.14)
T 2 N—_—— oL N—_——
~% ~%
Ing In(L
_ Wz (3 1 5 (A.15)
T ™ T or

In diese Rechnungen sind unter anderem Formeln zu Ableitungen, Grenzwerten und Integralen
der modifizierten Besselfunktionen, entnommen aus [26], sowie die EULER-MCLAURIN-Formel
gemé$ [34] zur Abschdtzung von Summen durch Integrale unter Benutzung der BERNOULLI-
Zahlen B,, eingeflossen. Es sei angemerkt, dass nur Korrekturterme bis zur 1. Ableitung, also
n = 2 beachtet wurden. Die Konvergenz des Beitrages der restlichen Korrekturen in der Summe
fir Grenzwertprozesse ¢ — 0 misste genauer untersucht werden, wére aber an dieser Stelle
zu aufwendig. Etwas leichter fillt die Rechnung fiir 2 + 1 Dimensionen, da wir eine explizite

Darstellung der Besselfunktion nutzen koénnen.

KE@) =1 3 (s oz ) ™ (A1)
d 1 A
%K@H) =-Z mz>0 mLLmefvax (A.17)
N ) (A15)
3% (A.19)
ddT;K(zﬂ) — i In(1— e L)) + Zeﬁm;_l (A.20)
50 In(GLy) +1
=0 % _ (A.21)
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A.3.3 Nadherung des Potentialverlaufes Uéflfﬂ)(c) fiir o(x) = ccos (2qx)

Wir berechnen zur Ubersicht den von €,,; abhéingigen Teil des Ausdruckes (3.31) separat unter
Benutzung der Ndherung (3.118) aus ADPT.

1 DN TR0 SR R Sl (Ve (A22)

meN meN meN
i i i
1 <n?
1 > _ o _
- <2 3 e;_eg_zzlem(zno—l)u) (A.23)
n=ng n=
2 (T 2 c?
~ = dn |q+sgn(pn — @\ (Pn —q)* +— +
L / ( MW Fr3 8(pn + q)

c? c

N 2

_/dnﬂp%—l—% + const. (A.24)
0

_ 2 L]Od fsgnp—g(p—qP+ S+

AR P |4q gnip —4q p—q 1 8(p+q)

q

fL/d 2+C2 + const (A.25)
or | NPT ‘ '

_ 1 p— 2, & ’ c? 2
= ;( wpt——\ -+ -y +-a?+(@-p)
02 °
+S G+ )|
q
2 2 2 °°
[5 p? + % + Zln< % —|—p2+p> ) + const. (A.26)
1(¢* &2 ¢ c? , 2 |e| c? c? c?
S In(—)— —I(Z)-=m@2y)+—=h(—
71'(2 6 slg) rrghly) gkt ghis
+ const. (A.27)
2 2 2
¢ & c c]
= i m(Z t. A2
T <4q> oons (A.28)

Der Platzhalter const. bleibt iiber die Rechnung hinweg gleich und ergibt sich konkret zu

— L— .
—%H,u = —4&. Es verbleibt zu berechnen

o o
So=—|In{—) -1 A.29
=5 (+(%) ) (x2
c? c?
und schlieBlich, unter Vernachléssigung der Terme endlichen Raumvolumens fiir L — oo

UF () = 81+ S (A.31)
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2 2 2 2 2
q c c |c] qu ¢ c

=1 4+ - _~“ ()L (In({—=]-1 A32
27 167 87rn<4q> 7r+87r(n<203> ) (8.32)
2 2 2
¢ au 24|c|

=— L 4+ 1 . A.
27 us 167T+87Tn(03) (4.33)
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