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Der fortgeschrittne Mensch trigt auf erhobnen Schwingen
Dankbar die Kunst mit sich empor,

Und neue Schonheitswelten springen

Aus der bereicherten Natur hervor.

Des Wissens Schranken gehen auf,

Der Geist, in euren leichten Siegen

Getibt, mit schnell gezeitigtem Vergniigen

Ein kiinstlich All von Reizen zu durcheilen,
Stellt der Natur entlegenere Sdulen,

Ereilet sie auf threm dunkeln Lauf.

Jetzt wagt er sie mit menschlichen Gewichten,
Mift sie mit Maflen, die sie ihm geliehn;
Verstandlicher in seiner Schonheit Pflichten,
Muf$ sie an seinem Aug voriberziehn.

In selbstgefillger jugendlicher Freude

Leiht er den Sphdren seine Harmonie,

Und preiset er das Weltgebdude,

So prangt es durch die Symmetrie.’

n: Friedrich Schiller: Gedichte (1789-1805), Die Kiinstler



1 Einleitung

Es ist ein Grundanliegen des menschlichen Geistes, Strukturen und Gesetzméfligkeiten in
der Welt, die ihn umgibt, zu erkennen. Ob diese Strukturen auch in der Welt existieren, ob
die Welt also auf einem grundlegenden konsistenten logischen System von Gesetzm éfligkeiten
beruht, oder ob die Gesetzméafigkeiten nur dazu dienen, einen gewissen Teil der Welt fiir den
Menschen verstdndlich zu machen, ist fiir die Philosophie ein relevantes Problem, das hier
aber nicht weiter behandelt werden soll.

Bei dem Erkennen der Strukturen und Gesetzmiéfligkeiten spielen Symmetrien und Erhal-
tungsgroflen eine entscheidende Rolle. Die Bedeutung von Erhaltungsgréfien ist schon aus der
klassischen Mechanik bekannt. Mit Hilfe der aus den NEWTONschen Gesetzen gewonnenen
Differentialgleichungen lassen sich bestimmte Erhaltungsgréfien (Energie, Impuls, Drehim-
puls) ableiten. Diese Erhaltungsgrofien erweisen sich jedoch als etwas Fundamentaleres. Sie
sind eine Folge der Symmetrien von Raum und Zeit. So ergibt sich zum Beispiel die Energie-
erhaltung aus der Homogenitét der Zeit. Durch EMMY NOETHER konnte gezeigt werden, daf
es immer eine direkte Verbindung von Symmetrien und Erhaltungsgrofien gibt: Eine Sym-
metrie bedingt einen Erhaltungssatz, und ein Erhaltungssatz bedingt eine Symmetrie ([29]).
Die Suche nach Gesetzméfigkeiten ist also immer auch eine Suche nach den grundlegenden
Symmetrien.

In den fiinfziger und sechziger Jahren des letzten Jahrhunderts kam es dazu, dafl eine grofe
Zahl neuer Teilchen mit Hilfe von Beschleunigern und in der kosmischen Strahlung gefun-
den wurde. Auch hier begniigte sich der menschliche Geist nicht mit dem bloflen Festhalten
der experimentellen Daten und Eigenschaften dieser Teilchen. Man suchte vielmehr nach Ge-
setzmiéfigkeiten, nach denen diese Prozesse ablaufen. Dies war damit auch eine Suche nach
Symmetrien und Erhaltungsgréfien. Man stellte fest, daf§ bestimmte Prozesse nicht stattfin-
den, obwohl sie den bekannten Erhaltungsséitzen (Energie, Impuls, Ladung usw.) geniigen
und erkannte daraus, dafl es weitere Erhaltungsgrofien gibt, die diese Prozesse verbieten. Die-
se zusitzlichen Erhaltungsgrofien fithrten auf Symmetrien, die fiir die gefundenen Teilchen
gelten. Die so gefundenen GesetzméBigkeiten konnten schliefflich im Standardmodell zusam-
mengefiigt werden. Mit Hilfe des Standardmodells konnten wiederum Vorhersagen gemacht
werden, die experimentell bestétigt wurden.

Allerdings 148t das Standardmodell noch einige Fragen offen. Noch immer gibt es mehrere
unterschiedliche Teilchenklassen. Ein einziges allen Dingen zugrundeliegendes Prinzip, eine
Theorie aus der sich alle Teilchen und Teilchenklassen zwangsliufig ergeben, fehlt damit. Ein
grofles Problem ist aulerdem, daf} sich die Gravitation nicht ohne weiteres in die Gesetze
der Teilchenphysik integrieren 1aft. Die Quantenfeldtheorie stellt eine Art Vereinigung der
speziellen Relativitdtstheorie mit den Prinzipien der Quantenmechanik dar. Weit schwerer ist
es jedoch, die allgemeine Relativitdtstheorie, durch die die Gravitation beschrieben wird, mit
in dieses Prinzip einzubeziehen. Man benétigt allerdings sehr starke Gravitationsfelder, damit
die Gravitation auf dem Niveau der Teilchenphysik relevant wird.

Dadurch gelangt man zu der Frage, wie man die bestehenden Symmetrien noch durch
weitere ergénzen kann, ohne mogliche Prozesse zu sehr einzuschrianken. Auflerdem wire es
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wiinschenswert, auch Teilchen unterschiedlicher Masse und unterschiedlichen Spins (also zum
Beispiel Fermionen und Bosonen) durch Symmetrietransformationen miteinander in Verbin-
dung zu bringen. Dies ist aber nicht durch sogenannte innere Symmetrien, die nur trivial auf
die POINCARE-Symmetrie wirken, moglich. Eine weitgehende Einschrinkung beziiglich der
moglichen Symmetrien wird durch das Theorem von COLEMAN und MANDULA gemacht. Die-
ses Theorem stellt im gewissen Sinne eine Kritik an jeder moglichen weiteren Symmetrie dar.
Nach dem Theorem von COLEMAN und MANDULA sind keine weiteren Symmetrien moglich
aufler den inneren Symmetrien und der PONICARE-Symmetrie. Durch das Theorem bleibt
allerdings die Supersymmetrie unberiicksichtigt. Diese Symmetrie hat ungerade (antikommu-
tierende) Elemente in ihrer Algebra. Dadurch werden durch ihre Generatoren Fermionen und
Bosonen ineinander umgewandelt. Auch die Gravitation 1&8t sich durch (allerdings lokale)
Supersymmetrie in dieses Bild mit einfiigen. Dies bezeichnet man als Supergravitation. Wei-
terhin kann die Supersymmetrie eine Erklédrung fiir das so genannte Hierarchieproblem, das
heiflt den groflen Unterschied zwischen der PLANCKmasse und der Energieskala, bei der die
elektroschwache Symmetrie gebrochen wird, geben.

Bisher wurde Supersymmetrie experimentell noch nicht nachgewiesen. Man hat noch keinen
der supersymmetrischen Partner bekannter Teilchen gefunden. Die Supersymmetrie muf also
auf jeden Fall gebrochen sein, da ungebrochene Supersymmetrie verlangt, dafl die Teilchen
eines Multipletts die gleiche Masse besitzen. Aber auch ohne einen experimentellen Nachweis
kann sich Supersymmetrie als hilfreich und interessant erweisen. Sie dient dann nicht der Dar-
stellung von experimentellen Fakten, sondern als Erweiterung bisheriger mathematischer und
theoretischer Konzepte. Diese Erweiterung ist unabhéngig von ihrer direkten Einsetzbarkeit
hilfreich. So war es zum Beispiel auch bei der Einfiihrung der komplexen Zahlen oder der
Erweiterung und Verallgemeinerung der GAUSSschen Flichentheorie durch RIEMANN noch
nicht abzusehen, welche Anwendungen sich fiir diese neuen Gebiete ergeben wiirden. Ohne
die Entdeckungen von RIEMANN wére es aber nicht zur Entwicklung der allgemeinen Rela-
tivitdtstheorie durch EINSTEIN gekommen. Auch die Konzepte der Supersymmetrie erweisen
sich bereits jetzt schon nicht nur fiir supersymmetrische Modelle als hilfreich.

Neben dem Konzept der Symmetrie hat das Konzept einer spontan gebrochenen Symmetrie
in der modernen Physik an Bedeutung gewonnen. Obwohl das Potential und die LAGRANGE-
Dichte einer bestimmten Symmetrie gehorchen, muf} sie nicht fiir den Grundzustand gelten.
Das einfachste Beispiel hierfiir ist ein eindimensionales Potential, was symmetrisch beziiglich
der Transformation x — —z ist und auf beiden Seiten des Koordinatenursprunges je ein
Minimum besitzt. Im Grundzustand befindet sich ein klassisches Teilchen in einem dieser bei-
den Minima. Dieser Grundzustand verletzt damit die Symmetrie. Zu einem Phaseniibergang
kommt es, wenn durch Verédnderung bestimmter Parameter (zum Beispiel bei Erhohung der
Temperatur) das System von einem Zustand mit (spontan) gebrochener Symmetrie in einen
symmetrischen Zustand (oder umgekehrt) iibergeht. Als Beispiel dafiir dient haufig die spon-
tane Magnetisierung, zu der es in Ferromagneten beim Uberschreiten der CURIE-Temperatur
kommt. Durch die Kopplung der Elementarmagnete weisen sie (innerhalb einer Doméne)
im Zustand mit der niedrigsten Energie alle in eine Richtung. Welche Richtung dies ist, ist
jedoch nicht vorgegeben, denn die Kopplung und das Potential sind rotationssymmetrisch.
Ohne dufleres Magnetfeld gibt es damit keine Vorzugsrichtung. Erst wenn das System sich in
einem der Grundzustéinde befindet, ist die Symmetrie gebrochen.

Die Beschreibung von Phaseniibergéingen ist relativ kompliziert, da hier viele der herk6mm-
lichen Approximationsverfahren versagen. Es gibt jedoch einige Ndherungen, mit denen sich
trotzdem relativ gute Ergebnisse erzielen lassen. So ist es zum Beispiel bekannt, daf§ die
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Molekularfeldnédherung in vier Dimensionen fiir rein bosonische Modelle Resultate liefert,
die nahe an den exakten liegen. Die Ndherungsverfahren werden oft nur fiir bosonische Mo-
delle verwendet. In Modellen, bei denen Fermionen auftauchen, kann man meist iiber die
fermionischen Freiheitsgrade integrieren und Naherungen fiir die entstehende Determinante
verwenden. Mochte man aber die Supersymmetrie nicht verletzen, so sollte man N#&herungen,
die man fiir den bosonischen Sektor des Modells verwendet, in entsprechender Weise auch fiir
den fermionischen Sektor benutzen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Phasenstruktur supersymmetrischer Modelle zu
untersuchen. Dabei werden wir von bekannten N&herungsverfahren fiir bosonische Modelle
ausgehen. Es ist nicht von vorn herein sichergestellt, dafl sich diese Verfahren auch auf su-
persymmetrische Modelle anwenden lassen, wenn die Symmetrie durch die Ndherung nicht
verletzt werden soll. Die grundsétzliche Anwendbarkeit der Niherungen steht im Vordergrund
der Untersuchungen, deswegen werden einfache niedrigdimensionale Modelle behandelt. In er-
ster Linie ist es das WESS-ZUMINO-Modell in ein beziehungsweise zwei Dimensionen.

Am Anfang dieser Arbeit (Kapitel 2) werden in einer Einfiithrung die Prinzipien der Su-
persymmetrie vorgestellt. Da die Phaseniibergéinge hdufig im Zusammenhang mit endlichen
Temperaturen untersucht werden, beschéftigen wir uns in Kapitel 3 mit der Feldtheorie bei
endlichen Temperaturen. Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf der Molekularfeldn dhe-
rung (Kapitel 4), da diese im Vergleich zu anderen Niherungen die besten Resultate fiir die
Beschreibung von Phaseniibergéingen liefert. Allerdings wurde dieses Verfahren bisher nur fiir
bosonische Modelle verwendet. Eine Form zu finden, in der es auch fiir supersymmetrische
Modelle verwendet werden kann, ist der Gegenstand von Kapitel 5. In Kapitel 6 wenden wir
uns schliellich kurz anderen Ndherungsverfahren zu.
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Dieses Kapitel stellt eine Einfiithrung in die Supersymmetrie dar. Wir beschrénken uns hier
nicht darauf, die Modelle (Wirkungen und LAGRANGE-Dichten) vorzustellen, und deren In-
varianz zu zeigen. Es sollen auch einige der Schritte, die zu diesen Modellen gefiihrt haben,
vorgestellt werden. Dazu benétigen wir jedoch zunichst einige Grundlagen, die im Rahmen
der Supersymmetrie eine wichtige Rolle spielen. Genauere Ausfithrungen befinden sich in [48],
[38], [11], [47] , [3] und [46]. Dabei ist jedoch darauf hinzuweisen, dafl in der Supersymmetrie
von einigen Autoren unterschiedliche Konventionen benutzt werden, was einen Vergleich der
Ergebnisse etwas erschwert. Die hier verwendeten Konventionen sind im Anhang angegeben.

2.1 Symmetrien, die Poincaré-Symmetrie und Poincaré-Algebra

Symmetrien haben eine entscheidende Bedeutung in der modernen Quanten- und Teilchen-
physik. Sie sind ein wichtiges Mittel, um Strukturen in der Natur zu erkennen, und in die
entsprechenden physikalischen Modelle zu iibertragen ([14]). Die Suche nach einer grundlegen-
den Theorie ist somit immer eine Suche nach den grundlegenden Symmetrien der Natur. Mit
Symmetrien sind Erhaltungssitze eng verbunden. Durch das NOETHERsche Theorem wur-
de gezeigt, dal zu jeder Symmetrie eine Erhaltungsgroie gehort. In neuerer Zeit kam noch
ein weiterer Aspekt hinzu. Man unterscheidet heute globale und lokale Symmetrien. Lokale
Symmetrien verwendet man in der Eichtheorie und, wenn es sich um lokale Supersymmetrie
handelt, in der Supergravitation.

Symmetrie bedeutet, daf§ es Transformationen gibt, unter denen die physikalischen Gesetze
invariant bleiben. Zur mathematischen Beschreibung dieser Transformationen verwendet man
die Gruppentheorie. Kontinuierliche Transformationen kénnen in Form einer L1E-Gruppe dar-
gestellt werden. Mathematisch gesehen ist eine LIE-Gruppe eine Gruppe, die zu den Grup-
peneigenschaften auch die Eigenschaften einer Mannigfaltigkeit besitzt. Die infinitesimalen
Transformationen werden dabei von der zugehorigen Lie-Algebra bestimmt. IThre Elemen-
te sind die Generatoren der Transformationen. Sie ist dquivalent zum Tangentialraum am
Einselement der Gruppe (ein Vektorraum mit einer Lie-Klammer).

Die Symmetrien der MINKOWSKI-Raum-Zeit der speziellen Relativitétstheorie werden durch
die POINCARE-Gruppe beschrieben. Sie hat die Eigenschaft, daf sie das Wegelement ds? =
Nuvdatdz? invariant 1a8t (siehe Anhang A fiir die hier verwendeten Konventionen und Defi-
nitionen). Die zugehorigen Transformationen sind die Drehungen, die Translationen und die
LORENTZ-Boosts. Die POINCARE-Transformationen sind lineare Transformationen:

xt — AP x¥ + . (2.1)

Damit das Wegelement in der MINKOWSKI-Raum-Zeit sich nicht dndert, mufl die POINCARE-
Gruppe folgende Gestalt haben (d ist die Dimension der betrachteten Raum-Zeit):

iL = {(A, a)la € R% A € L(RY), ATpA = n} . (2.2)
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Aus ATpA = n folgt det(A) = £1 und (A1), = n,,n*" A%, = A}'. Die POINCARE-Gruppe
hat in vier Dimensionen insgesamt zehn freie Parameter: Vier Translationen und je drei fiir die
Drehungen und LORENTZ-Boosts. Drehungen und LORENTZ-Boosts bezeichnet man als LOR-
ENTZ-Transformationen. Sie werden durch die Matrizen A (Elemente der LORENTZ-Gruppe)
bestimmt. Die POINCARE-Gruppe ist das halbeinfache Produkt von der LORENTZ-Gruppe
und den Translationen. (Die Gruppenmultiplikation ist also definiert durch (A1, aq)(A2,a2) =
(AlAQ, AlCLQ + (Il).)

Die dazugehorige POINCARE-Algebra kann aus den infinitesimalen Transformationen be-
stimmt werden. Sei A¥, = 6", + w",, a* = €* und w", und € infinitesimal kleine Parameter.
Im folgenden werden deshalb nur Anteile bis zu der Ordnung betrachtet, die linear in diesen
Parametern ist. Aus ATnA = 7 folgt:

win+nw=0— wu = —wy,. (2.3)

Da (1,0) das Einselement (e) der Gruppe ist, kann ein beliebiges Element der POINCARE-
Gruppe nahe e geschrieben werden als:

(1+wh,e") =e+ %wwM’“’ + i€, P (2.4)

Auch die M* sind dabei antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung der beiden Indizes.
Durch diese Art der Entwicklung wurde (mit Koeffizienten w,, aus A = 1 +w) auch die Basis
der Algebra (Generatoren M*?) festgelegt. Nur in dieser speziellen Basis sind die Koeffizienten
der Entwicklung wy, = nu0w%, wodurch A = ¥ (mit w = Zw,, M") gilt. Mit (A,a)™! =
(A=1, —A~1a) folgt daraus

(A, a)(1 +w,e)(Aa)™t = (A4 w) AL Ae — AwA 1)
g - 1 g 174 g g UV
(A, a)[zwpe MP7 + €,PP](Aya)~ ! = §AupwpgAV M™ + (A €q — A fwpe A, a”) PH
(A, a)MP (Aa)™" = APA(MM +a'P” — a”P*)
(A,a)P?(A,a)™' = A fPR.

Nun sollen auch die (A,a) als infinitesimale Transformationen betrachtet werden. Es ergibt
sich:

1

i[gwwM‘“j + e P, M) = w /MM +w, MY + e P7 — €7 PP (2.7)
1
il5wu M + uP", PP = w P (2.8)

Eine Lie-Algebra ist bestimmt durch die Kommutatoren (LiE-Klammern) der Generatoren.
Die Kommutatoren der POINCARE-Algebra ergeben sich aus den Gleichungen (2.7) und (2.8):

(MM M) = (" MY 4" MPP — ' M¥P — P M) (29)
[M# PP) = iy P’ — P P") (2.10)
[PHPY] = 0. (2.11)

Die P* sind hierbei die Generatoren der Translationen, die M*” die der Rotationen und
LORENTZ-Boosts.
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Die Zusténde eines Teilchens gehoren zu einem HILBERT-Raum, der eine unitére Darstellung
der POINCARE-Gruppe trigt. Es gibt zwei CASIMIR-Operatoren der POINCARE-Gruppe, das
bedeutet zwei Operatoren, die mit allen Generatoren der Algebra kommutieren:

P? = P,P*
w2 = W,W*
W, = %EWPUP” MP?? ist der PAULI-LUBANSKI-Vektor. Durch die Eigenwerte dieser beiden

CAsIMIR-Operatoren werden die Darstellungen der POINCARE-Algebra klassifiziert. Das glei-
che gilt deswegen auch fiir die Teilchen. Fiir massive Teilchen verbirgt sich dahinter eine
Klassifikation nach Masse und Spin des Teilchens.

Die entscheidende Frage ist nun, wie man die POINCARE-Gruppe erweitern kann. Eine
einfache Art der Erweiterung ist es, eine sogenannte innere Symmetrie hinzuzufiigen. Die
Transformationen der inneren Symmetriegruppe wirken trivial auf die POINCARE-Gruppe,
und damit kommutieren die Generatoren (B,) dieser (L1E-) Gruppe mit denen der POINCARE-
Gruppe

[BraBs] = Z'Cﬁth (2'12)
[P, B] = 0 (2.13)
[M,,,B,] = 0. (2.14)

Die C!, sind die Strukturkonstanten der inneren Symmetriegruppe.

Die gesamte Symmetriegruppe ist dann das direkte Produkt aus der Gruppe der inneren
Symmetrie und der POINCARE-Gruppe. Natiirlich kommutieren die Generatoren der inneren
Symmetriegruppe auch mit den CASIMIR-Operatoren der POINCARE-Gruppe. Das bedeutet
aber, daf} die Mitglieder eines irreduziblen Multipletts der inneren Symmetriegruppe alle die
gleiche Masse und den gleichen Spin haben miissen.

Auch eine Erweiterung durch die konforme Symmetriegruppe ist denkbar. Dies bedeutet
eine Art Reskalierung des Wegelements (ds’)? = ¢?(®)ds? durch eine positive Funktion Q(x).
Auf diese Moglichkeit soll hier aber nicht weiter eingegangen werden (siehe [9]).

Die bisher betrachteten Symmetriegruppen éndern den Spin nicht. Eine Transformation, die
den Spin dndert, muf} nicht trivial auf die POINCARE-Gruppe wirken. Die entscheidende Frage
ist, ob eine solche Symmetrie unter bestimmten (physikalisch motivierten) Voraussetzungen
existieren kann. Eine weitreichende Einschrinkung mdoglicher Erweiterungen der POINCARE-
Gruppe als grundlegende Symmetriegruppe der Teilchen stellt das Theorem von COLEMAN
und MANDULA dar [6].

2.2 Das Theorem von Coleman und Mandula

COLEMAN und MANDULA untersuchten, welche Moglichkeiten es fiir die Symmetrien der
Streumatrix iiberhaupt gibt. Dabei machten sie eine Reihe von Annahmen. Diese Annahmen
ergeben sich aus physikalisch motivierten Bedingungen an die Streuprozesse. Hier soll das
Theorem aus [6] ohne Beweis dargestellt werden.

Sei G eine zusammenhingende Symmetriegruppe der Streumatrix (S). S ist damit ein
unitéirer Operator auf dem HILBERT-Raum H (H = H & H® @ ...; H" n-Teilchen-
HiLBERT-Raum). COLEMAN und MANDULA gingen bei der Symmetriegruppe von einer LIE-
Gruppe aus. U sei eine unitidre Darstellung von G auf H. Fiir U soll folgendes gelten:
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1) U iiberfithrt Einteilchenzusténde in Einteilchenzustdnde und wirkt auf Vielteilchen-
zusténde, als wenn sie Tensorprodukte von Einteilchenzustdnden wéren.

2) G ist eine Symmetrie von S, d.h. U und S kommutieren.
Weiterhin sollen folgende Annahmen gemacht werden:

1) G enthélt eine Untergruppe, die lokal isomorph zur POINCARE-Gruppe ist (LORENTZ-
invarianz).

2) Teilchenarten korrespondieren mit Darstellungen von der POINCARE-Gruppe, die posi-
tive Energie haben. Fiir jedes M soll es nur eine endliche Anzahl von Teilchen geben,
deren Masse kleiner als M ist.

3) Amplituden der elastischen Streuung sind analytische Funktionen der Energie und des
Impulsiibertrages bei fast allen Impulsen und Energien (d.h. allen bis auf eine isolierte
Menge).

3) Streuung von Zweiteilchenzustédnden findet bei fast allen Energien statt. (S = 1 —
i(2m)8(P, — P)T — Tp,p’) # 0 bei fast allen Energien)

4) Es existiert eine Umgebung des Einselementes von G, so daf jedes Element der Umge-
bung auf einer einparametrigen Untergruppe g(t) liegt. Aulerdem definiere —i % (z,g(t)y)
= (z, Ay) eine stetige Funktion linear in y und antilinear in z. (z und y sind Zusténde.
Es handelt sich bei der Symmetreigruppe also um eine LIE-Gruppe mit HERMITEschen
Generatoren.)

Unter diesen Voraussetzungen gilt:

Theorem 1 Die Gruppe G ist ein direktes Produkt der POINCARE-Gruppe und einer inneren
Symmetriegruppe.

Dieses Theorem beinhaltet die Aussage eines Theorems von O’RAIFEARTAIGH: Alle Teil-
chen eines Multipletts (Multiplett einer Erweiterung der POINCARE-Gruppe) haben die gleiche
Masse, da, wie schon oben erwéahnt, auch fiir die durch innere Symmetrien erweiterte Gruppe
P, P*# ein CASIMIR-Operator ist.

Wenn man also weiterhin auf ein grundlegenderes Symmetrieprinzip und damit auf eine
grundlegende Theorie der Elementarteilchen hofft, so mufl man nach Ausnahmen suchen,
die das Theorem von COLEMAN und MANDULA unberiicksichtigt 148t. Dazu sollen aber erst
Spinoren und damit eine spezielle Darstellung der POINCARE-Algebra eingefiihrt werden.

Der historische Weg war allerdings anders. Die ersten Ansétze fiir die Supersymmetrie
kamen nicht aus Uberlegungen zum Theorem von COLEMAN und MANDULA, sondern aus der
Stringtheorie.

2.3 Spinoren
Im folgenden soll eine spezielle Darstellung der LORENTZ-Algebra betrachtet werden. Dazu

gehen wir von den in A.2 eingefithrten Gammamatrizen aus und definieren:

1
D = B = . (2.15)

10



2 Supersymmetrie

Durch die so definierten S#” erhiilt man eine 23-dimensionale Darstellung der LORENTZ-
Algebra (die Spindarstellung), denn:

(227 =iy = 0Pa) (2.16)
(DM SP7] = Q(PPRYT 4 TSR — TSP — PRk (2.17)

Aus dieser Darstellung der Algebra erhilt man mit Hilfe der Exponentialabbildung eine ein-
parametrige Familie von Transformationen:

S(s) = esz@w ™ TP(s) = S71(s)y”S(s). (2.18)
Daraus folgt:

L0(s) = 28 (she [, 971 S(s5) =, T (s)
d.h. T?(s) = S7Hs)v"S(s) = (e**)?, 47 da S(0) = 1.
Das Resultat fiir s = 1 ist also eine LORENTZ-Transformation
STH1)yPS(1) = AP A°. (2.19)
Man kann ein Objekt definieren, dessen Transformation durch S bestimmt wird (Spinor):
Y — S(A ). (2.20)
Nach Gleichung (A.7) ergibt das Inverse von S
Sl =4051,0, (2.21)

Aus den 9 ergeben sich Objekte, die wie Tensoren einer bestimmten Stufe unter LORENTZ-
Transformationen transformieren. Fiir die Konstruktion einer LAGRANGE-Dichte werden Ob-
jekte verwendet, die wie Skalare (Tensoren der Stufe 0) transformieren, also invariant sind.
Zunichst wird dazu der DIRAC-konjugierte Spinor von v eingefiihrt:

v =1 (2.22)
Sein Transformationsverhalten ist:

W — ISy = lyS™ = s (2.23)
Deswegen ist 1y*1-#n4) ein LORENTZ-Tensor der Stufe n,

,l/;f}//ll---llnw N AM;l e Augnqu}/ul"'u"w’ (224)

und 1) ist ein Skalar.

Die so eingefiihrten Spinoren erfiillen keine Vertauschungsrelationen, sondern fiir sie gelten
Antivertauschungsrelationen. Dies ist keine direkte Folge der zugrundeliegenden Symmetrien.
Der Grund, weswegen dies fiir Felder gilt, die unter der LORENTZ-Gruppe nach (2.20) trans-
formieren, liegt darin, dafl sich die Felder kausal verhalten miissen (Spin-Statistik-Theorem).
Es ist ein Ausdruck der unterschiedlichen Statistik von Fermionen und Bosonen.

11
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Zur Konstruktion von einer Wirkung sind auflerdem die Hermitizitétseigenschaften wichtig.
Man definiert die HERMITEsche Konjugation von Spinoren als:

(x)F =TT (2.25)

Daraus folgt, da das Produkt v hermitesch ist.

Gleichung (2.19) driickt einen Gruppenhomomorphismus zwischen der Spin-Gruppe und der
LORENTZ-Gruppe aus. Allerdings ist dieser Homomorphismus nicht eindeutig, da sowohl S als
auch —S zu der gleichen LORENTZ-Transformation fiihren (also eine 2 : 1 Abbildung). Obwohl
die Vertauschungsrelationen der Algebra in (2.16) und (2.17) denen der LORENTZ-Algebra ent-
sprechen, gelangen wir doch zu einer anderen Gruppe als der LORENTZ-Gruppe. Es handelt
sich um ihre universelle Uberlagerungsgruppe. Die Gruppen stimmen in der Umgebung der
Eins iiberein, aber durch Exponentieren bestimmter Darstellungen der Algebra erhélt man
Elemente, die nicht in der Gruppe selbst, sondern nur in ihrer Uberlagerungsgruppe liegen.
Die Rechtfertigung dafiir, daf nicht nur die LORENTZ-Gruppe selbst, sondern auch die Uber-
lagerungsgruppe eine Symmetriegruppe darstellt, beruht auf der Art der Darstellungen, die
in der Quantenmechanik verwendet werden. In der Quantenmechanik wird der Zustand eines
Systems nicht nur durch ein einzelnes Element des HILBERT-Raumes beschrieben. Elemente
die sich nur um einen Phasenfaktor unterscheiden, fithren auf die gleichen Erwartungswerte
von Observablen und beschreiben damit denselben Zustand. Symmetrietransformationen wer-
den im HILBERT-Raum durch Operatoren beschrieben, die entweder linear und unitar oder
antilinear und antiunitér sind. Wenn die Symmetrie kontinuierlich mit der Identitét verbun-
den ist, kommt nur die erste von beiden Mdoglichkeiten in Frage. Auflerdem gibt es durch die
oben genannte Besonderheit quantenmechanischer Systeme noch die Mdglichkeit sogenannter
projektiver Darstellungen. Bei diesen Darstellungen gilt (U(A) Darstellung des Elementes A
der Symmetriegruppe; e*® Phasenfaktor):

U(A)U(Ag) = DA 7 (A Ay). (2.26)

Die Moglichkeit solcher projektiver Darstellungen héngt von der Gruppe selbst ab. Damit
nicht durch einfaches Umdefinieren der Generatoren der Phasenfaktor ¢ verschwindet, muf}
entweder die Algebra der Gruppe iiber zentrale Ladungen verfiigen, die mit allen Generato-
ren vertauschen, oder die Gruppe darf nicht einfach zusammenhéngend sein. Die LORENTZ-
Gruppe ist nicht einfach zusammenhéngend. Der daraus resultierende Phasenfaktor ist ein
Vorzeichen U(A1)U(Ag) = £U(A1A2). Deswegen tauchen in der Quantenmechanik Darstel-
lungen der universellen Uberlagerungsgruppe auf. Die Gruppe kann so erweitert werden, daf
sie einfach zusammenhingend ist, und keine projektiven Darstellungen mehr existieren (siehe
[45]).

Physikalische Felder sollten durch eine Darstellung der Symmetriegruppe transformieren.
Fiir Skalarfelder und Vektorfelder ist dies die triviale Darstellung und die Vektordarstellung
der LORENTZ-Gruppe

(x) — p(A12) bzw. A¥(x) — A AV (A 12). (2.27)

Durch die Erweiterung der Gruppe erhélt man weitere Darstellungen und Felder, die nach
diesen Darstellungen transformieren:

¥ — S(A~1z) = ez (e v x). (2.28)
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Die infinitesimalen Transformationen, die man aus einer Entwicklung nach w,,, erhélt, sind:
i 1
0 = §WMV(MW + X)) mit My, = g(a:,ﬁ,, — 2y 0)). (2.29)

Die so definierten M, (vgl. Drehimpuls) erfiillen die Vertauschungsrelationen der LORENTZ-
Algebra. Auch die Summe J,, = M, + 3, ist damit eine Darstellung der LORENTZ-Algebra
und erzeugt die Spin-Transformationen fiir die Spinoren:

S(A™Y) = (e2“m "™ ) (). (2.30)
In diesem Sinne kann man auch von einer Verallgemeinerung des Drehimpulses sprechen.
Die hier verwendete Darstellung der Spinoren ist nicht in jedem Falle irreduzibel. Es exi-
stieren oft beziiglich (2.20) invariante Unterriume. In geraden Dimensionen verwendet man
linkshéndige und rechtshéndige Spinoren:

Yo = -2 (231)
dr = S0+ (232

Die Projektion auf einen dieser Unterrdume heifit chirale Projektion. v, antikommutiert mit
allen Gammamatrizen. Deswegen kommutieren 3, und ., wodurch die Unterrdume der
linkshéndigen und der rechtshiindigen Spinoren unter LORENTZ-Transformationen invariant
bleiben.

Eine weitere Moglichkeit der Einschrinkung ist es, eine Realitéitsbedingung (MAJORANA-
Bedingung) an die 1 zu stellen:

b =Cyg ¥ = v (2.33)
Auch durch diese Bedingung projiziert man auf einen Unterraum, der invariant unter den

LoRENTZ-Transformationen ist. Dies sieht man mit Hilfe der infinitesimalen Transformatio-
nen:

* Z v V% — *
Crd(6u0)* = <—§ww(—L“ +Cydzrale 1)> Cvdy (2.34)

= 0,(Cy ¥). (2.35)

(Dabei wurde (A.16) verwendet.)
Um die MAJORANA-Bedingung verlangen zu kénnen, miissen die C allerdings bestimmte
Bedingungen erfiillen. Wegen

Ve = (Crg ™) = (Crd )" = (Cvg )" (Crd )w* = nC*Cy* = §* (2.36)

und C unitir mu CT = nC gelten (n = £1). Dies gilt aber nicht in jeder Dimension. Deswegen
kann die MAJORANA-Bedingung auch nicht in jeder Dimension gefordert werden. Nur dort,
wo es symmetrische Matrizen C; oder antisymmetrische Matrizen C_ gibt, ist dies moglich.
Unter bestimmten Umsténden ist die chirale Projektion mit der MAJORANA-Bedingung
vertréiglich. Dafiir mufl gelten:
1%CY = Cyg - (2.37)

Nach (A.9) und (A.16) bedeutet dies aber

Cyo Ve = —i%1Cg - (2.38)
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Anhand der Tabelle in Kapitel A.3 sieht man, dal nur in zwei Dimensionen die MAJORA-
NA-Bedingung gefordert werden kann, und sie zugleich mit der chiralen Projektion vereinbar
ist. (Alle hier gemachten Aussagen gelten fiir Dimension d modulo 8, d.h. auch fiir hohere
Dimensionen.) Erfiillen die Spinoren die MAJORANA-Bedingung, so spricht man von MAJO-
RANA-Spinoren. Wenn sie eine der Chiralitéitsbedingungen erfiillen, spricht man von rechts-
oder linkshéndigen WEYL-Spinoren. Fordert man beide Bedingungen, so erhélt man MAJO-
RANA-WEYL-Spinoren.

Fine Darstellung, in der man die MAJORANA-Spinoren reell wihlen kann, nennt man MA-
JORANA-Darstellung. Die Ladungskonjugation ist dann proportional zu vy und ¥¢c = fayp*.
Damit sind fiir C = C; die Gammamatrizen reell (d.h. nach (A.14) und (A.15) C = ay? = C7)
und fiir C = C_ imaginir (d.h. C = ay® = —C7T).

In einer WEYL-Darstellung ist v, = —o3 ® 1 und damit

sa-w=(g o) 50+m=(0 1) (239

In dieser Darstellung bezeichnet man die oberen, linkshéndigen, Komponenten als chiral (14)
und die unteren, rechtshiindigen, Komponenten als anti-chiral (i%).

In der Supersymmetrie werden héufig MAJORANA-Spinoren in der WEYL-Darstellung ver-
wendet. Deswegen ist das Kapitel A.4 diesen Objekten gewidmet.

Fiir die Berechnung von Pfadintegralen und fiir die Quantenfeldtheorie bei endlichen Tem-
peraturen verwendet man Réume mit EUKLIDischer Signatur. Auch dann kann man analog
zu (2.24) einen LORENTZ-Tensor der Stufe n (A#1#n) mit Hilfe der Gammamatrizen aus
Spinoren konstruieren:

APin — g ting, (2.40)
2.4 Beispiele fiir Lorentz-Algebren

Als Beispiele sollen nun die 1 + 1 und die 3 4+ 1 dimensionale Raum-Zeit betrachtet werden.

2.4.1 1+ 1 Dimensionen

In 1 4+ 1 Dimensionen hat die LORENTZ-Gruppe nur einen unabhéngigen Generator

M, = ( 0 o > (2.41)

—iUl 0

Damit hat die Gruppe der LORENTZ-Transformationen die Form:

7 cosha —sinha
= — v = — =
A exp(2wu,,M ) = exp(—wo101) < —dinha  cosha > . (2.42)
Eine Darstellung der Gammamatrizen in 1 4+ 1 Dimensionen ist
W =09 ;9 =io1 — Y = —071 = 03. (2.43)
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2.4.2 3 4+ 1 Dimensionen

Die sechs Generatoren der LORENTZ-Algebra in 3+ 1 Dimensionen lassen sich in Generatoren
der LORENTZ-Boosts (K;) und Generatoren der Rotationen (.J;) unterteilen:

0 K, Ky Ks
K, 0 —J3 J

(M) =1 _ Ky, 75 0 T (2.44)
—-K3 —Jy N 0
mit:
0 2 0 O 0 0 ¢z O 00 0 ¢
i 0 0 0 0 00O 00 0O
Bi=119 00 0 K2=13 00 0 Ks=110 00 o0
0 00O 0 00O i 00 0
0 00 O 0O 0 0 O 0 0 0 O (2.45)
0 00 O 0O 0 0 ¢ 0 0 —¢ O
=100 0 = =10 0 0 0 B=1 0 0 o0
0 0 ¢ O 0 7 0 0 0 0 0 O
[Ji, J]] = iEiijk 5 [KZ,KJ] = —iEiijk N [JZ,KJ] = [KZ J]] = ieiijk- (246)
Damit lassen sich neue Generatoren konstruieren:
1 1
B; = 5(% +iK;) ;A= §(Jz‘ —iK;) (2.47)
[BZ',B]‘] = ieijkBk N [AZ,AJ] = ieijkAk N [BZ,A]] = 0 (248)

Die A; und B; ergeben also zwei sl(2,C) Unteralgebren der komplexifizierten LORENTZ-
Gruppe. Aber die beiden Unteralgebren sind nicht unabhéngig voneinander, da B; = A}. Die
Darstellungen der Algebra kann man also nach den Darstellungen der si(2,C) klassifizieren.
Darstellungen der sl(2, C) werden durch ganzzahlig Vielfache von % charakterisiert. Deswegen
kann man die Darstellungen der LORENTZ-Algebra durch (m,n) (mit m und n halbganze
Zahlen) klassifizieren:

(0,0) ist die triviale skalare Darstellung (Spin 0).
%, 0) ist die linkshédndige Darstellung (Spin %)

)
(3,0)
(0, 5) ist die rechtshéndige Darstellung (Spin %)
(3:3)

= N

%, ist die Vektordarstellung (Spin 1).

2.5 Die Supersymmetriealgebra als Erweiterung der
Poincaré-Algebra

Jetzt soll es um eine spezielle Erweiterung der Symmetrie gehen, die das Theorem von Co-
LEMAN und MANDULA noch zuldfit. Dabei soll zunéchst von vier Dimensionen ausgegangen
werden. Die Ergebnisse lassen sich aber auch auf andere Dimensionen {ibertragen.
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Fassen wir die grundlegenden Uberlegungen zusammen. Der Ausgangspunkt waren die
grundlegenden Symmetrien der Raumzeit. Dadurch gelangt man zu der POINCARE-Gruppe
und der dazugehorigen Algebra. Felder einer physikalischen Theorie transformieren in be-
stimmten Darstellungen der Symmetriegruppe. Die Operatoren der Quantenmechanik trans-
formieren in unitéren (projektiven) Darstellungen dieser Gruppe. Durch den Ubergang zur
universellen Uberlagerungsgruppe (mit Hilfe bestimmter Darstellungen der LORENTZ-Algebra)
gelangt man zu neuen Feldern, den Spinor-Feldern. Diese erfiillen keine Vertauschungsregeln
mehr sondern Antivertauschungsregeln. Auch die Generatoren der Symmetriegruppe transfor-
mieren in bestimmten Darstellungen der Gruppe, die wiederum mit bestimmten Darstellungen
der Algebra verkniipft sind. Gleichung (2.6) zeigt, dafl P, in der (%, %) Darstellung (Vektordar-
stellung) transformiert. M, transformiert als antisymmetrischer Tensor in der Darstellung
(1,0)®(0,1) (siehe Gleichung (2.5)) und die Generatoren der inneren Symmetriegruppe in der
trivialen Darstellung (0,0) (Gleichung (2.13) und (2.14)). Das Theorem von COLEMAN und
MANDULA besagt, dafl keine weiteren Generatoren aufler die der inneren Symmetrie zu der
Symmetriegruppe hinzugefiigt werden kénnen, wenn die Symmetriegruppe eine LIE-Gruppe
ist.

Durch die Erweiterung der LORENTZ-Gruppe zur universellen Uberlagerungsgruppe kamen
Felder mit neuen Eigenschaften hinzu. Sie transformieren in der (1,0) bzw. (0, 3) Darstellung
und erfiillen keine Vertauschungsregeln, sondern Antivertauschungsregeln. Es ist nun die Fra-
ge, ob es auch Generatoren geben kann, die sich so verhalten. Erfiillen einige Generatoren einer
Gruppe Antivertauschungsregeln, so ist es keine einfache L1E-Gruppe mehr. Man spricht dann
von einer gradierten (LIE-) Gruppe und einer gradierten (LIE-) Algebra. Die Erweiterung der
Symmetriegruppe durch antikommutierende, fermionische, Elemente ist durch das Theorem
von COLEMAN und MANDULA nicht beriicksichtigt. Solche Generatoren transformieren an-
tikommutierende und kommutierende Felder ineinander, also Fermionen (Darstellung (0, %)
und (1,0)) in Bosonen (Darstellung (0, 0) oder (1, 1)) und umgekehrt. Deswegen sollten solche
Generatoren in der (3, 0) und (0, 3) Darstellung transformieren. Bezeichnet werden sie mit Q¢
und QY. Der Index « (¢) numeriert hier die Spinorkomponenten (WEYL-Darstellung). Der
Index i z#hlt die Anzahl solcher Generatoren (Superladungen, i = 1,...,N). Transformiert
ein Generator in der Darstellung (n,m) und ein anderer Generator in der Darstellung (k, 1), so
ist der Kommutator dieser zwei Generatoren eine Linearkombination der Elemente, die in den
Darstellungen (u,v) mit u = |n—k|,|n—Fk|+1,...,n+kund v = |m—1I|,|m—1|+1,...,m+I
transformieren.

Die (Qqi)! liegen in der zu (%,0) komplex konjugierten Darstellung (0, %) und miissen
deshalb zu den Qza gehoren. Man kann daher folgende Bedingung fordern:

Q% = (Qa)'. (2.49)

Dies entspricht, wie spiter deutlich wird, dem Ubergang zu MAJORANA-Spinoren. In vier
Dimensionen gelangt man, wie in Abschnitt 2.3 gezeigt, zu irreduziblen Spinoren, wenn man
die MAJORANA-Bedingung fordert, in zwei Dimensionen kann man noch zusétzlich die WEYL-
Bedingung fordern. Man spricht von N = 1 Supersymmetrie, wenn es eine einzige Superladung
in einer irreduziblen Darstellung gibt. Das bedeutet die Superladung erfiillt alle Bedingungen,
die man in den jeweiligen Dimensionen fordern muf}, um zu einer irreduziblen Darstellung zu
gelangen. In vier Dimensionen tauchen in der N = 1 Supersymmetrie deshalb MAJORANA-
Fermionen auf und DIRAC-Fermionen entsprechen N = 2.

Der Antikommutator von (,; mit Qza transformiert in der (%, %) Darstellung. Der einzige
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Generator in dieser Darstellung ist P,. Deswegen gilt:

{Qui- QL } = 267(0") 5P (2.50)

Die Vorfaktoren ergeben sich durch geeignete Umdefinition der Q) ;.
Der Kommutator von Qn; und P, muf eine Linearkombination der Darstellungen (1, %)
und (0, %) sein, aber es gibt keinen Generator in der (1, %) Darstellung. Damit gilt:
[Qai, P*] = Cij(04) 5@ (2.51)
Zusammen mit dem Hermitesch Konjugierten dieser Gleichung ergibt sich:

[Qair Pul, P = Ci3C1.(0,5,)52 Q1 (2.52)

Da [P,, P,] = 0 ist, la8t sich mit Hilfe der JAcoBI-Identitét! zeigen, daf die Matrix Cj;
verschwindet:

[Qai, Pu] = [_Q,PM] =0. (2.53)

Der Antikommutator zweier @Q,; ist eine Linearkombination von Generatoren in den Darstel-
lungen (0,0) und (0,1). In der (0,1) Darstellung transformiert aber nur ein Anteil der M, .
Jedoch muf} dieser Antikommutator wie die @,; mit P, kommutieren, was auf M, nicht
zutrifft. Deswegen kommen nur noch Elemente der Algebra in der (0,0) Darstellung in Frage
und

{Qais Qpj} = 2eapZij. (2.54)

Die Z;; = —Zj; sind die zentralen Ladungen der Algebra. Das bedeutet, sie kommutieren mit
allen anderen Elementen der Algebra. Dafl sie mit den Generatoren der POINCARE-Gruppe
kommutieren erkennt man schon daran, daf} sie in der trivialen Darstellung liegen. Die zen-
tralen Ladungen sind ein Teil der inneren Symmetriegruppe, Z;; = angr.

Der Kommutator von (),; mit den Generatoren der inneren Symmetriegruppe mufl in der
(0, ) Darstellung liegen:

[Qais Br] = (b)) Qaj und [Qh, Br] = —QY (br)E. (2.55)
Die JAacoBI-Identitdt von Q,; und B, ergibt:
[Zij, Br) = (b,); Zij + (b,)} Zi (2.56)

und damit:
(Zij, Zia) = ajy(be)} Zij + ajy(by)y Zin. (2.57)

Der Ausdruck [Qla, Zij] verschwindet. Dies zeigt man mit Hilfe einer JACOBI-Identitdt von
Qo und P, wobei P, mit (), kommutiert. Deswegen ist azl(b,n)f,f = 0. Die zentralen Ladungen
liegen im ABELschen Anteil der inneren Symmetriegruppe. Damit gilt weiterhin [B,., Z;;] = 0.

'Mit Jacosi-Identitdten sind hier Super-JacoBI-Identitéten gemeint: {A, B] + zyklisch = 0 mit {A, B] =
{A, B}, wenn A und B fermionisch sind und sonst {4, B] = [A, B]. (Das Produkt zweier fermionischer
Operatoren ist bosonisch.)
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Insgesamt erhélt man unter Anwendung weiterer Jacobi-Identitéiten die Erweiterung der
POINCARE-Algebra zur Supersymmetriealgebra:

[Qais Pu] = [Qh,Pu] =0 (2.58)
Qi M) = —5Q(0)% md [Qui M) = 5 (0) 2 Qi (259)
[Qai» B;] = (br)g’Qaj (2.60)
QL. B,] = —QLb): (2.61)
{Qw@é} = 260(c"), P, (2.62)
{Qai, Qpj} = 2capZij (2.63)

)

(00,00} = 20,79, (264

Die zentralen Ladungen kommutieren mit allen Generatoren. Hinzu kommen noch die Rela-
tionen der PIONCARE-Algebra und die der inneren Symmetrie.

Sind keine zentralen Ladungen vorhanden, so ist die Algebra der Supersymmetrie invariant
unter einer U(N) Gruppe (N Anzahl der Superladungen). Ist Rg eine U(NN) Matrix, so gilt

Qai — R{Qaj. (2.65)

Diese Symmetrie ist Teil der inneren Symmetriegruppe und heiit R-Symmetrie. Fiir N = 1
Supersymmetrie ist dies eine U(1) Symmetriegruppe.

Je nach Anzahl der Superladungen und zentralen Ladungen kann man unterschiedliche
Modelle betrachten. Um ein renormierbares Modell zu erhalten, darf die Anzahl der Super-
ladungen nicht grofier als vier sein. Fiir ein realistisches Modell eignet sich am besten die
N = 1 Supersymmetrie. Bei hoherem N gelangt man zu Modellen, deren Struktur sich we-
sentlich von den bekannten unterscheidet. So beinhaltet das N = 4 Modell zum Beispiel nur
masselose Teilchen. Diese Modelle eignen sich aber trotzdem dafiir, grundlegende Strukturen
zu erkennen, da sie in bestimmten Fillen einfachere Berechnungen ermdoglichen.

Auch andere Uberlegungen als die Frage nach moglichen Symmetrien fithren auf die Super-
symmetrie. In der Quantentheorie betrachtet man zwei verschiedene Arten von Teilchen, die
Fermionen und die Bosonen. Die Supersymmetrie ist die Symmetrie, die beide Teilchenarten
miteinander verbindet. Auflerdem lassen sich mit Hilfe der Supersymmetrie einige Probleme
nicht supersymmetrischer Modellen 16sen. Auflerdem weisen supersymmetrische Modelle oft
weniger Divergenzen auf, da Fermionen und Bosonen zu Divergenzen mit unterschiedlichen
Vorzeichen beitragen.

Zum Schluf soll noch eine andere Schreibweise der Algebra besprochen werden. Man kann
die Superladungen auch zu vierkomponentigen Objekten zusammenfassen

o= (%) ia-(a au) (2.66)

Nach der Relation (2.49) sind die so konstruierten Objekte MAJORANA-Spinoren, denn Q; =
CYTQ;. Der Anteil der Supersymmetriealgebra, der die Superladungen enthilt, ist in dieser
Schreibweise

{Qi, QJ} = 2(5ij7up,u + ZIII]ZZ] + i'y5ReZij) (267)
QuRd = 03 [Qu Ml = 550@: 5 QR = insQr (269)
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2.6 Darstellungen der Supersymmetriealgebra

Im folgenden soll es nun darum gehen, Darstellungen der Algebra im Falle Z;; = 0 zu finden.

Betrachten wir zunéichst nur massive Teilchen. Die Superladungen tragen den Spin % Das
sieht man daran, da§ nach Gleichung (2.59) [Q,J] = %O'Q gilt. Das Inertialsystem soll das
Ruhesystem des Teilchens (P, = (m,0)) sein. Damit ist die Wirkung von @ auf einen Zustand

mit Spin s eine Linearkombination von Zustédnden mit Spin s — % und s + %

1
Qlm, s, s3) Z " \ms+ Z Sysy s — 5 55) (2.69)

Aus (2.62) ergibt sich im Ruhesystem

{qé,Q‘g} =070, {qa,qg} {qa,qﬁ} =0 (2.70)

mit ¢¢, = \/%Qm und (jé = \/%Qjﬁ Dies ist eine CLIFFORD-Algebra fiir 2N fermioni-
sche Freiheitsgrade. Die Darstellungen dieser Algebra sind charakterisiert durch ein Spin-
Multiplett von Grundzustéinden (CLIFFORD-Vakuum), |m, sg,s3) (s3 = —sg,- - So), fiir das
qi,Im, so,s3) = 0 gilt. Alle anderen Zustinde erhilt man durch sukzessives Anwenden von q_él
auf den Vakuumzustand Der Zustand mit dem hochsten Spin ist deshalb (ji v |m 50, 83).
Da die Paare ¢ den Spin 0 tragen, wird durch das Anwenden von q2 der Spm Wleder her-

abgesetzt. Der max1male Spin ist deshalb sg+ & 5, und der niedrigste Spin ist 0, wenn 2 S0
gilt, oder sg — % Als Beispiel kann man N = 1 mit sg = 0 betrachten. Dann existieren vier
Zusténde: |m,0,0) (mit Spin 0); gj|m,0,0) und gs|m,0,0) (mit Spin 1); g;gs/m,0,0) (mit
Spin 0). Dies ist das sogenannte WESS-ZUMINO-Multiplett. Schon fiir N = 2 enthilt das
Multiplett (massive) Zustédnde mit Spin 1.

Fiir masselose Teilchen kann man das Inertialsystem immer so wihlen, dafl P, = (E,0,0, E).
Die Helizitét ist gegeben durch % (L -P = Wy). Die Gleichung (2.58) (Z;; = 0) zeigt, da8
durch die Superladungen die Helizitdt um % erhoht bzw. gesenkt wird. Aus (2.59) ergibt sich:

{0u.@)} = wiE, (2.71)

und alle anderen Arltikommutatoren der Superladungen sind Null. Durch Reskalierung ¢* =
\/%Qli (¢ = \/%Q%) erhédlt man daraus eine CLIFFORD-Algebra fiir N fermionische Frei-

heitsgerade. Das CLIFFORD-Vakuum |F, \o) habe die Helizitit A\g. Durch wiederholtes An-
wenden der Operatoren ergeben sich Zusténde mit den Helizitéten Ay + %, M+1,... 0+ %
Die Anzahl der jeweiligen Zusténde ist (](\)7), (]Y), ce (%)

Es ergibt sich daraus der Feldinhalt moglicher supersymmetrischer Modelle. Dabei ist dar-
auf zu achten, dafl positive und negative Helizitéiten gleich oft auftreten. Dies erfordert die
Symmetrie bezﬁglich PCT-Konjugation. Bei N = 1 und A¢ = 0 zum Beispiel mufl man
das Multiplett 0, 1 5 durch das Multiplett %,O ergdnzen und erhélt damit als kleinstes su-
persymmetrisches Multlplett das des masselosen WESS-ZUMINO-Models — %, 0, % (Anzahl der
Zustande 1,2,1).

Fiir die Quantentheorie sind Darstellungen auf Feldoperatoren von Bedeutung. Die Trans-
formationen (auf dem Niveau infinitesimaler Transformationen) der Feldoperatoren werden
durch die Kommutatoren der Generatoren mit den Feldoperatoren bestimmt. So gilt zum
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Beispiel fiir die Feldoperatoren ¢(x 4 ) = e P ¢(x)e”¥ P, was zum Ausdruck gebracht wird
durch [¢, P,] = i0,¢.

Man erhélt ein vollstidndiges Multiplett von Feldern, dafl unter Supersymmetrietransfor-
mation bis auf Ableitungen wieder in sich selbst iibergeht. Analog zu dem Vorgehen bei
der Darstellung der CLIFFORD-Algebra definieren wir einen Feldoperator (z), fiir den die
Bedingung [Ql, Qla] = 0 gelten soll. Anhand der JACOBI-Identitét

{20Q1,Q} +{[%,Q] ,Q} = [, {Q,Q}] = 2ic"d,A (2.72)

sieht man, daf das Feld 2(z) komplex sein muf, da sonst [%, Q] =0, [, Q] = 0 und damit
0,2 = 0 gilt. Fiir die restlichen Kommutatoren fithrt man neue Felder ein:

[917 Qa] = 21vq ; {UaaQﬁ} = _igaﬁ ; {UCHQIB} = Xag" (2'73)
Die JacoBr-Identitéten fiir [, {Q,Q}] und [Ql, {Q,Q}] ergeben:
2iX,5 = 2i(0"), 50,2 und 2(ap + Fpa) = 0. (2.74)

Man kann deshalb §og = €438 (§ komplexes Feld) setzen. Aus den JAcOBI-Identitéten fiir v
erhéalt man:

[, Qa0 = 0 und [§,Qa] = 20,0°(c") 4. (2.75)

Die infinitesimalen Supersymmetrietransformationen kann man mit Hilfe antikommutierender
Spinor-Parameter (¢ wie folgt definieren:

et = —i[¢,¢Q + QC] (2.76)
Damit ist:

6 = 2Cv (2.77)

Sev = —(F—i0, A" (2.78)

5% = —2i0,va"¢, (2.79)

und der Kommutator zweier Supersymmetrietransformationen:
[51, 52] qb = Qi(clduég — CQJ#G)@#¢. (2.80)

Die Algebra schliefit also bis auf eine totale Ableitung. Dies ist also eine Darstellung mit
einem zweikomponentigen komplexen Spinor und zwei komplexen Skalarfeldern. Diese Dar-
stellung reicht jedoch, wie oben erw#hnt, nicht aus, um ein Modell zu erhalten, das unter
PCT-Konjugation symmetrisch ist. Man mufl noch ein weiteres Multiplett von Feldern hin-
zufiigen. Von dem niedrigsten Zustand fordert man hier [QlT, Qa] = 0. Dies entspricht dem
Konjugierten der vorherigen Bedingung. Das entstehende Multiplett wird im néchsten Kapitel
noch genauer behandelt.

Auch mit den vierkomponentigen Relationen (2.66) kann man auf diese Weise Darstellungen
finden. Fiir das entstehende Multiplett gelten dann die Transformationen:

VA=(p; 0B =Cst (2.81)
6 = —(F 4+ 5G)¢ — i) (A + 5 B)C (2.82)
0F =i ; 6G = iCysd . (2.83)
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1 ist hier ein vierkomponentiger M AJORANA-Spinor, da die Superladungen auch die MAJO-
RANA-Bedingung erfiillen. Weiterhin gibt es vier reelle Skalarfelder. Es gibt damit genau so
viele Freiheitsgrade fiir Bosonen wie fiir Fermionen, und der Feldinhalt entspricht genau dem
oben konstruierten WESS-ZuMINO-Multiplett. Einfacher ist es jedoch, einen anderen Weg zur
Konstruktion der Darstellungen zu verwenden, den Superraumformalismus.

2.7 Superraumformalismus

In diesem Kapitel wird der Superraumformalismus als eine einfachere Methode zur Kon-
struktion von Multipletts und einer invarianten Wirkung eingefiihrt. Etwas ausfiihrlichere
Rechnungen zu diesem Kapitel finden sich im Anhang B. Um zum Superraum zu gelangen,
ergénzt man den vierdimensionalen Raum (Koordinaten z#) durch antikommutierende Ko-
ordinaten (#® und f,) und betrachtet Felder ®(x,0%,0,) auf diesem erweiterten Raum. Die
Superladungen werden als Transformationen dieser Felder dargestellt. Dabei ist die Grundi-
dee, analog zur MINKOWSKI-Raum-Zeit vorzugehen. In der MINKOWSKI-Raum-Zeit sind die
Impulsoperatoren als Ableitungen nach den Koordinaten dargestellt P, — —i0,. Da die Su-
perladungen aber die Relationen der Algebra erfiillen miissen, kénnen sie nicht einfach als
Translationsoperatoren im Superraum ao% dargestellt werden. Um diese Uberlegungen noch
etwas préziser zu formulieren, werden wir uns mit der Struktur der Raum-Zeit etwas néaher
befassen.

Die MINKOWSKI-Raum-Zeit kann als der Quotientenraum der POINCARE-Gruppe faktori-
siert durch die LORENTZ-Gruppe aufgefat werden. Ein Gruppe (G) kann man in Aquiva-
lenzklassen (Nebenklassen) aufteilen, indem man zwei Elemente dann als zueinander &qui-
valent betrachtet, wenn sie durch die Multiplikation mit einem Element einer Untergruppe
(H) ineinander iiberfiihrt werden kénnen. Die Menge aller dieser Aquivalenzklassen ist der
Quotientenraum (G/H) der Gruppe. Die Nebenklassen lassen sich durch eine Menge von
Gruppenelementen (L(x), = sind dim(G/H) Parameter) parametrisieren, wenn immer ge-
nau ein Element L(z) in einer Nebenklasse liegt. Jedes Element der Gruppe la8t sich damit
als g = L(z)oh (9 € G und h € H) darstellen. Bei der MINKOWSKI-Raum-Zeit ist G die
POINCARE-Gruppe. Die Untergruppe H ist die LORENTZ-Gruppe, und die Aquivalenzklassen
werden durch die Gruppe der Translationen parametrisiert:

L(z) = €7 Fr ; h(w) = ez<m M (2.84)

(Es gilt L(x)L(y) = L(x+y).) Betrachtet man die infinitesimalen Transformationen (verwende
(2.6)) oder geht man von der Relation (A,0)(1,z)(A~!,0) = (1,A"'2) aus, so lifit sich
folgendes zeigen

h(w)L(x)h ™1 (w) = L((e™*)",2"). (2.85)

v

Die Symmetriegruppe wird auf Feldern (S(z)) dargestellt. (U(z) und U(w) sind die Darstel-
lungen von L(z) und h(w).)

S(z+a) =U(a)S(z)U (a) (2.86)
Damit gilt fiir die Darstellung der LORENTZ-Transformationen

Uw)S@)U ™ (w) = U((e™)a")U(w)SOU (@)U ((e)",a")

v

e 3mSRV G (WY ¥, (2.87)

v
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denn S(0) transformiert in einer bestimmten Darstellung der LORENTZ-Gruppe (skalare Fel-
der (2 = 0), Vektorfelder (€2 = A) oder Spinoren (2 = X)). Zu einer anderen Darstellung der
Translationen und LORENTZ-Transformationen als U(z) und U(w) gelangt man durch:

U)SOU () = S(z) =@ Pu)s(0) (2.88)
Uw)S(z) U (w) = e“mw™M™)g(g), (2.89)
oder infinitesimal
0aS = —i[S,aP]=jia"r(P,)S (2.90)
5.8 = —% 1S, wM] = %w‘“’r(MW)S. (2.91)
Als Losung findet man:
r(P,) =0y ; "(Muy) = i(z,0, — 2,0,) + Q. (2.92)

Analog soll der Superraum ein Quotientenraum der Super-POINCARE-Gruppe und der LOR-
ENTZ-Gruppe sein. Die Nebenklassen werden parametrisiert durch:

L(z,0,0) = exp(iz, P" +i0*Qq + iQs0"). (2.93)

Mit Hilfe der BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-Formel? und den Relationen der Algebra, ((2.58)-
(2.64)) zeigt man:

L(y,¢, Q) L(x,0,0) = L(«',0'0") (2.94)

mit
ot =t oyt + it — it C (2.95)
0 =0+¢C; 0 =0+ (2.96)

Jetzt betrachtet man wieder die infinitesimalen Transformationen und nutzt dabei (2.59) und
erhélt:

L(w)L(z,0,0)L(w)~! = L(z",0",0") (2.97)

mit
N il (2.98)
9" = fe—iwm D" . gl — cqww Dy (2.99)

Eine Darstellung der Symmetriegruppe auf Funktionen der Parameter z, 6 und 6 erhilt man
analog zum oben betrachteten Fall:

U(a,(,¢)S(,0,0) U (a,(,() = S(a',0,0") (2.100)

Uw)S(z,0,0)U Y (w) = ez S(z" 6".8"). (2.101)

Betrachtet man nun wieder die infinitesimale Form dieser Gleichungen, so erhilt man au-
Ber den bekannten Gleichungen fiir r(P,) und r(M,, ) Relationen fiir eine Darstellung der
Superladungen:

68 = —i[S5,(Q] = —i("r(Qa)S (2.102)
5:8 = =i [S5,¢Q] = iC*r(Qa)S (2.103)

2Hier e?e® = eA+B+%[A’B], denn die Entwicklung bricht schon nach dem zweiten Glied ab.
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Die Generatoren der Super-POINCARE-Algebra werden auf den Feldern im Superraum dar-
gestellt als:

r(P,) = 10, (2.104)
(M) = i(z,0, — a)—le( )3—19’(* )3+Q (2.105)

r(iMy) = i(x,0, — 2,0, 5 O v % 2 UW(‘)@ " .

0 _
Q0 =7(Qa) = z%—(a“)aﬁ-eﬁau (2.106)
. . d
Qs =7(Qs) = —i%Jreﬁ(aﬂ)ﬁdau. (2.107)
Deshalb gilt:

{Qa, Qﬁ'} = 2i(0") 300 = 2(0"),57(Fu), (2.108)

und die Gleichung (2.62) ist erfiillt. Die Wirkung der Superladungen ist in dieser Darstellung
gleich der Anwendung der Operatoren auf ein beliebiges Feld (Funktion der Koordinaten z#,
6% und ). Die Viererschreibweise kann man verwenden, um die @, und die Q% zusammen-

zufassen
0 9
o-(&)-m (%) v »
00,

wobei auch der Parameter 0 ein vierkomponentiger MAJORANA-Spinor ist.
Fine Entwicklung von S in den fermionischen Parametern 6, und 6“ bricht ab, da es sich
um antikommutierende Gréflen handelt. Deswegen ist ein allgemeines S

_ _ 1 1 - _
S(x,0,0) = C—ifx+ixh— 5w?(M —iN) + 52'92(M +iN) — 0"0A,
+i20(\ — %a”@ui) —i020(\ — %&“@Lx) - %02§2(D + %DC). (2.110)

(Die Form dieser Entwicklung erscheint im Augenblick vielleicht etwas willkiirlich, wenn zum
Beispiel D + %DC’ statt ein einzelnes Feld D als Koeffizient gew&hlt wird, aber sie erleichtert
spétere Rechnungen. Auch was diese Konventionen angeht, existieren in der Literatur ver-
schiedene Varianten.) Die Koeffizienten sind vier komplexe Skalarfelder (C(z), M(x), N(x)
und D(z)), ein komplexes Vektorfeld (A, (z)), zwei Spinoren in der (4,0) Darstellung (x(z)
und A(z)) und zwei Spinoren in der (0, 1) Darstellung (y(z) und A(z)). Also gibt es 16 bosoni-
sche und 16 fermionische Feldkomponenten. Die Komponenten dieses allgemeinen Superfeldes
stellen das sogenannte allgemeine (engl. general) Multiplett dar. In Viererschreibweise erhilt

man
= 1- - 1-
S(z,0) = CHibvysx — 590]\7 + 50759M + 59757“9AM
e 1 1
+i(07:0)0(A = 59x) + 7(07:0)(07:0)(D + 50C). (2.111)
Die Transformationen eines Superfeldes erhilt man durch Anwenden von (Q = (“Q, +
Q,(¢% aus (2.106) und (2.107) auf das Superfeld (65 = 5.5 + 6¢5). Die Transformationen der

Komponenten lassen sich dann aus denen des Feldes S ablesen. Man zerlegt dazu das trans-
formierte Feld in seine Komponenten und erhélt daraus die transformierten Komponenten
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(65 =6C —iBdx + ...). Die Transformationen der Komponenten sind

0C =1iCys5X

ox = (M +ivsN)¢ — iv"CA, — 1574 C0,C

§A, = —COuX + i

OM = (A — ¢y, 0" x (2.112)
ON = iCysA + (570"

SA = —iy5¢D + 5 [v*, 71 COL A,

0D = —(y57,0" A

Man sieht daran, dafl der D-Term in eine totale Ableitung transformiert, also fiir eine LA-
GRANGE-Dichte, die zu einer invarianten Wirkung fiihrt, geeignet ist.

Auch ein Produkt von Superfeldern (S = 5152) ist ein Superfeld, da es auf die gleiche
Weise transformiert

65 = [(Q, S152] = ((Q51)S2 + S1((QS,) = (QS. (2.113)

Deshalb ist auch jede Potenz von Superfeldern wieder ein Superfeld. In Komponenten ge-
schrieben bedeutet S3 = 5155

C3
X3

C1Cy (2.114)
Cixz + x1C2 (2.115)
C1 My + M Cy — %Xl%)@ (2.116)
Ci1N2 + N1Cy — %Xm (2.117)
C1A4y + AYCy + %iiﬂu%m (2.118)
CiAz + %(N1 + 5 M1 + i C1 — idyys) X2

43 (Ny +95Ms + i O — s (2.119)
C1Dy + D1Cy — My My — N1 Ny — 8,C10"Co — A1, AL + Mix2 + X1 2
—%i(&@ X2 + (0"X1)7ux2)- (2.120)

Mit der gleichen Argumentation kann man zeigen, daf§ auch Linearkombinationen, komplexe
Konjugationen und raumliche Ableitungen von Superfeldern wieder Superfelder sind.

Ableitungen von Superfeldern nach den fermionischen Koordinaten € sind keine Superfelder.
Wir definieren deshalb folgende Ableitung

D, = i i(0"0)a0, (2.121)

Dy = —% + i(0o*) 60, (2.122)
D 0

D= ( Da > = zg —i(v"6)0,, (2.123)
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die die Vertauschungsregeln

{Da, 93} = {Da, s} = {Da, QB} = {Dd, Qﬁ-} =0 (2.124)
{Da; D} = {Da,Dﬁ-} =0 (2.125)
{DQ,DB} = 2i(0™), 50, d.h. {Da, Dy} = 2940, (2.126)

erfiillt. Durch die Anwendung dieser Ableitung auf ein Superfeld erh&lt man ein neues Super-
feld, da (in Viererschreibweise)

§(DaS) = —i [(Q, DaS] = —iD, [CQ, S] = Do QS = (QD,S. (2.127)

Fin allgemeines Superfeld ist keine irreduzible Darstellung der Supersymmetrie, denn in
Abschnitt 2.6 haben wir Darstellungen mit einem kleineren Feldinhalt gefunden. Weiterhin
ist es wahrscheinlich ein D-Term eines Produktes von Superfeldern, aus dem eine LAGRAN-
GE-Dichte fiir eine supersymmetrische Wirkung konstruiert wird. Der D-Term eines solchen
Produktes (2.120) enthélt Terme, die wie kinetische Terme einer LAGRANGE-Dichte aussehen.
Die Terme, die A und D enthalten, sorgen jedoch im Pfadintegral dafiir, daf} die Felder C' und
x verschwinden. Man kann also kein allgemeines Superfeld zur Konstruktion einer LAGRANGE-
Dichte verwenden. Dies legt die Zwangsbedingung D = A = 0 nahe. Die Transformationen
(2.112) zeigen, daB diese Bedingungen nur dann mit den Supersymmetrietransformationen
vereinbar sind, wenn 9,4, — 9, A, = 0 gilt. Der Feldinhalt eines solchen Multipletts ist damit
C, x, M, N und ein Feld Z mit A, = 9,Z. Diese Uberlegungen fiihren auf das sogenannte
chirale Multiplett . Aquivalent zu diesen Bedingungen ist

1 1 1. _
Q= DDS = DoD"S + 7DDsS = & + 9. (2.128)

Das chirale Multiplett kann also noch weiter aufgespalten Werde? in ein links-chirales Multi-
plett ® (auch chiral genannt) und ein rechts-chirales Multiplett ® (auch anti-chiral genannt).
Diese beiden Multipletts sind definiert durch

D,® = 0 (2.129)
Dsg® = 0 (2.130)

(Da es nur je zwei unabhéngige D, und Dy, gibt, die antikommutieren, sieht man leicht, dafl
diese Bedingung bis auf Normierung dquivalent ist zu der Definition in (2.128).) Daraus ergibt
sich, daB8 ® links-chiral ist, wenn ® rechts-chiral ist. Anhand der Vertauschungsrelationen der
Ableitung D (2.126) ergibt sich aulerdem, daf nur ein konstantes Feld (0,® = 0) gleichzeitig
links-chiral und rechts-chiral sein kann.

Es ist klar, da3 dies nicht die einzige Moglichkeit ist, das allgemeine Multiplett einzu-
schrinken. Man kann auch N = M = 9,A" = 0, A = i@x und D = —OC fordern, ohne
die Supersymmetrie zu verletzen. Andere Multipletts werden auch in der supersymmetri-
schen Eichtheorie verwendet. Ein kleineres reelles Multiplett kann man durch die Bedingung
St = S erhalten. Wird diese Bedingung von einem links- oder rechts-chiralen Multiplett
gefordert, erhilt man jedoch nur ein konstantes Feld (® = ®).

Die Bedingungen (2.129) und (2.130) haben als Losung

®(z,0,0) = exp(—ifo*00,)®(z,0) und ®(z,0,0) = exp(ifot00,)®(z,0). (2.131)
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Dies entspricht aber nur einer Verschiebung der z# Koordinate um +ifc*6. Mit neuen Koor-
dinaten ¢/ 2= xt +ifo*0 (chirale Koordinaten) kann man & also wie folgt entwickeln

®(z,0,0) = ®(y2(,6,0),0) = Alya) + 20v(y2) — 0°F(y2) (2.132)

®(x,0,0) = P(yi(,6,0),0) = Al (y1) + 200(y1) — 6°F (1) (2.133)

(piese Art der Entwicklung ergibt sich auch aus DQ§B = 0, Ds0? = 0, Dy} = 0 und
Dsyh = 0.) Man gelangt leicht zu der Entwicklung in den urspriinglichen Koordinaten zuriick

O(x,0,0) = Ax)+20v0(x) — 0*F(2)

00100, (x) — i0°05"0,v(x) — 3929*259((3;) (2.134)
(x,0,0) = Al(x)+200(zx) — 602§ ()
+i0a" 00,41 (z) — 102000, 0 — ié%mﬁ(m). (2.135)

Dies ist aber nicht notwendig, um die Transformationen der Komponenten auszurechnen, da
auch die Superladungen in diese Koordinaten umgerechnet werden kénnen (Qg, fiir y2 und
Qs,, fir y; ):

— ;0 . ;0 Lo
Qoo = iggm Do = Tgge, = A0"0)ady (2.136)
Qq)d = _ZW + 2(00’”)@8;,, Qéa = —Zw.
(Natiirlich ist 0, hier 8%1 bzw. 8%2.) Daraus ergeben sich die Transformationen der Kompo-
nenten:
oA = 2Cv ) 8AT = 2(v
ov = —(§ —ic"(I,A v = —(FT —igHCo, AT (2.137)
6F = —i20,00"¢ 63T = i2¢o*9,0.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dal aus der Multiplikation von zwei links-chiralen (bzw.
rechts-chiralen) Multipletts wieder ein links-chirales (bzw. rechts-chirales) Multiplett entsteht.

Um eine Wirkung zu konstruieren, die invariant unter den Supersymmetrietransformationen
ist, bendtigt man eine LAGRANGE-Dichte, die entweder selbst schon invariant ist oder unter
den Transformationen in eine totale Ableitung iibergeht. Als invariante LAGRANGE-Dichte
kéamen nur konstante Terme in Betracht, da der Antikommutator zweier Superladungen eine
Ableitung ist. Also verwendet man Terme, deren Transformation eine totale Ableitung ist.
Wie oben schon erwéihnt ist der D-Term eines allgemeinen Multipletts dazu geeignet. Aber
auch der §-Term eines links- oder rechts-chiralen Multipletts transformiert bis auf eine totale
Ableitung wieder in sich selbst. Der Ansatz fiir eine allgemeine invariante Wirkung lautet
deshalb

I= /d4:1: f|g—|—/d4:L‘ Flst —/d4:1: K|p. (2.138)

f ist hierbei ein links-chirales und K ein allgemeines reelles Multiplett. In f kdnnen keine
Superableitungen von chiralen Superfeldern vorkommen, da eine Superableitung eines chiralen
Superfeldes nicht mehr chiral ist. K héngt sowohl von links-chiralen Superfeldern ® als auch
von ihrem Konjugierten, den rechts-chiralen Superfeldern, ab. Chirale Anteile in K tragen
nicht zum D-Term bei. Auch Superableitungen von einem beliebigen Superfeld liefern nur
eine totale Ableitung zum D-Term. Deswegen gelten Multipletts K als dquivalent, wenn sie
sich nur durch solche Terme unterscheiden. K wird als KAHLER-Potential bezeichnet.
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Aus skalaren chiralen Superfeldern soll jetzt eine invariante Wirkung konstruiert werden,
von der wir zusétzlich verlangen, dafl sie renormierbar ist. Das bedeutet, die (Massen-) Di-
mension von Termen der LAGRANGE-Dichte darf héchstens vier sein. Aus den Antikommuta-
torrelationen der Superladungen (2.62) erkennt man, daf§ die Superladungen und damit auch
die Superableitungen und die Ableitungen nach den fermionischen Koordinaten die Dimensi-
on % haben miissen. Das bedeutet, die fermionischen Koordinaten tragen die Dimension — %
Damit hat ein §-Term die Dimension d 4+ 1 und ein D-Term die Dimension d + 2, wenn d
die Dimension des Multipletts ® bezichungsweise die von S ist. Also sollte f maximal die
Dimension drei und K maximal zwei haben. Ein chirales skalares Superfeld ® hat die Di-
mension eins. f besteht also aus Monomen mit maximal drei Feldern ®, Ableitungen 9,, oder
Paaren von Superableitungen. Jedoch tauchen Terme mit Ableitungen in f nicht auf, denn
sie sind entweder totale Ableitungen (zwei Ableitungen von einem Feld @), oder sie brechen
die LORENTZ-Invarianz ($0,,®). Superableitungen kommen aus den oben genannten Griinden
nicht vor. f ist also ein maximal kubisches Polynom von chiralen Superfeldern. Ein solches f
heifit Superpotential.

Man sieht mit den gleichen Beobachtungen leicht, dal K maximal ein quadratisches Po-
lynom von links- oder rechts-chiralen Superfeldern ist. Damit der D-Term von K nicht ver-
schwindet, mufi K sowohl links- als auch rechts-chirale Superfelder enthalten. Damit ergibt

sich K als
K(®,o") = ngn 2P (2.139)

(Durch geeignete Transformationen kann man g,,,, diagonalisieren.) Wir werden hier aber nur
ein einziges Superfeld ® und das dazu konjugierte ® betrachten. Die LAGRANGE-Dichte ist
damit

L = f(@)z+f(@ )|3T —®P|p (2.140)
= ——mmﬁ — iwmm + A AT + 2§1F + 210010, 0 + 20069, v
af( ) ot 0@ PR PF(AT)
+2F + 28 0 2vv 2 200 AT (2.141)

(Zwei LAGRANGE-Dichten gelten hier als gleich, wenn sie sich nur durch eine totale Ableitung
nach den rdumlichen Koordinaten unterscheiden.) Die Felder kann man umformen in

o= 4B g:(FJgiG) : v:% : @:% (2.142)

Das Potential habe das Minimum bei 2 = 0. (Gegebenenfalls kann man dies durch eine
Verschiebung des Potentials erreichen.) Da f maximal eine kubische Funktion sein kann, wihlt
man f(2A) = C + ZA? + % gA3. Man erhiilt das WESS-ZUMINO-Modell in 341 Dimensionen:

L = —8 AOMA + 8 BO*B + z/z&zwr (F2+G2)
F(mA + g(A — B%) + G(mB + 2gAB) — 1/11/1( + gA) + igBysi). (2.143)
Es gibt auch noch andere Formulierungen fiir die LAGRANGE-Dichte im Superraum. Die im

Anhang B eingefiihrte Integration im Superraum liefert von einer Funktion in fermionischen
Koordinaten die Koeffizienten einer bestimmten Potenz dieser Koordinaten. Deshalb kann
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man mit ihrer Hilfe den D-Term und den §-Term von Superfeldern abspalten
£= [0 f(@(,0)) + /d29 F(®(x,0)) +2 /d29d29 3. (2.144)

Der D-Term von ®@ ist #iquivalent zu einem §-Term von ® D4 D%® (siche Anhang). Deswegen
ist einen weitere mogliche Formulierung des Ergebnisses

L= /d29 f(®(z,0)) +/d2§ f(®(z,0)) +2/d29 dD%0. (2.145)

2.8 Supersymmetrische Modelle

In dieser Arbeit soll es um grundsétzliche Anwendbarkeit eines Ndherungsverfahrens auf su-
persymmetrische Modelle gehen. Zunéchst sollen einfache Modelle verwendet werden. Wir
betrachten hier hauptséchlich Modelle in niedrigen Dimensionen. Die Resultate sollten sich
auf hohere Dimensionen verallgemeinern lassen. Es ist bekannt, daf3 die Molekularfeldn&he-
rung genauere Resultate liefert, je hoher die Dimension ist. Da im letzten Kapitel schon die
explizite Konstruktion von invarianten Termen behandelt wurde, soll deren Invarianz nicht
noch einmal im Detail nachgewiesen werden.

2.8.1 Das Wess-Zumino-Modell in 3+1 Dimensionen
Die LAGRANGE-Dichte aus Gleichung (2.143),
1 1 i - 1, o
L = S0,A0"A+ S0,BO"B+ udy+ S (F* + G

+m(FA+ GB — %W)

+g (F(A? — B*) + 2GAB — (A — isB)Y)
= Lo+ Ly + Ly, (2.146)

geht unter den Transformationen

6cA=Ctp; 0¢B =iCysy (2.147)
Scp = —id (A+ivsB)C + (F + iv5G)C (2.148)
6 F = —iCdy 5 0cG = Cysdp (2.149)

bis auf die totale Ableitung

5oL = QuCrH (53 (A + i15B) — £ (F — 15G) — im(A — irsB) — ig(A — 75 B’ (2150)
wieder in sich selbst iiber. Die zugehorige Wirkung ist also unter den Transformationen in-
variant. Bei A handelt es sich um ein Skalarfeld, bei B um ein Pseudoskalarfeld. Zusammen
mit F' und G sind dies die vier bosonischen Felder. Die v sind vierkomponentige Spinoren.
Deswegen ist die Anzahl von fermionischen und bosonischen Freiheitsgraden gleich.

Die Bewegungsgleichungen von F' und G sind rein algebraische Gleichungen. Deswegen kann
man die Bewegungsgleichungen verwenden, um diese Felder zu ersetzen. Diese Ersetzung muf3

28



2 Supersymmetrie

natiirlich auch in den Transformationen gemacht werden, damit die Wirkung weiterhin invari-
ant ist. Da die Felder F' und G in allen drei Termen der LAGRANGE-Dichte (2.146) auftauchen,
fithrt danach nicht mehr jeder Term fiir sich auf eine invariante Wirkung. Auflerdem sind die
Transformationen im allgemeinen nicht mehr linear. Da man sie auf diese Weise ersetzen
kann, bezeichnet man die Felder F' und G auch als Hilfsfelder. Nach der Ersetzung erhéilt
man folgende LAGRANGE-Dichte

L = %8MA8“A + %8uBaﬂB — %m2(A2 + B?) + %z/?azp - %mw
—mgA(A® + B%) — %g%@ + B)? — gih(A — ins B)ob. (2.151)

Dieses Modell beinhaltet kinetische Terme fiir die Fermionen und Bosonen und die bekannten
Massen-Terme. Dabei ist die Masse von Fermionen und Bosonen gleich. Auflerdem gibt es
noch kubische und quartische Kopplungen der Bosonen und die YUKAWA-Kopplung zwischen
den Feldern der Fermionen und denen der Bosonen.

Die LAGRANGE-Dichte geht jetzt unter den Transformationen

6cA=C; 0¢B =iCys¢ (2.152)
bt = — (i +m + g(A+ ir3B))(A + irsB)C (2.153)

wieder in sich selbst {iber bis auf die totale Ableitung
1, = .
6L = 5@ YD (A + iys B)a. (2.154)

Die Wirkung ist also invariant unter den neuen Transformationen. (2.146) bezeichnet man als
off-shell LAGRANGE-Dichte und (2.151) als on-shell LAGRANGE-Dichte.

2.8.2 Das Wess-Zumino-Modell in 14+1 Dimensionen

Zweidimensionale Modelle werden héufig als eine Art Spielzeugmodell benutzt, an dem die
grundlegenden Eigenschaften eines Modells betrachtet werden konnen. In zwei Dimensionen
lassen sich nicht nur manche Rechnungen einfacher durchfiihren, vielmehr haben zweidimen-
sionale Modelle oft interessante Figenschaften, die Modelle in vier Dimensionen nicht auf-
weisen [33]. Im Falle der Supersymmetrie ist es unter anderem die Eigenschaft, daf auch
in EUuKLIDischen Signaturen MAJORANA-Fermionen existieren, die diese Modelle interessant
macht.

Bei der Konstruktion verfahrt man hier ganz analog zu der Vorgehensweise in vier Dimen-
sionen. Als Darstellung der Gammamatrizen in zwei Dimensionen wéihlen wir die MAJORA-
NA-Darstellung:

A =09 ; 4! =ioy und damit v, = o3 ; C = —1°. (2.155)

Auch hier kann man wieder einen Superraum konstruieren, dessen Koordinaten neben den
zwei rdumlichen auch einen zweikomponentigen MAJORANA-Spinor 6 als Koordinate beinhal-
ten. Auf den Feldern in diesem Superraum wird die Superladung dargestellt als

Qu = —i— — (4"0)0d,, , d.h. {Qa, Qﬂ} = 2(y") 2P, (2.156)
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(Die Indi?es a und @ numerieren hier die Eintridge der zweikomponentigen Spinoren. Es gilt
5c® = i(Q® und 0° = 0a(70)3-) Zur Konstruktion des WESs-ZUMINO-Modells in 1 + 1
Dimensionen verwendet man ein reelles Superfeld:

B(x,0) = A(z) + Gub(x) + %é@F(w). (2.157)

FEine weitere Zwangsbedingung mufl man hier nicht fordern.
Die Transformationen eines solchen Feldes (in Komponenten) sind:

0cA=CY; op = (F+id A)C; o) = (F =i A)C 5 cF = iCPp. (2.158)

Auch hier lassen sich Superableitungen konstruieren, die man zur Konstruktion invarianter
Terme verwenden kann:

0 _ 0 _
D By +i"00, ; D 20 10y 0, . (2.159)

Der F-Term eines Superfeldes (2.157) transformiert in eine totale Ableitung. Deswegen
verwendet man diesen Term, um invariante Wirkungen zu konstruieren. Auler dem F-Term
einer Funktion von Superfeldern W (®), die keine Ableitungen enthilt, kann man hier noch
einen Term D®D® hinzufiigen. In vier Dimensionen sind solche Terme schon in dem D-Term
von ®® enthalten. Hier erhilt man daraus den kinetischen Anteil der LAGRANGE-Dichte. Also
ist

_ /1.
L = /d0d9 <§D<I>D<I> + W(<I>)>

1 ) — 1 1
= 50, A0"A - %wzp + F+ FW/(A) - SW'(A)y (2.160)
eine invariante LAGRANGE-Dichte. On-shell ergibt sich daraus
) — 1 1 -
L=>(0A) - %zpazp — SWP(A) = W (A)be. (2.161)

Auch ein Modell mit EUKLIDischer Signatur 148t sich in 1 + 1 Dimensionen konstruieren.
Man mufl dabei jedoch von der iiblichen Konstruktionsweise etwas abweichen. Der DIRAC-
konjugierte Spinor ist in EUKLIDischen Dimensionen als 1) = 1 definiert. Fiir die Darstellung
der Gammamatrizen soll

Yo=01; 71 =03; C=1; 7 =iy =02 (2.162)

verwendet werden. Superladungen und Superableitungen sind jetzt definiert als:

0, = i — (P0)ads O = —igh ~ (B")°D, 2163
Dac= o 10700 D= =g = 10700

Das Hermitesche Superfeld ® kann entwickelt werden in

B(z,0) = A(z) + yavo(z) + %(9%9)1’(:@. (2.164)
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Da D®D® = 0, muBl man in diesem Falle eine etwas andere Konstruktion des kinetischen
Terms verwenden. Die LAGRANGE-Dichte ergibt sich (wieder aus dem F-Term) als

0 1.
L = 5T.0) <§DQ>7*DQ>+W(<I>)>
= %8MA8“A + %zﬁazp - %F2 + FW'(A) — %W”(A)W, (2.165)

was zu der on-shell LAGRANGE-Dichte
1 ) — 1 1 _
£ = 5(OAP + S99 + W A) + W (A (2.166)

fiihrt. Verwendet man die Off-Shell-Version der Wirkung, so ist ein Integral [dF exp(— [d*z L)
divergent durch den Term —%F 2. Diese Eigenschaft fiihrt insbesondere bei Pfadintegralen zu
Problemen. In dieser Arbeit soll das EUKLIDische Modell verwendet werden.

Die Transformationen, unter denen die jeweiligen LAGRANGE-Dichten invariant sind, wer-
den in folgender Tabelle zusammengestellt: (Die Transformationen fiir ) ergeben sich aus
denen von 1 und die On-Shell-Transformationen ergeben sich durch F = —W".)

§A = (Y §A = (Y 6A = (i) 6A = (i)
dp = C(F —id A) §p=C(=W' =i A) | 0 =C(F =i Av.) | 6 = (=W —id) Av.)
SF =i — §F =i -

off — shell Minkowski | on — shell Minkowski | off — shell EUKLIDisch | on — shell EUKLIDisch

0 = (F +if A)C W= (—W'+id A)¢ | o = (F+indA)C | o= (W' +ivd A)C

2.8.3 Supersymmetrie in 0+1 Dimensionen (supersymmetrische
Quantenmechanik)

Die Quantenmechanik entspricht einer Feldtheorie in 0 + 1 Dimensionen. Auch fiir die Quan-
tenmechanik existiert eine supersymmetrische Formulierung. In der supersymmetrischen Quan-
tenmechanik haben Fermionen und Bosonen bis auf den untersten Energieeigenwert das glei-
che Energieeigenwertspektrum, obwohl sie ein unterschiedliches Potential besitzen. Mit Hilfe
dieser Eigenschaft lassen sich Klassen von Potentialen finden, die die gleiche Anordnung der
Energieeigenwerte haben (forminvariante Potentiale). Auf die supersymmetrische Formulie-
rung der Quantenmechanik soll hier aber nicht néher eingegangen werden. Hier geht es nur
darum, eine Feldtheorie in 0 + 1 Dimensionen zu formulieren, da diese ein gutes Spielzeug-
modell fiir kompliziertere Modelle darstellt.

Dazu soll das zweidimensionale Modell (mit N=1) durch eine dimensionale Reduktion auf
ein eindimensionales Modell mit DIRAC-Fermionen (d.h. N=2) gebracht werden. Die Felder
sollen nur noch von einer Koordinate abhéngen (A(z,t) — A(t), F(z,t) — F(t)). Damit sich
durch die Integration kein unendlicher Faktor V = [dx ergibt, miissen die Felder normiert

werden (A(t) — ﬂ\/tf), F(t) — %) Dadurch ergibt sich auch die korrekte Dimension der
(G}

Felder. Die zwei reellen Komponenten des Spinors ¢ = < y
2

nentigen komplexen Spinor (DIRAC-Spinor) zusammengefafit o = %(QﬁQ +i11) (@ = af). Die
LAGRANGE-Dichte wird damit zu (S = [dzdt £ = [dt L1)

> werden zu einem einkompo-

L) = %532 —iad + %FQ + FW'(z) — W"(2)aa. (2.167)
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x ist hier ein bosonisches Feld und « ein DIRAC-Fermion (0;z = &). Da es sich bei F' wieder
um ein Hilfsfeld handelt, gelangt man on-shell zu der LAGRANGE-Dichte:
1 -2 s . 1 ! 2 " _
Ly = g%" —ad - §(W (2))” — W"(x)aa. (2.168)

Die Transformationen gehen durch die dimensionale Reduktion {iber in (< gl > — %(Cz +
2

ZCl))

off — shell on — shell
Scx = Ca+ac Scx = Ca+al
deav = (it + F)C deav = (ix — W')( (2.169)

Scav = (—ii + F) dca = (—ii — W')¢
§cF =i(Ca+¢a) —.
Diese Transformationen lassen also die entsprechende Wirkung invariant.

Um eine EUKLIDische Version dieses Modells zu erhalten, soll hier nicht die entsprechen-
de zweidimensionale Wirkung dimensional reduziert werden. Die EuKLIDische Wirkung soll
vielmehr durch eine WICK-Rotation aus (2.167) hervorgehen. Es gibt zur Zeit noch kein all-
gemeines Verfahren, EUKLIDische Modelle in der Supersymmetrie zu konstruieren, denn eine
Reihe von Problemen kénnen dabei auftreten. MAJORANA-Fermionen existieren zum Beispiel
nicht in allen Dimensionen bei EUKLIDischer Signatur. Auflerdem koénnen off-shell Divergen-
zen in den Pfadintegralen entstehen. Wenn man bei der Wick-Rotation auch die Hilfsfelder
neu definiert, kann man diese Divergenzen jedoch verhindern. Da spéter auch fiir EUKLIDische
Modelle Pfadintegrale verwendet werden sollen, wird dieses (z.B. in [17] verwendete) Verfah-
ren auch hier erwihnt. Formal 18t sich der Ubergang zu einer EUKLIDischen Signatur durch
die analytische Fortsetzung zu imaginéiren Zeiten beschreiben, geméf:

Sp=—-iS=-— /dT Lt — —iT) = /dt Lp. (2.170)
Um die Divergenzen zu vermeiden, mufl man die Hilfsfelder auf folgende Weise ersetzen

F — iF. (2.171)

Die EukLiDische LAGRANGE-Dichte ist damit:

1 1
Lp = 5;# — ad + 5F2 —iFW'(z) + W"(z)acq. (2.172)

Ersetzt man gemifl der Bewegungsgleichung F' = iWW’, so erhilt man die on-shell LAGRANGE-
Dichte

1 1
L= 5552 — ad + §W’2 + Wao. (2.173)

Die Transformationen gehen unter der Rotation iiber in:

off — shell on — shell
(5(1’:6@4—56( (5(1’:6@4—5[(
oo = (=2 +iF)¢ bca= (-3 —W')C (2.174)

(5(@ = (z+iF)C 5(@ = (& — W/)C
§cF =—(Ca+c¢a) —.
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2.8.4 Stromterme in supersymmetrischen Modellen und Ward-Identitaten

Man kann zu der invarianten Wirkung Stromterme hinzufiigen. Am einfachsten geschieht
dies dadurch, dafl man einen Strom an jedes Feld koppelt. Diese Stromterme werden dann
im allgemeinen die Symmetrie verletzen. Bei der Berechnung von N-Punkt-Funktionen erhlt
man WARD-Identitédten, die eine Bedingung an die N-Punkt-Funktionen fiir den Erhalt der
Symmetrie darstellen. Als Beispiel verwenden wir das EUKLIDische WESS-ZUMINO-Modell in
zwei Dimensionen (on-shell). Durch Kopplung von einem Strom (j und ¢J) an jedes Feld (A
und ) erhélt man das Erzeugendenfunktional

Z(3,9) = /DAD’(/J exp(— /da:dt L) exp <z /da:dt (JA+ 191/1)) . (2.175)

Das Maf} wird als invariant unter den Supersymmetrietransformationen angenommen. Da-
mit auch das gesamte Erzeugendenfunktional invariant unter den Transformationen ist, mufl
gelten:

0 — /DADl/J o= Jdudt L) i [dudt (jA+Dp) (1 _ i Jdadt (j5A+1§6¢)> (2.176)

(e Jwat (jA+Dp) (1 _ ot Jdzdt (j5A+56w)>> (2.177)
Betrachtet man nur infinitesimale Transformationen, erhélt man:
<ez’ Jdzdt (j A+9) /d:vdt (jOA + 96¢)) = 0. (2.178)

Wendet man hierauf nun Funktionalableitungen nach den Strémen an und setzt die Strome
anschliefend Null, so erhdlt man WARD-Identitéten:

(0A(z)) =0; (0(x)) =0; (A(x)dA(y) + A(y)0A(z)) = 0 usw.. (2.179)

Auch off-shell kann man dieses Verfahren anwenden.

Eine andere Art die Strome anzukoppeln ist, einen invarianten Stromterm hinzuzufiigen.
Dazu miissen dann auch die Strome bestimmte Transformationen erfiillen. Dies ist nur off-shell
moglich. Allerdings erhélt man beim Ubergang von on-shell zu off-shell andere Transforma-
tionen als vorher, da auch an die Hilfsfelder ein Strom gekoppelt ist. Invariante Stromterme
fiir die on-shell Transformationen zu konstruieren, ist im allgemeinen nicht moglich, da die
on-shell Transformationen nicht immer linear sind.

Fiir ein N = 1 Modell in 1+ 1 Dimensionen kann man mit Hilfe des Superraumformalismus
leicht einen invarianten Stromterm konstruieren. Man koppelt an das reelle Superfeld ® einfach
ein weiters Superfeld J und verwendet den F-Term des Produktes fd@d@ J®. Nach diesem
Prinzip kann man auch in anderen Féllen mit Hilfe des Superraumformalismus invariante
Stromterme konstruieren. Das Superfeld des Stromes mufl dabei immer von der gleichen Art
sein, wie das Feld, an das es gekoppelt wird.

Auch fiir das hier verwendete eindimensionale Modell kann man einen solchen invarianten
Stromterm konstruieren. Koppeln wir dazu zun#chst einen Strom an jedes Feld:

Z15,9,9, K] = /D.rDO/DO_é e Sexp{ [dt (jr + Do+ av + KF)}. (2.180)
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Da Maf§ und Wirkung invariant unter den Transformationen sind, muf} gelten:
Z[j,9,9,K] = /DxDaDa e S exp{ [dt (ja' + Do +a&'9+ KF')}
= /Da:DaDd e exp{/dt (j'z+da+ad + K'F)}
= Z[j, 9,9 K. (2.181)
Dies bedeutet aber
/t (Jz+ 0+ ad + K'F)
= /dt (j(z + 6z) + V(a + da) + (@ + 6a)d + K(F + 6F))
= /dt (j(z + Ca+al) + I a+ (it + F)C) + (@+ (=it + F)Q)U + K(F +i({a + (Q)))
= /dt ((j — ¢ +iC0)z + (0 + jC —iKO)a + a(d + j¢ +iKC) + (K + ¢ +1§C)F) .
Um die Invarianz zu erfiillen miissen die Transformationen der Strome folgende Form haben:

= (09+C19)

= (- zK—i—j)
(zK+j)
5K O+ 9C.

(2.182)

Also sind die Transformationen von j dquivalent zu denen von F, die von 1 zu denen von «
und die von K zu denen von z. Damit ergibt sich ein Multiplett (j, 9,9, K) der gleichen Art
wie das urspriingliche Multiplett (x, @, «, F).

Strome durch invariante Terme anzukoppeln spielt besonders dann eine Rolle, wenn man
Zwangsbedingungen durch Stromterme in die Wirkung integrieren mochte. Dies geschieht
durch die Relation 6(¢ — ¢o) = [dj el(#=%0) Mochte man die Zwangsbedingungen in die Wir-
kung integrieren, ohne die Supersymmetrie zu verletzen, so ben6tigt man invariante Strom-
terme.

2.8.5 Spontan gebrochene Supersymmetrie in niedrigster Ordnung
Stérungstheorie (, tree level*)

Eine Symmetrie gilt als spontan gebrochen, wenn die Wirkung zwar invariant unter den Sym-
metrietransformationen ist, der Grundzustand aber unter dieser Symmetrie nicht invariant ist.
Es gibt mehrere Moglichkeiten fiir einen Symmetriebruch in einem supersymmetrischen Mo-
dell. Eine Symmetrie des Modells kann gebrochen sein, die Supersymmetrie kann gebrochen
sein oder sowohl Supersymmetrie als auch andere Symmetrien des Modells kénnen gebrochen
sein. Im folgenden sollen diese Fille kurz erldutert werden.

Wir konstruieren dazu eine invariante Wirkung aus mehreren chiralen Multipletts. Die
Verallgemeinerung von Gleichung (2.141) fiir mehrere Multipletts lautet f(A) = f({2,}) :

L = f(@®)s+f(®)z — Z<I><I>|D (2.183)
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= > (20", 0,20, + 281, + 2i000" By 0 + 200,50 )
Of () (o)’
+zn: (2& < o > + 280 { a0
PR\ oo (P ]
— ; <2Un'l)m <m> + 2vnvm <m> . (2184)

_'.
Die Hilfsfelder §, kann man durch die Bewegungsgleichung §,, = — (%f—g(g)) eliminieren. Die
On-Shell-LAGRANGE-Dichte ist dann:

L= > (202,020, + 200" 90 + 200050, )

*f () [ PfE
_%n: (21}nvm <8an891m> + 20,0y <82l T > ) Z‘

Da der letzte Term immer negativ oder Null ist, ist der Erwartungswert von 2 in erster
Néherung bei 2(g mit
Of ()

oA

(2.185)

=0, (2.186)
A=Ao
vorausgesetzt, eine Losung dieser Gleichung existiert. Diese Gleichung stellt zugleich eine
Bedingung dafiir dar, dafl die Supersymmetrie in niedrigster Ordnung der Stérungstheorie
nicht gebrochen ist. Die Invarianz des Vakuums unter den Supersymmetrietransformationen
setzt voraus, daf3 der Vakuumerwartungswert der Transformation eines Feldes verschwindet
(vgl. WARD-Identitdten (2.179)). Der Vakuumerwartungswert eines fermionischen Feldes ist
Null. Seine Transformation ist aber proportional zu dem Hilfsfeld. Fin Verschwinden des
Vakuumerwartungswertes der Transformation des Fermionenfeldes bedeutet damit on-shell
in erster Nidherung, dafl die Gleichung (2.186) erfiillt ist. Betrachten wir nun ein Modell mit
jeweils mehreren links-chiralen Multipletts @, und ®,. Das Superpotential habe die Form:

= Z B, f;(D). (2.187)

Das Maximum des letzten Terms von Gleichung (2.185) ist bei dem Minimum von

:Z‘fz ’2

Die Besonderheit dieses Potentials besteht darin, Richtungen aufzuweisen, in denen es flach ist.
Durch 2y werde der erste Term des Potentials minimiert. Der zweite Term hat ein Minimum

nicht nur bei 2 = 0, sondern auch fiir jeden Vektor QNlZ-, der senkrecht zu m ist. Die

5fz

(2.188)

Anzahl der flachen Richtungen ist durch die Anzahl der Felder 2 (Ng) und 24 (Ng) bestimmt.

Es gibt Ng — Ny solcher flachen Richtungen, die zu GOLDSTONE-Bosonen fiihren kénnen.
Der Bruch der Supersymmetrie fithrt zu einem masselosen Spin—%—Teilchen, dem Goldsti-

no. In niedrigster Ordnung der Storungstheorie ist der Vakuumerwartungswert von 2 beim
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2 Supersymmetrie

Maximum des letzten Terms in Gleichung (2.185). Das bedeutet

O*f(A) \ (Of(2) _
; (8%8%) ( 02U, QMO) =0 (2.189)

Wenn diese Gleichung eine Losung hat, gleichzeitig die Supersymmetrie gebrochen, und da-

mit Gleichung (2.186) nicht erfiillt ist, so mufl es wenigstens einen Eigenvektor der Matrix

( 823 {g{?ﬂ) geben, dessen Eigenwert Null ist. Die gleiche Matrix ist jedoch auch fiir die Masse

der Fermionen verantwortlich. Anhand des zweiten Terms von Gleichung (2.185) sieht man,
daf} es wegen der Existenz eines solchen Eigenvektor mindestens eine Linearkombination von
Fermionen v,, geben muf}, die einem masselosen Teilchen mit Spin % entspricht. Schon anhand
der Algebra kann man einige Aussagen dariiber machen, unter welchen Bedingungen die Su-
persymmetrie spontan gebrochen ist. Supersymmetrie gilt als spontan gebrochen, wenn das
Vakuum nicht invariant ist. Das bedeutet Q,]0) # 0 und ist gleichbedeutend mit (0|E|0) # 0.

Ohne Korrekturen durch Quanteneffekte bedeutet dies, dal die Supersymmetrie genau dann
spontan gebrochen ist, wenn das Minimum des Potentials (der letzte Term in (2.185)) grofler
als Null ist. Es ist bekannt, dafl diese Aussage in vier Dimensionen ihre Giiltigkeit nicht durch
Hinzufiigen von Quanteneffeken verliert. In zwei Dimensionen ist dies jedoch nicht immer der

Fall.
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3 Feldtheorie bei endlichen Temperaturen

Im Bezug auf Phaseniibergéinge spielt die Beschreibung der Feldtheorie bei endlichen Tempe-
raturen eine grofle Rolle. Ist ein System im thermischen Gleichgewicht, so spielt seine Zeitent-
wicklung keine grofie Rolle. Statt ihrer ist es die thermische Mittelung iiber die Mikrozusténde,
die fiir endliche Temperatur entscheidend ist. Sie kann durch einen neuen Parameter 7 be-
schrieben werden. Damit ist die Feldtheorie bei endlichen Temperaturen im gewissen Sinne
dquivalent zu einer EUKLIDischen Feldtheorie.

Meistens werden zwei verschiedene Formalismen zur Beschreibung der Feldtheorie bei end-
lichen Temperaturen verwendet. Der imaginary-time Formalismus und der real-time Forma-
lismus. Diese beiden Formalismen sollen hier nur kurz vorgestellt werden. Genaueres findet
man in [18] und [20].

3.1 ,imaginary-time“ Formalismus

In der Thermodynamik lassen sich die zur Beschreibung des Systems notwendigen Groflen
aus der Zustandssumme berechnen. Die Zustandssumme ist die Spur des Dichteoperators

(B = )
Z:Trp:/dfba (Bo|p|®q) mit p=ePH undH:/”x H(IL, D). (3.1)

Hierbei soll zunichst ein Modell mit bosonischen Feldern ®; (zugehorige Operatoren $ und
Zustinde |®) = ®[0) und die konjugierten Impulse IT jeweils abhéingig von ) verwendet
werden. [ kann man als eine imaginére Zeit 7 = ity auffassen. Das Zeitintervall [0,t ;] wird
nun in eine Summe infinitesimaler Zeitintervalle zerlegt, ¢; = NAt mit N — oo. Auflerdem
kann man die Identitit 1 = [d®; |®;)(®P;| bezichungsweise 1 = d21;[; |IL;) (IT;| einfiigen. Damit
erhélt man

(‘I)a‘e_thf|(I)a> = hm /Hd(l) (I) |HN><HN‘6 zHAt‘(I) >

X (DN |Tn—1 ) (T e HA Dy ) (D1 [TTy_2) x
><<c1)2‘1"[1><1"[1‘e_ZHAt‘cI)1><(I)1‘cI)a>, (3.2)

Diese Vorgehensweise ist ganz analog zu der Einfithrung von Pfadintegralen zur Beschreibung
der Ubergangsamplitude in der Quantenfeldtheorie. Es gilt

(L) = o(1L —TIy) (33)
(@5]®;) = 6(D; — D) (3.4)
(@1;) = ¢ Sl (3.5)
(IT;|e ™ 27| ®;) et i [T Tidi it B, = / "r H(IL(x), ®i(x).  (3.6)
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3 Feldtheorie bei endlichen Temperaturen
(Bei der letzten Formel wurde At als klein angenommen, d.h. es gilt e?72t ~ 1 — iHAt! )
Mit Hilfe dieser Formeln erhéilt man

(@ale 1], dH 5( By — B, )e AT Jite (1L @)~ S g )

43

Im ,, Kontinuumslimes erd aus dem diskreten Index 7 die kontinuierliche Variable ¢. Man

erhalt

) (x,tp)=Pa(x) ty " o) 22@D) - "

<(I)a|€_ZHtf|¢ /DH / D(I) f dtfd (H( 7t) ot H(H( 7t)7<13( 7t))> . (38)
& (z,0)=2a(z)

Setzt man dies in die Gleichung fiir die Zustandssumme ein, so erh&lt man

(z,7p=—13
7 = /d@ /DH / ! ) D(I) elo dedn (ZH%%—H(H(CC,I‘,),‘I)(IJ))) (39)

= N DY e 9F, (3.10)
periodisch

In der letzten Zeile wurde davon ausgegangen, dafl es sich bei der Il-Integration um ein
Gausssches Integral handelt (z. B. H = 1112 + $(V®)? + m?®? + U(®)). Die Integration
fithrt dann nur zu einem konstanten Vorfaktor, der fiir die Betrachtungen der Thermodynamik
irrelevant ist. Die Formel der Statistik in n Dimensionen ist dadurch in die einer Feldtheorie in
n+ 1 Dimensionen (zusétzliche Variable 7) mit EUKLIDischer Wirkung iibersetzt worden. Die
zuséatzliche Dimension weist jedoch periodische Randbedingungen auf, und die Periodizitit
ist abhéngig von der Temperatur.

Es ist noch anzumerken, daf hier die Zustandssumme der kanonischen Gesamtheit verwen-
det wurde. Die gleiche Vorgehensweise kann man natiirlich auch fiir andere Gesamtheiten
verwenden. Da in der Quantenfeldtheorie hiufig Teilchen vernichtet und erzeugt werden, die
mittlere Anzahl aber durch Erhaltungsséitze festgelegt wird, wird meist die groflkanonische
Gesamtheit benutzt. In den Formeln ist der Anzahloperator zum HAMILTON-Operator hin-
zuzufiigen (H(I1, ) — H(II, ®) 4+ uN (11, ®)).

Auch ein Modell, das Fermionen enthélt, kann man mit diesem Formalismus beschreiben.
Dazu betrachten wir zunéchst als einfaches (,nulldimensionales “) Beispiel: den fermioni-
schen harmonischen Oszillator. Fiir die Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren (a und af)
gilt {a,a'} = 1. Die Zusténde |0) (a[0) = 0) und |1) = af|0) stellen eine Basis des zu-
gehorigen HILBERT-Raumes dar. Mit Hilfe der Generatoren n und n* einer zweidimensionalen
GRASSMANN-Algebra, definiert man die kohérenten Zusténde als

) = e7'10) = 10) +n|1) und (y] = (O]e~*"". (3.11)
(Man definiert also (na)’ = afn*.) Mit diesen Definitionen gelten die folgenden Identitéten
(n]0) = (Olm) = 15 (Ljm) = (n|1)* = —n und (if'|n) = """. (3.12)

Die Integration von n und n* ist genauso definiert wie das Integral iiber die fermionischen
Koordinaten. Mit den hier verwendeten Definitionen gilt

/dn*dn TN = [0)(0] + 1)1 =1 (3.13)

/dn*n e (=n|Aln) = {0]AJ0) + (1|A]1) = tx(A). (3.14)

'Es ist dabei auf die Ordnung der Operatoren zu achten. Das gleiche gilt auch bei der Herleitung fiir Fermionen
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3 Feldtheorie bei endlichen Temperaturen

Der HAMILTON-Operator ist jetzt eine Funktion von a und af (H = wa'a). Man erhilt durch
das Einfiigen von Identitdten wieder

N

z = Jim[ardy [Tdnan (ala)e ™ yle >y 1) x
N=eo i=1
xe =11 (e A o) L ()

N
= ngnm/dn dn /i]:[ldmdm

xexp (—=(n;(ma +n) +n(y —nv-1) + ... +m(m —n)
+iAtH(—n", nn) + iAtH (ny, nn-1) + ... + iAtH (n7,7n))

N N+1 N+1
— i faray [T[andn exp [— S i) - ALY H(n:,m] (3.15)
i=1 i=1 i=1
In der letzten Zeile wurde ny4+1 = —n gesetzt. Im ,, Kontinuumslimes* erhélt man daraus
A 0
Z = / D(n*,n) e 5% mit Sp = —/ dr (n*m + H(n*m)) : (3.16)
antiperiodisch 0 or

Diese Vorgehensweise 18t sich natiirlich auch im n-dimesionalen Fall anwenden. Auch fiir
Fermionen ist damit der Zusammenhang zwischen einer EUKLIDischen Feldtheorie in n + 1-
Dimensinen und der Thermodynamik in n Dimensionen hergestellt. Der entscheidende Unter-
schied zwischen Fermionen und Bosonen liegt in der Wahl der Randbedingungen. W &hrend
fiir Bosonen periodische Randbedingungen gelten, sind es fiir Fermionen antiperiodische. Die
Periodizitét ist in beiden Féallen abhéngig von der Temperatur.

Am Beispiel eines bosonischen Modells werden nun einige zusétzliche Grofien eingefiihrt.
Wie in der Quantenfeldtheorie iiblich definiert man das Erzeugendenfunktional und den Pro-
pagator. Auch die Entwicklung in eine Storungsreihe ist moglich. Dabei ist jedoch darauf zu
achten, daf§ sich nun um eine imaginére Zeitrichtung handelt und bestimmte Randbedingun-
gen vorliegen. Die Zeitenwicklung in imaginére Zeitrichtung ist im HEISENBERG-Bild gegeben
durch @(m, —it) = el T®e~H7. Der thermische Mittelwert und der Zeitordnungsoperator fiir
imaginére Zeiten werden hier wie folgt eingefiihrt

(Ayg = Z(l tr {Ae‘ﬁg] (3.17)

16)
i)(x, —Z'Tl)<i>(3:, —iT9) T > T
d( )

T(®(w, —im)® (2, i) = { o i) bz —im) T o1,

(3.18)

Das Erzeugendenfunktional ist

Z(8,5) = /D<I> exp (—SE(ﬁ) + /O ’ " j(@@(@) = tr [e—ﬁHT (efo‘* d”*lzj(xmx)ﬂ

1 6Z(8,5)
Z(3) 6j(x)d5(y)

Das Integral foﬁ d" 1z ist definiert als foﬂ dz® [d"x (®(z) = ®(x,2° = 7)). Das Erzeugenden-
funktional fiir ein freies Modell ist

B
20(5.9) = Ze@ e (3 [ Ve i@Are - i) G20

= (T(2(2)®(y)))s- (3.19)
i

0
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3 Feldtheorie bei endlichen Temperaturen

Dabei gilt fiir den FEYNMAN-Propagator (Ar)

82
(‘W —(V)* + m2> Az —y) =6(z —y) (3:21)
oder im FOURIER-Raum

1

AF(iwnyk): w,%%—k?—l—mz'

(3.22)

Durch die Randbedingungen gilt dabei w,, = 2”7”

Mit Hilfe des Zeitentwicklungsoperators in imaginére Zeitrichtung (e‘ﬁH ) und der Invarianz
der Spur unter zyklischen Vertauschungen zeigt man leicht die KUBO-MARTIN-SCHWINGER-
Relation (KMS-Relation)

(@(O)2(t))5 = (D)0t +iB))s. (3.23)

3.2 ,real-time“ Formalismus
Die Zusténde |®(z,t)) = eitH\CI)(a;,O)) stellen wieder eine Basis des HILBERT-Raumes dar.
Zur Spurbildung kann man deshalb auch diese Zusténde verwenden
1
A)g =
s Zc(B)

Als Erzeugendenfunktional erhélt man

/dCI) (®(x,t —iB)|A|®(z,1)). (3.24)

2e6) = [ @i—i)ltoes (i [ @ i@bw) [6w0) (29
_ /D<I> exp <z /C d”+1x(£(:r)+j(:n)<l>(a:))>. (3.26)

Die Zeitordnung ist dabei ersetzt worden durch die Ordnung entlang eines beliebigen Pfa-
des t = z(h), parametrisiert durch h, der von t; nach ¢; — i3 durch die komplexe ¢-Ebene
fithrt. Die Integration iiber 20 erfolgt entlang dieses Pfades. Selbstversténdlich gilt jetzt die
Randbedingung ®(x,z") = ®(x,2° —if3). Diese Vorgehensweise ist bis jetzt nichts anderes als
ein Basiswechsel in der Spur durch die unitéire Transformation e " und ein Umdefinieren
des Parameters t (tpey = 2(tay), wobei t,e, € C), der beim Ubergang zum Kontinuumslimes
eingefiihrt wurde.

Nun wird ein spezieller Pfad gewéhlt. Der erste Teilabschnitt C fithrt von einem grofiem
(t; — —o0) negativen reellen t; entlang der reellen t-Achse zu dem positiven Wert —¢;. Dann
fithrt der Pfad Cy zu dem Wert —t; — ie (0 < e < ). Von diesem Punkt geht er weiter nach
t; — ie (C3), um schlieBlich den Punkt ¢; — i3 zu erreichen (Cy).

Das Erzeugendenfunktional kann nun faktorisiert werden, indem der Weg in seine einzel-
nen Abschnitte zerlegt wird. In den meisten Féllen kann man den Abschnitt Cy und Cjy
vernachlissigen. Das freie Erzeugendenfunktional ist dann (mit dem Propagator D)

ZE3,5) = /\/'eXp{—% /C @i /C arHy j(x)DE(sc—y)j(y)}

1 . .
R N’eXp{—g/CUC d"“x/cuc d"y J(fU)Dg(ﬂ?—y)J(y)}- (3.27)
1 2 1 2
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3 Feldtheorie bei endlichen Temperaturen

Der Strom j; sei der Strom, fiir den ¢ in C1 liegt. Fiir jo sei ¢t in Cy. Es gelte jy(x,t) = j(z,t)
und jo(x,t) = j(t — i€) wobei t jetzt reell ist. Das Erzeugendenfunktional ist damit

zE =N’exp{—§2 [ | d"“yja<:c>D5b<x—y>jb<y>}. (3.23)
ab — 0o —00

Durch die Stérungsreihe, die sich natiirlich auch fiir den hier verwendeten Integrationsweg an-
wenden 1&8t, kann man das Ergebnis auch auf eine LAGRANGE-Dichte mit Potentialterm U(®)
iibertragen. Als eine Art Stérungsentwicklung ergibt sich: (Man beachte den Integrationsweg
von t!)

2o(p) = ew{i [ atav ()} 2860
siee ([ (0 (i) - () )

1 o o :
X exp {—5 Z/ d Hl’/ A"y jo(w)Dgy(a — y)Jb(y)}
ab YT

%

— 00

Zo(pd) = [PoiDts oY (—4 [ a ey 0,007 e - i)
ab

o0

o0

i /oo A (U(@1) — U(®s) —z'/

—00 — 00

d" g ja(a:)@a(a:)> . (3.29)

Im Ergebnis wurde die Thermodynamik durch eine Feldtheorie mit doppelt so vielen Fel-
dern dargestellt. Fiir die zusétzlichen Felder gilt mit einem anderen Vorzeichen das gleiche
Potential.

3.3 Supersymmetrie bei endlichen Temperaturen

Die Beschreibung der Supersymmetrie bei endlichen Temperaturen erfordert ein paar grund-
sitzliche Uberlegungen. Durch endliche Temperaturen wird die LAGRANGE-Dichte und das
Energiespektrum nicht veréndert. Es ist deshalb zu erwarten, dafl sich einige grundlegende
Eigenschaften, die durch die Symmetrie erzeugt wurden, auch auf den Fall endlicher Tem-
peraturen iibertragen. Etwas naiv kann man annehmen, daf} sich eine spontan gebrochene
Symmetrie bei endlichen Temperaturen zum Teil wieder herstellt, da nun die angeregten
Zustdnde im Gegensatz zum unsymmetrischen Grundzustand eine stérkere Rolle spielen. Die
Verdnderung der Symmetrie bei endlichen Temperaturen macht sich in den WARD-Identit&ten
bemerkbar. Bei endlichen Temperaturen wird hier der Vakuumerwartungswert (()) durch den
thermischen Mittelwert ersetzt (()3). Natiirlich kann man im allgemeinen nicht mehr erwar-
ten, dal dann die gleichen Relationen gelten.

Zu einer genaueren Beschreibung wenden wir uns der zum Thema Supersymmetrie bei end-
lichen Temperaturen gefithrten Diskussion zu (siehe [8], [15], [44], [1],[22], [24], [23], [5] und
[19]). Am Anfang ([8], [15]) wurde versucht, mit Hilfe des effektiven Potentials mit Ein-Loop-
Korrekturen, den Nachweis dafiir zu erbringen, dafl Supersymmetrie bei endlichen Temperatu-
ren spontan gebrochen ist. Zu der Annahme, dafl Supersymmetrie bei endlichen Temperaturen
gebrochen ist, gelangte man durch die unterschiedlichen Randbedingungen, die bei endlichen
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3 Feldtheorie bei endlichen Temperaturen

Temperaturen fiir Fermionen und Bosonen gelten. Auflerdem gibt es Modelle, in denen bei
T = 0 entweder die Supersymmetrie oder eine andere Symmetrie spontan gebrochen ist. Es
ist bekannt, dafl bei endlichen Temperaturen diese Symmetrie wieder hergestellt wird. Dies
nahm man als Indiz dafiir, daf§ sich Supersymmetrie genau umgekehrt verhélt. Weiterhin
verlangt ungebrochene Supersymmetrie nach einer verschwindenden Grundzustandsenergie.
Durch endliche Temperaturen, so nahm man an, wiirde sich die Energie des (thermischen)
Grundzustandes erhchen, und die Symmetrie wire gebrochen. Unstimmigkeiten in diesen
Uberlegungen wurden in [44] aufgefiihrt. So gibt es zum Beispiel mehrere Moglichkeiten, die
Spur, die in der Thermodynamik verwendet wird, im Falle der Supersymmetrie zu definieren.
In dieser Arbeit wurde auch auf bestimmte Eigenschaften hingewiesen, die auch bei endlichen
Temperaturen erhalten bleiben.

Fine grundlegende Analyse der Zustdnde der Supersymmetrie bei endlichen Temperaturen
wird in [5] dargelegt. Allerdings werden die Fakten in einem sehr allgemeinen Fall und im
Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie behandelt. Deswegen soll hier nur auf eini-
ge der Gedanken eingegangen werden. Man betrachtet im Falle endlicher Temperaturen ein
System, das in einer bestimmten Phase vorliegt. Bestimmte makroskopische Ordnungspara-
meter werden entweder als fluktuierend oder als fest vorgegeben betrachtet. Eine beziiglich
eines Ordnungsparameters reine Phase ist charakterisiert durch einen bestimmten Wert, den
dieser Ordnungsparameter in dieser Phase annimmt. Eine gemischte Phase 148t statistische
Fluktuationen des Parameters zu. Durch Anwendung von Polynomen in den Feldoperatoren
168t sich aus einem Zustand, der eine bestimmte Phase beschreibt, ein HILBERT-Raum kon-
struieren. Unter dem Begriff Zustand werden hier sowohl die reinen Zusténde (()) als auch die
thermischen Mittelungen (()3) verstanden. Nun gibt es drei Moglichkeiten: 1) Die Symme-
trieoperatoren existieren in diesem HILBERT-Raum, dann liegt eine Phase mit ungebrochener
Symmetrie vor. 2) Die Symmetrieoperatoren existieren nicht in diesem HILBERT-Raum, aber
durch einen Ubergang zu einer gemischten Phase erhilt man wieder einen HILBERT-Raum, der
die Symmetrieoperatoren enthélt. 3) Auch in der gemischten Phase existieren die Symmetrie-
operatoren nicht. (Dies liegt dann an Zusatzbedingungen, die im Falle endlicher Temperaturen
gelten miissen, wie zum Beispiel die KMS-Relation.) Die Autoren sprechen dann von einem
spontanen Kollaps der Symmetrie. Im Falle der Supersymmetrie handelt es sich um einen
solchen spontanen Kollaps. Die Begriindung beruht darauf, daff nur, wenn die Phase aus dem
reinen Vakuumzustand besteht, die Symmetriegeneratoren auf dem zugehorigen HILBERT-
Raum definiert sind. Dann ist aber die KMS-Bedingung nicht erfiillt. Etwas dhnliches liegt
im Falle der LORENTZ-Symmetrie vor (siehe [4] und [30]), da die KMS-Bedingung das Ru-
hesystem festlegt. Aber man kann im Falle der LORENTZ-Symmetrie das ganze betrachtete
thermodynamische System in ein anderes Bezugssystem transformieren.

Auch iiber das Auftreten eines GOLDSTONE-Teilchens wurde intensiv nachgedacht ( [24],
[1]). Da die Brechung der Supersymmetrie durch das Wirmebad zustande kommt, wird davon
ausgegangen, dafl es sich bei den ,,GOLDSTONE-Teilchen “ um Vielteilchenzustdnde handelt.
Aus diesem Grund wurde sogar der Begriff ,phonino“ und ,,supersymmetriescher Schall
verwendet ([21], [16]).

In [19] findet man neuere Untersuchungen zu diesem Thema. Dort wurden stérungstheo-
retische Untersuchungen zu diesem Effekt gemacht. Um die Supersymmetrie nicht durch die
Randbedingungen zu verletzen, verwendete man den real-time Formalismus.
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4 Die Molekularfeldndaherung

Im allgemeinen 148t sich das Pfadintegral, das sowohl in der Quantenfeldtheorie bei Tempe-
ratur Null als auch bei der (EUKLIDischen) Feldtheorie bei endlichen Temperaturen auftritt,
nicht analytisch 16sen. Es ist also wichtig, Ndherungsverfahren zur Berechnung des Pfadinte-
grals zu finden. Eine sehr erfolgreiche Ndherung ist die Mean-Field- oder Molekularfeldnéhe-
rung.

In den Pfadintegralen tauchen im allgemeinen Ableitungen auf, die auf dem Gitter zu so-
genannten Hopping-Termen fiithren. Diese Terme beschreiben die Wechselwirkung zwischen
zwei unterschiedlichen Gitterpunkten. In der Molekularfeldndherung ersetzt man die Wech-
selwirkung der einzelnen Gitterpunkte durch die Wechselwirkung mit einem mittleren Feld.
Dadurch entkoppelt man die Gitterpunkte und das Pfadintegral faktorisiert. Die entstehen-
den einfachen Integrale kann man entweder analytisch 16sen, oder man wendet die gewohnten
numerischen Verfahren zur Lésung von Integralen an.

Es gibt in der Literatur drei verschiedene Arten, die Molekularfeldnéherung einzufiihren.
Man kann direkt von der Gitterformulierung der Quantenfeldtheorie ausgehen ([13]). Das
allgemeine Variationsprinzip der Quantenfeldtheorie kann als Grundlage dienen ([32]). Als
dritte Moglichkeit gibt es noch die Herleitung durch Sattelpunktsndherung der Zustandssum-
me ([49]). Um zu zeigen, daB alle Verfahren auf die gleichen Ergebnisse fithren, sollen sie alle
drei hier vorgestellt werden.

Die Molekularfeldnéherung wird meist fiir eine EUKLIDische Wirkung, in der nur Bosonen
enthalten sind, hergeleitet. Deswegen wird im folgenden

5= [dr E(w(x))%vwx» (4.1)

als Wirkung verwendet.

4.1 Herleitung durch Variation des MaBes

Die Aussagen der Quantentheorie lassen sich auch aus einem allgemeinen Variationsprinzip

entwickeln. Dabei wird insbesondere die Verwandtschaft zwischen Statistik und Quanten-

theorie deutlich. Ein Problem dabei ist allerdings die genaue mathematische Definition einer

Variation des Mafles, da der Raum aller moglichen Mafle in der Quantenfeldtheorie schwer

faflbar ist. Betrachtet man jedoch den kontinuierlichen Grenzfall als eine Gittertheorie mit

sehr grofler Anzahl der Gitterpunkte, so lassen sich die Grofien korrekt definieren.
Betrachten wir das Wahrscheinlichkeitsmaf

dpld] = plo1Dé : (f)u = / auld] f. (4.2)

Die Entropie (Sp) fiir dieses Maf ist definiert als

S = — / dulé] log plé]. (4.3)
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Die Zustandssumme (Z) 148t sich aus dem Variationsprinzip (siehe C) bestimmen

i/rif [(S)y, — SBu) = —log Z. (4.4)
Im klassischen Grenzfall steht kein Sp in dieser Formel (Sp entspricht ASp und i — 0). Liegt
keine Entartung vor, so wird das Infimum dann durch ein DIRAC-Mafl mit dem Trager ¢ = ¢g
erreicht, wenn ¢y die Wirkung minimiert. Nur im Falle der Entartung des Minimums muf
man auch im klassischen Grenzfall die Prinzipien der Statistik beriicksichtigen.
Auch das Erzeugendenfunktional (Z]j]) und das SCHWINGER-Funktional (W [j]) ergibt sich
auf die gleiche Weise aus dem Variationsprinzip

i%f [<S>u - SBu — /d:r j(@(gb(w))u] = —log Z[j] = —W[j]. (4.5)
Es gilt .
WU wnd WL e
Sy = (00 wd s = (0@)ol) — (9 olw)) = 0 (4.6

Damit ist W[j] konvex.

Die effektive Wirkung I'[¢] gibt auf dhnliche Weise Auskunft iiber den Vakuumerwartungs-
wert, wie die klassische Wirkung den Zustand des Systems bestimmt. Das Minimum der
effektiven Wirkung ist der Vakuumerwartungswert. Die effektive Wirkung ist definiert als

() = inf [(S), — Smul(é)s = 3] (4.7)

I'[¢] ist die LEGENDRE-Transformierte von W/[j]: (¢ und j sind konjugierte Variablen.)

I[g] = sup [ /da:j<w>¢><x>—wu<x>@ . W) = sup [ /da:j<x>¢<x>—r{¢]] (45)

J ¢

Umgekehrt kann man damit W[j] durch LEGENDRE-Transformation aus I'[¢] erhalten, da
W{j] konvex ist. Diese Aussage beweist man leicht durch

/da:j(x)qz_ﬁ(:v)—W[j] = mf[ w— SBu+ /dmy <¢>u)}
< inf [(S) — SBul(e) u—ab(w)]zf[eb]- (4.9)

Das Gleichheitszeichen gilt dann, wenn (¢), = = ¢. Eine andere Mdoglichkeit fiir einen Beweis
ist, die Zwangsbedingung (), = = ¢ durch den LAGRANGE- Multlphkator j(x) in das Variati-
onsprinzip zu integrieren (I'[¢] = inf,[sup;{(S), — S, + [dz j(z)(d — (9))}]).

Die Menge der zur Bestimmung der Infimums in (4.7) zur Verfiigung stehenden Mafle
wird nun eingeschriankt. Das daraus resultierende Infimum ist damit grofler oder gleich dem
urspriinglichen Infimum. Man 148t in der Molekularfeldnéherung nur die Mafle zu, die auf dem
Gitter keine Kopplung unterschiedlicher Gitterpunkte (Ableitungen) enthalten. Die Menge
dieser Mafle sei P. Auf diese Weise erhélt man als Naherung der effektiven Wirkung

Parr[6] = inf () — Seul(@) = 9] (4.10)
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4 Die Molekularfeldnédherung

Daraus ergibt sich

1

(Sh= [t |5T00N,2 +u(ot))| mit ule) = d(( ), ~ (012) + (VO (410

Die effektive Wirkung in dieser Ndherung ist damit

Dueld] = [do 3(Va(e))? + Uold (4.12)

uo(¢) = inf [u(¢) + (logp())ul(®)n = ¢] ; Uolé] Z/dw uo(p(r)).  (4.13)

neP

Analog zur bisherigen Vorgehensweise erhélt man hier

wo(j) =log 20(7) 5 20(§) = / dg 0~V = / d 17701, (4.14)

Da die Pfadintegrale faktorisieren, erhélt man an jedem Punkt ein gewohnliches Integral. wug
ist aber nun nicht mehr die LEGENDRE-Transformierte von wy:

ug(¢) = do + sup [i6 — wo(4)] - (4.15)

Das Feld ¢ wird als konstant angenommen (V¢ = 0), wodurch I'y;p gleich Uy ist. Dies ist
eine Art Homogenitdtsbedingung an das mittlere Feld, die man im Falle des thermischen
Gleichgewichtes stellt. Die effektive Wirkung in der Molekularfeldnéherung soll allerdings
wie die urspriingliche effektive Wirkung konvex sein. Deswegen verwendet man als effektive
Wirkung in der Molekularfeldn&herung eigentlich die konvexe Hiille von Uy. Man erhélt sie
durch zweimaliges Anwenden einer LEGENDRE-Transformation (I yrp = £2(Up)).

4.2 Herleitung aus der Gitterformulierung der Quantenfeldtheorie

In diesem Kapitel wird neben einer anderen Variante der Herleitung auch gezeigt, wie man das
Verfahren im Falle endlicher Temperaturen anwenden kann. Die Modifikationen die man an
dem Verfahren im Falle endlicher Temperaturen durchfiithren muf}, ergeben sich am einfachsten
aus der Gitterformulierung.

Man betrachtet ein endliches Volumen, dessen Groéfle sich proportional zur inversen Tem-
peratur verhélt (2 = 8V). In diesem Falle ist das SCHWINGER-Funktional

1 .
Wi = g log /Dqs e~ S101+i Jdo ¢(x) (4.16)
Hierbei wird schon von Anfang an eine Unabhéngigkeit der Quellen vom Ort vorausgesetzt.
Dies impliziert automatisch eine Ortsunabhéngigkeit der zu j konjugierten Felder ¢ (Ho-

mogenititsbedingung). Weiterhin fithrt man das effektive Potential unter Nebenbedingungen
(constraint effective potential - CEP) ein

U(p) = —% log /Dqs 5 (% /da: o(x) — ¢> e~Stel, (4.17)

Da aus diesem Potential das effektive Potential und die SCHWINGER-Funktion berechnet
werden kann, kann man statt dieser Potentiale auch nur das CEP betrachten. Fiir sehr grofle
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Volumina gleichen sich CEP und effektives Potential. Auf dem Gitter wird die Wirkung
dargestellt als
1
S0l =5 D (01— )* + D V(@0). (4.18)
(i) i
Dabei wurden die Kopplungskonstanten und die Felder reskaliert. Der Index ¢ lduft {iber alle

A = N9 Gitterpositionen. In der Summe des ersten Terms z&hlt j alle néchsten Nachbarn.
Auf diese Weise erhélt man das SCHWINGER-Funktional und das CEP

W] og/Hd¢ e? 24519l und U(¢ :——log/qubZ <%Zgbi—q_§>e s

Ersetzen wir nun in der Wirkung die Wechselwirkung mit den néchsten Nachbarn durch die

Wechselwirkung mit dem mittleren Feld, M = #, so erhélt man

So = —dAM? +) " (dé} + V(). (4.19)
Unter dieser Voraussetzung ist das CEP

Uo(¢) = —do + sup;j[ip — Wolj]] (4.20)

mit
Wolj] :log/Hdgzbi exp [jZ(bi—So[d)]] . (4.21)

Den Beweis dafiir werden wir in einem etwas allgemeineren Falle erbringen. Die Moleku-
larfeldnéherung ist in der bisher behandelten Form noch nicht fiir den Fall endlicher Tem-
peraturen geeignet, da mit der Abhingigkeit von der (imaginéiren) Zeit auch die Tempera-
turabhéngigkeit verloren geht. Die Dynamik und damit die Wechselwirkungen der néchsten
Nachbarn miissen wenigstens in der imagindre Zeitrichtung erhalten bleiben. Lassen wir al-
so die Wechselwirkung in p Richtungen (¢ = d — p) bestehen und zerlegen das Gitter in
A=A, x Ay p=0 ergibt damit den oben behandelten Fall. Man erhélt

Sp = % > (¢ —¢5)7 = (d—p)AM® +> ((d - p)¢; + V(). (4.22)
(i5) i

Das CEP ist in dieser Ndherung

0@ = —xos [Tlaon [T o0 {1 o] 5 | 1= 66| 500

jEAq p kEA quAq
_ 1 - B ~'

= —(d—p)¢2—xlog/H do; 5( Z@ ) AU (1)

i€,

1

= —(d-p)é* - Klog/H dg; A /dk: eiMkg—ikhy B, 6i=ApUp (1)

€N,
= —(d—-p)¢’ - %log [A /dkz eA("k‘EJFWP[""“D} . (4.23)
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Dabei wurde die FOURIER-Darstellung von ¢ verwendet. 0p(55) ist das oben behandelte CEP
(Up) in p Dimensionen. Das zugehorige SCHWINGER-Funktional ist
1 .
Wy (4) = 1~ log / [ do; & 2@kl (4.24)
P JEAp

Fiir ein sehr grofies Volumen kann man den Exponenten in (4.23) durch den Wert am Sattel-
punkt ersetzten

Up(9) = —(d = p)¢” + sup[jd — W, (j)]- (4.25)

4.3 Herleitung durch Sattelpunktsnaherung in der Zustandssumme

In diesem Kapitel gehen wir nach dem in [49] vorgestellten Verfahren vor, um die Mole-
kularfeldniherung einzufithren. Um jedoch den AnschluB an die bisherigen Uberlegungen
sicherzustellen, miissen zuvor noch einige Grundlagen des Verfahrens erarbeitet werden.

Hier gehen wir von der Zustandssumme Z = [D¢ eS¢ also dem Erzeugendenfunktional
bei 7 = 0, aus. Eine Art klassisches Analogon ist, wenn nicht durch Entartung von Zustéinden
auch im klassischen Fall statistische Betrachtungen notig sind

Z = VU= — exp(— m(gn S[o])- (4.26)

In der Quantentheorie gilt diese Formel nicht, da durch die Quanteneffekte immer , stati-
stische* Betrachtungen notwendig sind. Aber man kann nach einer effektive Wirkung I'[¢]
suchen, die in der Quantentheorie diese Eigenschaft der klassischen Wirkung besitzt

Z = exp(—m(gn I[¢]) dh. W[j =0] = —m(;n INIR (4.27)

Dies ist dann der Fall, wenn I'[¢], wie oben erwéhnt, die LEGENDRE-Transformierte von
W j] ist. Wenn man eine Sattelpunktsnéherung von der Zustandssumme macht, sieht man
leicht, dal in erster N#herung die effektive Wirkung gleich der (klassischen) Wirkung ist.
Diesen Zusammenhang werden wir spéter genauer behandeln, wenn es um ein allgemeines
Néherungsverfahren geht.

Wir gehen davon aus, daf sich die Wirkung in einen nicht-lokalen Anteil A({¢;}, {¢?},...,
{#¥}) und einen lokalen Anteil aufspalten lit. (Die Schreibweise soll andeuten, dafl mit {¢¥}
Potenzen von Feldern am gleichen Ort gemeint sind, da in A auch Produkte von Feldern
an verschiedenen Orten auftreten.) Der lokale Anteil ergibt ein MaB dp[¢] = D¢ e =509 =
[1; dple:] (Zo = [dp[¢] und der Index i soll von 1 bis N — oo gehen). Es gilt

z = [Tldstod exp [-A((6)..... {61)]

, (1) 5:(D)
i Yj
/||dp[¢z] /| [ d6dj}"” exp
i 3l

—A{i},- A + D3 (o — o)

= /Hd¢>§-”dj§” exp [~A({S5}, - {681 = Y i + 3 w5V, ..., i)
n,m 7

Jl
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(Die Indizes j und m laufen von 1 bis N; [ und n von 1 bis k.) Ein Feld gEEn) wurde fiir jede
Potenz von ¢; eingefiihrt, die im nicht-lokalen Anteil der Wirkung steht. Auflerdem wurde
5(p—¢)= [dj ¢ (#=9) verwendet. wy ist definiert als

ewo[ji(l),---vji(k)] — /dp(@) el ¢i‘jz‘(l) (4.28)

In dieser Form verwendet man eine Sattelpunktsndherung von Z:

Zrexp{ —A{Gd A D= S508) + S w9 Y (4.29)

il

(1 .
Dabei sind die qﬁz(. ) und die j ® Losungen des Gleichungssystems (Sattelpunktsbedingungen)

%

- ~(k) . .(k)
aA({qbz},._-(l-),{qﬁi D _ _i0 Owolji,- - Ji ") _ 3. (4.30)
o

Die Sattelpunktsbedingung kann man aber auch in anderer Form aufschreiben:

Z = expqsw | =A{o {8 —inf | 375060 =S w5
{0} il i

= exp{—r?qg? A({Si}, . {0 +Z%<¢>i,...,¢>§’“>] } (4.31)

Yo ist wieder die LEGENDRE-Transformatierte von wg (I'p = ), Yo(®s, - . . ,qz_SEk)); Wo = >,

wo (s - - s ]Z(k))) Man erhilt daraus eine effektive Wirkung von

Tare({8i},- - {80)) = A}, ., {8)) + To (s ., 6)). (4.32)

Im Falle der in diesem Kapitel verwendeten skalaren Feldtheorie und bei einem homogenen
mittleren Feld ¢ (0,¢ = 0) ist

A({¢:i})

D bidj =) dd}
(5) g
Tyr = > yur(é:)

mit yprrp(¢) = —dd+ (). (4.33)

Zu dieser Herleitung folgen hier noch einige erginzende Bemerkungen: Die Annahme ¢; =
gz_bj wurde in allen drei Herleitungen der Molekularfeldndherung verwendet. Ohne sie wiirden
die Gleichungen (4.30) eine Verkniipfung unterschiedlicher Gitterpunkte beinhalten. Die ein-
zelnen Potenzen des Feldes ¢; (am gleichen Ort) werden hier getrennt behandelt (ein Strom
7O und ein Feld ¢U fiir jede Potenz). Dies liegt daran, daf man zwar die Korrelationen
zweier verschiedener Gitterpunkte als klein annehmen kann ((¢;¢;) = (¢i)(¢;)), es jedoch im
allgemeinen immer Autokorrelationen gibt ((¢p?) # (¢;)(¢:)). Es besteht noch eine gewisse
Uneindeutigkeit bei der Definition von A, da man durchaus noch lokale Anteile von Sy zu A
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hinzufiigen kann. Man kann aber zeigen, daf§ dies auf zu (4.30) dquivalente Sattelpunktsbe-
dingungen fiithrt. Es sei

Ao}, {ol") = A({¢i},---,{¢f})+cz¢ﬁ
und @y = /HP[‘Z’Z] o~ Solbl-C3Z; di+3; anji(m%;"_ (4.34)

i(l) = —C', und man erhélt wieder

(k)

i

Ist [ groBer als k, so gilt nach den Sattelpunktsbedingungen j

dieselben Gleichungen, da wg(j;, . .. ,jz-(k),ji(l) =-C) = wo(Ji,---,J

). Wenn [ kleiner oder
gleich k ist, erhilt man durch eine einfache Verschiebung der Stréme (j — ji(l) — () wieder

die urspriinglichen Sattelpunktsbedingungen

’J)O(ji»- .. 7ji(l) - 07 ) 7]7,(k)) = lU(](ji, cee 7.]7,(k))
DA({bi}, ..., {oF OA({ i}, ..., {oF ,
(G)enlol) AR ) (0 (g
a@ aqbi

Durch die Sattelpunktsnéherung erhélt man zunéchst nur W = log Z, das von keinem Pa-
rameter mehr abhéngt. Die Parameter werden durch das Gleichungssystem (4.30) eliminiert.
Eliminiert man jedoch nur durch die erste Bedingung j, so erhélt man das bekannte Resultat
I'[¢]. Die zweite Bedingung setzt den Vakuumerwartungswert auf das Minimum dieser Funk-
tion. Zur Untersuchung von Symmetrien und (spontan) gebrochenen Symmetrien ist es oft

hilfreich, die Funktion I'[¢] statt W zu untersuchen. Gebrochene Symmetrie 1&8t sich dann
an der Form der Funktion erkennen. Dieses Verfahren wird auch in Kapitel 6.2.4 verwendet.

4.4 Zusammenfassende Bemerkungen und Aussagen iiber spontan
gebrochene Symmetrie mit Hilfe der Molekularfeldndherung

Im wesentlichen erhélt man durch alle drei Verfahren das gleiche Ergebnis. Alle drei Verfah-
ren verwenden mehr oder weniger explizit eine Gitterformulierung, um eine Unterscheidung
zwischen dem lokalen und dem nicht-lokalen Anteil zu treffen. Man kann das Ergebnis je-
doch auch den Grenzfall eines unendlich groflen Volumens und unendlich vieler Gitterpunkte
betrachten. Durch die in allen Verfahren verwendete Homogenitétsbedingung erhilt man an
jedem Gitterpunkt die gleiche nulldimensionale Feldtheorie. Aus Pfadintegralen werden also
gewohnliche Integrale.
Betrachtet man eine allgemeine effektive Wirkung der Form

rld) = Y2(5(09)° + U (). (136)

T

Eigentlich ist dies schon eine Einschriankung, da durchaus auch noch andere Ableitungsterme
auftreten konnen. U(¢) ist das effektive Potential. Wenn die Homogenititsbedingung 8,@5 =0
gilt, so sind effektive Wirkung und effektives Potential gleich. Die Homogenitéitsbedingung
kann man als eine Art Minimierung des ersten Termes verstehen.

Betrachtet man ein Modell mit einer Zs Symmetrie (¢ — —¢), so werden S, V, I und U
dieser Symmetrie gehorchen. Klassisch betrachtet man die Symmetrie als spontan gebrochen,
wenn es zwel Minima bei ¢ = ¢ und ¢ = —c gibt. U gehorcht dann zwar noch der Symmetrie,
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aber der Grundzustand des Systems liegt in einem der beiden Minima und verletzt damit die
Symmetrie. Etwas anders ist dies in einer Quantentheorie. Auf einem endlichem Gitter ist
U(¢) analytisch, konvex und symmetrisch. Deswegen ist (¢) immer Null, und es kommt zu
keiner spontan gebrochenen Symmetrie. Bei einem Gitter mit unendlich vielen Gitterpunkten
ist U(¢) aber nicht mehr analytisch. Da das effektive Potential immer noch konvex sein
muB, gibt es nun die zusétzliche Moglichkeit eines effektiven Potentials, das im Intervall
[—c, c] konstant ist. Bei einem solchen effektiven Potential gilt im Falle einer Quantentheorie
die Symmetrie als spontan gebrochen. Die beiden Endpunkte —c und ¢ korrespondieren mit
zwei Gleichgewichtszustéinden. Die Zustéinde dazwischen resultieren aus Linearkombinationen
dieser beiden Zusténde.

Das Potential Uy ist im allgemeinen nicht konvex. Man verwendet deswegen eigentlich
immer die konvexe Hiille von Uy als effektives Potential in der Molekularfeldnéherung. Aber
auch aus Uy 148t sich erkennen, wann die Symmetrie spontan gebrochen ist. Die Symmetrie
gilt in dem hier behandelten Falle als spontan gebrochen, wenn es zwei gleiche Minima von
Uy gibt. Statt Uy kann man auch ug verwenden, da das Potential an jedem Gitterpunkt gleich
ist.

Die LEGENDRE-Transformation wird im allgemeinen wie folgt ausgefiihrt: Man 16st die
Gleichung ¢ = IWolil nach jl@] auf und erhalt

aj
Lol¢] = jlolé — Wljlgll. (4.37)
Wenn wug(¢ = v) ein Minimum ist, so gilt (da ug = —2dv + 79 und 7y die LEGENDRE-
Transformierte von wy)
0 = ug(v) = j(v) = 2dv. (4.38)

Da aber aus der Minimierung von ug folgt, dal v gleich (¢) ist, so gilt

o Jdg getesal®)
v= wO(] — QdU) - qub 6211@—80((1?) . (439)

Dies ist die sogenannte Selbstkonsistenzgleichung. Sie hat immer die Lésung v = 0. Ob sie noch
andere Losungen hat und ob fiir diese ug(v) < up(0) gilt (also ob die Symmetrie gebrochen
ist), hiingt meist davon ab, ob uy am Ursprung konkav ist (ug(0) < 0). Dies bedeutet aber

- 1
—2d H(p=0)=-2d+ ———-—— <0. 4.40

Man erhélt als hinreichende aber nicht notwendige Bedingung fiir die Brechung der Symmetrie
in der Molekularfeldnéherung

_ [fdo P2e—50(9)

= i oo = (¢?) > 1 (4.41)

/"
wy (0) od"

Es ist bekannt, daf3 die Molekularfeldniherung besser wird je mehr néchste Nachbarn vor-
handen sind, das bedeutet die Néherung wird besser, je grofler die Dimension ist. In diesem
Falle ist es nicht sinnvoll, die Ndherung in ein- und zweidimensionalen Systemen zu verwen-
den. Da es hier aber um grundsétzliche Aussagen sowie um die generelle Verwendbarkeit der
Molekularfeldndherung und nicht um genaue Aussagen iiber den Punkt des Phaseniibergangs
gehen soll, ist die Anwendung der Molekularfeldnéherung in niedrigen Dimensionen legitim.
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Die Molekularfeldniherung ist dem Limes starker Kopplung verwandt, da man auch dort
im Endeffekt ein nulldimensionales Modell betrachtet. Es gibt jedoch zwei wesentliche Unter-
schiede. Zum einen wird im Limes starker Kopplung die Autokorrelation nicht beriicksichtigt,
zum anderen gilt dort die Homogenitétsbedingung nicht mehr. Im Limes starker Kopplung
hat man an jedem Gitterpunkt ein unabhéngiges System. In der Molekularfeldndherung ist
die Kopplung der Systeme so stark, dafl man an jedem Gitterpunkt das gleiche System erh#lt.
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5 Zur Existenz einer supersymmetrischen
Molekularfeldnaherung

Fiir ein Modell mit bosonischen Feldern ist die Molekularfeldnéherung bekannt. Nun soll sie
moglichst so auf den fermionischen Anteil eines supersymmetrischen Modells ausgedehnt wer-
den, dafl die Supersymmetrie erhalten bleibt. Natiirlich ist die volle Supersymmetrie nicht
mit der Ndherung vereinbar, da in den Transformationen Ableitungen auftauchen. In der Git-
terformulierung bedeutet dies, daf3 die Supersymmetrie Felder an unterschiedlichen Punkten
miteinander verbindet. Man kann also nur eine Symmetrie an jedem Gitterpunkt verlangen.
Diese soll im néchsten Kapitel genauer definiert werden. Um zu iiberpriifen, unter welchen
Umstédnden sich Molekularfeldndherung und Supersymmetrie miteinander verbinden lassen,
benétigen wir weiterhin eine genaue Definition dessen, was wir unter einer Molekularfeldn dhe-
rung verstehen. Wir miissen Eigenschaften der Ndherung festlegen, um zu entscheiden, wann
eine solche Ndherung noch méglich ist. Diese Festlegungen sind gleichzeitig die Voraussetzun-
gen fiir die spateren Aussagen beziiglich der Existenz der Molekularfeldnéherung.

Es gibt zwei verschiedene Wege zu einer supersymmetrischen Molekularfeldn&herung zu
gelangen. Man kann versuchen, die bosonische Néherung mit fermionischen Termen so zu
erweitern, dafl ein supersymmetrisches Modell entsteht. Der andere Weg besteht darin, erst
eine fermionische Variante der Molekularfeldndherung zu konstruieren, sie durch die bosoni-
sche Naherung zu ergéinzen, und sie dann auf die Vereinbarkeit mit der Supersymmetrie zu
untersuchen.

5.1 Supersymmetrie an einem Gitterpunkt

Die Supersymmetrie an einem Gitterpunkt ergibt sich aus der vollen Symmetrie durch ein
Verschwinden der Ableitungen. On-shell kann weiterhin das Superpotential in den Transfor-
mationen beim Ubergang zur Supersymmetrie an jedem Gitterpunkt verindert werden. Eine
solche Verdnderung ist im Falle der Molekularfeldndherung auch zu erwarten, da durch diese
Naherung Teile der kinetischen Terme zum Potential hinzugefiigt werden. In 1 + 1 Dimensio-
nen erhélt man (off-shell):

§A = Byt 0A = Py
§p = (idA+F)pB ., 0 = Fp (5.1)
§p = BindA+F) op = JBF ‘
F = 1B SF = 0.

On-shell gelangt man durch die Ersetzung F' = —W , wo hingegen in der vollen Supersym-

metrie (1 + 1 Dimensionen) F' durch —W' ersetzt wird. Eine invariante Wirkung fiir diese
Transformationen ist

S = (W'(A)? + W"(A)dy.. (5.2)
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Das Ziel, das man mit Hilfe der Molekularfeldnéherung letztendlich erreichen mdochte, ist, wie
im Falle endlicher Temperaturen iiblich, die Zeitrichtung von der Nédherung auszunehmen.
Damit man in diesem Falle ein eindimensionales supersymmetrisches Modell erhélt, mufl man
die oben definierte Supersymmetrie an jedem Gitterpunkt fordern.

Diese Form der Supersymmetrie soll hier als nulldimensionale Supersymmetrie bezeichnet
werden. In null Dimensionen existieren keine Spinoren, deshalb kann keine Supersymmetrie
konstruiert werden. Hier soll also unter nulldimensionaler Supersymmetrie eine Symmetrie
verstanden werden, die, wie oben beschrieben, aus der vollen Supersymmetrie hervorgeht.
Dadurch wird bei Einschrénkung der Ndherung auf die rdumliche Dimension (in 1+ 1 Di-
mensionen), dhnlich der dimensionalen Reduktion, ein eindimensionales supersymmetrisches
Modell aus einem zweidimensionalen erzeugt. Anders ausgedriickt: Die volle Supersymmetrie
bleibt erhalten, wenn man nach der Ndherung von konstanten Feldern ausgeht.

Es wird verlangt, dafl diese Symmetrie fiir Sy[¢] gilt, so dal auch Wy[j] die Symmetrie
erfiillt. Dadurch gilt sie auch fiir die genéherten mittleren Felder, und die WARD-Identit&ten
sind auch nach der Néherung erfiillt.

5.2 Bedingungen an eine supersymmetrische
Molekularfeldndherung

Die hier aufgefithrten Bedingungen sollen Kriterien dafiir liefern, wann eine Néherung als
supersymmetrische Molekularfeldnidherung bezeichnet werden kann, und wann eine solche
Naherung nicht existiert.

Die N#herung soll die folgenden Bedingungen erfiillen (beziiglich der Wirkung Sp):

1. Durch die Ndherung werden die kinetischen Terme (Ableitungen) in der LAGRANGE-
Dichte durch lokale Terme (im Idealfall die lokalen Anteile der Ableitungen) ersetzt. Es
treten damit keinerlei Wechselwirkungen unterschiedlicher Gitterpunkte mehr auf.

2. An jedem Gitterpunkt soll die nulldimensionale Supersymmetrie gelten.

3. Beim Verschwinden der fermionischen Felder soll man als Ergebnis die bekannte boso-
nische Ndherung erhalten.

4. Die Terme, die statt der kinetischen Terme hinzukommen, sollen keine Kopplungen
zwischen Fermionen und Bosonen enthalten.

Es wird sich jedoch zeigen, daf} eine solche N&herung nicht existiert.

5.3 Supersymmetrische Erweiterung der bosonischen Naherung
durch fermionische Terme

Hier wird nun eine Erweiterung der bosonischen Mean-Field-LAGRANGE-Dichte (und der Wir-
kung Sp) gesucht, so daB sich ein supersymmetrisches Modell an jedem Gitterpunkt ergibt.
Die genéherte bosonische Wirkung (EUKLIDisch) ist gegeben als

So = Z [QA? + %(W,(Ai))Q — KA (5.3)

7
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5 Zur Existenz einer supersymmetrischen Molekularfeldn&dherung

oder als
1
_ 2 2 Y
So = g 247 — 2AM* + E §(W’(Al)) (5.4)
_ E-Ai
M = - (5.5)

In (5.3) kann man den Stromterm und in (5.4) das mittlere Feld M zunéchst vernachléssigen.
Die Stromterme kann man spéter, wie in Kapitel 2.8.4 beschrieben, hinzufiigen, und das
mittlere Feld mufl die WARD-Identitéiten erfiillen. Also ergibt sich die Frage, wie man aus
der verbleibenden bosonischen Wirkung durch Hinzufiigen von fermionischen Termen eine
supersymmetrische Wirkung (nulldimensional) konstruieren kann. (15t entspricht 2itpy1)o .)
Fir die Wirkung S(A, 1) dieser Ndherung mufl gelten

So(A, ) =242 + %(VV’(A))2 + (Fermionenterme) = %W’(A) + %W”(A)z/}y*w. (5.6)

Das bedeutet

W/(A) = AAZ+ (W/(A))?
W(4) — % ¢4A2+1(W/(A))2 (2W'W" 1 84). (5.7)

Also ist die erweiterte Wirkung

(W'(A;)W"(A;) +4Ai)1[}7*¢ . (5.8)

So = 2A§+1W’Ai 2+
' Z (V) \/4A§+(W’(Ai))2

Da#f sich diese Ndherung nach den bekannten Verfahren aus den kinetischen Termen der Fer-
mionen ergibt, ist zu bezweifeln. (In Kapitel 5.4 wird dies nidher untersucht.) Fiir ein freies
Modell ergeben sich nur Korrekturen der Masse der Fermionen, aber bei anderen Modellen
bleiben die Wurzelterme bestehen. Die entstehenden Korrekturen ((W” — W )iv,1)) bein-
halten im allgemeinen Kopplungen zwischen Fermionen und Bosonen. Deshalb ist dies keine
supersymmetrische Molekularfeldndherung im Sinne von Kapitel 5.2.

Um diese Tatsache zu verdeutlichen betrachten wir das Superpotential W = %A2 + %A?’ .
Es ergibt sich die LAGRANGE-Dichte

1 ) — _ _
L= SOAP + S0d v+ mPA? + 2mg A + g A" 4 mipyp + g Ay (5.9)

Die Korrekturen durch die Autokorrelation im Rahmen der Molekularfeldndherung kénnen in
diesem Modell als Korrekturen der Masse m? aufgefait werden. Dies bewirkt jedoch nicht nur
eine Verdnderung der Masse von Fermionen und Bosonen, sondern auch eine Veranderung der
Kopplungskonstante fiir A%. Diese kann aber nicht auf Niherungen des kinetischen Termes
zuriickgefithrt werden.

Das gleiche Problem ergibt sich, wenn man die off-shell LAGRANGE-Dichte betrachtet. Eine
LAGRANGE-Dichte, die zu einer beziiglich der Supersymmetrie an jedem Gitterpunkt invari-
anten Wirkung fiithrt, ist hier

L=W(¢)F — %FQ + W (¢)ys1p + (beliebige Terme in F). (5.10)
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5 Zur Existenz einer supersymmetrischen Molekularfeldn&dherung

Bei den , Termen in F“ kann es sich nur um maximal quadratische Terme in den Hilfsfeldern
handeln (KF + GF? mit K und G Konstanten), da sonst die Hilfsfelder keine rein algebrai-
schen Bewegungsgleichungen haben. Nach der Ersetzung der Hilfsfelder ergibt sich daraus

E = g (7002 + KW — 5 (W) + 2KT7(0) + K7) ) + Wi
— g (GO - 3K2) + Wi, (5.11)

Die zwei Konstanten, die man durch die zusétzlichen Terme der Hilfsfelder hinzugewonnen
hat, reichen jedoch im allgemeinen nicht aus, um trotz der oben beschriebenen Schwierigkeiten
zu einer supersymmetrischen Molekularfeldnéherung zu gelangen.

Es gibt zwei Moglichkeiten das neue Superpotential W aus W zu erzeugen. Entweder man
verlangt, dafl sich fiir die Bosonen nur eine Massenkorrektur und keine Verdnderung von
Kopplungen ergeben. Dann erhilt man fiir die Fermionen das unbefriedigende Resultat (5.8).
Oder aber man setzt voraus, dafl sich fiir die Fermionen nur eine Massenkorrektur ergibt, da
auch die Fermionen in den kinetischen Termen quadratisch auftauchen. In diesem Falle wiirde
man W(¢) = W(¢) + C¢ (C Konstate) setzten. Dann ergibt sich jedoch

L= S(W(9) + AGW(6) + (W"(6) + A)irav. (5.12)

Dies bedeutet im allgemeinen eine Verdnderung der Kopplungskonstanten des Feldes ¢ und
nicht nur eine Korrektur der Masse. Wenn die Felder der Fermionen verschwinden, so erhélt
man dadurch nicht die bekannte bosonische Naherung.

Es gibt also keine Moglichkeit, die Autokorrelationen sinnvoll (das bedeutet nicht nur in
einem freien massiven Modell) in das Superpotential einzubinden. Sie verletzen die Super-
symmetrie.

5.4 Eine Molekularfeldndherung fiir Fermionen

In Falle von fermionischen Feldern mufl man sich natiirlich ein paar Gedanken um die grund-
sitzliche Existenz und Bedeutung von einem effektiven Potential machen, da ein klassisches
Analogon von fermionischen Feldern nicht existiert. Darauf werden wir spéter eingehen.

Unabhéngig davon kann man zunéchst versuchen, wie bei der bosonischen Molekular-
feldnéherung vorzugehen. Setzt man den kinetischen Term der Fermionen auf das Gitter,
so erh&lt man

Sowroui =Y o (vhor—vlee). (5.13)
7 B (i) i,5€EAL

Die zweite Summe geht dabei iiber alle nichsten Nachbarn in der p-Richtung (j =i — 1 fiir
die Linksableitung). Mit Hilfe eines faktorisierenden Mafles erhilt man daraus

O oy o) =) ((1/13707”?,/)0 - WDWOV”(%‘» : (5.14)
[ W (ij) i,5€AL

Der erste Term liefert wie im bosonischen Falle einen zusétzlichen Beitrag zur Wirkung. Fiir
MAJORANA-Fermionen verschwindet dieser Term. In der Molekularfeldnéherung ist es tiblich,
nach der Ndherung, die auf einer Gitterformulierung aufbaut, wieder den Limes eines unend-
lich groflen Gitters zu betrachten. Dies ist bei Bosonen moglich, da jeder der beiden Terme, in
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5 Zur Existenz einer supersymmetrischen Molekularfeldn&dherung

die die Ableitung aufgespalten wird (lokaler und nicht-lokaler Anteil), die LORENTZ-Invarianz
im Kontinuumslimes nicht bricht. Fiir Fermionen ist dies jedoch anders. Nur der gesamte ki-
netische Term ist LORENTZinvariant aber im allgemeinen nicht sein lokaler und nicht-lokaler
Anteil. Man erhélt dadurch im Kontinuumslimes einen nicht LORENTZinvarianten Beitrag zur
Wirkung.

Der zweite Term hat dieselbe Bedeutung wie d¢? im bosonischen Falle. Allerdings ver-
schwindet das mittlere Feld der Fermionen auch, wenn man den nicht LORENTZinvarianten
Beitrag des ersten Terms zur Wirkung berticksichtigt. Damit ist hier gemeint, dafl der Vaku-
umerwartungswert (ohne Strome) verschwindet. Man kann einen Stromterm in Form von
9 + 9 (fermionischer Strom ¥: MAJORANA-Fermion, wenn ¢ MAJORANA-Fermion ist)
zur Wirkung hinzufiigen. Damit ergibt sich ein SCHWINGER-Funktional W[dJ,9] ~ JMd
(M Matrix). Analog zur LEGENDRE-Transformation bei den bosonischen Feldern setzt man

() = %ﬁg”ﬂ ~ ¥ und (¢) = —%g’ﬂ] ~ ¥. (Dies ist als eine Art ,Minimierung® von
I{) + ()9 — W, 9] beziiglich ¥ und ¥ zu verstehen, aus denen sich (1, 1) und (2, 1))

ergeben.) Damit ergibt sich fiir diese Art von effektivem Potential

LI}, ()] = min [3(6) + (5)9 — WIB,9]] ~ (5)M'(0). (515)
Das Minimum von T' beziiglich () und (i) liegt immer bei (3)) = 0 und (1)) = 0. Dies
gilt auch, wenn man einen zusétzlichen Term <1pj )70 Zu v {(1p;) zur Wirkung hinzufiigt. In
diesem Sinne kann man auch fiir die fermionischen Felder eine effektive Wirkung einfiihren.
Als Resultat erhélt man jedoch nur die Bedingung, dafi der fermionische Erwartungswert
verschwindet.

Man kann auch andere Diskretisierungen der Ableitung von Fermionen betrachten. Spaltet
man eine solche Diskretisierung in einen lokalen und einen nicht-lokalen Anteil auf und ver-
langt die Homogenitét des mittleren Feldes ((1;) = (1)), so erhélt man immer Beitrége zur
Wirkung (Sp) der Form Y, 1;7,%; (lokaler Anteil) und statt d¢? im bosonischen Falle einen
Beitrag Y, (¢;)7,(¥:) (verschwindet da die mittleren Felder null sind) fiir Uy. Am besten ist
es, wenn der nicht LORENTZinvariante Beitrag zur Wirkung auch fiir DIRAC-Fermionen ver-
schwinden wiirde. Dies ist zum Beispiel dann der Fall, wenn man die symmetrische Ableitung
0=>, % (iy1 — ¥i—1) verwendet. In diesem Falle existiert kein lokaler Anteil. Da aufler-
dem die mittleren Felder von Fermionen am Minimum der effektiven Wirkung vernachléssigt
werden konnen, ergibt sich auch kein Beitrag aus dem nicht-lokalen Anteil des kinetischen
Terms. Also kommt das Ergebnis einem Verschwinden der kinetischen Terme gleich. Vom
Limes starker Kopplung unterscheidet es sich nur durch die Homogenitétsbedingung, die un-
terschiedliche Gitterpunkte miteinander verbindet.

Wesentlich aussagekriftiger als die oben beschriebene effektive Wirkung T'[(1), (1)] ist eine
andere Form der effektiven Wirkung. Der Erwartungswert des Bilinears (1 (x)v(z)) verschwin-
det im allgemeinen nicht, und da man einen solchen Bilinear von fermionischen Feldern als
bosonisches Feld auffassen kann, gibt es wieder eine gewisse Analogie zur klassischen Wirkung.
Aus einer solchen effektiven Wirkung lielen sich Aussagen iiber Symmetrie und spontan ge-
brochene Symmetrie gewinnen. In der Herleitung von der Molekularfeldnéherung (Kapitel
4.3) werden die Strome nur an die lokalen Potenzen (Produkte von Feldern an einem Ort)
von Feldern gekoppelt, die im nicht-lokalen Anteil der Wirkung auftauchen. Die Kopplung
von den Stromen an die Felder 1) und ¢ sowie den Beitrag aus den kinetischen Termen kann
man vernachliissigen, solange man beachtet, dal (1)) und (¢)) verschwinden. Eine Kopplung
von einem Strom an das Feld ¢ (x)v(z) ist zwar in der Herleitung der Molekularfeldniherung
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5 Zur Existenz einer supersymmetrischen Molekularfeldn&dherung

(Kapitel 4.3) nicht verlangt, da solch ein Term nicht in den kinetischen Termen auftaucht,
aber es lassen sich wesentlich mehr Aussagen aus einem solchen Term gewinnen.

Wenn es nur auf die Ndherung eines Modells, in dem Fermionen und Bosonen auftau-
chen ankommt, und die Supersymmetrie nicht erhalten bleiben muf}, so verwende man am
besten folgende Form des effektiven Potentials, um eine gewisse Ahnlichkeit mit der Moleku-
larfeldnéherung zu erhalten:

Uo(¢, (Y1) = —d&2+su,g [ié + k() — Wo(j, k)] (5.16)
Js

Wo(j, k) = log /H didipydily ¢ % O R iSo o] (5.17)

Solg, b, v] = D (de} + (W () + W (¢)dhih) . (5.18)

)

Aus der Minimierung dieses Potentials kann man dann Aussagen iiber die Symmetrien gewin-
nen. In dieser Arbeit geht es aber um die Eigenschaften supersymmetrische Modelle. Wenn
eine Ndherung die Supersymmetrie verletzt, ist sie somit nicht geeignet fiir diese Betrachtun-
gen.

5.5 SchluBfolgerungen

Zusammenfassend sind also bei den beiden Verfahren zum Aufstellen einer supersymmetri-
schen Molekularfeldndherung, das heifit einer Molekularfeldn&herung, die zu keiner gebroche-
nen Supersymmetrie fiihrt, Probleme aufgetreten. (Hierbei handelt es sich nicht um spontan
gebrochene Supersymmetrie, da die Wirkung die Symmetrie nicht mehr respektiert.) Die
Ergénzung der genédherten bosonischen Wirkung zu einer supersymmetrischen Wirkung fiihrt
auf Wurzelterme im Superpotential. Eine einfache Verschiebung der Masse ist nicht mo6glich,
da dies durch die Symmetrie zu einer Verschiebung von anderen Kopplungskonstanten fiihrt.
Ein wirkliches Analogon zu einer bosonischen Molekularfeldnéherung 148t sich fiir Fermionen
nicht finden. Eine Ndherung, die den Beitrag des kinetischen Terms vollstdndig vernachléssigt,
dhnelt am meisten der bosonischen Molekularfeldnéherung. Wendet man dies jedoch zusam-
men mit der bosonischen Molekularfeldndherung auf ein supersymmetrisches Modell an, so
ist es verstindlich, daf3 die Supersymmetrie gebrochen wird.

Die Schwierigkeiten bei der Herleitung einer Molekularfeldn&herung und die Brechung der
Supersymmetrie im Zuge der Niherung haben im wesentlichen zwei Ursachen. Zum einen sind
es die unterschiedlichen Eigenschaften von Fermionen und Bosonen im Bezug auf die Auto-
korrelationen. Fiir die Komponenten eines Spinors gilt immer 9q(z)1q(z) = 0. Die Moleku-
larfeldnédherung beriicksichtigt nur den Anteil der Autokorrelationen des kinetischen Terms.
Da fiir Fermionen ein gewisser Anteil der Autokorrelationen verschwindet, haben diese An-
teile fiir Fermionen und Bosonen eine unterschiedlich grofle Bedeutung. Zum anderen ist das
Transformationsverhalten von Fermionen unter der LORENTZ-Transformation. W#hrend bei
Bosonen der kinetische Term auch ohne den nicht lokalen Anteil LORENTZ-invariant ist, ist
dies fiir Fermionen nicht der Fall. Ein lokaler Anteil des kinetischen Terms verletzt deswegen
die LORENTZ-Symmetrie.

Bei diesem Resultat mufl man natiirlich fragen, ob nicht einige der Bedingungen in den
Kapiteln 5.1 und 5.2 anders hitten gestellt werden kénnen.
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5 Zur Existenz einer supersymmetrischen Molekularfeldn&dherung

Die Bedingungen aus Kapitel 5.2 stellen eine Definition dessen dar, was hier unter einer
Molekularfeldndherung zu verstehen ist. Man koénnte aber auch ein anderes Ndherungsverfah-
ren betrachten. Das Ziel war es hier, eine supersymmetrische faktorisierende Niherung (an
jedem Gitterpunkt) zu finden:

1 i— 1 IR
5 (0A)" + SUdY + S(W/(A))* + SW Ay ~
ST + 5.0, (5.19)

Einige Moglichkeiten sind dabei:

1) Ableitungen 0 setzen: dann W=Ww (keine gute N#herung, aber vertréglich mit der
Supersymmetrie an jedem Gitterpunkt)

2) Gausssche Néherung: Dann gilt W = Konstante - A2. Die Konstante wird so angepaft,
daf die N&dherung moglichst gut ist. (Eigentlich wird in der GAussschen Né&herung nur
der Potentialterm durch ein GAUSSsches Potential genéhert. Kinetische Terme kommen
in dieser Néherung auch vor. Sie wird im néchsten Kapitel behandelt.)

3) W von Kapitel 5.3 wird mit den bekannten Problemen verwendet.

Keines dieser Verfahren erfiillt die Bedingungen, die an die Molekularfeldnéherung gestellt
wurden. Die Verwendung anderer Ndherungsverfahren sowie eine allgemeine Betrachtung iiber
mogliche Ndherungsverfahren soll erst im néchsten Kapitel erfolgen.

Auch die Bedingungen aus Kapitel 5.1 kann man in Frage stellen. Die Supersymmetrietrans-
formationen konnten unter der Naherung auch in andere Transformationen iibergehen. Ein
Rest der Symmetrie konnte damit in irgendeiner Form bestehen bleiben. Bei der Niherung 1)
in der vorangegangenen Aufzdhlung kann man leicht herausfinden, wie sich die Supersymme-
trietransformationen bei der Naherung veréndern. Dort ist es klar, dafl die Ableitungen in den
Transformationen verschwinden und man deswegen das erhélt, was hier mit nulldimensionaler
Supersymmetrie bezeichnet wurde. Die Molekularfeldnédherung ist aber nur fiir Quadrate der
Ableitungen oder fiir Produkte der Form (Feld) x (Ableitungen vom Feld) definiert. Dort
wird der nicht-lokale Anteil durch eine Wechselwirkung mit dem mittleren Feld ersetzt. Des-
wegen ist nicht klar, was genau mit den Ableitungen in den Supersymmetrietransformationen
unter Molekularfeldnéherung passiert.

Insgesamt ist die Molekularfeldnéherung nicht geeignet, im Falle von supersymmetrischen
Modellen verwendet zu werden.
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6 Allgemeine Betrachtungen zu weiteren
moglichen Naherungsverfahren

Da es offensichtlich Schwierigkeiten mit der Molekularfeldnéherung fiir supersymmetrische
Modelle gibt, werden hier noch weitere Naherungsverfahren aufgefithrt. Dabei sollen gleich-
zeitig generelle Moglichkeiten, die man zum Aufstellen eines Ndherungsverfahrens hat, dar-
gestellt werden. Dieses Kapitel ist zugleich als ein Ausblick gedacht.

6.1 Das effektive Potential und die effektive Wirkung

Wie schon in Kapitel 4.1 erwéhnt ergibt sich das effektive Potential aus einer LEGENDRE-
Transformation des SCHWINGER-Funktionals:

rla] = sup (Wl - [ j(a)0(o)]. (6.1)

J

Daraus folgt die Konvexitét des effektiven Potentials und die Identifizierung seines Minimums
mit dem Vakuumerwartungswert. Weiterhin ist

Willj@)=const

w(j) = — 6.2
() T (62)
die Vakuumenergiedichte unter Anwesenheit von Wechselwirkungen mit einer konstanten

Stromdichte j. Aus der LEGENDRE-Transformation folgt

or
— = —j(x). 6.3
= i@ (63)
Dies zeigt, dafl der Vakuumerwartungswert bei verschwindenden Quellen ein station&rer Punkt
in der effektiven Wirkung ist. Das Vakuum soll translationsinvariant sein. Deswegen ist der

Vakuumerwartungswert ein stationéirer Punkt des effektiven Potentials

F[(I)] |<I>(x):const

V(o) = e . (6.4)
Wie schon erwéhnt gilt die Symmetrie als spontan gebrochen, wenn das effektive Potential ein
von Null verschiedenes Minimum hat, die LAGRANGE-Dichte aber die Symmetrie respektiert.
Auch das effektive Potential spiegelt diese Symmetrie wider, und es existieren zwei Minima, die
im gleichen Abstand auf beiden Seiten des Koordinatenursprungs angeordnet sind. Analog zur
MaxwELL-Konstruktion in der Thermodynamik ist das effektives Potential zwischen diesen
beiden Minima die konvexe Hiille des urspriinglichen effektiven Potentials.
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In der Quantenmechanik erkennt man dies alles sehr deutlich. Man kann dort das effektive
Potential in folgender Weise einfach darstellen ( [7])

Vi) = min[(61H16)l) = (9l6)]

o de(x)
) [/ o (‘ dz

Das klassische Potential habe zwei Minima (Ui, = U(z1) = U(x2)). Zwei Wellenfunktionen
(¢1(x) und ¢2(z)), die einen Erwartungswert (z) in jeweils einem dieser Minima ((z) = z;
und (x) = x2) haben, sollen zu einem Minimum des effektiven Potentials fithren. Dann erhilt
man aber fiir jeden Wert (x) zwischen den beiden Minima den gleichen Wert fiir das effektive
Potential, denn man kann immer eine Wellenfunktion aus einer Linearkombination von den
beiden Wellenfunktionen (a¢q(x)+ Sp2(z)) konstruieren, die einen Erwartungswert zwischen
x1 und z9 hat. Deswegen hat V ((z)) fiir (z) einen Wert, der kleiner oder gleich dem Wert bei
() = x1 und (x) = xo ist.

2
+U<w>r¢<x>|2> (z) = /dx r<z><x>|2]. (6.5)

6.2 Naherungsverfahren

Das effektive Potential ist die LEGENDRE-Transformierte des SCHWINGER-Funktionals (Erzeu-
gendenfunktional). Aus dem Erzeugendenfunktional lassen sich alle N-Punkt-Funktionen be-
rechnen. Umgekehrt kann man das Erzeugendenfunktional konstruieren, wenn alle N-Punkt-
Funktionen bekannt sind. Natiirlich kann man das Erzeugendenfunktional nur in einigen
Fallen explizit bestimmen. Deswegen benotigt man Néherungsverfahren um wenigstens ei-
ne Approximation des effektiven Potentials zu erhalten. Hier werden zunéchst Verfahren zur
Niherung der Zustandssumme, des Erzeugendenfunktionals und des SCHWINGER-Funktionals
aufgefiihrt. Durch die Néherungen des SCHWINGER-Funktionals erhélt man auch eine Néhe-
rung des effektiven Potentials. Fiir einige Aussagen ist der Ubergang zum effektiven Potential
nicht notwendig. Selbst Aussagen {iber spontan gebrochene Symmetrien lassen sich in einigen
Fallen direkt aus der gen#herten Formel der Zustandssumme (Erzeugendenfunktional mit
verschwindenden Strémen) ablesen. Dazu mufl man allerdings oft noch einige Zusatzinforma-
tionen iiber bestimmte Eigenschaften der Symmetrie und die Art der N&herung besitzen.

Hier soll ein Modell mit einem bosonischen Feld ¢ betrachtet werden. Ausgangspunkt fiir
Néherungen ist neben der Wirkung S[¢], deren Zustandssumme und Erzeugendenfunktional
man im allgemeinen nicht berechnen kann, eine Hilfswirkung Sy[¢] deren Zustandssumme
und Erzeugendenfunktional bekannt sind. Man kann nun formal folgende Entwicklung der
Zustandssumme betrachten (AA[¢] = (S[¢] — So[¢])):

k

= exp {—)\A [(%] } eWolil, (6.6)

wobei Zy = [D¢ =0 und Wy[j] = log [D¢ e=073%. Dabei ist allerdings noch nichts dariiber
gesagt, ob die Reihe konvergiert, asymptotisch ist oder divergiert. Auf die gleiche Weise ergibt

K
zZ = /Dgzb e Sl Ml = 7, + )" (_)") /p¢ (Alg])*eSolé!
—~ k!
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sich eine Entwicklungsreihe fiir W ([17]):

(=%, ok
W=Wo+) = (4"c0. (6.7)
k=1 ’

(()c,0 bezeichnet den zusammenhéngenden Erwartungswert, der unter Verwendung von So
gebildet wurde.) Einer Ndherung der Ordnung k entspricht eine Entwicklungsreihe, die nach
dem Glied k + 1 abgebrochen wird. (W ist also die N&dherung nullter Ordnung.)

Fine weitere Moglichkeit der Entwicklung bietet eine Art Erweiterung der LAPLACEschen
Methode (genaueres in [2]). Sie entspricht einer Sattelpunktsentwicklung, das heiit einer Ent-
wicklung der Wirkung um den Punkt (¢(x) = ¢o(x)), an dem e~°l¢! das Maximum annimmt.
Man erhélt (¢ = ¢ — ¢o)

525[250]
. —S[¢0] _ €T
J = e /l)¢ exp{ /dﬂj‘ldibg 2 0( 1)5 0( 2)90(331)90( 2)

*S¢]
_ Z /d:L’l da:k k|5¢0( ) ) 05¢0(;zk) gp(;z;l) . (p(.%k)} . (68)

Das verbleibende Integral wird nach dem obigen Verfahren entwickelt. Dabei ist Sy der qua-
dratische Term der Entwicklung um ¢y und AA der Rest dieser Entwicklung. Die entstehen-
den GAussschen Integrale kann man mit Hilfe der iiblichen Verfahren 16sen. Diese Art der
Entwicklung ist dadurch gerechtfertigt, dafl der wesentliche Beitrag zum Integral von dem
Minimum der Wirkung kommt und die anderen Beitrédge durch die Exponentialfunktion klein
sind.

Wenn Sy GAUSSsch ist, so kann man auch folgende Art der Entwicklung betrachten

8% (S[po] — Soleo])

S(¢ol ex T x1)...0(x .

7= [pg p{ ~Soly /dl s Py T R w}
(6.9)

Wieder kann man hier das Integral wie oben angegeben entwickeln, wobei AA die Entwicklung
von (S — Sp) an der Stelle ¢ = ¢¢ ist. Auch wenn die Hilfswirkung nicht von GAussscher
Form ist, kann man sie zur Reihenentwicklung des verbleibenden Integrales verwenden:

7 = ¢ Sleol /Dgzb e 50l¢l o= (R el =S0) (6.10)

Dabei ist Ry, [p]| die Entwicklung von S[¢] an der Stelle ¢ = ¢ beginnend mit dem quadra-
tischen Glied. Eine Entwicklung des Integrales erfolgt dann wieder analog Gleichung (6.6)
(bzw. (6.7)) mit AA = Ry, [¢] — So.

Die Wirkung Sy kann noch iiber freie Parameter verfiigen. Diese Parameter sollen so festge-
legt werden, dafl man eine besonders gute Niherung erhélt. Es ist natiirlich schwer festzulegen,
was eine ,,gute” Ndherung bedeutet. In einigen Féllen fordert man, daf3 bestimmte Relationen
(zum Beispiel die SCHWINGER-DYSON-Gleichungen) auch fiir die gendherten Grofien gelten
sollen. Im allgemeinen sollen , gute* gendherte Gréflen den urspriinglichen Gréfien moglichst
nahe kommen. Da diese jedoch nur in wenigen Fillen bekannt sind, ist ein Vergleich meist nicht
moglich. Die vollstéindige Reihe der Entwicklung (6.6) ist nicht abhéngig von der Hilfswirkung
und den darin enthaltenen Parametern. Geleitet von dem Prinzip der kleinsten Abhéngigkeit,
das STEVENSON in ([39]) eingefiihrt hat, kann man von den gendherten Grofien verlangen, sie
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sollen so wenig wie moglich von den Parametern der Hilfswirkung abhéngen. Deswegen sollen
in diesem Verfahren die gendherten Groflen stationéir in den Parametern der Hilfswirkung
sein. (Dieses Verfahren wurde in [31] verwendet.) Allerdings fehlt eine mathematische Recht-
fertigung fiir dieses Verfahren, auch wenn es in einigen Spezialfillen gute Resultate liefert.
Es ist in der Tat fraglich, ob, wenn die gendherten Gréflen im Bezug auf ihre Abhéngig-
keit von den Parametern der Hilfswirkung den urspriinglichen Gréflen dhneln, sie ihnen auch
im Bezug auf andere Eigenschaften entsprechen. Betrachtet man nur die erste Ordnung der
Entwicklungsreihe (6.7), so gibt es eine mathematische Begriindung fiir dieses Verfahren. Es
entspricht dann dem Variationsprinzip ([10]):

R fp¢ e—50—(S—50) e
2
— <e—(5—50)>0 eWo > e~ {(5=50))0 ;Wo
daraus folgt W > Wy — ((S — So))o- (6.11)

Dabei wurde wieder die JENSEN-Ungleichung verwendet, und diese Form des Variationsprin-
zips entspricht Gleichung (4.4). Die Niherung fiir das SCHWINGER-Funktional in erster Ord-
nung ist also unabhéngig von der Form von Sy immer kleiner oder gleich dem exakten SCHWIN-
GER-Funktional. Die beste Approximation erhédlt man, wenn man die rechte Seite beziiglich
der freien Parameter in Sy maximiert. Dazu muf} die rechte Seite, also die Entwicklung des
SCHWINGER-Funktionals bis zum zweiten Glied, stationér in diesen Parametern sein. Auch
wenn dies nur eine Aussage fiir die Ndherung erster Ordnung ist, so kann man doch die aus
dem Variationsprinzip abgeleiteten Relationen auch in héheren Ordnungen zur Bestimmung
der freien Parameter verwenden. Da hier aber nur Naherungen der ersten Ordnung behandelt
werden, liefert das Prinzip der kleinsten Abhéngigkeit und das Variationsprinzip die gleichen
Ergebnisse.

Um das effektive Potential berechnen zu kénnen, benétigt man das Erzeugendenfunktional
beziehungsweise das SCHWINGER-Funktional. Um dieses zu erhalten, mufi man Stromterme
zur Wirkung hinzufiigen. Gleichgiiltig, ob man die Stromterme zu der Hilfswirkung Sy hin-
zufiigt oder den Term AA um die Stromterme erweitert, erhélt man eine Entwicklung, in der
jedes Glied von den Stromen abhingt. Dadurch hat Wy(j), also eine abgebrochene Entwick-
lungsreihe, als Funktion von j (hier konstant) nicht mehr die Eigenschaften von W{j]. Eine
solche Niherung ist damit insbesondere nicht immer konvex, und der Ubergang zum effekti-
ven Potential liefert damit in einigen Fillen keine guten Resultate. Fiir eine Ndherung erster
Ordnung kann man das effektive Potential wie in Kapitel 4.1 bestimmen:

) = inf [(S)— Smul(6h = )
= inf [+ {(S — S,))ul(¢) = 9] mit W, = log /Dgzb S, (6.12)

Eine Nidherung bedeutet hier, wenn S, = Sy gesetzt wird. Oft werden nur bestimmte Ei-
genschaften von Sy festgelegt (zum Beispiel ein faktorisierendes Maf}). Dann enthélt Sy noch
freie Parameter, und man kann das Infimum auf der rechten Seite beziiglich dieser Parameter
finden. Auf jeden Fall ist das auf diese Weise gefundene Infimum unter Nebenbedingungen
groBer oder gleich dem eigentlichen Infimum. Die Bedingung (¢) = ¢ fordert man sowohl
von W, als auch von (((S — Su)), getrennt. Im Falle der Molekularfeldnéherung erhdlt man
dadurch statt des Hopping-Terms ((S — So)) [{(S — So))ul(¢) = ¢] = dp>.
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Auf diese Weise erhélt man eine Naherung erster Ordnung. Eine Entwicklung die auch
Néherungen hoherer Ordnung zuléfit, erhélt man mit Hilfe von Gleichung (6.10) (statt S hier
S+ [diz jp)

I8 = infsup | W, + (S = 8~ [d (o), + )]

By

= sup [—W[j]Jr/ddw jiﬁ}

J

Nk
= 5@ -wo - 3 S s - 50heo (6.13)
k=1 )

Wie schon erwéihnt erhélt man durch eine solche Entwicklung noch keine Aussagen iiber Qua-
litdt der Approximation. Nicht einmal die Konvergenz oder die Asymptotik der entstandenen
Reihe ist gesichert. Insbesondere ist es durchaus moglich, dafl eine Ndherung hoherer Ordnung
das exakte Resultat in einigen Punkten schlechter approximiert als eine N&herung niedriger
Ordnung. Fiir die Ndherung erster Ordnung weify man immerhin, daf} sie eine obere Grenze fiir
die exakte effektive Wirkung darstellt. Ziel einer solchen Approximation ist es jedoch nicht,
ein in allen Punkten gesichertes Ergebnis zu liefern. Es stellt vielmehr eine Abschétzung fiir
die exakten Resultate dar, die Hinweise auf mogliche Eigenschaften der Modelle liefern kann.

Eine weitere Moglichkeit zur Néherung besteht darin, Hilfsfelder einzufiihren. Eliminiert
man diese Felder durch ihre rein algebraischen Bewegungsgleichungen, so erhélt man wie-
der die urspriingliche Wirkung. Die Hilfsfelder diirfen in maximal quadratischer Ordnung in
der LAGRANGE-Dichte auftreten. So kann man diese Felder durch Integration aus dem Pfad-
integral eliminieren. Ziel ist es dabei, das Pfadintegral durch die Hilfsfelder in eine Form zu
bringen, in der man die urspriinglichen Felder ausintegrieren kann. Nach dieser Integration
kann man die Hilfsfelder im allgemeinen nicht mehr eliminieren, aber man kann das entstan-
dene Pfadintegral entwickeln und nihern. (Bei einer der Nidherungsmethoden in [31] wird dies
verwendet. )

6.2.1 Molekularfeldndherung

Die in Kapitel 4 eingefiihrte Molekularfeldnéherung stellt eine Naherung erster Ordnung dar,
wenn man fiir Sy die Wirkung S ohne Hopping-Terme verwendet. Gleichung (6.13) liefert im
Falle einer solchen Naherung fiir die Wirkung (4.18)

_ —1)*
ro= s@) - -3 SR e - 50 e (6.14)
k=1 (i5)
Hier kann man wieder (¢;) = (¢;) fordern. Dabei ist darauf zu achten, dafl Terme wie

(Pipjd1r)o nur faktorisieren, wenn keiner der Indizes iibereinstimmt. In dieser Arbeit soll
es aber nicht um eine systematische Erweiterung der Molekularfeldndherung gehen, sondern
darum, eine geeignete Niherung fiir supersymmetrische Modelle zu finden. Die Molekular-
feldnéherung ist dazu nicht geeignet.

Zur Herleitung des effektiven Potentials in der Molekularfeldnédherung wird fiir gew6hnlich
aber das Verfahren (6.12) verwendet. Das Verfahren (6.13) dient hingegen zur Herleitung der
effektiven Wirkung in der Loopentwicklung und GAUSSschen Néherung.
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6.2.2 Loopentwicklung

In Gleichung (6.8) wurde ein Verfahren beschrieben, das der Loopentwicklung sehr nahe
kommt. Als Hilfswirkung w#hlt man dort den quadratischen Term einer Entwicklung von
der Wirkung. Die entstehenden GAUSSschen Integrale sind leicht 16sbar. Diese Hilfswirkung
kann man auch verwenden, um im Sinne von Gleichung (6.13) eine N#herung des effektiven
Potentials zu erhalten. Der Term (Rq; — Sp) stellt dann eine Entwicklung der Wirkung um ¢
beginnend mit dem kubischen Glied dar. Die Loopentwicklung funktioniert jedoch nur dann,
wenn die GAUSSschen Integrale konvergieren, das heifit wenn

§*5[g]
09 ()d0(y)
positiv definit ist. Dies ist dann der Fall, wenn das klassische Potential konvex ist. Die Loop-

entwicklung ist also im Falle einer gebrochenen Symmetrie nicht verwendbar. In diesem Falle
gibt es die Moglichkeit, eine interpolierende Loopentwicklung zu verwenden ([12]).

(6.15)

6.2.3 GauBsche Ndherung

Eine sehr einfache Moglichkeit besteht natiirlich darin, fiir Sy ein GAUSSsches Potential zu
wéhlen. Dadurch erhdlt man die GAuUsSsche Approximation. Im Sinne von Gleichung (6.7)
ist dieses Ndherungsverfahren schon fiir supersymmetrische quantenmechanische Modelle ver-
wendet worden (siehe [17]). Mit Hilfe der Ndherung von W[0] wurden dort Aussagen iiber
die gebrochene oder ungebrochene Supersymmetrie abgeleitet. Um umfangreichere Aussagen
zu erhalten, ist es jedoch sinnvoller, Wj] und das effektive Potential zu untersuchen. Durch
Gleichung (6.13) erhélt man die GAusssche Approximation des effektiven Potentials. Die
GAusssche Approximation wurde fiir skalare Modelle schon verwendet ([40], [41]). Zusammen
mit anderen Approximationsverfahren wurde diese Niherung auBerdem in [31] beschrieben. In
Kapitel 6.3 soll mit Hilfe des Verfahrens eine Niherung fiir ein einfaches supersymmetrisches
Modell gefunden werden.
Als Hilfswirkung verwendet man in diesem Falle:

So[¢] = /ddac %gb(—éﬂ + 0?)o. (6.16)

Man erhélt in erster Ordnung (S enthalte maximal Terme der vierten Potenz in ¢)

— Q_2> <¢2>0+ 54S[¢]

4
200% |,y 2 245" | ,_; (")o- (6.17)

Die entsprechenden Grofien konnen alle explizit berechnet werden, da Sy eine GAUSSsche

Wirkung ist. Das Minimum von I'1(€, ¢) beziiglich 2 (nach dem Variationsprinzip (6.11))

ergibt eine Ndherung fiir die effektive Wirkung I'1(¢) ~ I'(¢).

Ty (9,6) = S(3) — W + (525 9]

6.2.4 Naherung fiir groBe N

Eine ausfiihrliche Einfithrung in die Ndherung fiir grofie N findet man in [27]. Die wesentlichen
Aussagen sollen hier kurz dargestellt werden. Ausgangspunkt ist eine O(N) symmetrische
(EukLiDpische) Wirkung

S[g] :/dda: [%(BMQS)QJFNU <‘%2>] (6.18)
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¢ besteht hier aus N Feldkomponenten ¢; (¢? = ZZ]\L L #7) und U(p) ist ein Polynom. Fiir
N — o0 soll gelten

(0% (2)0* () ~ (¢*(2))(¢* (y)) und (U(¢*/N)) = U((¢*/N)). (6.19)

Anschaulich bedeutet dies, dafl die O(N) symmetrischen Gréfien schon durch die grofie Anzahl
der enthaltenen Felder gemittelt sind, und deswegen nur kleine Fluktuationen dieser Grofien
auftreten. Als Hilfswirkung verwendet man die Wirkung eines freien Modells mit zunéchst
dem unbestimmten Parameter m

1
So=1 /ddm (0,)% + m2¢?) . (6.20)
Damit gilt
N d k? +m?

In erster Naherung ist damit

2 m2
W= Q(é\;)d /dd"” log (%) +N(U(¢*(x)/N) - %m“"&(m)/m (6.22)

= 2(;\;)(1 /ddk log <k2 ;m2> +U(p) — %m2p (6.23)
mit
p=($*/N)o = % /ddk: m = Qq(m). (6.24)
Um die Phase mit gebrochener Symmetrie zu beschreiben, verwendet man eine andere Hilfs-
wirkung
So=1 /ddm ((0,6)2 +m2(6 — ¢0)?) (6.25)
Auf diese Weise erhilt man
I M6 o0 = 2 (Np— o) mit * = ¢
und p = %(qf}o = Q4(m) + o2/N. (6.26)

Als Nidherung ergibt sich

w1 d k% +m? 1 5 o?

Die Hilfswirkung enthélt die freien Parameter m? und o, die nach dem oben beschriebenen
Verfahren angepafit werden. Fiir m? bedeutet dies

oW 1 o? 0 1, o?
ot = §N<P‘N>+”W<U<P>‘5m (”‘F))
N op / _1 2\
= N—a 5 (U (p) 5 > = 0. (6.28)
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% ist eine strikt negative Grofle (siehe Gleichung (6.26)). Zusammen mit der Gleichung

aus der Ableitung beziiglich o und der Definitionsgleichung von p ergibt sich das folgende
Gleichungssystem (gap-equations)

1
U'(p) — §m2 =0 (6.29)
m?oc = 0 (6.30)

o2 1 d%k
7 - 0. 31
N p+(27r)d/k2+m2 0 (6:31)

Diese Gleichungen erhélt man auch durch die Sattelpunktsniherung in einem #hnlichen Ver-
fahren wie in Kapitel 4.3.

Werden diese Gleichungen erfiillt, so erhélt man eine Ndherung fiir W = log Z. Aus W
allein 148t sich aber noch keine Aussage iiber (spontan) gebrochene oder nicht gebrochene
Symmetrien gewinnen. Verwendet man nur Gleichung (6.29) und (6.31), um m? und p aus
W (p,m?, o) zu eliminieren, so erhiilt man W als Funktion eines Parameters o. Das Minimum
dieser Funktion ist durch die Bedingung (6.30) gegeben. Die O(N)-Symmetrie ist spontan
gebrochen, wenn das aus dieser Bedingung bestimmte o, das also die Funktion W (o) mini-
miert, verschieden von null ist. (Nach Bedingung (6.30) erhélt man dann m? = 0 und damit
(N —1) GoLDSTONE-Teilchen.)

Diese Néherung wurde schon fiir supersymmetrische Modelle verwendet (siehe [26]). Da
sie allerdings eine O(N)-Symmetrie erlangt, gibt es nur wenige Modelle, fiir die man sie
verwenden kann.

6.3 GauBsche Approximation in der Supersymmetrie

In [31] wurde als einfaches Model fiir die GAUSSsche Niherung ein nulldimensionales skalares
Model verwendet. An Stelle von Pfadintegralen ergeben sich Integrale, die numerische berech-
net werden kénnen. Auf diese Weise erhélt man einen direkten Vergleich zwischen GAUSSscher
Niherung und exaktem Resultat. Auch hier soll ein nulldimensionales Modell konstruiert wer-
den. Dazu gehen wir von der EUuKLIDischen Wirkung on-shell in zwei Dimensionen aus. Die
Ableitungen der Felder sollen verschwinden (¢(z) = ¢). Auf diese Weise erhélt man eine
faktorisierende Zustandssumme. An jedem Gitterpunkt ergibt dies ein supersymmetrisches
Modell mit der Wirkung

S6.0) = SV(6)7 + W)

N =

2
= D420 50"+ gy mit W(g) = 26+ 1" (6.32)

Bei 9 handelt es sich um einen zweikomponentigen (reellen) MAJORANA-Spinor. Als GAUSSsche
supersymmetrische Hilfswirkung wéahlt man hier

0?2 Q-
So = 7¢2 + 5711’7*1/1 (6.33)

mit dem freien Parameter 2. Das SCHWINGER-Funktional ist hier (mit einem zusétzlichen
Faktor als Normierung)

W = log [dod ﬁe—swvw)w (6.34)
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Die fermionischen Stréme wurden hier vernachléssigt. Man kann sich leicht davon tiberzeugen,
dafl dies dquivalent zu der Bedingung (¢) = (v) = 0 ist. Bei der Integration der Fermionen
entsteht ein Faktor 2i¢. Damit der verbleibende Anteil fiir die Bosonen bis auf Normierung die
Eigenschaften eines Mafles hat (positiv und reell fiir alle ¢), ersetzen wir 2i¢ durch |¢|. Durch
numerische Berechnung des Integrals und numerische LEGENDRE-Transformation erhélt man
aus Wj] das (exakte) effektive Potential. In der GAussschen Naherung ist das effektive
Potential (nach Gleichung (6.17) mit (1) = 0)

o - P*S(¢) 9%\, 5 5'Sp(0) , 4 3S(o,9) @
rd) = sb<¢>_wo+< o —7) (hos + oo >0b+‘—5ww —5‘
2, 1, 1 +36% 1 3 )

= %+z¢2+§¢4+§log(2)+292 —§+W+‘¢_§" (635)

Sp ist dabei der Anteil der Wirkung ohne fermionische Felder. Das Minimum beziiglich 2 148t
sich auf dem numerischen Wege finden.

Bevor allerdings die Resultate dieser Rechnungen dargestellt werden, soll zunéchst die Wir-

kung ohne fermionische Felder betrachtet werden. Die GAUSSsche Approximation liefert dann

- - 1- 24307 1 3

T'1(Q = — 24 26 +log |2 - =+ —.

Fiir eine Ndherung des effektiven Potentials mufl man wieder das Minimum beziiglich 2

wéhlen. Im klassischen Potential zeigt sich bei z = 0 eine Art Phaseniibergang. Fiir negative

22

(6.36)

. | | | I I
1\ il U, . DN exakte Losung

X ! ! ; i gausssche Néherung -+~
' | | | i klassisches Potential - 1~
12\ e e e e ] - —

effektives Potential

Abbildung 6.1: Dies ist die N&herung nur fiir den bosonischen Anteil der Wirkung (z = —3). Dargestellt
sind die numerische (exakte) Losung fiir das effektive Potential, das effektive Potential in der
GAussschen Niherung und das klassische Potential, also der Potentialterm der klassischen
Wirkung.

Werte von z existieren zwei symmetrische Minima bei ¢y, und —@pin. (Die Symmetrie ist

spontan gebrochen.) Bei z = 0 gehen diese Minima in ein Minimum bei ¢ = 0 iiber. Wie
zu erwarten war, ergibt sich in der exakten Losung des effektiven Potentials kein solcher
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Abbildung 6.2: Dies ist der bosonische Anteil der Wirkung fiir z = —1. Es sind wieder die gleichen Potentiale
wie in Abbildung 6.1 dargestellt.

Phaseniibergang. Das Minimum der exakten Losung ist immer bei ¢ = 0. Bei negativen z
erhélt man nur einen Bereich um ¢ = 0, der immer flacher wird, je groBer der Betrag von z ist.
Die Gausssche Naherung liegt zwischen der klassischen Losung und dem exakten effektiven
Potential. Auch in der GAUSSschen Néiherung findet man einen Phaseniibergang, der jedoch
frither (also schon bei negativem z) stattfindet als bei dem klassischen Potential. Aufierdem
fallt auf, daBl die GAusssche Naherung auch in der Phase mit gebrochener Symmetrie immer
ein Minimum bei ¢ = 0 besitzt. Dies sind genau die gleichen Ergebnisse wie in [31]. Fiigt man
die fermionischen Felder wieder hinzu und betrachtet damit die ganze Wirkung (6.32), so
ergibt sich ein etwas anderes Bild. Man kann Fermionen, wie oben, angegeben ausintegrieren.
Den entstehenden Beitrag kann man dann durch Exponentieren zur Wirkung hinzufiigen:

W1j] log d—ﬂ |ple= @)+ — og d_ﬂ o S1($)+ié
(2m)2 (2m)2

22

mit S; = ) + 2% + %qb‘l + log |¢|. (6.37)
In den Abbildungen ist diese Wirkung (S;(¢)) zusitzlich zu der klassischen Wirkung bei
verschwindenden fermionischen Feldern Sy(¢) dargestellt. Es fillt auf, daB S;(¢) bei ¢ = 0
gegen unendlich strebt. Die exakte Losung des effektiven Potentials zeigt jedoch keine we-
sentlichen Verénderungen, und das Minimum der exakten Losung liegt auch hier bei ¢ = 0.
Die GAusssche Niherung hingegen zeigt fiir ¢ = 0 ein Maximum in Form einer Unstetig-
keitsstelle. Dies ist offenbar auf die oben beschriebene Singularitdt von S; zuriickzufiihren.
Fiir negatives z ergibt sich bis auf dieses Maximum, das das Minimum bei ¢ = 0 ersetzt,
das gleiche Resultat wie bei der Nédherung ohne die fermionischen Felder. Allerdings gibt
es keinen Phaseniibergang bei groflerem z. Es existieren in der GAuUSSschen Néherung des
effektiven Potentials immer zwei Minima auf beiden Seiten des Maximums bei ¢ = 0. Die
Gausssche Néherung fiir das effektive Potential erweist sich somit wieder als eine Art Mit-
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Abbildung 6.3: Hier sind die gleichen Potentiale wie in Abbildung 6.1 fiir z = 0 dargestellt.

telweg zwischen der exakten Losung und dem Potential S;. Durch die Singularitét von S; bei
¢ = 0 ergibt sich jedoch immer ein Maximum in der GAUsSschen Niherung an dieser Stelle.
Damit ist die GAUSSsche Néherung in dieser Form nicht geeignet fiir die Beschreibung von
Phaseniibergéngen.

Als Randbemerkung untersuchen wir hier, inwiefern Supersymmetrie in diesem Modell
spontan gebrochen ist. Die WARD-Identitédten verlangen

(Oct)) = C(—=(W'(@))) = (2 + (")) =0 = 2= —(¢"). (6.38)

Numerisch findet man, dafl die Supersymmetrie in diesem Modell fiir alle z spontan gebrochen
ist.

Auflerdem fillt bei den Ergebnissen fiir positives z auf, dafl die GAUSSsche Néherung auch
an einigen Stellen unter den exakten Resultaten liegt. Dies deutet darauf hin, dafl die JENSEN-
Ungleichung fiir fermionische Felder nicht gilt.
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B | | | |
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Abbildung 6.4: In dieser Abbildung ist der supersymmetrische Fall fiir z = —3 dargestellt. Wie in den vor-
angegangen Abbildungen ist auch hier die numerische (exakte) Losung und die GAUsSsche
Naherung des effektiven Potentials dargestellt. Weiterhin sind zwei verschiede ,,klassische“
bosonische Potentiale dargestellt. Das erste (klassische) Potential erhiilt man bei verschwin-
denden fermionischen Feldern. Es ist damit das gleiche klassische Potential wie in den vor-
herigen Abbildungen. Das zweite erhélt man nach Integration (Ausintegration) iiber die
fermionischen Felder. Die entstehende Determinante wurde als Logarithmus in den Expo-
nenten geschrieben und gab so einen Beitrag zum Potential.

I
,,,,,,,, b i exakte Losupg —=

o : i gausssche Naherufig - --
i ‘ ‘ ; . klassisches Potentjal - - -
12 [ S R Lo ausintegrierte Fermio

wpood S— — S— o -

effektives Potential

Abbildung 6.5: Hier ist das gleiche wie im vorherigen Bild fiir z = —1 dargestellt.
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6 Allgemeine Betrachtungen zu weiteren moglichen Nédherungsverfahren

I
1Y : exakte Lgsung —=
B i gausssche Nah¢rung ——-
BN ‘ : . klassisches Potfential - - -
12 . [ A ausintegrierte Fer jonen ----
10
g
*E oY S A N e T H .-, i
s
ot
2 BN
2
3
é qb--- L 25 e
]
2] T N
Of TR :
9 | ! | | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
¢

Abbildung 6.6: Dies ist der Fall z = 0. Es sind wieder die gleichen Graphen wie im vorherigen Bild darge-
stellt.
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7 Zusammenfassung und SchluBfolgerungen

7.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden zunéchst einige supersymmetrische Modelle konstruiert. Die ver-
schiedenen Verfahren, auf denen die Molekularfeldndherung in der Literatur eingefiihrt wird,
wurden hier dargestellt, und die Aquivalenz dieser verschiedenen Verfahren wurde gezeigt.

Auf supersymmetrische Modelle kann man diese N&herung jedoch nicht iibertragen, wenn
gleichzeitig die Supersymmetrie nicht gebrochen werden soll. Dabei ist keine spontan gebro-
chene Symmetrie gemeint, da die Wirkung selbst nicht mehr symmetrisch ist. Dies konnten
wir in dieser Arbeit zeigen. Auflerdem stellten wir fest, dafl es keine Moglichkeit gibt die
Molekularfeldndherung anzuwenden und gleichzeitig die in Kapitel 5.1 beschriebene Super-
symmetrie zu erhalten. Wie schon dargestellt, beruht dies auf dem verschiedenen Charakter
von Fermionen und Bosonen. Es gibt unterschiedliche Moglichkeiten, die Fermionen zu dis-
kretisieren. Entweder man erhélt einen lokalen Anteil, der die LORENTZ-Invarianz verletzt,
oder man erhélt nur nicht-lokale Anteile, die im Zuge der Molekularfeldniherung aber ver-
schwinden, da das mittlere Feld der Fermionen verschwindet. In jedem Falle fiihrt dies auf
Terme, die keine Supersymmetrie mehr zulassen.

Weiterhin wurden allgemeine Regeln fiir das Aufstellen von Naherungsverfahren beschrie-
ben. Nach den dargestellten Schritten scheint es sogar, als konne man beliebig viele Néhe-
rungsverfahren finden. Aber bei diesen Schritten wurde noch keine Aussage iiber die Qua-
litdt der Approximation, also iiber ihre Abweichung von den exakten Ergebnissen, gemacht.
Dafiir sind zusitzliche Uberlegungen notwendig. In der Regel ergibt sich eine gute Appro-
ximation, wenn S — Sy klein gegeniiber Sy ist. Die Qualitéit einer bestimmten Néherung ist
auch von der Art der Aussagen, die man mit ihrer Hilfe gewinnen mdochte, abhéngig. Die
Loopentwicklung ist sicher fiir viele Aussagen eine geeignete Niherung, aber nicht im Be-
zug auf Phaseniiberginge. Auch andere Naherungsverfahren als die Molekularfeldniherung
sind nicht ohne weiteres auf supersymmetrische Modelle anwendbar. Zum einen mufl man
natiirlich darauf achten, daf§ die Ndherung die Supersymmetrie nicht verletzt. Im allgemeinen
ist es dazu ausreichend, ein supersymmetrisches Sy zu verwenden. Zum anderen treten durch
die Fermionen neue Effekte auf. Die hier vorgestellte GAUSSsche Niherung liefert im Bezug
auf Phaseniiberginge offenbar durch das Auftreten der Fermionen schlechtere Aussagen. In
dem vorgestellten Fall erscheint es in der GAUSSschen Ndherung sogar so, als wenn sich das
Modell immer in der gebrochenen Phase befindet, obwohl die exakte Losung immer in der un-
gebrochenen Phase ist. Die aus der GAussschen Niherung abgeleiteten Aussagen sind damit
wertlos fiir die Beschreibung von Phaseniibergédngen in diesem Modell.

7.2 Ausblick

Die Phaseniibergéinge eines supersymmetrischen Modells zu finden ist also im allgemeinen ein
kompliziertes Problem. Man ist auf ein verldfiliches Ndherungsverfahren angewiesen, das Aus-
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7 Zusammenfassung und Schluflfolgerungen

kunft {iber Phaseniibergiinge geben kann. In skalaren Feldtheorien in vier Dimensionen (die
Niaherung wird besser je grofler die Dimension ist) ist bekannt, daf die Molekularfeldndherung
sehr gute Resultate im Vergleich zu anderen Niherungsverfahren liefert. Leider fiithrt jedoch,
wie oben gezeigt, eine Anwendung der Molekularfeldnéherung dazu, daff die Supersymmetrie
gebrochen wird. Man muf} also zusétzlich darauf achten, dafl die Naherung die Symmetrien des
Modells respektiert. Als weiteres Problem erweist sich, wie im Falle der GAUSSschen N#herung
beobachtet, die Determinante, die bei der Integration iiber die fermionischen Freiheitsgerade
entsteht. Es gibt eine ganze Reihe von Verfahren mit dieser Determinante umzugehen, bezie-
hungsweise Ndherungen fiir sie zu finden. Allerdings fiihrt eine Ndherung der fermionischen
Determinante, die nicht auf gleiche Weise fiir die Bosonen angewendet wird, dazu, dafl die
Supersymmetrie im allgemeinen gebrochen wird. Die Determinante kann zu einem singuléren
Verhalten des klassischen Potentials nach der Integration iiber die fermionischen Freiheitsgra-
de fithren. Dieses Verhalten erweist sich in einer N&herung als zusétzliche Schwierigkeit. Die
exakte Losung bleibt von der Singularitit weitgehend unbeeinflufit, aber in einer Ndherung
zeigen sich im allgemeinen Riickstéinde dieser Singularitéiten. Dies bedeutet, dafl die Ndherung
an der Stelle der Singularitét nicht verlaflich ist.

Unserer Meinung nach wird es in Zukunft moglich sein, mit Hilfe von Gitterrechnungen
Auskunft tiber die Eigenschaften supersymmetrischer Modelle zu erhalten. Die Supersymme-
trie auf dem Gitter zu simulieren, ist jedoch nicht einfach. Setzt man Fermionen auf ein Gitter,
so ergeben sich im Gegensatz zu Bosonen einige Schwierigkeiten (siehe [28]; [42]). So kann es
zum Beispiel zu einer Verdopplung der Moden kommen. Die Verdopplung der fermionischen
Freiheitsgerade fiihrt dabei natiirlich auch zu einer Verletzung der Supersymmetrie. Es gibt
jedoch schon einige Losungsansitze fiir diese Probleme ([25]; [43]). Da sich dadurch die Ver-
fahren von denen, die fiir bosonische Felder auf dem Gitter angewendet werden, unterscheiden
konnen, ist aber nicht sichergestellt, dafl die Supersymmetrie dadurch respektiert wird. Ein
anderes grundsétzliches Problem besteht darin, dafy durch ein Gitter die LORENTZ-Symmetrie
zum Teil gebrochen wird. Da die Supersymmetrie die LORENTZ-Symmetrie mit einschlief3t, ist
also auch die Supersymmetrie durch ein Gitter gebrochen. Es ist also nicht einfach, Supersym-
metrie, oder wenigstens den Teil der Supersymmetriealgebra, der den HAMILTON-Operator
mit einschlieflt, in geeigneter Weise auf dem Gitter zu simulieren. In jiingster Zeit gab es
jedoch einige neue Entwicklungen auf diesem Gebiet, und so kann man hoffen, dafy schon bald
eine Simulation der Supersymmetrie auf dem Gitter moglich sein wird.

Nicht in allen Féllen ist es in supersymmetrischen Modellen komplizierter, Losungen zu
finden als in vergleichbaren Modellen ohne Supersymmetrie. Allerdings mufl man dazu an-
dere Verfahren zur Berechnung der Gréflen verwenden als die, die man im allgemeinen fiir
bosonische Modelle verwendet. Man kann sogar bestimmte Groéflen unter der Verwendung der
Supersymmetrie berechnen, zu denen man ohne sie keinen Zugang hiétte, indem man die spe-
ziellen Eigenschaften supersymmetrischer Modelle ausnutzt ([34],[35],[36],[37]). Haufig werden
dabei Modelle mit supersymmetrischer Eichtheorie verwendet.
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A Definitionen und Konventionen

A.1 Allgemeine Definitionen
Fiir die MINKOWSKI-Raum-Zeit in d Dimensionen soll hier folgende Metrik verwendet werden:
N = diag(+1,-1,...,—1). (A1)

Indizes mit den griechischen Buchstaben u, v, p und o bezeichnen hier immer die Kompo-
nenten der Raum-Zeit. Indizes 7 und j stehen fiir die rdumlichen Komponenten.
Die hier verwendeten hermiteschen PAuLI-Matrizen (o#) haben die Gestalt:

0 1 0 —i 10
0'0—]12,0'1—<10>70'2—<Z. 0>7O‘3—<0_1>. (AQ)

0i0j = 5ij00 + iEiijk. (AS)

Damit gilt:

A.2 Gammamatrizen in d Dimensionen
Fiir die Gammamatrizen in d Dimensionen gilt:

{'Vw YW} = YV + VY = 200 (A4)

Damit sind sie Elemente einer CLIFFORD-Algebra. Die folgenden Matrizen sind eine Darstel-
lung dieser Algebra in geraden Dimensionen:

Y =01R00R00R0g R+ Y2=103R001R00R00Q -+ Y4 =103R003R001 R0 :--
Y1 =102Q 090 Q00X -+ Y3 =103R 090y Q-+
(A.5)

Dabei mufl man bei d gerade insgesamt immer % PAuLI-Matrizen zusammenfiigen. Man erhélt

d
also eine 22 dimensionale Darstellung der Algebra. In ungeraden Dimensionen verwendet man

die Darstellung aus d — 1 Dimesionen und fiigt noch v4_1 = ic3®03®03®- - - hinzu. Fiir d Di-

mensionen sind damit v* € GL(Q%,(D). (Fiir ungerade Dimensionen ist statt % immer % zu

verwenden.) Die Darstellung der Gammamatrizen ist nicht eindeutig, da fyL =UU — mit U
unitér auch die Relation (A.4) erfiillen. Auch ’yL = —, erfiillt die obigen Relationen, aber in
geraden Dimensionen entspricht dies einer unitidren Transformation. Fiir ungerade Dimensio-
nen ergeben sich zwei im Sinne der unitdren Transformationen indquivalente Darstellungen.
Die Hermitizitatseigenschaften der Gammamatrizen sind:

fyg = 7o und ’y;r = —;, (A.6)

deswegen gilt:
P’ = = A = (A7)
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Fiir die weiteren Rechnungen werden die antisymmetriesierten Produkte von n Gamma-

matrizen benotigt:

yHbn = fy[ulfyuz . ”’Y”"} LY = %,yl“’_ (A.8)

(Dies ergibt insgesamt (Z) 2% x 2%—Matrizen.) Dabei ist fiir gerade Dimensionen

g4 d
Vpropg ™~ Ve = T2y g =03 ® 03 @ - ® o3, (A.9)

und es gilt:

qrd 1
Yoo = 1R G (A.10)

v, antikommutiert mit allen anderen Gammamatrizen und kann deshalb als v4 in d + 1
Dimensionen verwendet werden (7.7« = 1). In ungeraden Dimensionen existiert keine weitere
Matrix, die mit allen anderen kommutiert, deshalb ist das Produkt aller Gammamatrizen
proportional zur Einheitsmatrix.

In Rdumen mit EUKLIDischer Metrik gelten andere Relationen fiir die Gammamatrizen.
Aus (A.4) wird dann:

{7;“71/} = 25/w (A.ll)

A.3 Ladungskonjugation

Um die Ladungskonjugation zu definieren geht man von der DIRAC-Gleichung aus.

iv' (0, —ieAy )Yy —myp = 0
i’yofy“fyo((‘)u — z'eAM)fyOzp —my% = 0dar%’=1
—iy"T(0,, +ieA, )b —m*yT = 0 durch komplexe konjugation.

Dabei wurde T = 40Ty = 49%9* verwendnet. Also gilt fiir den ladungskonjugierten Spinor
Yo = CyYT = Cy"Ty* die DIRAC-Gleichung mit dem andrern Vorzeichen vor der Ladung

iv" (0, +ieA,) e + nm*pe =0, (A.12)

wenn C eine Matrix ist, die
CHTC = nyt (A.13)

mit 1 = +1 erfiillt (fiir eine reelle Masse soll 7 = —1 sein). Aus (A.6) folgt 7§ = 1 und

% = nC yC (A.14)
o= —nC . (A.15)

Durch (A.7) gilt weiterhin:
Cy e = (A.16)

In geraden Dimensionen sind die Ladungskonjugationsmatrizen C, fiir n = 1 und C_ fiir
n=-—1

C+ = 01R®R09KR01 X" (A17)
C_ 02RXR0O1 R0y R ---. (A.18)
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In dieser Darstellung sind sie hermitesch und unitér, quadrieren also zu 1. In ungeraden
Dimensionen gibt es nur eine Ladungskonjugationsmatrix. Ob fiir diese n = 1 oder n = —1
gilt, hdngt von der Dimension ab. Die Gammamatrizen in der ungeraden Dimension d ergeben
sich aus denen in d — 1 Dimensionen und v4_1 = oy - - - Y42, wobei o> = —1 gelten muB. Die
Ladungskonjugationsmatrix mufl deshalb zusétzlich die Bedingung

(0 va—2)" =n(0"Ya—2)

(A.19)
erfiillen (da n(*Y) =1 fiir d ungerade). Das bedeutet 1 = (—1)%. Alle Resultate gelten fiir
Dimension d modulo 8. Deswegen ergeben sich zum Beispiel in zehn Dimensionen die gleichen
Relationen wie in zwei Dimensionen. Folgende Tabelle fafit die Ergebnisse fiir ein bis acht
Dimensionen zusammen.

1 T

dmodS |12 [3[4[5][67]8
c, |S|S A|AA S
c_ A[A[A STS[S

In dieser Tabelle steht S fiir symmetrisch und A fiir antisymmetrisch.
In einem Raum mit EUKLIDischer Metrik gilt auch fiir die Ladungskonjugation eine andere
Relation. Dort ist sie definiert als:
o = Cy*. (A.20)

A.4 Majorana-Spinoren in der Weyl-Darstellung in vier
Dimensionen

Definieren wir die folgenden Objekte:

0-/1 = (007 —01, —02, _03) ) &u = (007 701,02, 03) (A21)
(0 -1 . 0 1\ _
E—(l 0 ) ; E—(_l 0>_s . (A.22)
Damit gilt:
Gu=E6," und oy =6, (A.23)

Fiir die Gammamatrizen verwendet man folgende chirale Darstellung:
0 o, >
Y= - . (A.24)
’ < Gu 0
Daraus folgt
. —op O E 0
V5 = —i0V17273 = ( 00 > und C = < 0 e > : (A.25)

a0

Aus der Bedingung 1 = Cyp9* fiir einen MAJORANA-Spinor folgt sofort, dafl in dieser Dar-
stellung ein MAJORANA-Spinor die Form ()1 und 12 zweikomponentige Spinoren)

= ( v ) 1= 3 5 g = eyt (A.26)
2
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In Komponenten bedeutet dies (11 und 1, jetzt einkomponentig)

(1
= Z—ﬁ = < gg > mit * = sdﬁz/;ﬁ- und ¥ = 4. (A.27)
1;2

Ganz analog gilt ¥, = éaml)ﬁ mit * = 1,[_)5 . Da man € und e schon durch die Stellung
der Indizes unterscheiden kann, wird im folgenden fiir beide das gleiche Symbol verwendet (
e = ¢ = (e99)~1 fiir & und €45 = Eap flr ).

Mit den so dargestellten Spinoren gilt:

=1l = @*; ¥a) (A.28)
VX =1V Xa + %X“_E Yy + Py (A.29)
VYux = wa(au)aﬁ'féﬁ + T/Zd(‘}u)dﬁXﬂ = Yo, X + Vaux (A.30)

Dabei ist auf die Stellung der Indizes zu achten, denn da e schiefsymmetrisch ist, gilt ¥y =
V¥ Xa = —Xa¥* = X"a = x¢ und Px = X¥).

Fiir die vierkomponentigen Spinoren und ihre zwei Komponenten werden die gleichen Sym-
bole verwendet. ¥y, ¥y, Yoty und Pé*y sind als Produkte zweikomponentiger Spinoren
zu verstehen, ¢y ist ein Produkt von vierkomponentigen Spinoren. Die Indizes a und b be-
zeichnen die Komponenten eines vierkomponentigen Spinors (1 —4). a und ( numerieren als
Indizes die Komponenten eines zweikomponentigen Spinors in der (%, 0)-Darstellung, & und
5 die Komponenten eines zweikomponentigen Spinors in der (0, %)—Darstellung.

Fiir die MAJORANA-Spinoren v, § und x in der WEYL-Darstellung kann man folgende
Relationen (FI1ERZ-Identitéten) zeigen:

OO = —1(00)0x
ON(Ox) = —3(A)(00)
AouX = —XOuA

e Clead’) 1nmv (00)(00)
(0"0)o0(0070) = In0,(00) — i(c""0).(00)

ONOx) = 3(05%0)(Aoyx)

(630)(6X) 3(00"0) (Ao, x) (A.31)
(ON(x5"0) = —L(66)(x5"N)
OV (xo"0) = —L(88)(xo")
(ON)(xo"8) = —3(00"0)(Ao,c"X)
(OM)(x5"9) 3(00"0)(A5,0"X)
(AG*0) (007 0) —2626(5" o)A
(Ac*0)(00v0) £0%0(aV ")\

Eine weitere niitzliche Relationen, die sich daraus ergibt, ist

e (oh) 3500 = —B5(5)%. (A.32)
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B Ausfiihrliche Rechnungen zu Kapitel 2.7

Zunéchst soll hier noch einiges iiber fermionische Koordinaten, Ableitungen nach fermioni-
schen Koordinaten und Integration iiber Funktionen von fermionischen Koordinaten ergénzt
werden.

Die Ableitung nach fermionischen Koordinaten kann man auf folgende Weise einfiihren:

0 0 0 -4 ; 0 - :
90 =00 =05 —=0" =37, ——0,=0° B.1
90 a aeaﬁ B8 96% [ aeaﬁ 3 ( )
Mit Hilfe der Kettenregel, die auch hier gelten soll, erhélt man:
0 0 003 0 0 0
90~ 905000 - *P905 00, 00° (B2)
Das entsprechende 148t sich fiir 80% zeigen.

Eine beliebige Funktion f, die von einer fermionischen Koordinate 8 abhéngt, kann man
in f(0) = fo+ 0f1 entwickeln, da 6 zu Null quadriert. Ist f eine Funktion von mehreren
fermionischen Koordinaten, so kommen entsprechend mehr Entwicklungskoeffizienten vor.
Um die Entwicklung in Gleichung (2.110) zu verstehen, mufl man nur wissen, dafl die PAULI-
Matrizen eine Basis fiir die komplexen hermiteschen spurfreien (2 x 2)-Matrizen darstellen,
und daf der Term 8c#060+0 aufgrund der Eigenschaften von MAJORANA-Fermionen entfillt.

Die Integration iiber fermionische Felder spielt bei den Pfadintegralen eine Rolle. Ganz
analog dazu definiert man die Integration iiber fermionische Koordinaten.

/d99=1; /d@ =0; /d@ £(0) = f; d.h. % (9):/d0 £(0) (B.3)

Weiterhin definiert man
1 _ 1 - _.
d?0 = —40% 00 ; d?0 = —d0ad0”. (B.4)
Damit gilt
/d29 02 =1; /d2§ 62 = 1. (B.5)

Die Transformation der Komponenten eines allgemeinen Superfeldes kann man aus dem
transformierten Superfeld 05 = —i( Q.S ablesen. Die Transformationen mit Hilfe der Relatio-
nen (A.31) ergeben sich damit als:

CQV = (C¥Qu+ QulHV (B.6)
o .9 _ _
= (iC" g +iC* o7z + (65"0)0 + (60" 0)0,)V (B.7)
= 05"¢0,C + 00"¢0,C

O (00" 0)(Dx0,5C) — S02(C55jx)
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- g i e s
—(x + 592(40“8@2) - 5(90 0)(Ouxo,0"C)
+OC(M — iN) — %92§&“§8M(M —iN)
—0C(M +iN) + %929J“§8H(M +iN)
_ _ 1- 1 .- _
+if5"C A, — 0ot CA, + 59290”&“48“141, - 5929(5yaﬂ)gauAy

+H(O010)(Co (N — =67 0,7)) — B2C(A — %aﬂaux) + %é%%&ﬂ@uu ~ 1570,%)

2 2
+(60"9) (oA = 56" 0,X)) + 6°C(A = 55"0,) — 50°67(Cot (A = 55”0, )
—i020¢(D + %DC) —i0%0(D + %DC) (B.8)
{x — X

—i6 (ic"(0,C + i((M — iN) + oc*CA,)
+i6 (—id"(0,C + i{(M +iN) + 6 CA,)

—392 <<&ﬂaux +2iC (N — %&“aux)>

% <CJ“8 X + 2iC(A — 50“@»())

+i6°%0 (
6% (
Z

—(Oc* )<%8 X0uo"C+ 8 Ly X0uG ¢ — Cop( X — 30 Y0,X) — Cop(A % Vx)>

o1, (M +iN) — %a 510, A, — C(D + %DC))

N)IH N —

M —iN) — $5"0"C0, A, + (D + ;DC)>

1 ,- _ _
—50°F (—i{&“@u(k - %a”ayx) +i(Co" 9, (A — %a” VX)) (B.9)

Die meisten Transformationen kann man daraus sofort ablesen. Der Rest ergibt sich aus:

oM

ON

oA

0D

_ —%(5(M +iN) + 6(M —iN)) = (A + CA) — i(6H,x + (DY)

(6(M —iN) = 6(M +1iN)) = —i(CA = ¢A) = (Co"0ux — (5" DX

DN =

: 1
= —id(\ — %0”8,»2) + 50" 9u(6%)

1 ) 1
= i¢(D+500) - %aﬂff”gauayc + 505" = 5D, A,

= —i((D+ %DC) + %&“a”éauayc + %(&“0” — 6”00, A,

1

1
= —i3(D + 500) + ;08C

_ 1 ; 1 _
= —(F DN+ (oA + 505" 0" 00, X - %ga#auzf” A+ 500 = €Y.
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In Viererschreibweise sind die Transformationen damit:

6C = iCys5x (B.10)
ox = (M + iy N)C — iv"CAu — 1574¢9,C (B.11)
0A, = %(@X)VWVC +iCyu(A = %vya”x) = —COuX + iy (B.12)
OM = (X — iy, 0"x (B.13)
ON = iCysA + (570" x (B.14)
5A = —in5CD + 5 [#,7"] By (B.15)
0D = —Cy57, 0"\ + z’%@m“v”auaux - zémém = —Cy57,0"\. (B.16)

Das chirale Multiplett €2 ist dadurch ausgezeichnet, dafl A = 0 und D = 0 gilt. Dies wird
durch die Bedingung €2 = %DDV, wobei V ein allgemeines Multiplett ist, ausgedriickt. €2 kann
man in zwei Anteile (¢ = iDdDdV und ¢ = %DO‘DO[V) aufspalten. Fiir die Komponenten
bedeutet dies:

0 . 0 .
(% — _ - ~ L\ s "
D“D,V < 6. +4(05*) H) <89a i(o H)C@L) 4 (B.17)
o 0 _ ;) _
= (== 0 . (FH)Pe _—_ 2
< 6. 9% +2if5(5") maau +0 D> 1% (B.18)

= 2i(M —iN) + 4if(\ — %&“aux) +260%(D + %Do)

+205"9,,x — 205"00,(M — iN) — 2i05"0"00, A, + 4(65"0)0(\ — %&”ayx))
+620C — 6200y — %9202D(M —iN)
= 2i(M —iN)
+if (4& - %&“aux) — 2z’6’“8ux>
+%9’2 <—4¢(D + %DC) —40MA, — QiDC>
—(05"0) (20,,(M — iN))
+i626 (—22’(0”@}\ — %DX) — DX>
1~
—59292 (GO(M —iN)). (B.19)
Deswegen sind die Komponenten des neuen Superfeldes ®:
C' = 3i(M —iN) =T
Y = (A —i5"0,x) = —2iv
(M'+iN') = —i(D +0C) — 0" A, = 2iFT
Al = 30,(M —iN) = —i9,C" = —ig, Al (B.20)

(N — %O‘Ma“)_(/) = _%Uuau(x - Z'C}"/ LX) = —%0’@2’ = —ot9,v
(D' + 30C") = Li0(M —iN) = 10" = {021
—XN=0; D' =0.
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Damit ist der Bezug zu der Entwicklung in (2.134) hergestellt. Analog ergibt sich

. o 0 9
DyDV = ——— + 2i0%(o") s —= 0’0 | v B.21
V ( 80 90, +2i6%(o )aﬂa Oy + > ( )

= —2i(M +iN) — 4i0(\ — 5a“au;z) +26%(D + %DC) — 20079, X
—205"00,(M + iN) + 2i00"5"00,, A, — 4(05*0)0(\ — %0”(%)2)
+6*0C + i6%00x + %92925(1\4 +iN) (B.22)

= —2i(M + z'N)

—i0 < 4\ — —0“8ux) - 2@0“8,»()

(
— 92 <4z D+ - DC 40" A, + 2z’DC’>
—00“9(2 3 M+zN))
—i0%0 ( 2i64 9, (N — —a YOux) — Dx>

2

929 (—i0(M +iN)). (B.23)

Die Komponenten von ® sind also:
C'=—-L(M+iN)=2
X =\ —iotdux) = 2iv
(M'—iN') =4(D+0C) — 0"A,, = —2iF
Al = 50u(M +iN) = i0,C" = i0,2 (B.24)
(N = 5610, = —£510, (X —i0"D,X) = —5610ux' = 610,
(D' +10C") = —i0(M +iN) = 30C" = 302
—D'=0; N =0.
Die Superladungen in den chiralen Koordinaten lassen sich durch die folgenden Relationen
berechnen:

QQ<I>(3;,0,§) = (2% — (U“§)a8“> e_w"uéaﬂfb(:n, 0) = ¢~ 409"00u Qpa®(x,6) (B.25)
Qq?a = Qa + |:Qa, e—iea“éau} (B26)
Qu®(x,0,0) = ( a% - <ff“9>a8u> P70 (z,0) = 07" Qpo®(w,0)  (B.27)
Qq?a = Qa + |:Qa, ei@o‘”éﬁu] (B28)
und ganz analog fiir Q,, und die Superableitungen. Es ergibt sich daraus
Qoo =i aga Qpo = i79x — 2(070)0 0,
o0~ ;W + 2001000 Qo =~ Iage (B.29)
f?q’a = o= (Uue)aau f?éa = aaa
Dggs = —a%m D3, = 89& +2i(00") 0,
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B Ausfiihrliche Rechnungen zu Kapitel 2.7

woran man erkennt, dal 6® wieder ein links-chirales und 6® wieder ein rechts-chirales Super-
feld ist. D,® ist allerdings nicht mehr links-chiral, und Dg® nicht mehr rechts-chiral, aber
beide Felder sind immer noch chiral. Mit Hilfe dieser Groflen kann man leicht die Transfor-
mationen der Felder berechnen.

Aus der Multiplikation von zwei Feldern ®®5 bzw. ®;®5 erhilt man wieder ein links- bzw.
rechts-chirales Superfeld ®3 bzw. ®3 mit den Komponenten

A = A, Ay b = il
vy = Aq1v9 + Aoy Vg = qu_)g + Ql;l_)l (B30)
F = WFo + W1 + 4oy F = AlF +2ALF! + 40,09

Den F-Term von dem links-chiralen Superfeld f(®) erhélt man, indem man die Funktion
f(®(x,0)) nach 6 entwickelt (um 6 = 0) . Wie bekannt bricht die Entwicklung ab. Aus den
Entwicklungskoeffizienten kann man leicht den gewiinschten Term ablesen:

2
F(@ o) = 25228 9y TIR.

2y o

(B.31)

Auf die gleiche Weise findet man leicht den D-Term von ®®.

Auf ein rechts-chirales Multiplett kann man den Operator DgD® wirken lassen. Damit
erhilt man das links-chirales Multiplett ®' = D;DY® = DdDé‘DﬁDgV. Die Komponenten
lassen sich leicht ablesen, wenn man die Komponenten von @ (siehe (B.20)) wieder in die
Relationen fiir DYD,V (B.24) einsetzt. Die Komponenten von ®’ sind:

A =3
v = 50400 (B.32)
§ = —0AT.
Das bedeutet .
®D DYz = F'F — ADAT + 2iv0t9),v (B.33)

Dies ist bis auf eine totale Ableitung gleich

1. -
3E + 0"%0,A" + v 0,0 + 16510, v = 5@@][) + totale Ableitung. (B.34)
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C Herleitung des Variationsprinzips

Ausgangspunkt ist zunéchst ein diskreter Konfigurationsraum (n Konfigurationen). Auf die-
sen Raum sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (p = (p1,...,pn), > ;2i = 1,0 < p; < 1)
und damit ein Wahrscheinlichkeitsmafl ;# definiert. Die Entropie ist

Sp(p) == pilogp; (C.1)
=1

Die relative Entropie (S(p|a) zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen (p und «) ist definiert
als

Sp(pla) =~ pilog(7") (C.2)

Es gilt
Sp(pla) <0 und Sp(p|a) = 0 nur wenn p = « (C.3)

Aus der JENSEN-Ungleichung folgt fiir eine konvexe Funktion f(u)

/ (Z Oéﬂh’) < Zf(uz) (C.4)

(Der Beweis der JENSEN-Ungleichung ist unter aufgefiihrt.) Mit u; = Z—i folgt daraus 0 <
>_pilog(5r). Da f"(u) > 0 exestiert maximal ein Punkt mit 0 = > p;log(:). An diesem
Punkt gilt u; = ¢ und damit auch 1 =), p; = ¢, &; = ¢q. Also impliziert 0 = ) p; log(g—i),
dal a; = p; gilt.

Setzt man o; = Z le™% mit Z = >, €% so erhélt man das Variationsprinzip fiir einen
diskreten Konfigurationsraum

igf [Z Sipi — SB(p)] = —log Z. (C.5)

Das Variationsprinzip im kontinuierlichen Falle ist auf gleiche Weise zu verstehen. Das Maf}
ist dann definiert als du[¢] = p[¢]D¢. Die Entropie und die relative Entropie sind jetzt

Spu=— / D¢ pl¢]log p[¢] und Spu) = — / dul@] log g[¢] (C.6)

mit du[¢] = g[p]dv[¢p]. Zwei Mafle sollen im kontinuierlichen Falle als &quivalent gelten, wenn
sie sich nur auf einer Menge vom Mafi Null unterscheiden. Auf diese Weise ergibt sich das
Variationsprinzip, wie es hier verwendet wurde.

Der Beweis der JENSEN-Ungleichung beruht auf der Konvexitdt der Funktion f(u) im In-
tervall 1. Aus der Konvexitét folgt (u; € I)

flouy + (1 — @)ug) < af(ur) + (1 — a)f(uz) mit 0 < a < 1. (C.7)
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C Herleitung des Variationsprinzips
Daraus ergibt sich

f(z aju;) < Zaif(ui) mit 0 < o <1 und Zai =1 (C.8)

Dieses Ergebnis 148t sich auf den kontinuierlichen Fall iibertragen. 2 sei der Wahrschein-
lichkeitsraum (w ein Elementarereignis), auf dem das Wahrscheinlichkeitsmaf p(w) definiert
sei. Man zerlegt zunéichst den Wahrscheinlichkeitsraum in eine endliche Anzahl disjunkter
Teilmengen €2;. Dann gilt mit w; € ;

f (Z N(Qi)g(wi)) <> () F(g(wi)), (C.9)
wobei g eine Funktion mit g :  +— I ist. Fiir den Grenzfall kleiner Teilbereiche §2; erhilt man

(it o)) < faue) staten (C.10)
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D Supersymmetrische Eichtheorie

Es existiert auch eine supersymmetrische Version der Eichtheorie fiir chirale Felder. Die Super-
ladungen (), kommutieren mit den Generatoren der Eichtransformationen. Alle Felder eines
Multipletts transformieren deswegen auf die gleiche Weise unter den Eichtransformationen.
Daher erwartet man

A, — (e“AAA@)) ot (D.1)
Uy — (eitAAA(x)) o Um (D.2)
3, — ( eitAAA(x)) . Fom, (D.3)

wobei t4 die Generatoren der Eichsymmetrie und A“(z) reelle Funktionen sind. Die Formel
(2.134) fiir das links-chirale Superfeld enthélt Ableitungen der Komponenten. In chiralen
Koordinaten tauchen diese Ableitungen aber nicht mehr auf (2.132). Deswegen kann man die
Eichtransformation eines chiralen Superfeldes wie folgt aufschreiben

O, (2,0) — (eitAAA<y2>) @, (x, 0) (D.4)

nm
= (2,0) — & (z,0) (e—itAA“@ﬂ*) . (D.5)
mn
Wenn A4 (ys)* = A% (y1) gleich A4 (ys), so wiire ein Produkt ®® invariat unter den Eichtrans-
formationen. Da dies aber nicht der Fall ist, benétigen wir ein I'(z, 0) mit folgendem Trans-
formationsverhalten

D(2,0) — (4402 ) T, g) (et ), (D.6)

um ®T'® zu einem invarianten Ausdruck zu machen. Eine Veridnderung in diesem Ausdruck
erwartet man schon deshalb, weil er den kinetischen Anteil der LAGRANGE-Dichte darstellt.
Dort wird in der nicht supersymmetrischen Fichtheorie die Ableitung durch die kovariante
Ableitung ersetzt.

I" ist damit noch nicht eindeutig festgelegt. Wir wihlen ein Hermitesches

I'(z,0) = exp (—ZtAVA(a:,O)) , (D.7)

wobei VA4 ein reelles Superfeld ist. Wir erweitern die oben beschriebenen Transformationen
dadurch, da8 wir statt der Felder A“(ys) beliebige links-chirale Superfelder Q4 (z,6) verwen-
den. Der oben beschriebene Term ist auch unter diesen Transformationen invarinat.

Mit Hilfe der BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-Formel ergeben sich die Transformationen
des Feldes V4,

VA—>VA+%'[QA—QA*]+..., (D.8)
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D Supersymmetrische Eichtheorie

und damit auch die Transformationen der Komponenten.
Mit Hilfe dieser Transformationen kénnen bestimmte Komponenten der Feldes V4 auf null

gebracht werden
C=x=x=M=N=0. (D.9)

Dies ist die so genannte WESS-ZUMINO-Eichung. Eine Supersymmetrietransformation fiihrt
zu einer Verletzung dieser Bedingungen. Deswegen mufl nach einer Supersymmetrietrans-
formation immer eine Eichtransformation wieder in die WESS-ZUMINO-Eichung fithren. Das
links-chirale Superfeld Q4 (drei komplexe Komponenten) hat in der WESS-ZUMINO-Eichung
noch eine freie Komponente A4. Die Transformationen der Komponenten von V4 sind damit
(C4. Strukturkonstanten)

Ad(x) — CpoAl(x)A° () — 9,0 (x) (D.10)
M) — CEMNB(x)A () (D.11)
DAz) — CHeD(x)AC (z). (D.12)

(D.10) sind die bekannten Eichtransformationen. Die Gaugino-Felder A* und die Hilfsfelder
D4 gehéren also zur adjungierten Darstellung der Eichgruppe.

Jetzt bendtigen wir nur noch eine supersymmetrische Wirkung der Eichfelder. Die Felder
F, = 0,A,—0,A,, A und D stellen ein Supermultiplett dar, denn durch die Supersymmetrie-
transformationen werden diese Felder nur ineinander transformiert. Ein (Spinor-) Multiplett
(WA) mit diesen Komponenten ergibt sich aus dem Vektormutiplett in der WESS-ZUMINO-
Eichung (Vi)

1. _
Wil(z) = g1)1)1)@1@32. (D.13)

Insgesamt ergibt sich folgende LAGRANGE-Dichte (Index A hier weggelassen)

1 ) T —
L= /d92d02 Iro + /dl92 WoW® +he.| + f(®)|z+ f(P)|s- (D.14)

Diese Wirkung enthélt neben den bekannten Termen des Superpotentials Terme mit eichin-
varianten Ableitungen fiir Bosonen und Fermionen, YUKAWA-Kopplung der Gaugino-Felder
an die Skalaren Felder und die Fermionenfelder des chiralen Multipletts sowie Terme der
Hilfsfelder §,, und D. Die invariante Wirkung der Eichfelder ist

1 1< 1
[/d02 W W< + h.c.] = —ZFWFW + 51’)\@)\ + 5D2. (D.15)
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